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ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ФУНКЦИЙ
МНОГИХ МАТРИЧНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ∗

The problem of interpolation of multivariate matrix functions is considered.
Interpolation polynomials are built both for stationary and for functional
matrices. Some examples are given.

Рассматривается задача интерполирования функций многих матрич-
ных переменных. Построены интерполяционные многочлены на множе-
ствах стационарных и функциональных матриц. Приведены примеры.

Введение. Функции от одной и многих матричных переменных
находят применение как в ряде областей самой математики, так и в
многочисленных ее приложениях. Теория приближений, в том числе
и теория интерполяции, в особенности функций многих матричных
переменных разработана еще недостаточно полно. Дальнейшее раз-
витие этого направления прикладной математики вызывает интерес
как в теоретическом, так и в прикладном отношении. Ряд вопросов
теории интерполирования лагранжева, эрмитова и других типов для
функций от одной матричной переменной исследован в работах [1–5].
В данной статье продолжены исследования в этом направлении для
случая функций многих матричных переменных: построены интер-
поляционные формулы разной структуры как на множестве посто-
янных матриц, так и на функциональных матрицах. Теория анали-
тических функций от многих матриц и счетного множества матриц,
а также применение таких функций в теории обыкновенных диф-
ференциальных уравнений рассмотрены в монографии [6]. Основы
теории интерполирования операторов в общих линейных, гильбер-
товых и функциональных пространствах изложены в [7], интерпо-
лирование функционалов от многих переменных — в [8]. Пусть
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A = (A1, A2, . . . , An), где Ak, k = 1, n — квадратные
или прямоугольные матрицы одинаковой размерности,
F (A) = F (A1, A2, . . . , An) — заданная функция, принимающая
матричные значения соответствующей размерности. Рассмотрим
сначала интерполяционные алгебраические матричные многочлены
первой и второй степеней.

1. Формулы линейной и квадратичной интерпо-
ляции. Пусть A(t) =

(
A1(t), A2(t), . . . , An(t)

)
, а B0(t) =(

B10(t), B20(t), . . . , Bn0(t)
)

и B1(t) =
(
B11(t), B21(t), . . . , Bn1(t)

)
— узлы интерполирования, причем координаты вектор-матриц
A(t), B0(t), B1(t) являются квадратными матрицами одинаковой
размерности, координаты

[
Bk1(t) − Bk0(t)

]
, k = 1, n непрерывного

на отрезке T = [a, b] вектора B1(t) − B0(t) обратимы и значе-
ние функции F также является матрицей этой же размерности.
Для любого матричного вектора A(t) под A−1(t) будем понимать
вектор A−1(t) =

(
A1(t)−1, A2(t)−1, . . . , An(t)−1

)
, а для векторов

A(t) =
(
A1(t), A2(t), . . . , An(t)

)
и B(t) =

(
B1(t), B2(t), . . . , Bn(t)

)
через

(
A(t), B(t)

)
обозначим их ”скалярное” произведение:(

A(t), B(t)
)

=
n∑
j=1

Aj(t)Bj(t). Тогда для матричного многочле-

на

L10(A) = F (B0) +
∫
T

l10(A(τ))dτF
[
B0(·) + g(τ, ·)

(
B1(·)−B0(·)

)]
, (1)

где B1(t)−B0(t)=
(
B11(t)−B10(t), B21(t)−B20(t), . . . , Bn1(t)−Bn0(t)

)
,

l10(A(τ)) =
1
n

(
A(τ)−B0(τ),

(
B1(τ)−B0(τ)

)−1) =

=
1
n

n∑
k=1

[
Ak(τ)−Bk0(τ)

][
Bk1(τ)−Bk0(τ)

]−1
,

а g(τ, t) — скалярная функция, для которой g(a, t) ≡ 0, g(b, t) ≡ 1, вы-
полняются интерполяционные условия L10(Bi) = F (Bi), i ∈ {0, 1}.
Эти же интерполяционные условия также выполняются и для мат-
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ричного многочлена первой степени

L01(A)=F (B0)+
∫
T

l01(A(τ))l−1
01 (B1(τ))dτF

[
B0(·)+g(τ,·)

(
B1(·)−B0(·)

)]
, (2)

где

l01(A(τ)) =
(
A(τ)−B0(τ), B1(τ)−B0(τ)

)
=

=
n∑
ν=1

(
Aν(τ)−Bν0(τ)

)(
Bν1(τ)−Bν0(τ)

)
.

Формулы (1) и (2) содержат соответственно обратные матрицы[
Bk1(τ) − Bk0(τ)

]−1, k = 1, n и
(
B1(τ) − B0(τ), B1(τ) − B0(τ)

)−1,
практическое построение которых относится к достаточно трудоем-
кой задаче. Приведем пример узлов интерполирования, для которых
эта задача решается элементарно. Такими узлами будут в частности

B1(τ)=
(
β11(τ)I+H1(τ), β21(τ)I+H2(τ), . . . , βn1(τ)I+Hn(τ)

)
,

B0(τ)=
(
β10(τ)I+H1(τ), β20(τ)I+H2(τ), . . . , βn0(τ)I+Hn(τ)

)
, (3)

где вектора β1(τ) и β0(τ) c числовыми координатами βν1(τ) и βν0(τ)
таковы, что βν1(τ) − βν0(τ) 6= 0 для τ ∈ T , а единичная матрица I
и произвольные матрицы Hν(τ), ν = 1, n той же размерности, что и
компоненты матрицы A(τ). В этом случае формулы (1) и (2) приоб-
ретают вид

L10(A)=F (B0)+
1
n

∫
T

n∑
k=1

Ak(τ)−Bk0(τ)
βk1(τ)− βk0(τ)

dτF
[
B0(·)+g(τ,·)

(
B1(·)−B0(·)

)]
,

L01(A)=F (B0)+
∫
T

l01(A(τ))
n∑
k=1

[
β1ν(τ)−β0k(τ)

]2 dτF [B0(·)+g(τ,·)
(
B1(·)−B0(·)

)]
.

Аналогом формулы (1) на множестве постоянных матриц по узлам
B0 и B1 является интерполяционный многочлен

L10(A) = (A−B1, B0 −B1)(B0 −B1, B0 −B1)−1F (B0) +
+(A−B0, B1 −B0)(B1 −B0, B1 −B0)−1F (B1), (4)
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а его ньютоновский вариант соответственно будет иметь вид

L10(A)=F (B0)+(A−B0, B1−B0)(B1−B0, B1−B0)−1
[
F (B1)−F (B0)

]
. (5)

Многочлен первой степени

L1(A) = F (B0) + (A−B0, C) +

+
1
n

[
F (B1)− F (B0)− (B1 −B0, C)

]
((B1 −B0)−1, A−B0),

где C = (C1, C2, . . . , Cn) — произвольная вектор-матрица, также яв-
ляется интерполяционным для функции F (A) относительно узлов
B0 и B1. В случае стационарных узлов вида (3) интерполяционные
многочлены (4) и (5) принимают соответственно вид

L10(A) =
(A−B1, B0 −B1)
(β0 − β1, β0 − β1)

F (B0) +
(A−B0, B1 −B0)
(β1 − β0, β1 − β0)

F (B1),

L10(A) = F (B0) +
(A−B0, B1 −B0)
(β1 − β0, β1 − β0)

[
F (B1)− F (B0)

]
. (6)

Одна из формул квадратичной интерполяции с узлами B0, B1, B2

имеет вид

L2(A) = l20(A)F (B0) + l21(A)F (B1) + l22(A)F (B2), (7)

где

l20(A)=(A−B1,B0−B1)(A−B2,B0−B2)(B0−B2,B0−B2)−1(B0−B1,B0−B1)−1,
l21(A)=(A−B0,B1−B0)(A−B2,B1−B2)(B1−B2,B1−B2)−1(B1−B0,B1−B0)−1,
l22(A)=(A−B0,B2−B0)(A−B1,B2−B1)(B2−B1,B2−B2)−1(B2−B0,B2−B0)−1.

Ньютоновским вариантом формулы (7) является интерполяционная
формула

L2(A) = L10(A) +
[
F (B2)− L10(B2)

]
l−1
2 (B2)l2(A),

где l2(A) = (A − B0, B2 − B0)(A − B1, B2 − B1), для которой также
выполняются интерполяционные условия L2(B1) = F (Bi), i = 0, 1, 2.
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Эта же формула в случае узлов B0, B1 и B2 вида (3) соответственно
будет иметь вид

L2(A)=L10(A)+
[
F (B2)−L10(B2)

] (A−B0, B2−B0)(A−B1, B2−B1)
(β2−β0, β2−β0)(β2−β1, β2−β1)

,

где L10(A) — одна из формул (6). Приведем в случае прямоугольных
матриц одну из формул вида P10(A) = C+(A,D), где матрица C и

матрицы AiDj в ”скалярном” произведении (A,D) =
n∑
i=1

AiDi векто-

ров A = (A1, A2, . . . , An) и D = (D1, D2, . . . , Dn) имеют одинаковую
размерность. Такой интерполяционной формулой будет матричный
многочлен

L10(A)=F (B0) +(B0−A,B0−B1)
{
(B0−B1,B0−B1)+

[
F (B1)−F (B0)

]
+N
}
,

где (B0 −B1, B0 −B1)+ — псевдообратная матрица Мура–Пенроуза
для (B0 − B1, B0 − B1 ), N ∈ ker { (B0 − B1, B0 − B1 ) } =
{N :

(
B0 − B1, B0 − B1

)
N = 0}. Эта формула имеет место при вы-

полнении условий F (B1) − F (B0) = (B0 − B1, B0 − B1)V , где V —
некоторая матрица. Равенство L10(B1) = F (B1) выполняется в силу
предыдущего соотношения и того, что N ∈ ker{(B0 −B1, B0 −B1)}.

1.1 Интерполяционные формулы для дифференцируе-
мых функций. Рассмотрим сначала формулу линейной интерпо-
ляции. Пусть B0(t) и B1(t) — узлы интерполирования и оператор
F (A) дифференцируем по Гато в точке A = B0 + τ(B1 − B0), где
τ — числовой параметр (0 ≤ τ ≤ 1). Через δAkF [B;H] обозначим
частный дифференциал Гато по Ak функции F (A) в точке A = B по
направлению H. Рассмотрим далее формулу вида

L1(A) = F (B0) +
n∑
ν=1

1∫
0

δAνF [B0 + τ(B1 −B0);Aν −Bν0]dτ,

или в более компактной записи:

L1(A) = F (B0) +

1∫
0

δF [B0 + τ(B1 −B0);A−B0]dτ. (8)
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По определению дифференциал δF [A;H] функции F (A) в точке
A = (A1, A2, . . . , An) по направлению H = (h1, h2, . . . , hn) задается

формулой δF [A;H] =
n∑
ν=1

δAkF [A;hk], где δAkF [A;hk] означает част-

ный дифференциал Гато по переменной Ak функции F (A) по направ-
лению hk относительно этой переменной. Далее будем использовать
равенство

δF[A+ τH;H]=F ′τ (A+ τH)=F ′τ(A1+τh,A2+τh2, . . . , An+τhn). (9)

Так как
n∑
ν=1

δAνF [B0 + τ(B1 − B0);Aν − Bν0] = F ′τ (B0 + τ(B1 − B0))

при A = B1, то для формулы (8) будет выполняться равенство
L1(B1) = F (B1). Очевидно, что L1(B0) = F (B0). Интерполяцион-
ная формула (8) инвариантна относительно матричных многочле-

нов первой степени вида P1(A) = C +
n∑
ν=1

∫
T

Cν1(t)Aν(t)Cν2(t)dt, где

C, Cν1(t) и Cν2(t) — заданные матрицы. В самом деле,

δP1[B0 + τ(B1−B0);A−B0] =
n∑
ν=1

∫
T

Cν1(t)
(
Aν(t)−Bν0(t)

)
Cν2(t)dt =

= P1(A)− P1(B0).

Отсюда следует, что L1(A) ≡ F (A) для F (A) = P1(A). Рассмот-
рим далее еще один вариант формулы квадратичной интерполя-
ции. Пусть заданы узлы интерполирования Bi = Bi(t), i = 0, 1, 2,
функция F (A) дважды дифференцируема по Гато в точке A =
B0 + τ(B1 − B0) + τs(B2 − B1) по направлениям H1 = H1(t) и
H2 = H2(t), где t ∈ T , 0 ≤ τ, s ≤ 1. Тогда матричный многочлен
второй степени

L2(A) = F (B0) +

1∫
0

δF [B0 + τ(B1 −B0);A−B0]dτ +

+

1∫
0

1∫
0

τδ2F [B0+τ(B1−B0)+τs(B2−B1); (A−B0)(A−B1)]dτds, (10)
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где δ2F [A;H1H2] — дифференциал Гато второго порядка в точке A
по направлениямH1 иH2, является интерполяционным для F (A) от-
носительно узлов B0, B1 и B2. Выполнение условия L2(B0) = F (B0)
очевидно; L2(B1) = F (B1) выполняется в силу равенства (9), а также
обращения в ноль двойного интеграла в (10). Для проверки совпаде-
ния L2(A) и F (A) в узле B2 необходимо воспользоваться равенством
вида

∂

∂s
δF [B + τH1 + τsH2;H2] = τδ2F [B + τH1 + τsH2;H1H2], (11)

где B — фиксированная матрица, H1 = (h11, h21, . . . , hn1) и
H2 = (h12, h22, . . . , hn2) — произвольные направления, при которых
операции дифференцирования в (11) возможны. Равенство (11) по-
лучено в результате использования определения дифференциала Га-
то второго порядка и понятие производной абстрактной функции
скалярного аргумента. Действительно,

τδ2F [B + τH1 + τsH2;H1H2] = δ2F [B + τH1 + τsH2;H1τH2] =
= lim
λ→0
{δF [B + τH1 + τ(s+ λ)H2;H1]− δF [B + τH1 + τsH2;H1]} =

=
∂

∂s
δF [B + τH1 + τsH2;H1].

С учетом этого соотношения для B = B0 и H1 = B1 − B0,
H2 = B2 −B1 получаем, что второй интеграл в точке A = B2 в (10)
будет равен

1∫
0

1∫
0

∂

∂s
δF [B0 + τ(B1 −B0) + τs(B2 −B1);B2 −B0]dsdτ =

=

1∫
0

δF[B0+τ(B2−B0);B2−B0]dτ−
1∫

0

δF[B0+τ(B1−B0);B2−B0]dτ =

= F (B2)− F (B0)−
1∫

0

δF [B0 + τ(B1 −B0);B2 −B0]dτ.

Таким образом, имеем L2(B2) = F (B2). Интерполяционный мно-
гочлен (10) инвариантен относительно матричных многочленов
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P2(A) = P1(A) + P22(A), если P1(A) — приведенный ранее матрич-
ный многочлен первой степени, а P22(A) — однородный многочлен
второй степени вида

P22(A) =
n∑

i,j=1

∫
T

∫
T

bij(t, s)Ai(t)cij(t, s)Aj(s)dij(t, s)dtds, (12)

где bij(t, s), cij(t, s) и dij(t, s) — заданные функциональные матрицы.
Так как δ2P1[A;H1H2] ≡ 0, то L2(P1;A) ≡ P1(A). Покажем далее, что
интерполяционная формула (10) точна для многочленов вида (12).
Имеет место равенство

δP22[A;H1] =
n∑

i,j=1

∫
T

∫
T

bij(t, s)
[
hi1(t)cij(t, s)Aj(s) +

+Ai(t)cij(t, s)hj1(s)
]
dij(t, s)dtds, (13)

а дифференциал второго порядка δ2P22[A;H1H2] не зависит от точки
A и равен

δP22[A;H1H2] =
n∑

i,j=1

∫
T

∫
T

bij(t, s)
[
hi1(t)cij(t, s)hj2(s) +

+hi2(t)cij(t, s)hj1(s)
]
dij(t, s)dtds. (14)

Для доказательства точности формулы (10) достаточно показать ее
точность для многочленов вида

pij(A) = Ai(t)cij(t, s)Aj(s), t, s ∈ T ; 0 ≤ i, j ≤ n.

Из (13) и (14) следует, в частности, что

δpij [A;H1] = hi1(t)cij(t, s)Aj(s) +Ai(t)cij(t, s)hj1(s),
δ2pij [A;H1H2] = hi1cij(t, s)hj2(s) + hi2cij(t, s)hj1(s).

В случае H1 = A − B0 и H2 = A − B1 двойной интеграл в формуле
(10) при F (A) = pij(A) равен pij(A)−Q(t, s), где

Q(t, s) =
1
2
[
Ai(t)cij(t, s)

(
Bj0(s) +Bj1(s)

)
+

+Bi0(t)cij(t, s)
(
Aj(s)−Bj1(s)

)
+Bi1(t)cij(t, s)

(
Aj(s)−Bj0(s)

)]
.
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Проводя необходимые вычисления также для случая F (A) = pij(A),
получаем, что сумма первых двух слагаемых в формуле (10)
равна Q(t, s). Таким образом, показано, что интерполяционная
формула (10) точна для матричных многочленов второй степени
P2(A) = P1(A) + P22(A).

1.2. Интерполяционные формулы на множестве диф-
ференцируемых матриц. Обозначим через Cpn[a, b] пространство
матричных векторов A ( t ) =

(
A1 ( t ), A2 ( t ), . . . , An ( t )

)
с непрерывной на T = [ a , b ] порядка p производной
A(p)(t) =

(
A

(p)
1 (t), A(p)

2 (t), . . . , A(p)
n (t)

)
; B1(t) и B2(t) — узлы интер-

полирования из этого же пространства. Положим

σ−1(t) = B0(t),

σk(t) = B0(t) +
k∑
ν=0

(t−a)ν
ν!

[
B

(ν)
1 (a)−B(ν)

0 (a)
]
, k = 0, p− 1.

Как и раньше, для матричного вектора A(t) под A−1(t) понимает-
ся вектор

(
A−1

1 (t), A−1
2 (t), . . . , A−1

n (t)
)
. Заметим, что на пространстве

Cpn[a, b] матричные многочлены первой степени имеют вид

P1(A) = C +
p−1∑
ν=0

n∑
j=1

CjνA
(ν)
j (a)Djν +

n∑
j=1

∫
T

Qj(t)A
(p)
j (t)Gj(t)dt, (15)

где заданы матрица C и вектора Cν = (C1ν , C2ν , . . . , Cnν), Dν =
(D1ν , D2ν , . . . , Dnν), ν = 0, p− 1, Q(t) =

(
Q1(t), Q2(t), . . . , Qn(t)

)
,

G(t) =
(
G1(t), G2(t), . . . , Gn(t)

)
. Приведенные далее интерполяцион-

ные матричные многочлены имеют структуры аналогичного вида.
Введем следующие обозначения:

l0p(A) = F (B0) +
p−1∑
k=0

[
F (σk)− F (σk−1)

]
V0k

(
A(a)

)
, (16)

lp0(A) = F (B0) +
p−1∑
k=0

V0k

(
A(a)

)[
F (σk)− F (σk−1)

]
, (17)

где V0k(A(t)) = 1
n

n∑
j=1

(
B

(k)
j1 (t) − B

(k)
j0 (t)

)−1(
A

(k)
j (t) − B

(k)
j0 (t)

)
,
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Vk0(A(t)) = 1
n

n∑
j=1

(
A

(k)
j (t)−B(k)

j0 (t)
)(
B

(k)
j1 (t)−B(k)

j0 (t)
)−1, k = 0, p. Заме-

тим при этом, что здесь обратимость матриц B(k)
j1 (t)−B(k)

j0 (t), j = 1, n
предполагается в точке t = a для k = 0, p− 1 и только при k = p на
всем отрезке [a, b].

Теорема 1. Матричные многочлены

L01(A) = l0p(A) +
∫
T

dτF
[
g(τ, ·)

]
V0p

(
A(τ)

)
, (18)

L10(A) = lp0(A) +
∫
T

Vp0
(
A(τ)

)
dτF

[
g(τ, ·)

]
, (19)

где g(τ, t) = σp−1(t) +B1

(
min(τ, t

))
− σp−1

(
min(τ, t)

)
, являются ин-

терполяционными многочленами на Cpn[a, b] для функции F (A) от-
носительно узлов B0(t) и B1(t).

Доказательство. Совпадение L01(A) и L10(A) с F (A) в узлах
B0 и B1 проверяется элементарно: V0k

(
B0(a)

)
= Vk0(B0(a)) = 0, а

V0k

(
B1(a)

)
= Vk0

(
B1(a)

)
= I для k = 0, p− 1, а также Vp0

(
B0(t)

)
≡

≡ V0p

(
B0(t)

)
≡ 0 и Vp0

(
B1(t)

)
≡ V0p

(
B1(t)

)
≡ I для t ∈ T . Поэтому

l0p(B0) = lp0(B0) = L01(B0) = L10(B0) = F (B0). В узле B1 имеем
l0p(B1) = lp0(B1) = F (σp−1), а интегралы (18) и (19) в этом узле
равны F (B1)−F (σp−1). Таким образом, интерполяционные условия
для матричных многочленов (18) и (19) имеют место.

Теорема 2. Матричные многочлены

L01(A) = l0p(A) +

1∫
0

δF
[
σp−1(·) + τ

(
B1(·)− σp−1(·)

)
;H(·)

]
dτ, (20)

L10(A) = lp0(A) +

1∫
0

δF
[
σp−1(·) + τ

(
B1(·)− σp−1(·)

)
;H(·)

]
dτ, (21)

где δF [y;H] — дифференциал Гато оператора F в точке y по на-
правлению H, а

H(t) = A(t)−B0(t)−
p−1∑
k=0

(t− a)k

k!
[
A(k)(a)−B(k)

0 (a)
]
, (22)
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являются интерполяционными многочленами первой степени для
оператора F (A) и узлов B0(t) и B1(t).

Доказательство аналогично доказательству предыдущей тео-
ремы. При этом надо учесть, в частности, что для A(t) = B1(t) на-
правление H(t) = B1(t)− σp−1(t) и интеграл в формулах (20) и (21)
может быть вычислен. Он равен F (B1)−σp−1(t). Следовательно, ин-
терполяционные условия для многочленов (20) и (21) выполняются.

2. Интерполяционные матричные многочлены произ-
вольной степени. Пусть F (A) = F (A1, A2, . . . , An)—функция от
n матричных переменных A1, A2, . . . , An; Bk = (B1k, B2k, . . . , Bnk)
— узлы интерполирования, k = 0,m. Введем, как и раньше, для
векторов A − Bν = (A1−Bν1, A2−Bν2, . . . , An − Bνn) и Bk − Bν =
= (Bk1−Bν1, Bk2−Bν2, . . . , Bkn−Bνn) их ”скалярное” произведение

(A−Bν , Bk −Bν) =
n∑
i=1

(Aν −Bνi)(Bki −Bνi), 0 ≤ ν, k ≤ m.

Тогда для многочлена

Lm(A) =
m∑
k=0

lk(A)l−1
k (Bk)F (Bk), (23)

где lk(A) = (A−B0, Bk−B0) · · · (A−Bk−1, Bk−Bk−1)(A−Bk+1, Bk−
−Bk+1) · · · (A−Bn, Bk−Bn) при условии, что обратные к lk(Bk) мат-
рицы l−1

k (Bk) для k = 0,m существуют, будут выполняться интерпо-
ляционные условия Lm(Bk) = F (Bk), k = 0,m. Формула (23) точна

для матричных многочленов вида Pm(A) = =
m∑
k=0

lk(A)l−1
k (Bk)Ck,

где Ck — произвольные фиксированные матрицы. Действительно,
если F (A) = Pm(A), то в силу равенства F (Bk) = Ck следует, что
Lm(A) ≡ Pm(A). Пусть узлы интерполирования Bk имеют вид

Bk = βkI +H = (β1kI +H1, β2kI +H2, . . . , βnkI +Hn), (24)

где числовые вектора βk = (β1k, β2k, . . . , βnk) таковы, что скалярное

произведение (βk−βν , βk−βν) =
n∑
i=1

(βik−βiν)2 отлично от нуля при
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k 6= ν, а Hν — как и раньше, произвольные фиксированные матрицы,
0 ≤ k, ν ≤ m. Тогда lk(Bk) = lk(βk)I, где

lk(βk) = |βk − β0|2|βk − β1|2 · · · |βk − βk−1|2|βk − βk+1|2 · · · |βk − βn|2,

и соответственно формула (23) для узлов (24) принимает вид:

Lm =
m∑
k=0

lk(A)
lk(βk)

F (Bk),

|βk−βj | — длина вектора βk−βj , 0 ≤ k, j ≤ m. Рассмотрим несколько
другой вариант формулы (23). Полагаем

l̃mk(A) = l0,k(A)l1,k(A) · · · lk−1,k(A)lk+1,k(A) · · · lm,k(A),

где lν,k(A) = 1
n (A−Bν , (Bk−Bν)−1) = 1

n

n∑
j=1

(Aν−Bjν)(Bj,k−Bjν)−1.

Тогда для матричного многочлена

Ln(A) =
m∑
k=0

l̃mk(A)F (Bk)

будут выполняться интерполяционные условия Ln(Bν) = F (Bν),
ν = 0,m, так как lν,k(Bν) = 0 (ν 6= k), а lν,k(Bk) = I, 0 ≤ ν, k ≤ m.
Приведем интерполяционную формулу для функций, заданных на
множестве прямоугольных матриц. Предположим, что координаты
Ai вектора A — это прямоугольные матрицы размерности p × q,
rankAi = r, Ai = CiDi — скелетное разложение матрицы Ai, в
котором Ci и Di — матрицы соответственно размерностей p × r и
r × q, i = 1, n. Обозначим через Kpq множество всех (p × q)-матриц
и пусть F : Kpq → Kp′q′ , через Slr, Srl обозначим матрицы размер-
ностей l × r и r × l, r ≥ l соответственно вида Slr =

[
Il 0l,r−l

]
,

Srl =
[
Il
0r−l,l

]
, где 0l,r−l и 0r−l,l — нулевые матрицы соответствен-

но размерностей l× r− l и r− l× l; SlrSrl = Il. Пусть, как и раньше,
B0, B1, . . . , Bm — узлы интерполирования, координаты которых так-
же являются матрицами размерности p×q. Обозначим через ωmk(A)
следующее выражение:

ωmk(A) = lk,0(A)lk,1(A) · · · lk,k−1(A)lk,k+1(A) · · · lk,m(A),
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где (A− Bν , (Bk − Bν)+), (Bk − Bν)+ — матрица (Мура–Пенроуза),
псевдообратная к матрице (Bk −Bν).

Теорема 3. Пусть rankωmk(Bk) = rk, rankF (Bk) = lk, а
ωmk(Bk) = GkQk и F (Bk) = MkNk — соответственно скелетное
разложение матриц ωmk(Bk) и F (Bk), k = 0,m. Тогда для матрич-
ного многочлена

Ln(A) =
m∑
k=0

F (Bk)N+
k SlkrkG

+
k ωmk(A)Q+

k SrklkM
+
k F (Bk)

при условии lν ≤ rν , ν = 0,m выполняются равенства
Ln(Bk) = F (Bk), k = 0,m.

Доказательство. Так как ωmk(Bν) = δkνωmk(Bk), ωmk(Bk) =
= GkQk, а для матриц Gk и Qk полного ранга имеют место равенства
G+
k = (G∗kGk)

−1G∗k и Q+
k = Q∗k(QkQ

∗
k)
−1 (∗ — знак сопряжения),

G+
k Gk = QkQ

+
k = Irk , то получаем, что

Lm(Bν) = F (Bν)N+
ν SlνrνG

+
ν GνQνQ

+
ν Srν lνM

+
ν F (Bν) =

= F (Bν)N+
ν SlνrνSrν lνM

+
ν F (Bν) = F (Bν)N+

ν M
+
ν F (Bν) =

= F (Bν)F+(Bν)F (Bν) = F (Bν), ν = 0,m.

3. Примеры
3.1 Решение линейных матричных уравнений. Сначала

рассмотрим уравнение относительно одной неизвестной матричной
переменной

Ax = B, (25)

где A и B — заданные квадратные матрицы (причем матрица A
обратима), а x — искомая матрица. Решение этого уравнения пред-
ставимо в виде

x = (x1 − x0)(B1 −B0)−1B,

где Ax0 = B0, Ax1 = B1, т. е. по двум решениям x0 и x1, соответ-
ствующим правым частям B0 и B1, мы восстанавливаем решение для
произвольной правой части B уравнения (25) по предыдущей фор-
муле. Рассмотрим один из многомерных аналогов уравнения (25):

S(X) ≡
n∑
i=1

CiXiDi = G, (26)
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где матрица G, координаты искомого вектора X = (X1, X2, . . . , Xn)
и заданных векторов C = (C1, C2, . . . , Cn) и D = (D1, D2, . . . , Dn) яв-
ляются квадратными матрицами одной и той же размерности. Оче-
видно, что уравнение (26) имеет бесконечно много решений. В случае
обратимости матриц Ci, Di, i = 1, n решением уравнения (26) будет
вектор X с координатами

Xi = C−1
i (PiG+GQi)D−1

i , i = 1, n,

где квадратные матрицы Pi и Qi удовлетворяют условиям
n∑
i=1

Pi = αI,
n∑
i=1

Qi = βI, α + β = 1. Пусть X̃0 = (X̃10, X̃20, . . . , X̃n0),

X̃1 = (X̃11, X̃21, . . . , X̃n1) – решения уравнения (26) соответ-
ственно для правых частей G0, G1 и фиксированных векторов
P = (P1, P2, . . . , Pn), Q = (Q1, Q2, . . . , Qn), причем обратная матрица
(G1 −G0)−1 существует. Тогда вектор X с координатами

Xi = C−1
i [Pi(G1 −G0)+ (G1 −G0)Qi](G1 −G0)−1GD−1

i , i = 1, n

будет решением уравнения (26) для произвольной правой части G.
3.2 Интерполяционные многочлены первой степени.

Пусть F (A) = eS(A), где S(A) =
n∑
i=1

CiAiDi. Дифференциал Гато

δF [A,H] в точке A по направлению H этой функции находится в
замкнутой форме

δF [A,H] =

1∫
0

e(1−τ)S(A)S(H)eτS(A)dτ.

Соответственно, интерполяционный многочлен L1(A) для функции
F и узлов B0 и B1 в этом случае задаётся формулой

L1(A)=eS(B0)+

1∫
0

1∫
0

e(1−τ)S[B0+t(B1−B0)]S(A−B0)eτS[B0+t(B1−B0)]dtdτ.

Очевидно, что L1(B0) = eS(B0). Выполнение интерполяционного



Интерполяционные формулы для функций . . . 379

условия во втором узле B1 легко проверить, если учесть, что

d

dτ
F [B0+τ(B1−B0)]=

1∫
0

e(1−τ)S[B0+t(B1−B0)]S(B1−B0)eτS[B0+t(B1−B0)]dt.

Если матрицы S(A), S(B0) и S(B1) взаимно коммутируют и обрат-
ная матрица

[
S(B1)− S(B0)

]−1 существует, то

L1(A) = eS(B0) + S(A−B0)S−1(B1 −B0)
[
eS(B1) − eS(B0)

]
.

Пусть F (A) = S2(A), где S(A) =
n∑
i=1

CiAiDi, и заданы вектора

C = (C1, C2, . . . , Cn) и D = (D1, D2, . . . , Dn) с квадратными матрич-
ными компонентами. Тогда многочлен первой степени

L1(A) = S2(B0) +
1
2
[
S(B0 +B1)S(A−B0) + S(A−B0)S(B0 +B1)

]
является интерполяционным для F (A) относительно узлов B0 и B1.
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