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ПРО ВIДХИЛЕННЯ ψ̄–ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ
ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ ВIД ЛIНIЙНИХ СЕРЕДНIХ
ЇХ РЯДIВ ФУР’Є

Estimates for the exact upper bounds deviations of functions from linear mean
of their Fourier series on the classes Cψ̄∞ are obtained, which are determined
by restrictions on ψ̄-derivative entered by O.I. Stepanets. Moreover conditions
less strict than the convexity are stipulated by sequences ψ1(k) and ψ2(k).

Отримано оцiнки для точних верхнiх граней вiдхилень функцiй вiд лiнiй-
них середнiх їх рядiв Фур’є на класах Cψ̄∞ , що визначаються обмежен-
нями на ψ̄-похiдну, введену О.I. Степанцем. Причому на послiдовностi
ψ1(k) i ψ2(k) накладаються умови менш жорсткi, нiж випуклiсть.

О.I.Степанець ввiв поняття ψ̄-похiдної функцiї i на його основi
визначив новi класи функцiй [1, с. 149]. Сформулюємо означення
ψ̄–похiдної. Нехай 2π-перiодична функцiя є сумовною (f ∈ L) i її
ряд Фур’є має вигляд:

S[f ] =
a0

2
+
∞∑
k=1

Ak(f ;x),

де Ak(f ;x) = ak cos kx+ bk sin kx, k = 0, 1, ....
Через ψ̄ = (ψ1, ψ2) будемо позначати пару довiльних числових

послiдовностей ψ1(k) i ψ2(k) , k = 1,∞, яка задовольняє умову
ψ̄2(k) = ψ2

1(k) + ψ2
2(k) 6= 0, k ∈ N.

Розглянемо ряд:

∞∑
k=1

(
ψ1(k)
ψ̄2(k)

Ak(f ;x)− ψ2(k)
ψ̄2(k)

Ak(f ;x)
)
, (1)

де Ak(f ;x) = ak sin kx− bk cos kx.
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Якщо ряд (1) є рядом Фур’є деякої функцiї ϕ ∈ L, то ϕ назвемо
ψ̄-похiдною функцiї f i будемо писати ϕ(·) = f ψ̄(·). Якщо покла-
сти ψ1(k) = ψ(k) cos βπ2 , ψ2(k) = ψ(k) sin βπ

2 , то одержимо (ψ, β)-
похiдну [1, c.132].

Через Cψ̄∞ позначимо клас неперервних 2π-перiодичних функ-
цiй f(·) (f ∈ C) таких, що |f ψ̄(x)| ≤ 1 майже скрiзь. Якщо
ψ1(k) = 1

kr cos βπ2 , ψ2(k) = 1
kr sin βπ

2 , то C
ψ̄
∞ = W r

β , 0 ≤ r <∞.
Нехай Λ = {λ(n)

k }, k, n = 0, 1, ..., (λ(n)
0 = 1 ∀n) — довiльна пря-

мокутна матриця чисел, яка ставить у вiдповiднiсть кожнiй функцiї
f ∈ L послiдовнiсть рядiв:

Un(f ;x; Λ) =
a0

2
+
∞∑
k=1

λ
(n)
k Ak(f ;x), n = 1, 2, .... (2)

Позначимо через δn(f ;x; Λ) величину

δn(f ;x; Λ) = f(x)− Un(f ;x; Λ).

Згiдно з роботою [1, с. 177,178], якщо ряди
∞∑
k=1

(ψ1(k) cos kx+ ψ2(k) sin kx)

i ∞∑
k=1

λ
(n)
k (ψ1(k) cos kx+ ψ2(k) sin kx) (3)

є рядами Фур’є, то для будь-якої функцiї f ∈ Cψ̄∞ в кожнiй точцi
x ∈ R виконується рiвнiсть

δn(f ;x; Λ) =
1
π

π∫
−π

f ψ̄(x− t)Kn(t)dt,

де

Kn(t) = Kn(ψ̄; Λ; t) =
∞∑
k=1

(1− λ(n)
k )(ψ1(k) cos kx+ ψ2(k) sin kx).

В данiй роботi будемо розглядати асимптотичну поведiнку при n→
∞ величини:

E (Cψ̄∞;Un(Λ)) = sup
f∈Cψ̄∞

‖ f(x)− Un(f ;x; Λ) ‖C . (4)
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В 1935 р. А.М. Колмогоров [3] розглянув величину

E (W r;Sn) = sup
f∈W r

‖ f(x)− Sn(f ;x) ‖C ,

де W r, r ∈ N, — клас 2π-перiодичних функцiй f(x), у яких (r −
1) похiдна абсолютно неперервна i майже скрiзь виконується умова
|f (r)(x)| ≤ 1, а Sn(f ;x) — частиннi суми ряду Фур’є. Вiн показав [3],
що

E (W r;Sn) =
4
π2

lnn
nr

+O

(
1
nr

)
, n→∞,

тобто знайшов асимптотично точну рiвнiсть для E (W r;Sn).
Наступний крок в цьому питаннi належить В.Т. Пiнкевичу [4],

який також вивчав величину E (W r;Sn) на класах W r для випад-
ку, коли r — дробове число, причому похiдну розглядав в розумiннi
Вейля.

В 1945 р. С.М. Нiкольський [5] узагальнив цi результати на класи
W rHα 2π-перiодичних функцiй f(x), у яких iснують i є неперерв-
ними похiднi до r-го порядку r ≥ 0 включно, причому

|fr(x)− fr(x′)| ≤ |x− x′|α, 0 < α ≤ 1,

i на бiльш загальнi класи W rHω, якi визначаються опуклими моду-
лями неперервностi ω(t). Зокрема, С.М.Нiкольський [5] встановив,
що для будь-яких r, α, r ≥ 0, 0 < α ≤ 1, має мiсце рiвнiсть:

E (W rHα;Sn) =
2α+1 lnn
π2nr+α

π/2∫
0

tα sin tdt+O

(
1

nr+α

)
.

Дослiдження А.М. Колмогорова i С.М. Нiкольського поклали по-
чаток новому напрямку в теорiї наближень функцiй.

Задача про вiдшукання асимптотичних рiвностей для величин

E (M;Un(Λ)) = sup
f∈M

‖ f(x)− Un(f ;x; Λ) ‖C , (5)

де M — фiксований клас неперервних функцiй, називається задачею
Колмогорова–Нiкольського, i кажуть, що вона розв’язана для класу
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M i методу Un(Λ), якщо знайдена така функцiя ϕ(n) = ϕ(M;Un;n),
що для неї E (M;Un(Λ)) = ϕ(n) + o(ϕ(n)), n→∞. [2, c. 8-9]

Для методiв сумування, що задаються довiльними трикутними
матрицями Λ = {λ(n)

k }, n = 0, 1, . . . ; k = 0, 1, . . . , n; k < n, вив-
чення величин (5) на класах W r

α (r > 0, α — довiльне дiйсне число)
функцiй f(x), якi мають представлення у виглядi згортки:

f(x) =
1
π

2π∫
0

ϕ(t)Brα(x− t)dt,

де Brα(t) =
∞∑
k=1

1
rr cos

(
kt− απ

2

)
, ess sup|ϕ(t)| ≤ 1, було почато Б. На-

дем [7]. Цi дослiдження були продовженi О.П. Тiманом [8], О.В. Єфi-
мовим [9], С.О. Теляковським [4]. Л.I. Баусов [11] поширив резуль-
тати робiт [4] на випадок прямокутних (нескiнченно рядкових) мат-
риць. Найбiльш загальнi результати на класах W r

α було отримано
С.О. Теляковським [5]. Бiльш повну бiблiографiю з цих питань ди-
вись в монографiях [1,2].

На класах W r
αH

ω одержували асимптотичнi рiвностi О.В. Єфi-
мов, М.П. Корнiйчук, В.К.Дзядик, О.I. Степанець, В.Т. Гаврилюк
i багато iнших математикiв. Досить повний огляд результатiв в цiй
областi наведено в [2].

В 1983 роцi О.I. Степанець ввiв поняття (ψ, β)-похiдної, i на осно-
вi цього поняття визначив класи Cψβ,∞ i CψβHω. Ним та його учнями
було розв’язано задачу Колмогорова–Нiкольського для ряду лiнiй-
них методiв. Причому на функцiю ψ(·) накладалися певнi умови,
зокрема умови випуклостi.

В 1988 роцi О.I. Степанець в статтi [6] поставив ряд задач i серед
них задачу про замiну умови випуклостi функцiї ψ(·) менш жорст-
кою умовою.

Ця задача для класiв Cψβ,∞ була розв’язана одним iз авторiв [10].
В 1996 роцi О.I. Степанцем [1, с. 197] було введено класи Cψ̄∞,

i для цих класiв розв’язано задачу Колмогорова–Нiкольського для
ряду методiв Un(Λ), причому послiдовностi ψ1(·), ψ2(·) — опуклi.

В подальшому через K будемо позначати абсолютнi сталi, мож-
ливо, не однаковi в рiзних формулах.
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Нехай M — множина функцiй ψ(t), для яких: 1) lim
t→∞

ψ(t) = 0;

2) ∆2ψ(t) ≥ 0; η(t) = ψ−1
(

1
2ψ(t)

)
; µ(t) = t

η(t)−t , де ψ−1(t) —
функцiя, обернена до ψ(t);

M0={ψ : ψ ∈M, 0 ≤ µ(ψ; t) ≤ K}, M
′
={ψ ∈M :

∞∫
1

ψ(t)
t dt<∞}.

О.I. Степанцем для величини (4), зокрема, було знайдено асимп-
тотичнi рiвностi для випадку, коли Un(f ;x; Λ) = Sn(f ;x), i встанов-
лено таке твердження.

Теорема ([1], c.214) . Нехай ±ψ1 ∈M0 i ±ψ2 ∈M
′

0 = M
′ ∩M0.

Тодi величина

En(Cψ̄∞;Sn) = sup{|f(x)− Sn−1(f ;x)| : f ∈ Cψ̄∞}

не залежить вiд значення x i при n → ∞ виконується асимпто-
тична рiвнiсть:

En(Cψ̄∞;Sn) =
2
π

∞∫
n

|ψ2(t)|
t

dt+
4
π2
ψ̄(n) lnn+O(1)ψ̄(n),

де ψ̄(n) = (ψ2
1(n)+ψ2

2(n))
1
2 , а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена

по n.
Нехай

τ
(n)
k = (1− λ(n)

k )ψ1(k),

ν
(n)
k = (1− λ(n)

k )ψ2(k),

де k, n = 0, 1, . . . , та

ξ(t, u) =

{
π|t|
2 , |u| ≤ |t|,
|t| arcsin( |t||u| ) +

√
u2 − t2, |t| < |u|,

rk,m = min
{[

k

2

]
,

[
m− k

2

]}
.

Тодi в прийнятих позначеннях має мiсце така теорема.
Теорема 1. Нехай Λ = {λ(n)

k }, k, n = 0, 1, ..., (λ(n)
0 = 1, ∀n), —

довiльна прямокутна матриця чисел, i нехай виконуються умови

lim
k→∞

ψ1(k) = 0, lim
k→∞

ψ2(k) = 0, (6)
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ряд (3) є рядом Фур’є деякої функцiї з L, а також збiгаються ряди:

∞∑
k=0

(
|∆τ (n)

k |+ |∆ν
(n)
k |
)
, (7)

∞∑
k=2

(∣∣∣∣ [k/2]∑
l=1

1
l
(∆τ (n)

k−l −∆τ (n)
k+l)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣ [k/2]∑
l=1

1
l
(∆ν(n)

k−l −∆ν(n)
k+l)

∣∣∣∣
)
, (8)

∞∑
k=1

|ν(n)
k |
k

. (9)

Тодi ∀n, m ∈ N справедлива рiвномiрна по m та n оцiнка:

E (Cψ̄∞, Un(Λ)) =
4
π2

m∑
k=1

ξk
k

+
2
π

∞∑
k=2m+1

|ν(n)
k |
k

+O(In +Hm,n), (10)

де

ξk = ξ

(
ν

(n)
k ,

√(
τ

(n)
m−k − τ

(n)
m+k

)2

+
(
ν

(n)
m−k − ν

(n)
m+k

)2
)
,

In =
∞∑
k=0

(
|∆τ (n)

k |+ |∆ν
(n)
k |
)
,

Hm,n=
m−2∑
k=2

(∣∣∣∣ rk,m∑
l=1

1
l

(
∆τ (n)

k−l −∆τ (n)
k+l

) ∣∣∣∣+∣∣∣∣ rk,m∑
l=1

1
l

(
∆ν(n)

k−l −∆ν(n)
k+l

) ∣∣∣∣
)

+

+
∞∑
k=2

(∣∣∣∣[k/2]∑
l=1

1
l

(
∆τ (n)

m+k−l−∆τ (n)
m+k+l

) ∣∣∣∣+∣∣∣∣ [k/2]∑
l=1

1
l

(
∆ν(n)

m+k−l−∆ν(n)
m+k+l

) ∣∣∣∣
)
.

Доведення. Внаслiдок умов (6) i того, що коефiцiенти ряду (3)
прямують до нуля, можемо зробити висновок, що

lim
k→∞

τ
(n)
k = 0, lim

k→∞
ν

(n)
k = 0. (11)
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Iз спiввiдношення (11) i збiжностi рядiв (7)− (9) згiдно [3] випли-

ває, що ряд
∞∑
k=1

(τ (n)
k cos kt+ν(n)

k sin kt) збiгається скрiзь, крiм, можли-

во, точки t = 0, i є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї Kn(ψ̄,Λ, t).
Тому ∀f ∈ Cψ̄∞ в кожнiй точцi x має мiсце така рiвнiсть:

δn(f ;x; Λ) =
1
π

π∫
−π

f ψ̄(x− t)Kn(ψ̄; Λ; t)dt =

=
1
π

π∫
−π

f ψ̄(x− t)
∞∑
k=1

(1− λ(n)
k )(ψ1(k) cos kt+ ψ2(k) sin kt)dt.

Таким чином,
E (Cψ̄∞;Un(Λ)) =

= sup
f∈Cψ̄∞

∥∥∥∥∥∥ 1
π

π∫
−π

f ψ̄(x− t)
∞∑
k=1

(1− λ(n)
k )(ψ1(k) cos kt+ ψ2(k) sin kt)dt

∥∥∥∥∥∥
C

≤

≤ 1
π

π∫
−π

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(
(1− λ(n)

k )ψ1(k) cos kt+ (1− λ(n)
k )ψ2(k) sin kt

)∣∣∣∣∣ dt =

=
1
π

π∫
−π

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(
τ

(n)
k cos kt+ ν

(n)
k sin kt

)∣∣∣∣∣ dt =: Jn(τ, ν). (12)

З iншого боку, для 2π-перiодичної функцiї ϕ(t), яка дорiвнює

sign

( ∞∑
k=1

(
τ

(n)
k cos kt+ ν

(n)
k sin kt

))
при |t| ≤ π

2 , i крiм того,

ϕ(t) = −ϕ(t + π), виконуються умови:
π∫
−π

ϕ(t)dt = 0, |ϕ(t)| ≤ 1. При

цьому для так визначеної функцiї iснує функцiя Φ(·) ∈ Cψ̄∞, для якої
Φψ̄(t) = ϕ(t).
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Тому

E (Cψ̄∞;Un(Λ)) ≥Jn(τ, ν)− 2
π

∫
π
2≤|t|≤π

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(
τ

(n)
k cos kt+ ν

(n)
k sin kt

)∣∣∣∣∣ dt.
(13)

Iз спiввiдношень (12) i (13) випливає, що

E (Cψ̄∞;Un(Λ))=Jn(τ, ν)+O

 ∫
π
2≤|t|≤π

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(
τ

(n)
k cos kt+ ν

(n)
k sin kt

)∣∣∣∣∣ dt
 .

Виконавши перетворення Абеля, знаходимо:∫
π
2≤|t|≤π

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(
τ

(n)
k cos kt+ ν

(n)
k sin kt

)∣∣∣∣∣ dt ≤ K
∞∑
k=0

(
|∆τ (n)

k |+ |∆ν
(n)
k |
)
.

Таким чином, отримуємо:

E (Cψ̄∞;Un(Λ)) = Jn(τ, ν) +O

( ∞∑
k=0

(
|∆τ (n)

k |+ |∆ν
(n)
k |
))

.

Далi, використовуючи теорему 1 [5], будемо мати

Jn(τ, ν) =
4
π2

m∑
k=1

ξk
k

+
2
π

∞∑
k=2m+1

|ν(n)
k |
k

+O(In +Hm,n).

Теорема 1 доведена.
Теорема 2. Нехай Λ = {λ(n)

k }, k, n = 0, 1, ..., (λ(n)
0 = 1 ∀n) —

довiльна прямокутна матриця чисел та виконуються умови (6).
Ряд (3) є рядом Фур’є деякої функцiї з L, а також збiгаються ряди:

∞∑
k=1

|ν(n)
k |
k

,

∞∑
k=1

k
(∣∣∣∆2τ

(n)
k−1

∣∣∣+
∣∣∣∆2ν

(n)
k−1

∣∣∣) .
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Тодi ∀n, m ∈ N має мiсце рiвномiрна по m та n оцiнка

E (Cψ̄∞, Un(Λ)) =
4
π2

m∑
k=1

ξk
k

+
2
π

∞∑
k=2m+1

|ν(n)
k |
k

+

O

(
m−1∑
k=1

k(m− k)
m

(∣∣∣∆2τ
(n)
k−1

∣∣∣+
∣∣∣∆2ν

(n)
k−1

∣∣∣)+ |τ (n)
m |+ |ν(n)

m |+

+
∞∑
k=1

k
(∣∣∣∆2τ

(n)
m+k−1

∣∣∣+
∣∣∣∆2ν

(n)
m+k−1

∣∣∣)),
де ξk = ξ

(
ν

(n)
k ,

√(
τ

(n)
m−k − τ

(n)
m+k

)2

+
(
ν

(n)
m−k − ν

(n)
m+k

)2
)
.

При доведеннi теореми 2 використовуємо теорему 1 i оцiнки; вста-
новленi С.О. Теляковським ([5], c.85, (3.73),(3.74)):

m−2∑
k=2

∣∣∣∣∣
rk,m∑
l=1

1
l

(
∆τ (n)

k−l −∆τ (n)
k+l

)∣∣∣∣∣+
∞∑
k=2

∣∣∣∣∣∣
[k/2]∑
l=1

1
l

(
∆τ (n)

m+k−l −∆τ (n)
m+k+l

)∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C

m−1∑
k=1

k(m− k)
m

∣∣∣∆2τ
(n)
k−1

∣∣∣+ C

∞∑
k=1

k
∣∣∣∆2τ

(n)
m+k

∣∣∣ ,
m−2∑
k=2

∣∣∣∣∣
rk,m∑
l=1

1
l

(
∆ν(n)

k−l −∆ν(n)
k+l

)∣∣∣∣∣+
∞∑
k=2

∣∣∣∣∣∣
[k/2]∑
l=1

1
l

(
∆ν(n)

m+k−l −∆ν(n)
m+k+l

)∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C

m−1∑
k=1

k(m− k)
m

∣∣∣∆2ν
(n)
k−1

∣∣∣+ C

∞∑
k=1

k
∣∣∣∆2ν

(n)
m+k

∣∣∣ ,
∞∑
k=0

∣∣∣∆τ (n)
k

∣∣∣ ≤ m−1∑
k=1

k(m− k)
m

∣∣∣∆2τ
(n)
k−1

∣∣∣+
∣∣∣τ (n)
m

∣∣∣+
∞∑
k=1

k
∣∣∣∆2τ

(n)
m+k−1

∣∣∣ ,
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∞∑
k=0

∣∣∣∆ν(n)
k

∣∣∣ ≤ m−1∑
k=1

k(m− k)
m

∣∣∣∆2ν
(n)
k−1

∣∣∣+
∣∣∣ν(n)
m

∣∣∣+
∞∑
k=1

k
∣∣∣∆2ν

(n)
m+k−1

∣∣∣ .
Наслiдок 1. Нехай

µ
(n)
k =

(
1− λ(n)

k

)
ψ(k), τ

(n)
k = µ

(n)
k cos

βkπ

2
, ν

(n)
k = µ

(n)
k sin

βkπ

2
,

де k = 1, 2, . . . .
Якщо

lim
k→∞

ψ(k) = 0, (14),

ряд (3) є рядом Фур’є деякої функцiї з L, а також збiгаються ряди
(7)− (9), то ∀n,m ∈ N має мiсце рiвномiрна по m та n оцiнка

E (Cψβ,∞;Un) =
4
π2

m∑
k=1

ξk
k

+
2
π

∞∑
k=1

|ν(n)
k |
k

+O (In +Hm,n) ,

де ξk=
(
ν

(n)
k ,

√
(µ(n)
m−k)2 + (µ(n)

m+k)2−2µ(n)
m−kµ

(n)
m+k cos(βm−k − βm+k)π2

)
.

Це твердження встановлено в [10].
Наслiдок 2. Якщо кожна з чотирьох послiдовностей:

τ
(n)
1 , τ

(n)
2 , . . . , τ (n)

m

τ
(n)
m+1, τ

(n)
m+2, . . .

ν
(n)
1 , ν

(n)
2 , . . . , ν(n)

m

ν
(n)
m+1, ν

(n)
m+2, . . .

випукла, а також виконується спiввiдношення (14) i збiгається ряд
∞∑
k=1

|ν(n)
k |
k , то має мiсце оцiнка

E (Cψβ,∞;Un) =
4
π2

m∑
k=1

ξk
k

+
2
π

∞∑
k=2m+1

|ν(n)
k |
k

+O

(
max
k

(
|τ (n)
k |, |ν

(n)
k |
))

.
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Наслiдок 3. Нехай виконуються умови (6), i

λ
(n)
k =

{
1, 0 ≤ k ≤ n,
0, k > n;

ψi(k) ≥ ψi(k + 1), k = 1, 2, . . . , i = 1, 2, а також збiгається ряд
∞∑
k=1

|ψ2(k)|
k . Тодi при n→∞ має мiце асимптотична рiвнiсть

E (Cψ̄∞;Sn) =
4
π2

n∑
k=1

1
k

√
ψ2

1(n+ k) + ψ2
2(n+ k)+

+
2
π

∞∑
k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+O(1)ψ̄(n). (15)

Цей наслiдок виходить з теореми 1 [10, с. 102–104]. При ψ1(k) =
ψ(k) cosβk π2 , ψ2(k) = ψ(k) sinβk π2 i випуклiй ψ(k) рiвнiсть (15) було
одержано в [12].

Наведемо приклад функцiй ψ1(k) i ψ2(k), якi не є випуклими, але
задовольняють умови теореми 1.

Приклад . Нехай

ψ1(k) =
1
k

+
1
k2
| sin kπ

2
|, k = 1, 2, . . .

ψ2(k) =
(

1
k

+
1
k2
| sin kπ

2
|
)

1
ln(k + 1)

, k = 1, 2, . . .

Наведенi послiдовностi ψ1(k) i ψ2(k) є монотонно спадними:

∆(ψ1(2k)) =
1

2k(2k + 1)
− 1

(2k + 1)2
> 0,

∆(ψ2(2k)) =
(

1
2k(2k + 1)

− 1
(2k + 1)2

)
1

ln(2k + 1)
> 0;

не випуклими:

∆2(ψ1(2k)) =
2

2k + 1

(
1

2k(2k + 2)
− 1

2k + 1

)
< 0,
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∆2(ψ1(2k − 1)) =
1

2k − 1
− 2

2k
+

1
2k + 1

+
1

(2k − 1)2
+

1
(2k + 1)2

> 0,

∆2(ψ2(2k)) =
2

2k + 1

(
1

2k(2k + 2)
− 1

2k + 1

)
1

ln(2k + 1)
< 0,

∆2(ψ2(2k−1))=
(

1
2k − 1

− 2
2k

+
1

2k + 1
+

1
(2k − 1)2

+
1

(2k + 1)2

)
1

ln(2k)
>0.

Крiм того,
∞∑

k=2n+1

|ψ2(k)|
k

=
∞∑

k=2n+1

∣∣ 1
k + 1

k2 | sin k π2 |
∣∣

k
=

=
∞∑

k=2n+1

1
k2 ln(k + 1)

+
∞∑

k=2n+1

| sin k π2 |
k3 ln(k + 1)

≤ K 1
n lnn

,

n∑
k=1

1
k

√
ψ2

1(n+ k) + ψ2
2(n+ k) ≤

n∑
k=1

1
(n+ k)k

+

+
n∑
k=1

1
k(n+ k) ln(n+ k + 1)

+

+
n∑
k=1

1
(n+ k)2

| sin(n+ k)
π

2
|

√
ln2(n+ k + 1) + 1

ln(n+ k + 1)
=

=
n∑
k=1

1
k

(
1
n
− k

n(n+ k)

)
+

n∑
k=1

1
k(n+ k) ln(n+ k + 1)

+

+
n∑
k=1

1
(n+ k)2

| sin(n+ k)
π

2
|

√
ln2(n+ k + 1) + 1

ln(n+ k + 1)
=

=
1
n

n∑
k=1

(
1
k
− 1
n+ k

)
+

n∑
k=1

1
k(n+ k) ln(n+ k + 1)

+

+
n∑
k=1

1
(n+ k)2

| sin(n+ k)
π

2
|

√
ln2(n+ k + 1) + 1

ln(n+ k + 1)
=
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=
1
n

lnn− 1
n

n∑
k=1

1
n+ k

+
n∑
k=1

1
k(n+ k) ln(n+ k + 1)

+

+
n∑
k=1

1
(n+ k)2

| sin(n+ k)
π

2
|

√
ln2(n+ k + 1) + 1

ln(n+ k + 1)
=

1
n

lnn+O(
1
n

).

Тому при n→∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть (15), тобто

E (Cψ̄∞;Sn) =
4
π2

lnn
n

+O(
1
n

).
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