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НАБЛИЖЕННЯ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ
ЗМIННИХ СУМАМИ ФЕЙЄРА

Estimations of deviations of the Fejer sums on set of summable functions
through the best approximation of these functions are found.

Знайдено оцiнки вiдхилень сум Фейєра на множинi сумовних функцiй
через найкращi наближення цих функцiй.

Розглянемо Lp(T d), 1 ≤ p < ∞, – простiр 2π-перiодичних
по кожнiй змiннiй функцiй f(x), x ∈ T d, T d = (−π;π]d, з нор-
мою ‖f‖p = (

∫
Td
| f(x)|p dx)

1
p <∞, C(T d) – простiр неперерв-

них 2π-перiодичних по кожнiй змiннiй функцiй з нормою
‖f‖C = max

x
| f(x)| <∞, надалi пiд X будемо розумiти Lp(T d) або

C(T d).
Позначимо черезW множину, що складається з полiедрiв V з ра-

цiональними вершинами, зiркових вiдносно початку координат, який
є внутрiшньою точкою V . Позначення nV слiд розумiти як множину
точок x таких, що x

n ∈ V , тобто nV = {x : xn ∈ V }.
Нехай f(·) ∈ L1(T d),

Sn(f ;V ;x) =
∑
k∈nV

cke
i(k,x), (1)

vmn (f ;V ;x) =
1

m+ 1

n∑
k=n−m

Sk(f ;V ;x) (2)

— вiдповiдно частиннi суми її ряду Фур’є i суми Валле Пуссена.
В одномiрному випадку суми Валле Пуссена було визначено в [1].

При m = n з (2) отримуємо суми Фейєра

σn(f ;V ;x) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Sk(f ;V ;x). (3)
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Нехай далi Tn,V – множина тригонометричних полiномiв з гар-
монiками з nV , тобто

Tn,V = {tn : tn(x) =
∑
k∈nV

ake
i(k,x)},

де ak – довiльнi комплекснi числа.
Позначимо через En,V (f)X найкраще наближення функцiй f(·)

тригонометричними полiномами з Tn,V в метрицi X, тобто

En,V (f)X = inf
tn∈Tn,V

‖f − tn(x)‖X .

Надалi через C будем позначати сталi, якi залежать вiд вимiрно-
стi d простору i гомотета V , але не залежать вiд n i f , i, можливо,
не однаковi в рiзних формулах.

Теорема 1. Нехай. f(·) ∈ X.Тодi ∀n i m справедлива оцiнка

‖f(x)− vmn (f ;V ;x)‖X ≤ C
n+ 1
m+ 1

E(n−m),V (f)X . (4)

С.Б.Стєчкiн [2] вважав це найбiльш важливою властивiстю сум
Валле Пуссена.

Доведення. Нехай t∗n(x) ∈ Tn,V – многочлен найкращого набли-
ження функцiї f(x). Тодi

‖f(x)− vmn (f ;V ;x)‖X =
1

m+ 1

∥∥∥∥∥
n∑

k=n−m

(f(x)− Sk(f ;V ;x))

∥∥∥∥∥
X

=

=
1

m+ 1

∥∥∥∥∥
n∑

k=n−m

(f(x)− t∗n−m(x)− Sk(f − t∗n−m;V ;x))

∥∥∥∥∥
X

≤

≤ E(n−m),V (f)X +
1

m+ 1

∥∥∥∥∥
n∑

k=n−m

Sk(f − t∗n−m;V ;x)

∥∥∥∥∥
X

.

Оскiльки

Sk(f − t∗n−m;V ;x) =
1
πm

∫
Td

(f(x+ u)− t∗n−m(x+ u))
∑
l∈kV

cle
i(l,u)du,
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то
‖f(x)− vmn (f ;V ;x)‖X ≤ E(n−m),V (f)X+

+
C

m+ 1
E(n−m),V (f)X

∫
Td

∣∣∣∣∣
n∑

k=n−m

∑
l∈kV

ei(l,t)

∣∣∣∣∣ dt.
О.I. Кузнєцова довела (див.[3] , лема 2.3), що якщо V ∈W , а |ak| ≤ 1,
то ∫

Td

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

ak
∑
ν∈kV

ei(ν,x)

∣∣∣∣∣ dx ≤ Cn.
Використовуючи цю оцiнку, отримуємо формулу (4). Теорему 1 до-
ведено.

Теорема 2. Нехай f(·) ∈ X.Тодi

‖f(x)− σn(f ;V ;x)‖X ≤
C

n+ 1

n∑
k=0

Ek,V (f)X . (5)

Доведення. При доведеннi цiєї теореми будемо використовувати
метод роботи С.Б. Стєчкiна [2].

Для n ∈ N знайдемо таке µ ∈ N , що

2µ ≤ n < 2µ+1.
Тодi

σn(f ;V ;x) =
1

n+ 1

n∑
ν=0

Sν(f ;V ;x) =
1

n+ 1
(S0(f ;V ;x)+

+
µ∑
r=1

2r−1∑
ν=2r−1

Sν(f ;V ;x) +
n∑

ν=2µ

Sν(f ;V ;x))

i
f(x)− σn(f ;V ;x) =

1
n+ 1

((f(x)− S0(f ;V ;x))+

+
µ∑
r=1

2r−1∑
ν=2r−1

(f(x)− Sν(f ;V ;x)+
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+
n∑

ν=2µ

(f(x)− Sν(f ;V ;x))).

Враховуючи (2), можемо записати

f(x)− σn(f ;V ;x) =
1

n+ 1
((f(x)− v0

0(f ;V ;x))+

+
µ∑
r=1

2r−1(f(x)− v2r−1−1
2r−1 (f ;V ;x))+

+(n− 2µ + 1)(f(x)− vn−2µ

n (f ;V ;x))).

Далi, використовуючи нерiвнiсть (4), встановлюємо, що

‖f(x)− σn(f ;V ;x)‖X ≤
C

n+ 1
(E0,V (f)X +

µ∑
r=1

2rE2r−1,V (f)X+

+(n− 2µ + 1)
n+ 1

n− 2µ + 1
E2µ,V (f)X).

Внаслiдок монотонностi En,V (f)X отримуємо оцiнки:

2rE2r−1,V (f)X ≤ 4
2r−1∑

ν=2r−2+1

Eν,V (f)X
i

(n+ 1)E2µ,V (f)X <
n+ 1
2µ−1

2µ∑
ν=2µ−1+1

Eν,V (f)X < 4
2µ∑

ν=2µ−1+1

Eν,V (f)X ,

i тому

‖f(x)− σn(f ;V ;x)‖X ≤
C

n+ 1

n∑
k=0

Ek,V (f)X .

Теорему 2 доведено.
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