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Prìlogoc

Oi shmei¸seic autèc, pou brÐskontai akìmh se prokatarktikì st�dio kai den èqoun p�rei

thn telik  touc morf , èqoun skopì na bohj soun se mia �omal � met�bash apì ta sqo-

lik� majhmatik� sta pio �austhr�� majhmatik� ìpou apaiteÐtai pl rhc tekmhrÐwsh ìlwn

twn sullogism¸n. ApoteloÔn epÐshc mia pr¸th eisagwg  sta sÔnola kai tic sunart seic,

ta sust mata arijm¸n (fusikoÐ, akèraioi, rhtoÐ, pragmatikoÐ kai migadikoÐ arijmoÐ) kai tic

algebrikèc domèc. Se sqèsh me ta maj mata pou perilamb�nontai sto prìgramma spoud¸n

tou tm matoc Majhmatik¸n kai Statistik c tou PanepisthmÐou KÔprou, kalÔptoun olì-

klhrh thn Ôlh tou MAS133, mèroc thc Ôlhc tou MAS321 kai apoteloÔn, pisteÔoume, mia

kal  proparaskeu  gia ta MAS101 kai MAS222.

AfoÔ gÐnoun oi aparaÐthtec tropopoi seic, belti¸seic kai diorj¸seic, par�llhla me thn

enswm�twsh nèou ulikoÔ, o stìqoc mac eÐnai telik� oi shmei¸seic autèc na p�roun thn

morf  enìc eisagwgikoÔ biblÐou gia ta majhmatik�.
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1. Eisagwgikì kef�laio

Sto kef�laio autì ja qrhsimopoi soume k�poiec stoiqei¸deic idiìthtec susthm�twn arij-

m¸n ìpwc oi fusikoÐ, oi akèraioi, oi rhtoÐ kai oi pragmatikoÐ arijmoÐ tic opoÐec èqete  dh

sunant sei sthn mèqri t¸ra sqolik  sac diadrom . Sta epìmena kef�laia ja melet soume

me pio susthmatikì trìpo tic idiìthtec autèc.

1.1. Prot�seic, logikoÐ sÔndesmoi

Orismìc. Prìtash eÐnai mia fr�sh (  d lwsh) pou epidèqetai tim  al jeiac, dhlad 

mporeÐ na qarakthristeÐ alhj c   yeud c.

Par�deigma 1.1. (i) Ta pio k�tw eÐnai prot�seic:

(a) 1 + 1 = 2 (alhj c)

(b) 1 + 1 = 3 (yeud c)

(c) To kìkkino eÐnai èna apì ta qr¸mata (alhj c)

(d)
√

2 eÐnai rhtìc (yeud c, ìpwc ja deÐxoume sthn sunèqeia)

(e) K�je jetikìc akèraioc isoÔtai me to �jroisma twn tetrag¸nwn dÔo fusik¸n arijm¸n

(yeud c)

(ii) Ta pio k�tw den eÐnai prot�seic:

(a) 2 + 3

(b) Apì thn LeukwsÐa sthn L�rnaka

(c) Ti ¸ra eÐnai;

(d) O akèraioc x eÐnai jetikìc

(iii) EÐnai h fr�sh ��Lèw èna yèma�� mia prìtash; (EÐnai dÔskolo na apofasÐsei k�poioc.)

ShmeÐwsh. (i) Gia na deÐxoume ìti den isqÔei h d lwsh sto Par�deigma 1.1(i)(e) arkeÐ

na broÔme èna mìno antipar�deigma � dhlad  èna jetikì akèraio pou den isoÔtai me to

�jroisma twn tetrag¸nwn dÔo fusik¸n arijm¸n. O arijmìc 3 eÐnai èna tètoio antipar�-

deigma. Den qrei�zetai dhlad  na jewr soume ìlouc touc jetikoÔc akèraiouc, mìno èna

antipar�deigma eÐnai arketì.

(ii) H d lwsh sto Par�deigma 1.1(ii)(d) den eÐnai prìtash epeid  h tim  al jeiac thc

(alhj c   yeud c) den mporeÐ na kajoristeÐ prin prosdiorÐsoume k�poia arijmhtik  tim 
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sto x. An jèsoume x = 7 (antÐstoiqa, x = −1) tìte h fr�sh metatrèpetai se prìtash h

opoÐa eÐnai alhj c (antÐstoiqa, yeud c).

Mia kai up�rqoun fr�seic oi opoÐec eÐnai prot�seic sÔmfwna me ton orismì mac, proqwroÔme

sto na exet�soume trìpouc me touc opoÐouc mporoÔme na sundèsoume prot�seic gia na

kataskeu�soume nèec prot�seic:

Gia thn suz thsh pou akoloujeÐ ta p kai q sumbolÐzoun prot�seic.

ARNHSH: QrhsimopoioÔme to sÔmbolo ∼. Gr�foume ∼p gia thn �rnhsh thc prìtashc

p, kai diab�zoume ��ìqi p��. H �rnhsh metatrèpei mia alhj  prìtash se yeud  kai mia yeud 

prìtash se alhj . Gia par�deigma, h �rnhsh thc ��1 + 1 = 2�� eÐnai ��1 + 1 6= 2��, kai h

�rnhsh thc ��
√

2 eÐnai rhtìc�� eÐnai h ��
√

2 eÐnai �rrhtoc��.

SUZEUXH: QrhsimopoioÔme to sÔmbolo ∧. Gr�foume p ∧ q kai diab�zoume ��p kai q��.

H prìtash p ∧ q eÐnai alhj c opoted pote oi prot�seic p, q eÐnai kai oi dÔo alhjeÐc, kai

eÐnai yeud c diaforetik�. Gia par�deigma, h prìtash ��2 + 2 = 4 kai 2 + 3 = 5�� eÐnai

alhj c, en¸ h prìtash ��2 + 2 = 4 kai
√

2 eÐnai rhtìc�� eÐnai yeud c.

DIAZEUXH: QrhsimopoioÔme to sÔmbolo ∨. Gr�foume p ∨ q kai diab�zoume ��p   q��.

H prìtash p ∨ q eÐnai alhj c opoted pote toul�qiston mia apì tic prot�seic p, q eÐnai

alhj c, kai eÐnai yeud c diaforetik�. Gia par�deigma, h prìtash ��2 + 2 = 4  
√

2 eÐnai

rhtìc�� eÐnai alhj c, en¸ h prìtash ��1 + 1 = 1   2 + 2 = 2�� eÐnai yeud c.

SUNEPAGWGH: QrhsimopoioÔme to sÔmbolo →. Gr�foume p → q kai diab�zoume

��an p tìte q��. H prìtash p → q eÐnai yeud c sthn perÐptwsh pou h p eÐnai alhj c kai h

q eÐnai yeud c, kai eÐnai alhj c se ìlec tic �llec peript¸seic. Gia par�deigma, h prìtash

��an
√

2 eÐnai �rrhtoc, tìte 2+2 = 4�� eÐnai alhj c ìpwc kai h prìtash ��an
√

2 eÐnai rhtìc,

tìte 2 + 2 6= 4��, en¸ h prìtash ��an
√

2 eÐnai �rrhtoc, tìte 2 + 2 6= 4�� eÐnai yeud c.

ISODUNAMIA: QrhsimopoioÔme to sÔmbolo ↔. Gr�foume p ↔ q kai diab�zoume ��p

an kai mìno an q��. H prìtash p ↔ q eÐnai alhj c opoted pote oi prot�seic p, q èqoun

thn Ðdia tim  al jeiac, kai eÐnai yeud c diaforetik�.

Ta pio p�nw mporoÔn na kwdikopoihjoÔn sthn morf  enìc alhjopÐnaka. Me thn bo jeia

tètoiwn pin�kwn mporoÔme epÐshc eÔkola na upologÐsoume thn tim  al jeiac prot�sewn

pou prokÔptoun sundèontac di�forec prot�seic (kai tic arn seic touc).

p q p ∧ q p ∨ q ∼p ∼q p→ q (∼q)→ (∼p) (∼p) ∨ q p ∨ (∼p) q → p p↔ q
α α α α ψ ψ α α α α α α

α ψ ψ α ψ α ψ ψ ψ α α ψ

ψ α ψ α α ψ α α α α ψ ψ

ψ ψ ψ ψ α α α α α α α α
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ParathroÔme ìti up�rqoun prot�seic (oi opoÐec prokÔptoun apì sÔndesh prot�sewn p,

q, r, . . . ) oi opoÐec eÐnai p�nta alhjeÐc anex�rthta apì poia tim  al jeiac paÐrnoun oi

prot�seic p, q, r, . . . .

Je¸rhma 1.2. 'Estw p, q, r prot�seic. Oi pio k�tw prot�seic eÐnai p�nta alhjeÐc

(anex�rthta apì thn tim  al jeiac twn p, q kai r).

(i) p ∨ (∼ p)

(ii) (p→ q)↔ ((∼ q)→ (∼ p))

(iii) (p→ q)↔ ((∼ p) ∨ q)

(iv) (∼ (p ∧ q))↔ ((∼ p) ∨ (∼ q))

(v) (∼ (p ∨ q))↔ ((∼ p) ∧ (∼ q))

(vi) (p ∨ (q ∧ r))↔ ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r))

(vii) (p ∧ (q ∨ r))↔ ((p ∧ q) ∨ (p ∧ r))

(viii) (p↔ q)↔ ((p→ q) ∧ (q → p))

ShmeÐwsh. Ta (iv) kai (v) sto pio p�nw je¸rhma eÐnai gnwst� wc nìmoi De Morgan, apì

ton Augustus De Morgan (1806�1871). Ta (vi) kai (viii) eÐnai gnwst� wc epimeristikoÐ

nìmoi.

Apìdeixh. Ta (i), (ii) kai (iii) prokÔptoun eÔkola apì ton pio p�nw alhjopÐnaka. Gia to

(vi) mporoÔme na qrhsimopoi soume ton alhjopÐnaka pio k�tw. Ta upìloipa ta af noume

wc �skhsh.

p q r q ∧ r p ∨ (q ∧ r) p ∨ q p ∨ r (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)
a a a a a a a a
a a y y a a a a
a y a y a a a a
a y y y a a a a
y a a a a a a a
y a y y y a y y
y y a y y y a y
y y y y y y y y

H parat rhsh ìti oi prot�seic p→ q kai (∼q)→ (∼p) èqoun p�nta thn Ðdia tim  al jeiac
eÐnai polÔ shmantik :

Eic �topon apagwg  (Reductio ad absurdum): Gia na apodeÐxoume ìti h d lwsh q

eÐnai alhj c, eÐnai k�pote bolikì na upojèsoume ìti ∼ q eÐnai alhj c kai na apodeÐxoume

ìti tìte ∼ p eÐnai alhj c, ìpou eÐnai gnwstì ìti p eÐnai alhj c. H mèjodoc aut  mporeÐ

na qrhsimopoihjeÐ diìti oi treic prot�seic ∼ q, (∼ q) → (∼ p), p den mporoÔn na eÐnai

tautìqrona alhjeÐc (koit�xte ton alhjopÐnaka amèswc prin apì to Je¸rhma 1.2).
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ParadeÐgmata 1.3. (i) DÐnetai ìti x2 6= y2 ìpou x, y eÐnai akèraioi arijmoÐ. Gia na

apodeÐxoume ìti tìte x 6= y, upojètoume ìti x = y. 'Omwc èqoume ìti x2 = y2 opoted pote

x = y, pou eÐnai �topo.

(ii) 'Estw x ènac akèraioc arijmìc. An x2 eÐnai �rtioc tìte x eÐnai �rtioc.

Apìdeixh: Upojètoume ìti x2 eÐnai �rtioc ìpou o akèraioc x eÐnai perittìc. 'Eqoume tìte ìti

x = 2m+1 gia k�poio akèraio m. Sunep¸c, èqoume ìti x2 = (2m+1)2 = 4m2 +4m+1 =

2(2m2 + 2m) + 1, ìpou 2m2 + 2m eÐnai akèraioc. Sun�goume ìti x2 eÐnai perittìc, pou

eÐnai �topo.

(iii) Ja apodeÐxoume ìti den up�rqei rhtìc α me thn idiìthta α2 = 2 : 'Estw ìti up�rqei

tètoioc rhtìc arijmìc α. Tìte α = u/v ìpou u eÐnai akèraioc kai v fusikìc. MporoÔme

na upojèsoume ìti èqoume k�nei ìlec tic dunatèc aplopoi seic sto kl�sma u/v, dhlad 

ìti u kai v den èqoun koinoÔc jetikoÔc diairètec ektìc apì to 1. Epeid  α2 = 2, èqoume

u2 = 2v2. Apì to (ii) pio p�nw, o u eÐnai �rtioc afoÔ o u2 eÐnai �rtioc. Sunep¸c u = 2u1

gia k�poio akèraio u1. 'Epetai ìti 4u2
1 = 2v2. SumperaÐnoume ìti o v2 eÐnai �rtioc, kai

epomènwc o v eÐnai epÐshc �rtioc. 'Eqoume ft�sei se �topo (o akèraioc 2 eÐnai koinìc

diairèthc twn u kai v), deÐqnontac ètsi ìti den up�rqei rhtìc α me thn idiìthta α2 = 2.

ShmeÐwsh. (i) Sto Par�deigma 1.3(iii) jèloume na apodeÐxoume ton isqurismì

s : O pragmatikìc arijmìc
√

2 eÐnai �rrhtoc.

Gia na to petÔqoume autì èqoume qrhsimopoi sei thn d lwsh (upìjesh)

r : O mìnoc koinìc jetikìc diairèthc twn u kai v eÐnai o akèraioc 1.

Sthn apìdeixh mac, èqoume deÐxei ìti h prìtash (∼ s) → (∼ r) eÐnai alhj c en¸ sthn

upìjesh mac èqoume deqjeÐ ìti kai h prìtash r eÐnai alhj c (pr�gma pou mporoÔsame na

k�noume afoÔ opoiod pote kl�sma mporeÐ na aplopoihjeÐ sthn morf  aut  apaleÐfontac

pijanoÔc koinoÔc diairètec tou arijmht  kai paronomast  � ja epanèljoume sto shmeÐo

autì sto Kef�laio 9). To sumpèrasma  tan ìti h ∼ s den mporeÐ na eÐnai epÐshc alhj c

afoÔ, ìpwc èqoume dei, oi treic prot�seic ∼ s, (∼ s) → (∼ r), r den mporoÔn na eÐnai

tautìqrona alhjeÐc.

(ii) An α eÐnai to m koc thc diagwnÐou enìc tetrag¸nou me pleur� 1, tìte α2 = 2 kai

epomènwc up�rqei pragmatikìc arijmìc α me thn idiìthta α2 = 2. (Qrhsimopoi same ed¸

thn diaisjhtik  eikìna pou èqoume gia touc pragmatikoÔc arijmoÔc wc shmeÐa kat� m koc

miac eujeÐac h opoÐa mporeÐ na jewrhjeÐ kai wc ènac ide¸dhc kanìnac o opoÐoc mporeÐ na

metr� to m koc eujugr�mmwn tmhm�twn sthn EukleÐdeia gewmetrÐa.) Sto Kef�laio 7 ja

d¸soume mia enallaktik  apìdeixh gia thn Ôparxh pragmatikoÔ arijmoÔ α me thn idiìthta

α2 = 2 qrhsimopoi¸ntac to axÐwma thc sunèqeiac. Me parìmoio trìpo mporeÐ k�poioc na

deÐxei ìti gia k�je jetikì akèraio c kai k�je fusikì arijmì n mporoÔme na broÔme monadikì

jetikì pragmatikì arijmì α me thn idiìthta αn = c (gr�foume tìte α = n
√
c, kai sthn

perÐptwsh pou n = 2 sun jwc paraleÐpoume to n ston sumbolismì autì).

Se k�poiec peript¸seic èqoume dhl¸seic oi opoÐec perièqoun mia   perissìterec metablhtèc

x. Autèc mporeÐ na eÐnai alhjeÐc gia orismènec timèc tou x kai yeudeÐc gia �llec. Tic
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onom�zoume protasiakoÔc tÔpouc. Gi' autì eÐnai shmantikì na kajorÐsoume to pedÐo thc

suz thshc mac, ton q¸ro   sÔmpan gia to x (poioÐ dhlad  eÐnai oi periorismoÐ gia to x).

Par�deigma. JewroÔme ton protasiakì tÔpo ��O jetikìc akèraioc n isoÔtai me to �jroi-

sma twn tetrag¸nwn dÔo fusik¸n arijm¸n.�� To pedÐo thc suz thshc mac sthn perÐptwsh

aut  eÐnai ìloi oi jetikoÐ akèraioi (fusikoÐ) arijmoÐ. 'Opwc èqoume dei, an jèsoume n = 3

h prìtash pou prokÔptei eÐnai yeud c. An ìmwc jèsoume n = 5 h prìtash pou prokÔptei

eÐnai alhj c afoÔ 5 = 22+12. 'Ena apì ta pio gnwst� apotelèsmata se aut  thn kateÔjun-

sh eÐnai to ��je¸rhma twn dÔo tetrag¸nwn�� tou Fermat (koit�xte epÐshc tic Shmei¸seic

kai Sqìlia sto tèloc tou kefalaÐou).

1.2. Logikèc sunepagwgèc

PolÔ suqn�, kat� thn di�rkeia enìc majhmatikoÔ sullogismoÔ prokÔptoun dÔo dhl¸seic

P kai Q oi opoÐec me k�poio trìpo ��sundèontai�� metaxÔ touc. Oi dhl¸seic autèc ja

mporoÔsan gia par�deigma na eÐnai prot�seic   protasiakoÐ tÔpoi. Exet�zoume tètoiec

peript¸seic:

Ikan  sunj kh: Lème ìti ��h P eÐnai mia ikan  sunj kh gia thn Q�� (sumbolismìc:

P ⇒ Q) an h Q eÐnai alhj c opoted pote h P eÐnai alhj c. Lème epÐshc ��P sunep�getai

thn Q��   ��Q an P ��   ��an P , tìte Q��. [To teleutaÐo (��an P , tìte Q��) den ja dhmiourgeÐ

sÔgqush se sqèsh me ton sumbolismì thc Paragr�fou 1.1 afoÔ, apì to plaÐsio thc

suz thshc mac, ja eÐnai fanerì ìti autì pou ennooÔme sthn pragmatikìthta eÐnai ��An h

P eÐnai alhj c tìte kai h Q eÐnai alhj c�� me �lla lìgia ��an isqÔei h P tìte isqÔei kai h

Q��.]

Sthn perÐptwsh pou den isqÔei ��P ⇒ Q��, qrhsimopoioÔme ton sumbolismì ��P 6⇒ Q��.

Par�deigma. Mia ap' eujeÐac apìdeixh gia to apotèlesma sto Par�deigma 1.3(i) ja mpo-

roÔse na  tan h ex c: 'Estw x, y akèraioi arijmoÐ me x2 6= y2. 'Omwc, x2 − y2 6= 0 ⇒
(x+ y)(x− y) 6= 0 ⇒ x− y 6= 0 ⇒ x 6= y.

AnagkaÐa sunj kh: Lème ìti ��h P eÐnai mia anagkaÐa sunj kh gia thn Q�� an Q

sunep�getai thn P . (Autì eÐnai to ��antÐstrofo�' tou ��P sunep�getai thn Q��.) Lème

epÐshc ��Q mìno an P ��.

Ikan  kai anagkaÐa sunj kh: Lème ìti ��h P eÐnai mia ikan  kai anagkaÐa sunj kh

gia thn Q�� (sumbolismìc: P ⇔ Q) an isqÔoun kai ta dÔo pio p�nw, dhlad  isqÔoun ��P

sunep�getai thn Q�� kai ��Q sunep�getai thn P ��. Lème epÐshc ��P an, kai mìno an, Q�� kai

k�pote gr�foume pio apl� ��P an-n Q��. [Kai p�li den dhmiourgeÐtai sÔgqush se sqèsh

me ton sumbolismì thc Paragr�fou 1.1 � sugkrÐnete me to antÐstoiqo sqìlio pio p�nw

sqetik� me thn ikan  sunj kh.]

Shmei¸seic kai paradeÐgmata se sqèsh me touc pio p�nw orismoÔc:

(1) Exet�zoume thn perÐptwsh pou oi dhl¸seic P , Q eÐnai kai oi dÔo prot�seic kai, epiplèon,

isqÔei P ⇒ Q. 'Eqoume tìte ìti h prìtash P → Q eÐnai p�nta alhj c, anex�rthta apì thn
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tim  al jeiac twn P kai Q. (Ex ghsh: An P eÐnai yeud c, tìte P → Q eÐnai opwsd pote

alhj c. An P eÐnai alhj c, h upìjesh mac ìti isqÔei P ⇒ Q mac exasfalÐzei ìti kai h Q

eÐnai alhj c.) Se tètoia perÐptwsh anaferìmaste sthn sunepagwg  ìti h prìtash P → Q

eÐnai p�nta alhj c wc mia logik  sunepagwg . AntÐstrofa, an P , Q eÐnai prot�seic tètoiec

wste h prìtash P → Q eÐnai p�nta alhj c, tìte isqÔei P ⇒ Q kai, se tètoia perÐptwsh,

h sunepagwg  P ⇒ Q eÐnai epÐshc mia logik  sunepagwg .

Par�deigma. 'Estw p, q kai r prot�seic. EÔkola mporoÔme na elègxoume ìti isqÔoun ta

ex c: (i) (p ∧ (p → q)) ⇒ q, kai (ii) ((p → q) ∧ (q → r)) ⇒ (p → r). ParathroÔme

epÐshc ìti h prot�seic (p ∧ (p→ q))→ q kai ((p→ q) ∧ (q → r))→ (p→ r) eÐnai p�nta

alhjeÐc, anex�rthta apì thn tim  al jeiac twn prot�sewn p, q kai r.

(2) 'Estw ìti P , Q eÐnai protasiakoÐ tÔpoi. 'Opwc èqoume dei, eÐnai polÔ shmantikì na

kajorÐsoume to pedÐo thc suz thshc mac (tic epitreptèc timèc   to sÔmpan) gia k�je mia

apì tic emplekìmenec metablhtèc. Sthn perÐptwsh aut , ��P ⇒ Q�� shmaÐnei ��P (·)⇒ Q(·)
gia ìlec tic epitreptèc timèc twn emplekomènwn metablht¸n�� to opoÐo isqÔei an, kai mìno

an, ��h prìtash P (·)→ Q(·) eÐnai alhj c gia ìlec tic epitreptèc timèc twn emplekomènwn

metablht¸n.��

ParadeÐgmata. (i) Jètoume P (= P (∆)) : ��To trÐgwno ∆ eÐnai isìpleuro�� kai Q (=

Q(∆)) : ��To trÐgwno ∆ eÐnai isoskelèc�� ìpou to pedÐo thc suz thshc mac (to sÔmpan gia

thn metablht  ∆) eÐnai ìla ta trÐgwna sto epÐpedo. T¸ra, apì ton orismì, k�je isìpleuro

trÐgwno eÐnai kai isoskelèc. Sunep¸c P (∆) ⇒ Q(∆) gia ìlec tic epitreptèc timèc thc

metablht c ∆ (èqoume dhlad  ìti P (∆) ⇒ Q(∆) opoted pote ∆ eÐnai èna trÐgwno sto

epÐpedo). Mìlic èqoume deÐxei ìti P ⇒ Q.

Sthn perÐptwsh aut  den isqÔei to antÐstrofo Q⇒ P , èqoume dhlad  Q 6⇒ P . [Ex ghsh:

Epilègoume èna orjog¸nio isoskelèc trÐgwno, èstw to ∆1, sto epÐpedo. Jètontac ∆ =

∆1, parathroÔme ìti h prìtash Q(∆1) eÐnai alhj c en¸ h prìtash P (∆1) eÐnai yeud c.

Autì deÐqnei ìti P den eÐnai upoqrewtik� alhj c opoted pote Q eÐnai alhj c.]

(ii) Jètoume P (= P (x, y)) : ��x kai y eÐnai kai oi dÔo �rtioi�� kai Q (= Q(x, y)) : ��x+y eÐnai

�rtioc��, ìpou to sÔmpan kai gia tic dÔo metablhtèc x, y eÐnai ìloi oi akèraioi. ParathroÔme

ìti P ⇒ Q. 'Eqoume ìmwc ìti Q 6⇒ P .

(iii) Jètoume P (= P (x)) : ��x2 = 9�� kai Q = (Q(x)) : ��2x = 6��, ìpou to sÔmpan gia

thn metablht  x eÐnai ìloi oi akèraioi. Profan¸c P 6⇒ Q. An ìmwc to sÔmpan gia thn

metablht  x  tan ìloi oi jetikoÐ akèraioi tìte isqÔei P ⇒ Q.

(3) An P , Q eÐnai kai oi dÔo prot�seic kai epiplèon isqÔei P ⇔ Q tìte h prìtash P ↔ Q

eÐnai p�nta alhj c afoÔ profan¸c oi prot�seic P kai Q èqoun thn Ðdia tim  al jeiac.

AntÐstrofa, an P , Q eÐnai prot�seic tètoiec ¸ste P ↔ Q eÐnai p�nta alhj c (anex�rthta

apì thn tim  al jeiac twn P , Q), tìte isqÔei P ⇔ Q.

(4) 'Estw P , Q protasiakoÐ tÔpoi. ParathroÔme tìte ìti P ⇔ Q an, kai mìno an, h

prìtash P (·)↔ Q(·) eÐnai alhj c gia k�je mia apì tic epitreptèc timèc twn emplekomènwn

metablht¸n. (ProsdiorÐzontac sugkekrimènec timèc apì to pedÐo thc suz thshc mac stic

metablhtèc, metatrèpoume ton protasiakì tÔpo se prìtash.)
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ParadeÐgmata. (i) JewroÔme touc protasiakoÔc tÔpouc P , Q ìpou P (= P (x)) : ��2x = 6��

kai Q (= Q(x)) : ��3x− 1 = 8��, ìpou to sÔmpan gia thn metablht  x eÐnai kai p�li ìloi oi

akèraioi. EÔkola parathroÔme ìti sthn perÐptwsh aut  isqÔei P ⇔ Q.

(ii) JewroÔme touc protasiakoÔc tÔpouc P , Q ìpou P (= P (x)) : ��2x = 6�� kai Q (=

Q(x)) : ��x2 = 9��. Sthn perÐptwsh pou to sÔmpan gia thn metablht  x eÐnai ìloi oi

fusikoÐ (jetikoÐ akèraioi) isqÔei P ⇔ Q, en¸ sthn perÐptwsh pou to sÔmpan gia thn

metablht  x eÐnai ìloi oi akèraioi, profan¸c den isqÔei P ⇔ Q.

ShmeÐwsh. 'Opwc èqoume dei, qrei�zetai meg�lh prosoq  ìtan qrhsimopoioÔme ta sÔm-

bola→ kai↔ mia kai shmaÐnoun diaforetik� pr�gmata. Sthn perÐptwsh ìmwc pou èqoume

k�poio orismì oi dÔo autèc ènnoiec mporoÔn na sunanthjoÔn. Gia par�deigma, an jèloume

na d¸soume èna orismì gia to ��isìpleuro trÐgwno�� mporoÔme na gr�youme: ��An kai oi

treic pleurèc enìc trig¸nou èqoun to Ðdio m koc, tìte to trÐgwno autì kaleÐtai isìpleu-

ro.�� Autì pou katanooÔme ìmwc eÐnai ìti an èna trÐgwno èqei perigrafeÐ wc isìpleuro,

tìte ja prèpei kai oi treic pleurèc tou na èqoun to Ðdio m koc.

1.3. Prwtarqikèc ènnoiec kai axi¸mata

Stic apodeÐxeic pou eÐqame stic prohgoÔmenec paragr�fouc tou kefalaÐou autoÔ qrhsi-

mopoi same di�forec idiìthtec twn arijm¸n, gia par�deigma ìti k�je kl�sma mporeÐ na

aplopoihjeÐ apaleÐfontac koinoÔc par�gontec. H diadikasÐa thc exètashc twn upojèsewn

pou qrhsimopoioÔme ��siwphr��� eÐnai polÔ shmantik  sta majhmatik�, afoÔ gia na te-

kmhri¸soume k�poio b ma enìc majhmatikoÔ sullogimoÔ suqn� basizìmaste se �llec pio

��basikèc�� ènnoiec kai sqèseic.

Gia na apofeuqjeÐ ènac faÔloc kÔkloc, h mình lÔsh eÐnai na apodeqtoÔme orismènec ènnoiec

kai sqèseic (ìso to dunatìn ligìterec) wc ��prwtarqikèc��   ��jemeli¸deic��, krÐnontac ètsi

ìti den qrei�zetai na tic kajorÐsoume epiplèon. Parìmoia, h apìdeixh miac prìtashc qrh-

simopoieÐ �llec prot�seic kai epomènwc k�poiec ��prwtarqikèc��   ��jemeli¸deic�� prot�seic

tic opoÐec onom�zoume axi¸mata kai deqìmaste qwrÐc apìdeixh.

K�pote jewroÔntan ìti oi basikèc upojèseic   axi¸mata twn majhmatik¸n  tan alhjeÐc

dhl¸seic gia ton pragmatikì kìsmo ston opoÐo zoÔme. H gewmetrÐa tou EukleÐdh  tan

to prìtupo kai apoteloÔse to jemèlio thc majhmatik c ekpaÐdeushc gia polloÔc ai¸nec

(koit�xte epÐshc tic Shmei¸seic kai Sqìlia sto tèloc tou kefalaÐou). O EukleÐdhc xekin�

me axi¸mata, ta opoÐa jewroÔse wc ��autapodeÐktec al jeiec�� kai apì aut� sun gage èna

ter�stio arijmì jewrhm�twn.

Wstìso, to sÔsthma axiwm�twn tou EukleÐdh eÐqe k�poiec adunamÐec kai atèleiec tic opoÐec

oi majhmatikoÐ tou 19ou ai¸na anagn¸risan, proteÐnontac epÐshc trìpouc me touc opoÐouc

autèc mporoÔn na diorjwjoÔn (ìpwc gia par�deigma o majhmatikìc David Hilbert). To

jaumastì ìmwc eÐnai ìti èna tìso meg�lo mèroc thc doulei�c tou EukleÐdh paramènei a-

pìluta ègkuro mèqri kai s mera. Sthn sÔgqronh parousÐash thc EukleÐdeiac gewmetrÐac,
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sun jwc, to shmeÐo jewreÐtai wc prwtarqik  ènnoia, en¸ oi prwtarqikèc sqèseic perilam-

b�noun thn ènnoia tou metaxÔ (èna shmeÐo mporeÐ na brÐsketai metaxÔ dÔo �llwn shmeÐwn)

  thc isìthtac (gia par�deigma, dÔo eujÔgramma tm mata mporeÐ na èqoun to Ðdio m koc).

S mera jewroÔme ta axi¸mata wc afethrÐec pou epilègoume, an�loga me ton kl�do twn

majhmatik¸n pou melet�me. Ta jewr mata pou apodeiknÔoume eÐnai alhj  se opoiod pote

sÔsthma ikanopoieÐ ta axi¸mata aut�. EÐnai polÔ shmantikì, wstìso, na mhn pareisfr -

soun sthn jewrÐa mac   stouc sullogismoÔc mac di�forec ��krufèc upojèseic��. Gia par�-

deigma, an k�noume gewmetrÐa, ta axi¸mata pijan� na anafèrontai se shmeÐa kai eujeÐec.

Ja prèpei tìte, sthn telik  morf  thc diatÔpwshc miac apìdeixhc, na qrhsimopoioÔme mìno

tic idiìthtec twn shmeÐwn kai twn eujei¸n pou kajorÐzontai sta axi¸mata, antÐ gia thn

koin  mac antÐlhyh gia to pwc sumperifèrontai ta shmeÐa kai oi eujeÐec.

KleÐnoume thn par�grafo aut  me èna aplì par�deigma. Ac upojèsoume ìti k�noume gew-

metrÐa qrhsimopoi¸ntac (ektìc apì tic prwtarqikèc ènnoiec tou shmeÐou kai thc eujeÐac)

mìno ta parak�tw trÐa axi¸mata thc EukleÐdeiac gewmetrÐac (sthn sÔgqronh touc diatÔ-

pwsh):

(E1) K�je dÔo shmeÐa brÐskontai se mÐa monadik  eujeÐa gramm .

(E2) An to shmeÐo P den brÐsketai sthn eujeÐa L, tìte up�rqei akrib¸c mÐa eujeÐa L1 pou

dièrqetai apì to P kai eÐnai par�llhlh proc thn L.

(E3) Up�rqoun trÐa shmeÐa pou den brÐskontai sthn Ðdia eujeÐa.

QrhsimopoioÔme epÐshc ton orismì ìti dÔo eujeÐec eÐnai par�llhlec e�n den up�rqei k�poio

shmeÐo pou na brÐsketai kai stic dÔo.

Apì aut� ta axi¸mata, kai ton orismì mac, mporoÔme na apodeÐxoume to ex c

Je¸rhma: DÔo eujeÐec par�llhlec proc thn Ðdia eujeÐa eÐnai par�llhlec metaxÔ touc.

Apìdeixh: 'Estw L1 kai L2 dÔo (diakekrimènec) eujeÐec pou eÐnai kai oi dÔo par�llhlec

proc thn L. Upojètoume, me skopì na ft�soume se �topo, ìti oi L1 kai L2 den eÐnai

par�llhlec. Tìte, èqoun èna koinì shmeÐo P , sÔmfwna me ton orismì mac. All� t¸ra

up�rqoun dÔo eujeÐec, oi L1 kai L2, pou perièqoun to P kai eÐnai par�llhlec proc thn L,

gegonìc pou antif�skei me to AxÐwma (E2).

MporeÐte na apodeÐxete qrhsimopoi¸ntac mìno ta pio p�nw trÐa axi¸mata (kai orismì) ìti

opoiesd pote dÔo (diakekrimènec) eujeÐec oi opoÐec den eÐnai par�llhlec èqoun akrib¸c

èna koinì shmeÐo;

Shmei¸seic kai Sqìlia

1. Οι προτάσεις και οι λογικοί σύνδεσμοι χρησιμοποιούνται ευρέως στα μαθηματικά και την επιστήμη αλ-

λά και πιο γενικά στην ανάλυση και επεξεργασία πληροφοριών. Στα πλαίσια μιας μαθηματικής απόδειξης,

χρησιμοποιούνται για να δημιουργήσουν ακολουθίες συλλογισμών που αποδεικνύουν την αλήθεια μιας μα-

θηματικής πρότασης. Οι λογικοί συνδέσμοι μας επιτρέπουν να δημιουργήσουμε σύνθετες προτάσεις από

απλές και να εφαρμόσουμε κανόνες συλλογισμού που μας βοηθούν να φτάσουμε στο ζητούμενο.
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2. Το αποτέλεσμα ότι
√

2 είναι άρρητος απέδειξε ο Πυθαγόρας ή πιθανά κάποιος από τους μαθητές του.

Σύμφωνα με ένα από τους πολλούς θρύλους σχετικά με το αποτέλεσμα αυτό, ο ΄Ιππασος, από την σχολή του

Πυθαγόρα, ‘‘τιμωρήθηκε από τους θεούς’’ διότι διέδιδε τα συνταρακτικά, για την εποχή, νέα ότι υπάρχουν

‘‘άρρητοι αριθμοί’’.

3. Ο Ευκλείδης (περίπου 330-270 π.Χ.) ήταν ένας σπουδαίος αρχαίος ΄Ελληνας μαθηματικός. Το πιο

σημαντικό από τα βιβλία του είναι τα ‘‘Στοιχεία’’ που είναι ένα από τα δημοφιλέστερα βιβλία μαθηματικών

στον κόσμο. Αποτελείται από δεκατρείς τόμους οι έξι πρώτοι από τους οποίους είναι αφιερωμένοι στη

γεωμετρία. Το έργο αυτό θεωρείται εξαιρετικά σημαντικό αφού ο Ευκλείδης συγκέντρωσε και οργάνωσε

τις γνώσεις της γεωμετρίας της εποχής του σε ένα καλά δομημένο σύστημα αξιωμάτων και αποδείξεων,

θέτοντας τις βάσεις για την μελέτη της γεωμετρίας για πολλούς αιώνες. Επέμεινε στην χρήση αυστηρά

τεκμηριωμένων συλλογισμών στις αποδείξεις των θεωρημάτων του με τα πρότυπα αυτά να εξακολουθούν

να ισχύουν στον τομέα των μαθηματικών μέχρι και σήμερα.

4. Το ‘‘θεώρημα των δύο τετραγώνων’’ του Fermat δηλώνει ότι ένας περιττός πρώτος p είναι το άθροισμα

δύο τετραγώνων, p = a2 +b2, όπου a, b είναι ακέραιοι αν, και μόνο αν, p = 4m+1 για κάποιο ακέραιο m. Η

πρώτη δημοσιευμένη απόδειξη του αποτελέσματος αυτού είναι από τον Euler. Ο Gauss απέδειξε ότι υπάρχει

μοναδικό ζεύγος φυσικών a, b με p = a2 + b2. Θα ξανασυναντήσουμε το θεώρημα αυτό στο Κεφάλαιο 17

στο πλαίσιο της συζήτησης μας σχετικά με Ευκλείδειες περιοχές.

Ask seic

1.1 Ποιά από τα πιο κάτω είναι προτάσεις;

(i) Ο ακέραιος αριθμός 35 είναι άρτιος

(ii) Ποιός απέδειξε το τελευταίο θεώρημα του Fermat;

(iii) Αν x είναι ένας ακέραιος τέτοιος ώστε x + 2 είναι θετικός, τότε ο ακέραιος x + 5 είναι επίσης

θετικός

(iv) Ο Αρχιμήδης είχε μια τσιπούρα για δείπνο στα εικοστά του γενέθλια

1.2 Συμπληρώστε την απόδειξη του Θεωρήματος 1.2.

1.3 Δείξτε ότι ο πραγματικός αριθμός
√

3 είναι άρρητος.

1.4 Δείξτε ότι δεν υπάρχουν ρητοί r, s τέτοιοι ώστε
√

3 = r + s
√

2.

1.5 ΄Εστω a, a′ και b πραγματικοί αριθμοί. Αν a, a′ είναι ρητοί και b είναι άρρητος, δείξτε ότι: (i) a + a′

είναι ρητός, (ii) aa′ είναι ρητός, (iii) a+ b είναι άρρητος, (iv) αν a 6= 0, τότε ab είναι άρρητος.

1.6 ΄Εστω p, q, r προτάσεις. Εξετάστε κατά πόσον οι πιο κάτω προτάσεις είναι πάντα αληθείς (ανεξάρτητα

από την τιμή αλήθειας των p, q και r).

(i) ((p ∨ q) ∧ r)↔ (p ∨ (q ∧ r)) (ii) ((∼ p) ∧ q)↔ (p ∨ (∼ q))
(iii) ((p ∨ q) ∨ r)↔ (p ∨ (q ∨ r)) (iv) ((p ∧ q) ∧ r)↔ (p ∧ (q ∧ r))

1.7 Εξετάστε πιο από τα πιο κάτω ισχύει

(a) P ⇔ Q (b) P ⇒ Q, Q 6⇒ P

(c) Q⇒ P , P 6⇒ Q (d) P 6⇒ Q, Q 6⇒ P

στις περιπτώσεις:

(i) P : Το τρίγωνο ∆ είναι ισόπλευρο

Q : Το τρίγωνο ∆ έχει όλες τις γωνίες του ίσες

(ii) P : Το τρίγωνο ∆ είναι ισόπλευρο

Q : Το τρίγωνο ∆ είναι ισοσκελές
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(iii) P : Το τετράπλευρο Γ είναι ένα τετράγωνο

Q : Το τετράπλευρο Γ είναι ένας ρόμβος

(iv) P : Το τετράπλευρο Γ είναι ισόπλευρο

Q : Το τετράπλευρο Γ έχει όλες τις γωνίες του ίσες

(v) P : Το τετράπλευρο Γ είναι ένα ορθογώνιο

Q : Το τετράπλευρο Γ έχει όλες τις γωνίες του ίσες

όπου το σύμπαν για την μεταβλητή ∆ (αντίστοιχα, για την μεταβλητή Γ) είναι όλα τα τρίγωνα (αντί-

στοιχα, τετράπλευρα) στο επίπεδο.

1.8 Εξετάστε κατά πόσον είναι σωστός ο ισχυρισμός: ‘‘Αν n είναι ένας πρώτος αριθμός, τότε ο ακέραιος

2n − 1 είναι επίσης πρώτος αριθμός.’’ [Λέμε ότι ο ακέραιος p είναι πρώτος αν (i) p > 1 και (ii) p δεν

έχει άλλους θετικούς διαιρέτες εκτός από τους 1 και p.]

1.9 ΄Εστω p, q, r, s και t προτάσεις. Συμπληρώστε τους συλλογισμούς σε κάθε ένα από τα βήματα (i)–(viii)

της απόδειξης του πιο κάτω θεωρήματος:((
p ∧ (p→ q)

)
∧
(
(s ∨ r) ∧ (r → (∼ q))

))
⇒ (s ∨ t)

Βήματα:

(i) p, (ii) p→ q, (iii) q, (iv) r → (∼ q), (v) q → (∼ r), (vi) ∼ r,
(vii) s ∨ r, (viii) s, (viii) άρα, s ∨ t.
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2. SÔnola

2.1. Eisagwgik� sqìlia kai orismoÐ

To 1895 sthn ergasÐa tou “Beiträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre” o

Georg Cantor èdwse ton akìloujo orismì: ��SÔnolo eÐnai mia sullog  apì diakekrimèna

antikeÐmena ta opoÐa onom�zontai stoiqeÐa tou sunìlou.�� (Ta stoiqeÐa aut� mporoÔn na

eÐnai arijmoÐ, gr�mmata, lèxeic, antikeÐmena   opoiad pote �llh majhmatik  ènnoia.)

'Iswc na prokaleÐ èkplhxh ìti apì èna tìso aplì orismì mporeÐ na prokÔyoun antif�seic.

O Ðdioc o Cantor to eÐqe antilhfjeÐ autì, ìmwc to pio gnwstì par�deigma diatup¸jhke

apì ton filìsofo kai majhmatikì Bertrand Russell kai eÐnai gnwstì wc to par�doxo tou

Russell. (Koit�xte epÐshc tic Shmei¸seic kai Sqìlia sto tèloc tou KefalaÐou 2.)

Gia na apofÔgoume tètoiou eÐdouc antif�seic, sun jwc stic suzht seic sto biblÐo autì ja

stajeropoioÔme èna sÔmpan   q¸ro U (kajolikì sÔnolo) kai ja jewroÔme mìno sÔnola

ta stoiqeÐa twn opoÐwn eÐnai stoiqeÐa tou U ,   sÔnola (sullogèc) ta stoiqeÐa twn opoÐwn

eÐnai uposÔnola tou U ,   sÔnola (oikogèneiec) ta stoiqeÐa twn opoÐwn eÐnai sullogèc

uposunìlwn tou U k.o.k.

'Ena sÔnolo kajorÐzetai pl rwc ìtan xèroume ìla ta stoiqeÐa tou, gi' autì eÐnai polÔ

shmantikì na mporoÔme na apofasÐsoume kat� pìson èna sugkekrimèno stoiqeÐo an kei  

ìqi sto sÔnolo pou mac endiafèrei.

An x eÐnai stoiqeÐo tou sunìlou A, autì to sumbolÐzoume me x ∈ A, lème epÐshc ìti x

an kei sto sÔnolo A. 'Otan to x den an kei sto A, gr�foume x 6∈ A.

Up�rqoun treic kurÐwc trìpoi gia na perigrafeÐ èna sÔnolo:

(i) Me anagraf  twn stoiqeÐwn tou, gia par�deigma A = {1, 2, 3}.

(ii) Me anagraf  arket¸n stoiqeÐwn tou sunìlou (ìqi ìlwn), ètsi ¸ste na gÐnei saf c h

idiìthta pou qarakthrÐzei ta stoiqeÐa. Gia par�deigma, {1, 2, 3, . . . , n} eÐnai mia perigraf 

tou sunìlou twn pr¸twn n fusik¸n arijm¸n en¸ {1, 2, 3, . . . , n, . . .} eÐnai mia perigraf 

tou sunìlou ìlwn twn fusik¸n arijm¸n.

(iii) Me perigraf  twn stoiqeÐwn tou: An p(x) eÐnai mia idiìthta (protasiakìc tÔpoc), tìte

mporoÔme na jewr soume to sÔnolo P pou apartÐzetai apì ìla ta antikeÐmena (kai mìno

aut�) pou ikanopoioÔn aut  thn idiìthta. Ed¸ eÐnai shmantikì na kajorÐsoume to sÔmpan

(kajolikì sÔnolo) U sto opoÐo ìla ta x prèpei na an koun.
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Gr�foume P = {x : x ∈ U kai p(x) eÐnai alhj c},   P = {x ∈ U : p(x) eÐnai alhj c},  
pio apl� P = {x : p(x)}.

To sÔnolo pou den perièqei opoiod pote stoiqeÐo onom�zetai kenì sÔnolo kai to sumbolÐ-

zoume me ∅. ('Eqoume dhlad  ìti ∅ = {x ∈ U : p(x) ∧ (∼ p(x)) eÐnai alhj c} ìpou p(x)

eÐnai mia idiìthta.)

ShmeÐwsh. Orismèna sÔnola èqoun stajer� sÔmbola, gia par�deigma:

(i) N = {1, 2, 3, 4, 5 . . .}, to sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n

(ii) Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .}, to sÔnolo twn akeraÐwn

(iii) Q = {p/q : p ∈ Z kai q ∈ N}, to sÔnolo twn rht¸n arijm¸n

(iv) R, to sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n

(v) C, to sÔnolo twn migadik¸n arijm¸n

'Estw A èna mh-kenì sÔnolo. Lème ìti to A eÐnai peperasmèno an èqei akrib¸c n stoiqeÐa

gia k�poio n ∈ N. Diaforetik� lème ìti to A eÐnai �peiro. To kenì sÔnolo � kat�

sunj kh � jewreÐtai wc peperasmèno.

ParadeÐgmata. (i) S1 = {x : x ∈ N kai −2 < x < 2} (= {x ∈ N : − 2 < x < 2}) = {1}
(ii) S2 = {x : x ∈ Z kai −2 < x < 2} = {−1, 0, 1}
(iii) S3 = {x : x ∈ N kai −1 < x < 1} = ∅
(iv) S4 = {0,±2,±4, . . .} = {x : x eÐnai �rtioc akèraioc arijmìc} = {2k : k ∈ Z}

Ta sÔnola S1, S2 kai S3 eÐnai peperasmèna, en¸ to sÔnolo S4 eÐnai �peiro.

Orismìc. Lème ìti to sÔnolo P eÐnai uposÔnolo enìc �llou sunìlou Q, kai gr�foume

P ⊆ Q, ìtan k�je stoiqeÐo tou P eÐnai kai stoiqeÐo tou Q.

DÔo sÔnola P , Q lègontai Ðsa (sumbolismìc: P = Q) ìtan perièqoun ta Ðdia akrib¸c

stoiqeÐa. Gr�foume P 6= Q ìtan ta sÔnola P , Q den eÐnai Ðsa.

'Otan P ⊆ Q kai P 6= Q, tìte P lègetai gn sio uposÔnolo tou Q (sumbolismìc: P $ Q).

ShmeÐwsh. ParathroÔme ìti N $ Z $ Q $ R.

Prìtash 2.1. An A, B, C eÐnai uposÔnola enìc kajolikoÔ sunìloÔ U , isqÔoun ta

akìlouja:

(i) A ⊆ A, ∅ ⊆ A, A ⊆ U ,

(ii) an A ⊆ B kai B ⊆ A tìte A = B,

(iii) an A ⊆ B kai B ⊆ C tìte A ⊆ C.

Apìdeixh. Ja deÐxoume ìti ∅ ⊆ A. (Ta upìloipa ta af noume wc �skhsh.) Upojètoume

ìti ∅ den apoteleÐ uposÔnolo tou A. Epomènwc to ∅ perièqei k�poio stoiqeÐo to opoÐo

den an kei sto A. 'Eqoume ft�sei se �topo afoÔ to ∅ den perièqei stoiqeÐa.

ShmeÐwsh. Qrhsimopoi¸ntac thn Prìtash 2.1, mporoÔme ìmwc na deÐxoume ìti up�rqei

mìno èna kenì sÔnolo: 'Estw ∅1 k�poio �llo kenì sÔnolo. AfoÔ ∅ eÐnai kenì, èqoume ìti

∅ ⊆ ∅1. AfoÔ ∅1 eÐnai kenì, èqoume epÐshc ìti ∅1 ⊆ ∅. 'Epetai ìti ∅ = ∅1. Epomènwc

mporoÔme na miloÔme gia to (monadikì) kenì sÔnolo.
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Orismìc. To sÔnolo me stoiqeÐa ta uposÔnola enìc sunìlou S lègetai dunamosÔnolo

tou S kai sumbolÐzetai me P(S).

Par�deigma. 'Estw S = {1, 2}. Tìte P(S) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}.

2.2. Kartesian� ginìmena

'Estw A, B dÔo sÔnola. To sÔmbolo (a, b) me a ∈ A kai b ∈ B kaleÐtai diatetagmèno

zeÔgoc me pr¸th suntetagmènh to a kai deÔterh suntetagmènh to b.

An (a, b) kai (a′, b′) eÐnai dÔo diatetagmèna zeÔgh (ìpou a, a′ ∈ A kai b, b′ ∈ B), tìte

(a, b) = (a′, b′) an, kai mìno an, a = a′ kai b = b′.

To kartesianì ginìmeno twn sunìlwn A kai B eÐnai to sÔnolo me stoiqeÐa ta diatetagmèna

zeÔgh (a, b) ìpou a ∈ A kai b ∈ B, kai sumbolÐzetai me A× B. 'Eqoume dhlad  A× B =

{(a, b) : a ∈ A kai b ∈ B}.

To kartesianì ginìmeno onom�sthke apì ton René Descartes o opoÐoc eÐqe antilhfjeÐ ìti

to EukleÐdeio epÐpedo eÐnai ��ousiastik� to Ðdio�� me to sÔnolo R× R.

Par�deigma 2.2. 'Estw A = {1, 2, 3} kai B = {α, β}. Tìte A × B = {(1, α), (1, β),

(2, α), (2, β), (3, α), (3, β)} kai B × A = {(α, 1), (α, 2), (α, 3), (β, 1), (β, 2), (β, 3)}.

ShmeÐwsh 2.3. Oi pio p�nw orismoÐ mporoÔn na epektajoÔn sthn perÐptwsh pou èqoume

n (ìpou n ≥ 2) sÔnola A1, . . . , An kai mporoÔme me autì ton trìpo na orÐsoume to

kartesianì ginìmeno A1 × . . .× An.

An A1, . . . , An eÐnai sÔnola, tìte to sÔmbolo (α1, . . . , αn) me α1 ∈ A1, . . . , αn ∈ An
kaleÐtai diatetagmènh n-�da me i-suntetagmènh to αi gia 1 ≤ i ≤ n.

An (α1, . . . , αn) kai (α′1, . . . , α
′
n) eÐnai diatetagmènec n-�dec (ìpou α1, α

′
1 ∈ A1, . . . , αn, α′n ∈

An) tìte (α1, . . . , αn) = (α′1, . . . , α
′
n) an, kai mìno an α1 = α′1, . . . , αn = α′n.

Gr�foume A1×. . .×An = {(α1, . . . , αn) : α1 ∈ A1, . . . , αn ∈ An}. To sÔnolo A1×. . .×An
kaleÐtai to kartesianì ginìmeno twn sunìlwn A1, . . . , An.

Sthn perÐptwsh pou Ai = A gia 1 ≤ i ≤ n, sun jwc gr�foume An antÐ gia A1× . . .×An.

ShmeÐwsh 2.4. 'Estw X, Y, Z mh-ken� sÔnola. Tìte ta sÔnola X × (Y × Z) kai

(X ×Y )×Z eÐnai diaforetik�, ìmwc up�rqei mia fusiologik  antistoiqÐa metaxÔ tou k�je

enìc apì aut� kai tou sunìlou X × Y × Z.

2.3. H �lgebra Boole twn sunìlwn

Ja exet�soume trìpouc me touc opoÐouc sÔnola mporoÔn na sunduastoÔn metaxÔ touc kai

na dhmiourg soun nèa sÔnola. Gia olìklhrh thn suz thsh pou akoloujeÐ stajeropoioÔme
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èna dosmèno sÔnolo U (kajolikì sÔnolo) kai jewroÔme to dunamosÔnolo P(U ). Pio

eidik�, ìla ta sÔnola pou ja emfanistoÔn sthn suz thsh aut  ja eÐnai uposÔnola tou U .

Upojètoume t¸ra ìti oi idiìthtec p(x), q(x) sqetÐzontai antÐstoiqa me ta sÔnola P , Q

(wc proc to sÔmpan U ) dhlad  P (x) = {x : p(x)} kai Q(x) = {x : q(x)}.

Orismìc. OrÐzoume

(i) thn tom  P ∩Q = {x : p(x) ∧ q(x)}
(ii) thn ènwsh P ∪Q = {x : p(x) ∨ q(x)}
(iii) to sumpl rwma P ′ = {x : ∼ p(x)}
(iv) thn diafor� P −Q = {x : p(x) ∧ (∼ q(x))}

Ta pio p�nw eÐnai epÐshc sÔnola ta opoÐa an koun sto dunamosÔnolo P(U ).

Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti

(i) P ∩Q = {x : x ∈ P kai x ∈ Q}
(ii) P ∪Q = {x : x ∈ P   x ∈ Q}
(iii) P ′ = {x : x 6∈ P}
(iv) P −Q = {x : x ∈ P kai x 6∈ Q}

ShmeÐwsh. (i) An U eÐnai to kajolikì sÔnolo kai P ⊆ U , tìte P ′ = U − P . Sthn

eidik  perÐptwsh pou U = R kai P = Q, èqoume ìti R − Q eÐnai akrib¸c to sÔnolo twn

�rrhtwn arijm¸n.

(ii) To kenì sÔnolo ∅ kai to kajolikì sÔnolo U èqoun polÔ xeqwristoÔc rìlouc afoÔ

parathroÔme, wc �mesh sunèpeia twn pio p�nw orism¸n, ìti opoted pote A ⊆ U isqÔoun

(a) A ∪∅ = A, (b) A ∩∅ = ∅, (c) A ∪U = U , (d) A ∩U = A.

(SugkrÐnete me thn suz thsh sto Kef�laio 4.)

Σχήμα 1: Διαγράμματα του Venn για ένωση, τομή και διαφορά. Κοιτάξτε επίσης τις Σημειώσεις και

Σχόλια στο τέλος του κεφαλαίου.
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An A,B ⊆ U me A ∩ B = ∅, tìte lème ìti ta sÔnola A, B eÐnai xèna metaxÔ touc.

Mia sullog  C uposunìlwn tou U kaleÐtai mia sullog  sunìlwn xènwn metaxÔ touc  

mia sullog  sunìlwn xènwn an� dÔo metaxÔ touc an opoiad pote dÔo sÔnola sthn C eÐnai
xèna metaxÔ touc.

Sthn pio k�tw prìtash sumperilamb�noume k�poiec stoiqei¸deic idiìthtec thc ènwshc,

tom c kai sumplhr¸matoc.

Prìtash 2.5. An A,B kai C eÐnai uposÔnola tou sÔmpantoc U , isqÔoun ta akìlouja:

(i) A ∪B = B ∪ A
(ii) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C
(iii) A ⊆ B an, kai mìno an, A ∪B = B

(iv) A ∩B = B ∩ A
(v) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C
(vi) (A ∩B)′ = A′ ∪B′
(vii) (A ∪B)′ = A′ ∩B′
(viii) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

(ix) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

Apìdeixh. Ja apodeÐxoume to (vii): Ja apodeÐxoume pr¸ta ìti (A ∪ B)′ ⊆ A′ ∩ B′ :

'Estw x ∈ (A ∪ B)′. Tìte x 6∈ A ∪ B. 'Ara x 6∈ A kai x 6∈ B. Dhlad  x ∈ A′ kai x ∈ B′.
'Ara x ∈ A′ ∩B′.

Gia na apodeÐxoume t¸ra ìti A′ ∩ B′ ⊆ (A ∪ B)′ : 'Estw x ∈ A′ ∩ B′. Autì shmaÐnei ìti

x ∈ A′ kai x ∈ B′. Dhlad  x 6∈ A kai x 6∈ B. 'Ara x 6∈ A ∪B, dhlad  x ∈ (A ∪B)′.

Ta upìloipa ta af noume wc �skhsh.

ShmeÐwsh. SugkrÐnontac me to sqìlio k�tw apì to Je¸rhma 1.2, ja anaferìmaste sta

(vi) kai (vii) sthn pio p�nw prìtash wc nìmouc De Morgan, kai sta (viii) kai (ix) wc

epimeristikoÔc nìmouc.

H parat rhsh ìti (A∩B)∩C = A∩(B∩C) mac odhgeÐ ston orismì tou sunìlou A∩B∩C
wc to sÔnolo ìlwn twn stoiqeÐwn tou U pou an koun sto k�je èna apì ta sÔnola A, B

kai C. Profan¸c A ∩B ∩ C = (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

Parìmoia, orÐzoume to sÔnolo A ∪ B ∪ C wc to sÔnolo ìlwn twn stoiqeÐwn tou U pou

an koun se toul�qiston èna apì ta A, B, C. 'Eqoume tìte A ∪ B ∪ C = (A ∪ B) ∪ C =

A ∪ (B ∪ C).

Oi orismoÐ autoÐ mporoÔn na epektajoÔn sthn perÐptwsh pou èqoume mia tuqaÐa (ìqi upo-

qrewtik� peperasmènh) sullog  C uposunìlwn tou U :

OrÐzoume thn tom  thc sullog c C (sumbolismìc: ∩A∈CA   ∩{A : A ∈ C}) wc to sÔnolo

ìlwn twn stoiqeÐwn tou U me thn idiìthta ìti an koun se k�je mèloc thc C.

OrÐzoume thn ènwsh thc sullog c C (sumbolismìc: ∪A∈CA   ∪{A : A ∈ C}) wc to sÔnolo
ìlwn twn stoiqeÐwn tou U me thn idiìthta ìti an koun se toul�qiston èna apì ta mèlh

thc C.

20



Sthn perÐptwsh pou h sullog  C eÐnai ken  profan¸c h ènwsh thc sullog c eÐnai to kenì

sÔnolo kai h tom  thc olìklhro to sÔnolo U .

Oi nìmoi tou De Morgan kai oi epimeristikoÐ nìmoi exakoloujoÔn na isqÔoun gia tuqaÐec

en¸seic kai tomèc: 'Eqoume dhlad  ìti an C ⊆ P(U ) kai B ⊆ U , isqÔoun

(∪A∈C A)′ = ∩A∈C A′, (∩A∈C A)′ = ∪A∈C A′,
B ∩ (∪A∈C A) = ∪A∈C (B ∩ A), B ∪ (∩A∈C A) = ∩A∈C (B ∪ A).

ShmeÐwsh. Sthn perÐptwsh pou C eÐnai mia peperasmènh sullog  uposunìlwn tou U ,

èstw C = {A1, . . . , An}, sun jwc gr�foume ∩ni=1 Ai   A1∩A2∩ . . .∩An antÐ gia ∩A∈C A.
Parìmoia, sthn jèsh tou ∪A∈C A, sun jwc qrhsimopoioÔme touc sumbolismoÔc ∪ni=1 Ai
  A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An. AnakÔptei t¸ra to ex c er¸thma an exet�soume gia par�deigma

thn perÐptwsh n = 4. EÐnai ta sÔnola A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4, (A1 ∪ A2) ∪ (A3 ∪ A4)

kai ((A1 ∪ A2) ∪ A3) ∪ A4 Ðsa; EpÐshc, ti sumbaÐnei sthn perÐptwsh pou n > 4   an

antikatast soume thn ènwsh uposunìlwn me thn tom  uposunìlwn; (Koit�xte epÐshc tic

Ask seic 2.7�2.13.) Ja melet soume se èna pio genikì plaÐsio tètoiou eÐdouc erwt mata

sta Kef�laia 4 kai 5.

Mia sullog  B uposunìlwn tou U kaleÐtai �lgebra Boole an (i) A ∪ B an kei sthn B
opoted pote ta A, B an koun sthn B, kai (ii) A′ an kei sthn B opoted pote to A an kei

sthn B. 'Epetai t¸ra, apì touc nìmouc De Morgan, ìti A∩B an kei sthn B opoted pote

ta A kai B an koun sthn B. Profan¸c to dunamosÔnolo P(U ) apoteleÐ mia �lgebra

Boole.

Af noume thn apìdeixh thc epìmenhc prìtashc wc �skhsh.

Prìtash 2.6. 'Estw B mia sullog  uposunìlwn tou U . Upojètoume, epiplèon, ìti B
eÐnai mia �lgebra Boole. An A1, A2, . . .An eÐnai sÔnola sthn sullog  B, tìte ta sÔnola

A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ An kai A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An epÐshc an koun sthn B.

2.4. PosodeÐktec

Gia touc posodeÐktec jewroÔme ìti p(x) eÐnai mia idiìthta (protasiakìc tÔpoc) ìpou to x

an kei se èna kajolikì sÔnolo (sÔmpan) U .

Kajolikìc posodeÐkthc: QrhsimopoioÔme to sÔmbolo ∀ (gia k�je). Gr�foume ∀x p(x).

H ∀x p(x) eÐnai alhj c an kai mìno an gia k�je x ∈ U , h p(x) eÐnai alhj c.

Uparxiakìc posodeÐkthc: QrhsimopoioÔme to sÔmbolo ∃ (up�rqei). Gr�foume ∃x p(x).

H ∃x p(x) eÐnai alhj c an kai mìno an h p(x) eÐnai alhj c gia èna toul�qiston x ∈ U .

Oi posodeÐktec metatrèpoun èna protasiakì tÔpo se prìtash: Gia par�deigma, jewroÔme

kai p�li ton protasiakì tÔpo p(n) : ��o fusikìc arijmìc n isoÔtai me to �jroisma twn

21



tetrag¸nwn dÔo fusik¸n arijm¸n�� � ed¸ to sÔmpan U gia thn metablht  n eÐnai to

sÔnolo N twn fusik¸n arijm¸n. Qrhsimopoi¸ntac ton kajolikì posodeÐkth, mporoÔme na

metatrèyoume ton pio p�nw protasiakì tÔpo se prìtash wc ex c: ��K�je fusikìc arijmìc

n mporeÐ na ekfrasteÐ wc to �jroisma twn tetrag¸nwn dÔo fusik¸n arijm¸n��. H prì-

tash aut  eÐnai yeud c. MporeÐte, qrhsimopoi¸ntac t¸ra ton uparxiakì posodeÐkth, na

metatrèyete ton pio p�nw protasiakì tÔpo se mia prìtash h opoÐa eÐnai alhj c;

Par�deigma 2.7. (i) To je¸rhma tou Lagrange, ìti k�je fusikìc arijmìc eÐnai to �-

jroisma twn tetrag¸nwn tess�rwn akeraÐwn mporeÐ na diatupwjeÐ me ton akìloujo trìpo:

∀n∈N ∃x1∈Z ∃x2∈Z ∃x3∈Z ∃x4∈Z (n = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4)

  ∀n∈N ∃x1,x2,x3,x4∈Z (n = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4)

Parat rhsh: 'Eqei shmasÐa me poia seir� emfanÐzontai oi posodeÐktec ∀ kai ∃ (kai den

mporoÔme apl� na antall�xoume thn seir� touc). H prìtash ∃x1,x2,x3,x4∈Z ∀n∈N (n =

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4) pou eÐnai profan¸c lanjasmènh, mac lèei ìti up�rqoun tèsseric polÔ

xeqwristoÐ akèraioi pou mac dÐnoun to zhtoÔmeno gia k�je n ∈ N.

(ii) H eikasÐa tou Goldbach, ìti k�je �rtioc fusikìc arijmìc > 2 eÐnai to �jroisma dÔo

pr¸twn:

∀n∈N,n>1 ∃p1,p2 pr¸toi (2n = p1 + p2).

(iii) An C eÐnai mia sullog  uposunìlwn enìc (kajolikoÔ) sunìlou U èqoume, sÔmfwna me

touc orismoÔc pou d¸same sthn prohgoÔmenh par�grafo, ìti ∩A∈CA = {x ∈ U : ∀A∈C (x ∈
A)} kai ∪A∈CA = {x ∈ U : ∃A∈C (x ∈ A)}.

Suqn� endiaferìmaste na broÔme thn �rnhsh prot�sewn pou perièqoun posodeÐktec. EÔ-

kola mporoÔme na deÐxoume, gia par�deigma qrhsimopoi¸ntac alhjopÐnakec, ìti

(i) h �rnhsh thc prìtashc ∀x p(x) eÐnai h prìtash ∃x ∼ p(x)

(ii) h �rnhsh thc prìtashc ∃x p(x) eÐnai h prìtash ∀x ∼ p(x)

[Elègqoume ìti ∀xp(x) eÐnai alhj c an, kai mìno an, ∃x ∼ p(x) eÐnai yeud c. EpÐshc, h

prìtash ∃xp(x) eÐnai alhj c an, kai mìno an, h prìtash ∀x ∼p(x) eÐnai yeud c.]

Par�deigma 2.8. (i) H �rnhsh tou jewr matoc tou Lagrange:

Je¸rhma Lagrange (L) : ∀n∈N
(
∃x1,x2,x3,x4∈Z (n = x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4)
)

'Arnhsh : ∃n∈N ∼
(
∃x1,x2,x3,x4∈Z (n = x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4)
)

Epomènwc, �rnhsh tou L: ∃n∈N ∀x1,x2,x3,x4∈Z (n 6= x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4)

(ii) H �rnhsh thc eikasÐac tou Goldbach:

EikasÐa tou Goldbach (G): ∀n∈N,n>1

(
∃p1,p2 pr¸toi (2n = p1 + p2)

)
'Arnhsh : ∃n∈N,n>1 ∼

(
∃p1,p2 pr¸toi (2n = p1 + p2)

)
Epomènwc, �rnhsh thc G: ∃n∈N,n>1 ∀p1,p2 pr¸toi (2n 6= p1 + p2)
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Shmei¸seic kai Sqìlia

1. Το παράδοξο του Russell σχετίζεται με το ερώτημα κατά πόσον ένα σύνολο μπορεί να είναι μέλος του

ίδιου του εαυτού του. Πιο συγκεκριμένα, αν θεωρήσουμε ένα σύνολο R που περιλαμβάνει όλα τα σύνολα που

δεν περιέχουν τον εαυτό τους, τότε ανακύπτει το ερώτημα κατά πόσον το R περιλαμβάνει τον εαυτό του ή

όχι. Αν προσπαθήσουμε να το απαντήσουμε, θα προκύψει αντίφαση. [Μια από τις πιο γνωστές παραλλαγές

του παραδόξου αυτού είναι η εξής: Υποθέτουμε ότι ένας κουρέας ξυρίζει όλους τους άντρες στο χωριό του

που δεν ξυρίζονται μόνοι τους (και μόνο αυτούς). ΄Αραγε, ο ίδιος ο κουρέας ξυρίζει τον εαυτό του;] Διάφορα

συστήματα αξιωματικοποίησης της θεωρίας συνόλων έχουν προταθεί, για παράδειγμα από τον Zermelo, με

σκοπό να αποκλειστούν τέτοια παράδοξα.

2. Τα διαγράμματα του Venn δείχνουν τις σχέσεις (ένωση, τομή, διαφορά) ανάμεσα σε μια πεπερασμένη

συλλογή από υποσύνολα ενός καθολικού συνόλου. Το διάγραμμα αποτελείται από κύκλους (συνήθως δύο ή

τρεις) κάθε ένας από τους οποίους αναπαριστά κάποιο από τα σύνολα. Αν δύο σύνολα έχουν μη-κενή τομή,

οι αντίστοιχοι κύκλοι (δίσκοι) στο διάγραμμα του Venn τέμνονται.

Σχήμα 2: Διάγραμμα του Venn που δείχνει τα γράμματα που

μοιράζονται το ελληνικό, το λατινικό και το κυριλλικό αλφάβητο.

Τα διαγράμματα αυτής της μορφής εμφανίστηκαν στο βιβλίο “Symbolic Logic” του John Venn (1834–

1923) που εκδόθηκε στο Λονδίνο το 1881. Είναι σημαντικά αφού μπορούν να συμπυκνώσουν πολύπλοκες

πληροφορίες σε μια απλή και ευανάγνωστη μορφή και να μας δώσουν έτσι πολύ καλή διαισθητική εικόνα

του προβλήματος. Δεν μπορούν όμως να αποτελούν μέρος μιας αυστηρής απόδειξης.

3. Η άλγεβρα Boole ονομάστηκε από τον George Boole ο οποίος με την δουλειά του προσπάθησε να

ενοποιήσει την λογική (και την θεωρία συνόλων) με την άλγεβρα.

4. Το σύμβολο ∃ για τον υπαρξιακό ποσοδείκτη είναι η ‘‘ανάκλαση’’ του πρώτου γράμματος της αγγλικής

λέξης Exists – υπάρχει) και προτάθηκε από τον Charles Peirce το 1885. Το σύμβολο ∀ για τον καθολικό

ποσοδείκτη (από τον γερμανικό Alle – όλα, όλοι) προτάθηκε από τον Gerhard Gentzen το 1935, κατ΄

αναλογία με το σύμβολο του υπαρξιακού ποσοδείκτη.

Ask seic

2.1 Αναγράψτε τα στοιχεία των ακολούθων συνόλων:

(i) {x : x ∈ Z και 1 + x2 = 0}
(ii) {x : x ∈ N και x4 = 1}
(iii) {x : x ∈ Z και x4 = 1}
(iv) {n ∈ N : n+9

n+1 ∈ N}
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2.2 Βρείτε όλα τα στοιχεία του συνόλου {x ∈ Z : ∃y∈Z (|x|+ |y| = 2)}.

2.3 Πόσα στοιχεία έχουν τα πιο κάτω σύνολα;

(i) (a) ∅, (b) {∅}, (c) {{∅}}, (d) {∅, {∅}},
(ii) (a) P(A) όπου A = {1, 2, 3}, (b) P(∅), (c) P(P(∅)).

2.4 ΄Εστω A = {1, 2, 3}, B = {a, b, c}. Βρείτε τα στοιχεία των καρτεσιανών γινομένων A×B και A×A.

2.5 ΄Εστω A, B μη-κενά σύνολα. Εξετάστε κατά πόσον ισχύουν τα ακόλουθα

(i) A×B = B ×A αν, και μόνο αν, A = B

(ii) Αν S ⊆ A×B τότε S = C ×D, όπου C ⊆ A και D ⊆ B.

2.6 ΄Εστω A, B, C υποσύνολα ενός καθολικού συνόλου U . Αποδείξτε τα ακόλουθα:

(i) (A ∪B)′ = A′ ∩B′, (ii) (A ∩B)′ = A′ ∪B′,
(iii) C − (A ∪B) = (C −A) ∩ (C −B), (iv) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),

(v) C − (A ∩B) = (C −A) ∪ (C −B), (vi) B − (B −A) = A ∩B

2.7 ΄Εστω A, B, C και D υποσύνολα ενός καθολικού συνόλου U . Εξετάστε κατά πόσον ισχύουν τα

ακόλουθα:

(i) A ∪A = A,

(ii) A ∩A = A,

(iii) (A ∪B) ∪ (C ∪D) = A ∪B ∪ C ∪D,

(iv) (A ∩B) ∩ (C ∩D) = ((A ∩B) ∩ C) ∩D,

(v) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C).

2.8 Διατυπώστε τα ακόλουθα χρησιμοποιώντας λογικά σύμβολα:

(i) Υπάρχει κάποιος ακέραιος μεγαλύτερος από όλους τους άλλους ακεραίους.

(ii) Κάθε άρτιος αριθμός είναι το άθροισμα δυο περιττών αριθμών.

Γράψτε την άρνηση των πιο πάνω προτάσεων και εξετάστε κατά πόσον η πρόταση ή η άρνηση της είναι

αληθής.

2.9 Διατυπώστε τα ακόλουθα με λόγια και εξετάστε κατά πόσον είναι αληθή:

(i) ∀
z∈N

(z2 ∈ N)

(ii) ∀
x,y∈Z

∃
z∈Z

(z2 = x2 + y2)

(iii) ∀
x,y,z∈R

∃
w∈R

(x2 + y2 + z2 = 8w)

2.10 Δείξτε ότι σε οποιοδήποτε μη-κενό πεπερασμένο σύνολο το πλήθος των υποσυνόλων με άρτιο αριθμό

στοιχείων ισούται με το πλήθος των υποσυνόλων με περιττό αριθμό στοιχείων.

2.11 ΄Εστω A, B και C υποσύνολα του συνόλου U . Θέτουμε A4B = (A∪B)− (A∩B) (το σύνολο αυτό

καλείται η συμμετρική διαφορά των A, B). Δείξτε τα πιο κάτω:

(i) A4B = (A−B) ∪ (B −A), (ii) A4B = B4A, (iii) (A4B)4C = A4(B4C),

(iv) (A4B) ∩ C = (A ∩B)4(B ∩ C).

2.12 Αποδείξτε την Πρόταση 2.6.

2.13 ΄Εστω A1,. . . , An μια (πεπερασμένη) συλλογή υποσυνόλων ενός καθολικού σύνολου U . Μπορείτε

να βρείτε μια συλλογή υποσυνόλων B1, . . . , Bn του U , ξένων μεταξύ τους ανά δύο, τέτοια ώστε

A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An = B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bn;
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3. Sunart seic

3.1. OrismoÐ, paradeÐgmata

'Estw X, Y dÔo mh-ken� sÔnola. Mia sun�rthsh (  apeikìnish) f apì to X sto Y eÐnai

ènac kanìnac pou antistoiqÐzei se k�je x ∈ X akrib¸c èna stoiqeÐo f(x) tou Y .

Gr�foume f : X → Y : x 7→ f(x)   pio apl� f : X → Y . To sÔnolo X onom�zetai pedÐo

orismoÔ thc f en¸ to sÔnolo Y onom�zetai pedÐo tim¸n thc f

An x ∈ X, to stoiqeÐo f(x) onom�zetai eikìna tou x mèsw thc f , kai to sÔnolo f(X) =

{y ∈ Y : y = f(x) gia k�poio x ∈ X} onom�zetai eikìna tou X mèsw thc f .

Oi sunart seic f : X → Y kai g : A → B (ìpou A, B eÐnai mh-ken�) lègontai Ðsec an

X = A, Y = B kai f(x) = g(x) gia k�je x ∈ X.

Sthn sunèqeia, me thn d lwsh ��h sun�rthsh f : X → Y �� ja uponoeÐtai p�nta ìti ta

sÔnola X kai Y eÐnai mh-ken�.

Par�deigma. (i) f1 : Z→ R : x 7→ x2, (x ∈ Z). Tìte f1(Z) = {0, 1, 4, 9, . . .}.

(ii) f2 : N→ Z : n 7→ −n (n ∈ N). Tìte f2(N) = {−n : n ∈ N} = {−1,−2,−3, . . .}.

(iii) f3 : R→ R : x 7→
{

1, an x ∈ Q
0, an x ∈ R−Q . Tìte f3(R) = {0, 1}.

(iv) 'Estw T to sÔnolo twn �rtiwn fusik¸n arijm¸n. Jètoume f4 : T → Z : 2n 7→ 3n

(n ∈ N). Poia eÐnai h eikìna tou sunìlou T mèsw thc f4;

An h sun�rthsh g orÐzetai me g : T → Z : x 7→ 3
2
x, (x ∈ T ), parathroÔme tìte ìti oi

sunart seic g kai f4 eÐnai Ðsec.

(v) Elègxte ìti oi akìloujoi kanìnec den mac dÐnoun sunart seic apì to N sto N :

(a) y = 3x− 5, kai (b) y = x+ 1
3
.

Ti mporeÐte na peÐte gia ton kanìna y = ±
√
x apì to sÔnolo {0, 2, 4, 9} sto sÔnolo

{−3, −2, −
√

2, 0,
√

2, 2, 3};

To gr�fhma Γ thc sun�rthshc f : X → Y eÐnai to uposÔnolo tou kartesianoÔ ginomènou

X × Y pou orÐzetai me Γ = {(x, f(x)) ∈ X × Y : x ∈ X} = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ X kai

y = f(x)}.
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Par�deigma. Jètoume A = {1, 2, 3} kai B = {1, 2, 3, 4}. To uposÔnolo {(1, 1), (2, 1),

(3, 1)} tou A × B eÐnai to gr�fhma miac sun�rthshc apì to A sto B (poia eÐnai aut  h

sun�rthsh;). Den sumbaÐnei ìmwc to Ðdio me ta uposÔnola {(1, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 4)}
kai {(1, 1), (2, 2)} tou A×B.

ShmeÐwsh. 'Ena uposÔnolo Γ1 tou kartesianoÔ ginomènou X × Y eÐnai to gr�fhma miac

sun�rthshc apì to X sto Y an, kai mìno an, gia k�je x ∈ X up�rqei monadikì diate-

tagmèno zèugoc sto Γ1 pou na èqei pr¸th suntetagmènh to x. Profan¸c, mia sun�rthsh

kajorÐzetai pl rwc apì to gr�fhma thc. (Epomènwc den apoteleÐ èkplhxh ìti arket� su-

qn� sthn bibliografÐa o orismìc pou dÐnetai gia thn sun�rthsh sumpÐptei me ton orismì

pou èqoume d¸sei ed¸ gia to gr�fhma thc sun�rthshc � koit�xte epÐshc tic Shmei¸seic

kai Sqìlia sto tèloc tou kefalaÐou.)

Par�deigma 3.1. (i) Jètoume f : N → N : x 7→ 2x, (x ∈ N). To pedÐo orismoÔ kai to

pedÐo tim¸n thc f eÐnai to N, en¸ f(N) eÐnai to sÔnolo ìlwn twn �rtiwn jetik¸n akeraÐwn.

To gr�fhma Γ thc f eÐnai to uposÔnolo {(1, 2), (2, 4), (3, 6), (4, 8), . . .} (= {(n, 2n) : n ∈
N}) tou N× N.

(ii) An a 6= b, X = {a, b} kai Y = {1, 2}, tìte up�rqoun akrib¸c 4 sunart seic apì to

X sto Y . Apì tic sunart seic autèc oi dÔo èqoun eikìna h opoÐa perièqei akrib¸c dÔo

stoiqeÐa kai oi upìloipec dÔo èqoun eikìna me akrib¸c èna stoiqeÐo.

(iii) Jètoume f : Z→ Z : x 7→ |x| =
{
x, an x ≥ 0,
−x, an x < 0 , (x ∈ Z). Tìte f(Z) = N ∪ {0} 6=

Z.

Parat rhsh. Apì to Par�deigma 3.1(iii) mporoÔme na k�noume tic ex c parathr seic:

An f : X → Y eÐnai mia sun�rthsh, mporeÐ na sumbaÐnei ìti f(X) 6= Y . EpÐshc dÔo

diakekrimèna stoiqeÐa tou X mporeÐ na èqoun thn Ðdia eikìna mèsw thc f .

Orismìc. (i) Mia sun�rthsh f : X → Y lègetai ènriyh (pio apl� 1-1) an h sqèsh

f(x) = f(x′), ìpou x, x′ ∈ X, sunep�getai ìti x = x′.

(ii) Mia sun�rthsh f : X → Y lègetai epÐrriyh (pio apl� epÐ) an gia k�je y ∈ Y up�rqei

x ∈ X tètoio ¸ste f(x) = y.

(iii) Mia sun�rthsh lègetai amfimonos manth an eÐnai 1-1 kai epÐ.

(iv) 'Estw M èna mh-kenì sÔnolo. Tìte h sun�rthsh M →M : x 7→ x (x ∈M) lègetai

tautotik  sun�rthsh tou M kai sumbolÐzetai me iM .

Par�deigma 3.2. (i) f : N→ Z : x 7→ x, (x ∈ N) eÐnai 1-1 all� den eÐnai epÐ.

(ii) f : Z→ (N ∪ {0}) : x 7→ |x|, (x ∈ Z) eÐnai epÐ all� den eÐnai 1-1.

(iii) f : R→ R : x 7→ 1
3
x, (x ∈ R) eÐnai amfimonos manth.

(iv) Jètoume f : N → N : x 7→ [1
2
x + 1], (x ∈ N) ìpou, gia k�je u ∈ R, orÐzoume [u]

na eÐnai o megalÔteroc akèraioc pou eÐnai mikrìteroc   Ðsoc me to u. Tìte f eÐnai mia epÐ

sun�rthsh afoÔ 2m − 1 ∈ N opoted pote m ∈ N kai, epiplèon, isqÔei f(2m − 1) = m.

Den eÐnai ìmwc 1-1 afoÔ f(6) = 4 = f(7).
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(v) H sun�rthsh iX : X → X eÐnai amfimonos manth.

(vi) An f : X → Y eÐnai mia amfimonos manth sun�rthsh kai to sÔnolo X eÐnai pepera-

smèno, tìte kai to sÔnolo Y eÐnai peperasmèno kai èqei akrib¸c to Ðdio pl joc stoiqeÐwn

me to X.

Orismìc. 'Estw f : X → Y mia sun�rthsh kai A ⊆ X. OrÐzoume thn eikìna f(A) tou

uposunìlou A tou X mèsw thc f me f(A) = {f(x) : x ∈ A}.

Gia thn apìdeixh thc pio k�tw prìtashc koit�xte thn 'Askhsh 3.9.

Prìtash 3.3. 'Estw h sun�rthsh f : X → Y . Upojètoume epÐshc ìti A,B ⊆ X. Tìte

(i) f(∅) = ∅, f(X) ⊆ Y ,

(ii) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B),

(iii) f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B),

(iv) an, epiplèon, A ⊆ B, tìte f(A) ⊆ f(B).

3.2. SÔnjesh sunart sewn, antÐstrofh

sun�rthsh, antÐstrofh eikìna sun�rthshc

Orismìc. 'Estw f : X → Y kai g : Y → Z sunart seic. Tìte orÐzetai h sun�rthsh

g ◦ f : X → Z me (g ◦ f)(x) = g(f(x)) gia k�je x ∈ X, kai lègetai sÔnjesh twn f kai g.

Par�deigma. (i) Jètoume X = {1, 2, 3}, Y = {1, 2} kai Z = {1, 2, 3, 4}.

JewroÔme tic sunart seic f kai g pou orÐzontai me

f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 2, g(1) = 3, g(2) = 4.

'Eqoume tìte

(g ◦ f)(1) = g(f(1)) = g(1) = 3,

(g ◦ f)(2) = g(f(2)) = g(2) = 4,

(g ◦ f)(3) = g(f(3)) = g(2) = 4
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(ii) 'Estw oi sunart seic f, g apì to N sto N pou orÐzontai me g(x) = x2 kai f(x) = 3x+2,

(x ∈ N). 'Eqoume tìte ìti

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x2) = 3x2 + 2,

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(3x+ 2) = (3x+ 2)2.

(iii) 'Estw f, g, h sunart seic apì to N sto N ìpou f(x) = x + 1, g(x) = x2, h(x) = 3x

gia k�je x ∈ N. DeÐxte ìti, sthn eidik  aut  perÐptwsh, h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f . Sthn

pragmatikìthta, to apotèlesma autì isqÔei pio genik� ìpwc ja doÔme sthn sunèqeia.

Parathr seic 3.4. (i) 'Estw f : A→ B mia sun�rthsh. Tìte iB ◦ f = f = f ◦ iA.

(ii) Upojètoume ìti f kai g eÐnai sunart seic kai ìti orÐzetai h sun�rthsh g◦f . Den isqÔei

aparaÐthta ìti orÐzetai h sun�rthsh f ◦ g, ìmwc akìmh kai sthn perÐptwsh pou orÐzetai h

f ◦ g eÐnai dunatì na isqÔei f ◦ g 6= g ◦ f , ìpwc èqoume dei sto pio p�nw par�deigma.

(iii) H sÔnjesh sunart sewn eÐnai prosetairistik . ('Eqoume dhlad  ìti an f : A → B,

g : B → C kai h : C → D eÐnai sunart seic, tìte oi sunart seic h ◦ (g ◦ f) : A → D kai

(h ◦ g) ◦ f : A → D eÐnai Ðsec.) Gia na to deÐxoume autì arkeÐ na parathr soume ìti gia

k�je x ∈ A, h eikìna tou x mèsw kai twn dÔo sunart sewn h◦ (g ◦f) kai (h◦g)◦f isoÔtai

me h(g(f(x))) � profan¸c oi dÔo pio p�nw sunart seic èqoun to Ðdio pedÐo orismoÔ kai

to Ðdio pedÐo tim¸n.

Prìtash 3.5. 'Estw f : X → Y kai g : Y → X sunart seic. Upojètoume epiplèon ìti

g ◦ f = i
X
. Tìte h sun�rthsh f eÐnai enriptik  kai h sun�rthsh g eÐnai epirriptik .

Apìdeixh. Ja deÐxoume pr¸ta ìti h f eÐnai enriptik . 'Estw x1, x2 ∈ X me f(x1) = f(x2).

'Eqoume tìte ìti x1 = iX(x1) = (g ◦ f)(x1) = g(f(x1)) = g(f(x2)) = (g ◦ f)(x2) =

iX(x2) = x2. Gia na deÐxoume ìti h g eÐnai epirriptik  upojètoume ìti x ∈ X. 'Omwc tìte

x = iX(x) = (g ◦ f)(x) = g(f(x)), ìpou f(x) ∈ Y .

Prìtash 3.6. 'Estw f : X → Y kai g : Y → Z dÔo sunart seic.

(i) An oi f, g eÐnai 1-1, tìte kai h g ◦ f eÐnai 1-1.

(ii) An oi f, g eÐnai epÐ, tìte kai h g ◦ f eÐnai epÐ.

(iii) An oi f, g eÐnai amfimonos mantec, tìte kai h g ◦ f eÐnai amfimonos manth.

Apìdeixh. (i) Upojètoume ìti oi f kai g eÐnai kai oi dÔo 1-1. 'Estw t¸ra x1, x2 ∈ X
me (g ◦ f)(x1) = (g ◦ f)(x2). Apì ton orismì thc sÔnjeshc sunart sewn èqoume ìti

g(f(x1)) = g(f(x2)). AfoÔ h g eÐnai 1-1, èqoume f(x1) = f(x2). Sun�goume ìti x1 = x2

afoÔ kai h f eÐnai 1-1. Af noume ta (ii) kai (iii) stic Ask seic.

'Estw t¸ra f : X → Y mia sun�rthsh. An g : Y → X eÐnai epÐshc mia sun�rthsh, tìte

orÐzontai oi sunart seic g ◦ f : X → X kai f ◦ g : Y → Y . Sthn perÐptwsh pou g ◦ f = iX
kai f ◦ g = iY , tìte h g lègetai mia antÐstrofh thc f kai h f lègetai mia antÐstrofh thc g.

Se tètoia perÐptwsh lème epÐshc ìti oi sunart seic f kai g eÐnai antistrèyimec.
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ShmeÐwsh. An mia sun�rthsh f : X → Y èqei antÐstrofh, tìte h antÐstrofh aut 

eÐnai monadik . [Ex ghsh: 'Estw g1, g2 : Y → X dÔo antÐstrofec thc f . 'Eqoume tìte,

qrhsimopoi¸ntac thn prosetairistik  idiìthta, ìti g1 = g1◦iY = g1◦(f◦g2) = (g1◦f)◦g2 =

iX ◦ g2 = g2.] Epomènwc se tètoia perÐptwsh mil�me gia thn (monadik ) antÐstrofh thc f

thn opoÐa sumbolÐzoume me f−1.

Par�deigma. (SugkrÐnete me thn Prìtash 3.5.) Sto pio k�tw par�deigma parathroÔme

ìti h sun�rthsh f eÐnai antistrèyimh me antÐstrofh sun�rthsh thn f−1, en¸ oi sunart seic

h1, h2 den eÐnai antistrèyimec. ParathroÔme epÐshc ìti h sun�rthsh f eÐnai amfimonos man-

th, ìqi ìmwc oi sunart seic h1, h2 (h h1 den eÐnai epirriptik  en¸ h h2 den eÐnai enriptik ).

Prìtash 3.7. Mia sun�rthsh f : X → Y èqei antÐstrofh an, kai mìno an, h f eÐnai

amfimonos manth.

Apìdeixh. Upojètoume pr¸ta ìti h f èqei antÐstrofh, èstw thn g. Apì ton orismì,

g ◦ f = iX kai f ◦ g = iY kai to zhtoÔmeno eÐnai �mesh sunèpeia thc Prìtashc 3.5.

Upojètoume t¸ra ìti h f eÐnai amfimonos manth. 'Estw y ∈ Y . AfoÔ f : X → Y eÐnai

epÐ, up�rqei x ∈ X tètoio ¸ste f(x) = y. An x1 ∈ X epÐshc ikanopoieÐ f(x1) = y, tìte

f(x1) = y = f(x) kai epomènwc x1 = x afoÔ h f eÐnai enriptik . 'Ara up�rqei monadikì

x ∈ X tètoio ¸ste f(x) = y. Jètoume h(y) = x. Tìte h eÐnai mia (kal� orismènh)

sun�rthsh apì to Y sto X kai eÔkola parathroÔme ìti isqÔoun h◦f = iX kai f ◦h = iY .

Parat rhsh. Apì ta pio p�nw èpetai ìti an f : X → Y eÐnai amfimonos manth tìte kai

h f−1 : Y → X eÐnai amfimonos manth kai h antÐstrofh thc f−1 eÐnai h f .

Par�deigma. (i) H antÐstrofh thc tautotik c sun�rthshc iX : X → X eÐnai Ðdia h iX .

(ii) Jètoume Y = {n2 : n ∈ N}. H sun�rthsh f : N → Y : x 7→ x2 (x ∈ N) eÐnai

amfimonos manth me antÐstrofh sun�rthsh thn g : Y → N : x 7→
√
x, (x ∈ Y ).
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Parat rhsh. 'Estw f : X → Y mia sun�rthsh h opoÐa eÐnai enriptik  ìmwc den eÐnai

epirriptik . Tìte h f den eÐnai amfimonos manth kai epomènwc den èqei antÐstrofh. Mpo-

roÔme ìmwc na kataskeu�soume mia sun�rthsh h opoÐa �den diafèrei polÔ� apì thn f kai

h opoÐa èqei antÐstrofh: jètoume f̂ : X → f(X) : x 7→ f(x), (x ∈ X). Tìte h f̂ eÐnai

epirriptik  apì ton trìpo pou thn èqoume orÐsei, kai eÐnai epÐshc enriptik  afoÔ profa-

n¸c klhronomeÐ aut  thn idiìthta apì thn f . 'Epetai ìti h f̂ eÐnai amfimonos manth kai

epomènwc èqei antÐstrofh.

Par�deigma. Jètoume T = {2n : n ∈ N} kai f : N→ N : n 7→ 2n, (n ∈ N). Profan¸c
h f eÐnai enriptik  ìqi ìmwc epirriptik , afoÔ f(N) = T $ N. 'Epetai ìti h f den

èqei antÐstrofh. OrÐzoume t¸ra f̂ : N → T : n 7→ f(n), (n ∈ N). Tìte h f̂ eÐnai

amfimonos manth kai (f̂)−1 : T → N : 2n 7→ n, (n ∈ N). ParathroÔme epÐshc ed¸ ìti

up�rqei mia amfimonos manth sun�rthsh apì to N se èna gn sio uposÔnolo tou (k�ti pou

den mporeÐ na sumbeÐ sthn perÐptwsh enìc peperasmènou sunìlou).

Se k�poiec peript¸seic eÐnai qr simo gia touc skopoÔc mac na esti�soume thn prosoq 

mac sthn sumperifor� miac sun�rthshc p�nw se èna gn sio uposÔnolo tou pedÐou orismoÔ

thc. An f : X → Y eÐnai mia sun�rthsh kai A eÐnai èna (mh-kenì) gn sio uposÔnolo

tou X orÐzoume thn sun�rthsh f |A, thn opoÐa onom�zoume periorismì thc f sto A, me

f |A : A→ Y : x 7→ f(x), (x ∈ A). Profan¸c oi sunart seic f kai f |A den eÐnai Ðsec afoÔ

èqoun diaforetikì pedÐo orismoÔ. Epiplèon, mporeÐ na èqoun polÔ diaforetikèc idiìthtec

ìpwc ja doÔme sto epìmeno par�deigma.

Par�deigma 3.8. 'Estw f : N→ N : x 7→ [1
2
x+1], (x ∈ N). Jètoume T = {2n : n ∈ N},

to sÔnolo twn �rtiwn fusik¸n arijm¸n. Tìte f |T eÐnai h sun�rthsh pou orÐzetai me

f |T : T → N : x 7→ [1
2
x + 1], (x ∈ T ). ParathroÔme sthn perÐptwsh aut  ìti h f eÐnai

epirriptik , ìqi ìmwc h f |T afoÔ to stoiqeÐo 1 den an kei sthn eikìna tou T mèsw thc f |T .
Epiplèon, h f |T eÐnai enriptik  se antÐjesh me thn f . Koit�xte epÐshc thn 'Askhsh 3.15.

Prìtash 3.9. 'Estw f : A→ B kai g : B → C amfimonos mantec sunart seic. Tìte h

sun�rthsh g ◦ f : A→ C èqei antÐstrofh kai (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Apìdeixh. H sun�rthsh g ◦ f eÐnai sÔnjesh amfimonos mantwn sunart sewn kai e-

pomènwc eÐnai amfimonos manth. 'Epetai ìti g ◦ f èqei antÐstrofh. Gia na deÐxoume

ìti (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1, arkeÐ na deÐxoume ìti (g ◦ f) ◦ (f−1 ◦ g−1) = iC kai ìti

(f−1 ◦ g−1) ◦ (g ◦ f) = iA. Qrhsimopoi¸ntac thn prosetairistik  idiìthta parathroÔme ìti

(g◦f)◦(f−1◦g−1) = g◦(f ◦(f−1◦g−1)) = g◦((f ◦f−1)◦g−1) = g◦(iB◦g−1) = g◦g−1 = iC .

Me parìmoio trìpo deÐqnoume ìti (f−1 ◦ g−1) ◦ (g ◦ f) = iA.

Orismìc. 'Estw h sun�rthsh f : X → Y . An B ⊆ Y , tìte h antÐstrofh eikìna f−1(B)

tou B mèsw thc f eÐnai to uposÔnolo touX pou orÐzetai me f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B}.

ShmeÐwsh. 'Estw f : X → Y mia sun�rthsh kai B ⊆ Y . H antÐstrofh eikìna f−1(B)

orÐzetai p�nta, akìmh kai sthn perÐptwsh pou den up�rqei antÐstrofh sun�rthsh thc f .

Sthn perÐptwsh pou h f èqei antÐstrofh, èstw thn g : Y → X, tìte h antÐstrofh eikìna

30



f−1(B) tou uposunìlou B mèsw thc f isoÔtai me thn eikìna g(B) tou uposunìlou B mèsw

thc g, ìpou ìmwc g = f−1. (Epomènwc den mporeÐ na dhmiourghjeÐ opoiad pote sÔgqush

me ton sumbolismì autì).

Par�deigma. Jètoume f : N → N : x 7→ [1
2
x + 1], (x ∈ N). Jètoume epÐshc B =

{4, 5} ⊆ N. Tìte f−1(B) = {6, 7, 8, 9}.

Prìtash 3.10. 'Estw f : X → Y mia sun�rthsh kai A,B ⊆ Y .

(i) f−1(∅) = ∅,

(ii) f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B),

(iii) f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B),

(iv) f−1(Y −B) = X − f−1(B),

(v) an epiplèon A ⊆ B, tìte f−1(A) ⊆ f−1(B).

Apìdeixh. Ja apodeÐxoume to (iii) (ta upìloipa ta af noume wc �skhsh). Upojètoume

pr¸ta ìti x ∈ f−1(A ∩ B). Tìte f(x) ∈ A ∩ B, �ra f(x) ∈ A kai f(x) ∈ B. 'Epetai

ìti x ∈ f−1(A) kai x ∈ f−1(B) kai epomènwc x ∈ f−1(A) ∩ f−1(B). SumperaÐnoume ìti

f−1(A ∩B) ⊆ f−1(A) ∩ f−1(B). 'Estw t¸ra y ∈ f−1(A) ∩ f−1(B). Tìte y ∈ f−1(A) kai

y ∈ f−1(B). 'Epetai ìti f(y) ∈ A kai f(y) ∈ B. Sunep¸c f(y) ∈ A ∩ B. Sun�goume ìti
y ∈ f−1(A ∩B), deÐqnontac ètsi ìti f−1(A) ∩ f−1(B) ⊆ f−1(A ∩B).

3.3. AkoloujÐec

Mia peperasmènh akoloujÐa eÐnai mia sun�rthsh me pedÐo orismoÔ to sÔnolo {1, 2, . . . , n}
twn pr¸twn n fusik¸n arijm¸n (èna tètoio sÔnolo kaleÐtai tm ma tou N). Parìmoia,

mia �peirh akoloujÐa eÐnai mia sun�rthsh me pedÐo orismoÔ to sÔnolo N. Me ton ìro

akoloujÐa ja ennooÔme eÐte mia peperasmènh akoloujÐa (pou eÐnai sthn pragmatikìthta mia

diatetagmènh n-�da)   mia �peirh akoloujÐa. An to pedÐo tim¸n thc akoloujÐac eÐnai to

sÔnolo Y , sun jwc mil�me gia mia akoloujÐa stoiqeÐwn tou Y .

'Estw t¸ra f mia akoloujÐa stoiqeÐwn enìc sunìlou Y . Sun jwc gr�foume yi antÐ gia

f(i) kai kaloÔme thn tim  aut  ton i-ìro thc akoloujÐac. SumbolÐzoume mia peperasmènh

akoloujÐa me (y1, . . . , yn)   (yi)
n
i=1 kai mia �peirh akoloujÐa me (yi)

∞
i=1 (  pio apl� me (yi)

an den up�rqei perij¸rio gia sÔgqush).

Par�deigma. Jètoume a : N → Z : n 7→ (−1)nn2, (n ∈ N). 'Eqoume tìte ìti a1 (=

a(1)) = −1, a2 (= a(2)) = 4, . . . , an (= a(n)) = (−1)nn2, . . . eÐnai mia akoloujÐa stoiqeÐ-

wn tou Z.

AkoloujÐec sunìlwn. 'Estw t¸ra U èna mh-kenì sÔnolo. Mia akoloujÐa uposunì-

lwn tou U eÐnai mia akoloujÐa stoiqeÐwn tou dunamosunìlou P(U ), dhladh mia sun�rthsh

me pedÐo orismoÔ to N (  tm ma tou N) kai pedÐo tim¸n to P(U ). 'Estw t¸ra (Xi) mia
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�peirh akoloujÐa stoiqeÐwn tou P(U ). Me �lla lìgia (Xi) eÐnai mia �peirh akoloujÐa

uposunìlwn tou U . Tìte h eikìna thc akoloujÐac aut c apoteleÐ mia sullog  C u-

posunìlwn tou U . Se tètoia perÐptwsh, sun jwc gr�foume ∪i∈NXi   ∪∞i=1Xi antÐ gia

∪X∈CX. Parìmoia gr�foume ∩i∈NXi   ∩∞i=1Xi antÐ gia ∩X∈CX. An t¸ra (Yi)
n
i=1 eÐnai

mia peperasmènh akoloujÐa uposunìlwn tou U gr�foume ∪ni=1Yi = Y1 ∪ Y2 ∪ . . . ∪ Yn kai

∩ni=1Yi = Y1 ∩ Y2 ∩ . . . ∩ Yn.

Par�deigma. Jètoume A : N → P(N) : n 7→ {1, 2, . . . , n}, (n ∈ N). 'Eqoume tìte ìti

A1 (= A(1)) = {1}, A2 (= A(2)) = {1, 2}, A3 = {1, 2, 3}, . . . , An = {1, 2, . . . , n}, . . . eÐnai
mia akoloujÐa uposunìlwn tou N. EÔkola parathroÔme ìti An ⊆ An+1 gia k�je n ∈ N.
'Eqoume epÐshc ìti ∪∞i=1An = N kai ∩∞i=1An = {1}.

SÔnola deikt¸n. 'Estw t¸ra Λ èna sÔnolo deikt¸n kai {Aλ}λ∈Λ mia sullog  upo-

sunìlwn tou mh-kenoÔ sunìlou U . (Autì shmaÐnei ìti jewroÔme ed¸ mia sun�rthsh apì

to mh-kenì sÔnolo Λ sto dunamosÔnolo tou U kai, epekteÐnontac ton sumbolismì pou

èqoume gia akoloujÐec, gr�foume Aλ antÐ gia A(λ), ìpou to uposÔnolo A(λ) tou U eÐnai

h eikìna tou λ ∈ Λ mèsw thc sun�rthshc aut c.)

Me parìmoio trìpo ìpwc sthn perÐptwsh pou èqoume akoloujÐec uposunìlwn, gr�foume

∪λ∈ΛAλ kai ∩λ∈ΛAλ antÐstoiqa gia thn ènwsh kai thn tom  thc sullog c {Aλ}λ∈Λ. 'Eqoume

dhlad  (sugkrÐnete me thn suz thsh sto Kef�laio 2), ìti ∪λ∈Λ = {x ∈ U : x ∈ Aλ gia

k�poio λ ∈ Λ} kai ∩λ∈Λ = {x ∈ U : x ∈ Aλ gia ìla ta λ ∈ Λ}.

Sthn eidik  perÐptwsh pou Λ eÐnai to sÔnolo N twn fusik¸n arijm¸n, o sumbolismìc

autìc sumpÐptei me ton sumbolismì pou èqoume eisag�gei pio p�nw sthn perÐptwsh pou

jewroÔme akoloujÐec uposunìlwn tou U .

Shmei¸seic kai Sqìlia

1. Η μαθηματική έννοια της συνάρτησης εμφανίστηκε τον 17o
αιώνα μαζί με την ανάπτυξη του λογισμού

(calculus). Ο όρος αυτός (με μια κάπως πιο στενή έννοια) χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά από τον Leibniz

το 1692. Λίγο αργότερα, σε μια επιστολή του προς τον Leibniz, ο Johann Bernoulli έδωσε σε αυτόν τον

όρο μια έννοια που είναι πιο κοντά στην σύγχρονη.

2. Ο τρόπος που έχουμε ορίσει την συνάρτηση, μας βοηθά να έχουμε πιο εύκολα μια διαισθητική εικόνα για

την έννοια αυτή. Στην βιβλιογραφία συναντάμε συχνά και τον εξής ορισμό: ‘‘΄Εστω X, Y δύο (μη-κενά)

σύνολα. Μια συνάρτηση f από το X στο Y είναι ένα (μη-κενό) υποσύνολο του καρτεσιανού γινομένου

X × Y με την ιδιότητα ότι για κάθε x ∈ X υπάρχει ακριβώς ένα y ∈ Y τέτοιο ώστε (x, y) ∈ f .’’ (Πολύ

συχνά δεν τίθεται ο περιορισμός τα σύνολα X, Y να είναι μη-κενά.)

Ask seic

3.1 ΄Εστω Y το σύνολο των περιττών φυσικών αριθμών. Θέτουμε f : N → Y : n 7→ 2n − 1, (n ∈ N).

Δείξτε ότι f είναι αμφιμονοσήμαντη και βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση.
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3.2 Είναι το σύνολο {(x, 1) : x ∈ N} ∪ {(x, 0) : x ∈ R−N} το γράφημα μιας συνάρτησης από το R στο Z;

3.3 Το πλήθος των στοιχείων των συνόλων X και Y είναι 4 και 3 αντίστοιχα.

(i) Υπάρχει επί συνάρτηση από το X στο Y ;

(ii) Υπάρχει 1-1 συνάρτηση από το X στο Y ;

(iii) Βρείτε το πλήθος των συναρτήσεων που έχουν πεδίο ορισμού το X και πεδίο τιμών το Y .

(iv) Αν Γ είναι το γράφημα μιας συνάρτησης απο το X στο Y , βρείτε το πλήθος των στοιχείων του Γ.

3.4 ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g, h από το N στο N ορισμένες με

f(x) =

{
1, (x > 100),
2, (x ≤ 100) , g(x) = x2 + 1, h(x) = 2x+ 1 για κάθε x ∈ N.

(i) Εξετάστε κατά πόσον οι συναρτήσεις αυτές είναι (a) 1−1 (b) επί.

(ii) Επαληθεύστε ότι h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

3.5 Μπορείτε να βρείτε μια αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση από τους άρτιους φυσικούς στους περιττούς

φυσικούς;

3.6 Το πλήθος των στοιχείων των συνόλων X και Y είναι 3 και 5 αντίστοιχα.

(i) Υπάρχει επί συνάρτηση από το X στο Y ;

(ii) Υπάρχει 1-1 συνάρτηση από το X στο Y ;

(iii) Υπάρχει αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση από το X στο Y ;

(iv) Βρείτε το πλήθος των στοιχείων του καρτεσιανού γινομένου X × Y .

3.7 (i) Βρείτε μια συνάρτηση από το N στο N η οποία είναι 1-1, όμως δεν είναι επί.

(ii) Βρείτε μια συνάρτηση από το N στο N η οποία είναι επί, όμως δεν είναι 1-1.

(iii) Βρείτε δυο αμφιμονοσήμαντες συναρτήσεις f , g από το N στο N με f ◦ g 6= g ◦ f .

3.8 ΄Εστω οι συναρτήσεις f : X → Y και g : Y → Z. Δείξτε ότι

(i) Αν f και g είναι 1-1, τότε g ◦ f είναι 1-1.

(ii) Αν g ◦ f είναι 1-1, τότε f είναι 1-1.

(iii) Αν f και g είναι επί, τότε g ◦ f είναι επί.

(iv) Αν g ◦ f είναι επί, τότε g είναι επί.

Να δώσετε επίσης παράδειγμα συναρτήσεων f, g, όπου g ◦ f είναι 1-1, όμως g δεν είναι 1-1.

3.9 ΄Εστω f : X → Y μια απεικόνιση, A,B ⊆ X και Γ,∆ ⊆ Y . Δείξτε ότι

(i) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B)

(ii) f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B)

(iii) f−1(Γ ∪∆) = f−1(Γ) ∪ f−1(∆)

(iv) f−1(Γ ∩∆) = f−1(Γ) ∩ f−1(∆)

(v) f−1(Y − Γ) = X − f−1(Γ)

(vi) f(f−1(Γ)) ⊆ Γ

(vii) A ⊆ f−1(f(A))

(viii) αν, επιπλέον, η f είναι 1-1, τότε f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)

3.10 Βρείτε παραδείγματα συναρτήσεων f : X → Y και g : Y → X που ικανοποιούν g ◦ f = i
X

με την f

(αντίστοιχα, την g) να μην είναι επιρριπτική (αντίστοιχα, να μην είναι ενριπτική). Συγκρίνετε με την

Πρόταση 3.5.

3.11 Για κάθε n ∈ N, θέτουμε An = {n, n+ 1, n+ 2, . . .} (= N− {1, 2, . . . , n}).
(i) Δείξτε ότι An+1 ⊆ An για κάθε n ∈ N. Δείξτε επίσης ότι ∪∞i=1Ai = N και ότι ∩∞i=1Ai = ∅.

(ii) Θέτουμε Bn = {−x : x ∈ An} (⊆ Z). Βρείτε τα ∪∞i=1Bi και ∩∞i=1Bi.

3.12 ΄Εστω f : X → Y μια συνάρτηση. Αν (Ai)
∞
i=1 (αντίστοιχα, (Bi)

∞
i=1) είναι μια ακολουθία υποσυνό-

λων του X (αντίστοιχα, υποσυνόλων του Y ) και n ∈ N, δείξτε ότι f(∪ni=1Ai) = ∪ni=1f(Ai) και ότι

f−1(∩ni=1Bi) = ∩ni=1f
−1(Bi).
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3.13 ΄Εστω B μια άλγεβρα Boole υποσυνόλων ενώς συνόλου U . Αν (Ai)
∞
i=1 είναι μια άπειρη ακολουθία

στοιχείων της B, δείξτε ότι υπάρχει ακολουθία (Bi)
∞
i=1 στοιχείων της B τέτοια ώστε Bn ∩ Bm = ∅

οποτεδήποτε n 6= m, και ∪∞i=1Bi = ∪∞i=1Ai. [Υπόδειξη: Θέτουμε B1 = A1, και για κάθε n ∈ N με

n > 1 θέτουμε Bn = An − (∪n−1
i=1 Ai).]

3.14 ΄Εστω X ένα σύνολο. Θέτουμε f : P(X) → P(X) : A 7→ X − A (A ⊆ X). Δείξτε ότι f είναι

αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση και, επιπλέον, έχει τις εξής ιδιότητες:

(i) f(A) ⊇ f(B) οποτεδήποτε A ⊆ B, (ii) f(A ∪B) = f(A) ∩ f(B), και

(iii) f(A ∩B) = f(A) ∪ f(B), (όπου A,B ⊆ X).

3.15 Θέτουμε T = {2n : n ∈ N}, το σύνολο των άρτιων φυσικών αριθμών. Δείξτε ότι η συνάρτηση g : T →
N− {1} : t 7→ [ 1

2 t+ 1], t ∈ T , είναι αμφιμονοσήμαντη και βρείτε την συνάρτηση g−1
.
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4. DimeleÐc pr�xeic

4.1. OrismoÐ, paradeÐgmata

Orismìc. 'Estw S èna mh-kenì sÔnolo. Mia dimel c pr�xh (  eswterik  pr�xh) p�nw

sto sÔnolo S eÐnai mia sun�rthsh φ : S × S → S. 'Etsi, gia k�je diatetagmèno zeÔgoc

(a, b) ∈ S × S antistoiqeÐ èna stoiqeÐo φ((a, b)) ∈ S.

Sun jwc gia thn eikìna φ((a, b)) qrhsimopoioÔme to sumbolismì a◦b, ìpou ◦ eÐnai sÔmbolo
qarakthristikì thc pr�xhc. Tètoia sÔmbola eÐnai epÐshc ta ·, +, •, ∗.

ParadeÐgmata 4.1. (i) Oi sunart seic

φ1 : Z× Z→ Z : (x, y) 7→ x+ y (sunhjismènh prìsjesh akeraÐwn)

φ2 : Z× Z→ Z : (x, y) 7→ xy (sunhjismènoc pollaplasiasmìc akeraÐwn)

φ3 : Z× Z→ Z : (x, y) 7→ (x+ y) + xy (= φ1(φ1(x, y), φ2(x, y)),

(ìpou x, y ∈ Z), apoteloÔn dimeleÐc pr�xeic p�nw sto sÔnolo Z.

(ii) 'Estw X èna sÔnolo. Jètoume S = P(X). Tìte oi sunart seic

ψ1 : S × S → S : (A,B) 7→ A ∩B,
ψ2 : S × S → S : (A,B) 7→ A ∪B,
ψ3 : S × S → S : (A,B) 7→ A4B (= (A ∪B)− (A ∩B)),

(ìpou A,B ⊆ X), eÐnai dimeleÐc pr�xeic p�nw sto S.

(iii) Jètoume Y = {1, 2, 3}. 'Estw S to sÔnolo ìlwn twn sunart sewn apì to Y sto Y .

Tìte h sun�rthsh χ : S×S → S : (f, g) 7→ g ◦f , ìpou g ◦f eÐnai h sÔnjesh sunart sewn

(g, f ∈ S), eÐnai mia dimel c pr�xh sto S.

(iv) 'Estw T = {s, t} (ìpou s 6= t). Tìte h sun�rthsh σ : T × T → T , ìpou σ(s, s) = t,

σ(s, t) = s, σ(t, s) = t kai σ(t, t) = t, eÐnai mia dimel c pr�xh p�nw sto sÔnolo T .

Suqn� mac endiafèroun oi idiìthtec pou èqei k�poia dimel c pr�xh.

Par�deigma 4.2. JewroÔme thn sun�rthsh φ3 sto Par�deigma 4.1(i). Gia x, y ∈ Z
gr�foume x ◦ y = (x+ y) + xy. An t¸ra a, b, c ∈ Z, parathroÔme ìti isqÔoun ta pio k�tw:

(i) a ◦ b = b ◦ a, (ii) an a 6= −1, tìte isqÔei a ◦ b = a ◦ c an, kai mìno an, b = c

(iii) (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).

35



Ex ghsh gia ta (i) kai (ii). To (iii) to af noume wc �skhsh.

(i) a ◦ b = (a + b) + ab = (b + a) + ba = b ◦ a. (Qrhsimopoi same ed¸ ìti h sunhjismènh

prìsjesh kai o sunhjismènoc pollaplasiasmìc akeraÐwn ikanopoioÔn thn antimetajetik 

idiìthta.)

(ii) An b = c, tìte a◦ b = a◦ c gia k�je a, afoÔ φ3 eÐnai mia sun�rthsh. Upojètoume t¸ra

ìti a 6= −1. An a ◦ b = a ◦ c, tìte (a+ b) + ab = (a+ c) + ac. Qrhsimopoi¸ntac t¸ra ìti

h sunhjismènh prìsjesh akeraÐwn ikanopoieÐ thn prosetairistik  idiìthta, blèpoume ìti

a+(b+ab) = a+(c+ac). 'Epetai (koit�xte to Sqìlio 4.5(i) pio k�tw) ìti, b+ab = c+ac

 , isodÔnama, b(1 + a) = c(1 + a) apì thn epimeristik  idiìthta wc proc thn sunhjismènh

prìsjesh kai sunhjismèno pollaplasiasmì akeraÐwn. Sun�goume ìti (b− c)(1 + a) = 0,

kai epeid  1 + a 6= 0, èqoume ìti b − c = 0. (Qrhsimopoi same ed¸ ìti to ginìmeno dÔo

mh-mhdenik¸n akeraÐwn eÐnai ènac mh-mhdenikìc akèraioc � sugkrÐnete me thn suz thsh

sta Kef�laia 10 kai 15).

Orismìc. 'Estw ρ mia dimel c pr�xh p�nw sto mh-kenì sÔnolo A. (Gr�foume a ◦ b antÐ
gia ρ(a, b).)

(i) An a ◦ b = b ◦ a gia ìla ta a, b ∈ A, tìte lème ìti ρ eÐnai antimetajetik .

(ii) An (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) gia ìla ta a, b, c ∈ A, tìte lème ìti ρ eÐnai prosetairistik .

(iii) An up�rqei stoiqeÐo e ∈ A tètoio ¸ste a ◦ e = a = e ◦ a gia ìla ta a ∈ A, tìte lème
ìti e eÐnai èna oudètero stoiqeÐo tou A wc proc thn dimel  pr�xh ρ.

Prìtash 4.3. 'Estw ρ mia dimel c pr�xh p�nw sto mh-kenì sÔnolo A. (Gr�foume a ◦ b
antÐ gia ρ(a, b).) Sthn perÐptwsh pou up�rqei oudètero stoiqeÐo wc proc thn ρ, autì eÐnai

monadikì me thn idiìthta aut .

Apìdeixh. An e, e′ ∈ A eÐnai oudètera stoiqeÐa wc proc thn ρ èqoume tìte, apì thn

idiìthta twn e, e′ wc oudètera stoiqeÐa, ìti e = e ◦ e′ = e′. ]

Par�deigma 4.4. (i) (Koit�xte to Par�deigma 4.1(i).) O akèraioc 0 (antÐstoiqa, o

akèraioc 1) apoteleÐ oudètero stoiqeÐo tou Z wc proc thn sunhjismènh prìsjesh φ1 twn

akeraÐwn (antÐstoiqa, pollaplasiasmì φ2 twn akeraÐwn). Oi dimeleÐc pr�xeic φ1, φ2 eÐnai

kai oi dÔo antimetajetikèc kai prosetairistikèc.

(ii) 'Opwc èqoume dei sto Kef�laio 2, oi sunart seic ψ1, ψ2, ψ3 sto Par�deigma 4.1(ii)

ikanopoioÔn thn antimetajetik  idiìthta kai epÐshc thn prosetairistik  idiìthta. Gia poièc

apì autèc up�rqei oudètero stoiqeÐo;

(iii) H dimel c pr�xh χ sto Par�deigma 4.1(iii) den eÐnai antimetajetik , eÐnai ìmwc pro-

setairistik . H sun�rthsh iY eÐnai to oudètero stoiqeÐo tou sunìlou S wc proc thn

χ.

(iv) JewroÔme thn dimel  pr�xh σ p�nw sto sÔnolo T sto Par�deigma 4.1(iv). Gr�foume

σ(x, y) = x ∗ y gia x, y ∈ T . Profan¸c h σ den eÐnai antimetajetik . ParathroÔme epÐshc

ìti (s ∗ s) ∗ s = t ∗ s = t kai s ∗ (s ∗ s) = s ∗ t = s sunep¸c h σ den eÐnai prosetairistik .
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'Ena sumpèrasma apì to par�deigma autì eÐnai ìti genik� ekfr�seic thc morf c s3, an den

èqoume  dh orÐsei to sÔmbolo autì, den èqoun nìhma.

Sqìlio 4.5. (i) Sto Par�deigma 4.2 (sto tm ma (ii) thc ex ghshc) qrhsimopoi same ton

ex c sullogismì ��an a + x = a + y tìte x = y (ìpou a, x, y ∈ Z)��. Autì isqÔei diìti

up�rqei o akèraioc −a (me a+−a = 0 (= −a+ a)) ton opoÐo mporoÔme ��na prosjèsoume

kai sta dÔo mèlh thc exÐswshc.�� Sto plaÐsio thc suz thshc mac èqoume: x = 0 + x =

(−a+ a) + x = −a+ (a+ x) = −a+ (a+ y) = (−a+ a) + y = 0 + y = y.

(ii) SugkrÐnoume t¸ra to pio p�nw me to Par�deigma 4.1(iii): JewroÔme tic sunart seic

f, g, h (∈ S) pou orÐzontai me f(1) = 1, f(2) = 1, f(3) = 1, g(1) = 1, g(2) = 1, g(3) = 3,

h(1) = 2, h(2) = 3 kai h(3) = 1. 'Eqoume tìte ìti f ◦g = f ◦h, ìmwc g 6= h. ParathroÔme

ed¸ ìti den up�rqei sun�rthsh f1 ∈ S me thn idiìthta f1 ◦ f = iY h opoÐa ja mporoÔse

na paÐxei ton rìlo tou akeraÐou −a sto pr¸to mèroc tou sqolÐou autoÔ. (H f den eÐnai

enriptik  � sugkrÐnete me thn Prìtash 3.5.)

Orismìc. 'Estw A èna m -kenì sÔnolo kai ρ mia dimel c pr�xh p�nw sto A. Upojètoume,

epiplèon, ìti up�rqei sto A oudètero stoiqeÐo wc proc thn ρ, èstw to e. Lème tìte ìti

to stoiqeÐo a ∈ A èqei summetrikì stoiqeÐo wc proc thn ρ, an up�rqei b ∈ A tètoio ¸ste

ρ(a, b) = e = ρ(b, a).

Par�deigma 4.6. (i) DiathroÔme ton sumbolismì pou eÐqame sto Sqìlio 4.5(ii) (kai sto

Par�deigma 4.1(iii)). Tìte h sun�rthsh f ∈ S den èqei summetrikì stoiqeÐo wc proc thn

dimel  pr�xh χ (sÔnjesh sunart sewn), en¸ h sun�rthsh h èqei (monadikì) summetrikì

stoiqeÐo thn sun�rthsh h1 ∈ S pou orÐzetai me h1(1) = 3, h1(2) = 1 kai h1(3) = 2.

(ii) Sto Par�deigma 4.1(iv) to sÔnolo T den èqei oudètero stoiqeÐo wc proc thn dimel 

pr�xh σ (epomènwc den mporoÔme na mil�me gia thn Ôparxh summetrik¸n stoiqeÐwn sthn

perÐptwsh aut ).

Prìtash 4.7. 'Estw A èna mh-kenì sÔnolo kai φ mia prosetairistik  dimel c pr�xh

p�nw sto A. Upojètoume epiplèon ìti to A èqei oudètero stoiqeÐo wc proc thn φ. An to

stoiqeÐo a ∈ A èqei summetrikì stoiqeÐo wc proc thn φ, tìte to summetrikì stoiqeÐo tou

a eÐnai monadikì.

Apìdeixh. Gr�foume x ◦ y sthn jèsh tou φ(x, y), gia x, y ∈ A. 'Estw e to oudètero

stoiqeÐo tou A. An b1, b2 summetrik� tou stoiqeÐou a ∈ A èqoume tìte, b1 = b1 ◦ e =

b1 ◦ (a ◦ b2) = (b1 ◦ a) ◦ b2 = e ◦ b2 = b2.

Exwterikèc pr�xeic. 'Estw S, T mh-ken� sÔnola. Se orismènec peript¸seic eÐnai

qr simo na jewr soume sunart seic thc morf c η : T × S → S. Mia tètoia sun�rthsh

onom�zetai exwterik  pr�xh p�nw sto sÔnolo S.

Par�deigma. 'Estw T èna mh-kenì sÔnolo efodiasmèno me mia dimel  pr�xh φ (thn opoÐa

sumbolÐzoume me ◦). 'Estw epÐshc n ∈ N. JewroÔme thn sun�rthsh η : T × T n → T n :

(t, (t1, . . . , tn))→ (t◦t1, . . . , t◦tn) (ìpou t, t1, . . . , tn ∈ T ). Tìte η eÐnai mia exwterik  pr�xh
p�nw sto sÔnolo T n (= T × . . .×T (n forèc)). Ja doÔme pio sugkekrimèna paradeÐgmata

tètoiwn sunart sewn sthn sunèqeia.
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Me ton ìro algebrikèc domèc ennooÔme mh-ken� sÔnola efodiasmèna me toul�qiston mia

(eswterik    exwterik ) pr�xh. ParadeÐgmata algebrik¸n dom¸n eÐnai oi dianusmatikoÐ

q¸roi, oi om�dec, oi daktÔlioi kai ta s¸mata, pou ja melet soume me perissìterh lepto-

mèreia sthn sunèqeia.

4.2. Metajèseic

Di�shmoi majhmatikoÐ ìpwc oi Lagrange, Ruffini, Cauchy, Abel eÐqan  dh melet sei tic

metajèseic, kurÐwc se sqèsh me thn jewrÐa twn algebrik¸n exis¸sewn, ìmwc o Galois to

1830  tan o pr¸toc pou pragmatik� katanìhse ìti h algebrik  lÔsh miac exÐswshc sun-

deìtan sten� me thn dom  thc om�dac metajèsewn thc. Sto Kef�laio 12 ja melet soume

me perissìterh leptomèreia tic om�dec metajèsewn. Proc to parìn ja perioristoÔme se

k�poiouc basikoÔc orismoÔc.

'Estw X èna mh-kenì sÔnolo. Mia amfimonos manth sun�rthsh α : X → X onom�zetai

met�jesh tou X. To sÔnolo ìlwn twn metajèsewn tou X sumbolÐzetai me Sym(X).

MporoÔme na k�noume tic ex c parathr seic:

(i) An α, β ∈ Sym(X), tìte α ◦ β ∈ Sym(X), afoÔ h sÔnjesh dÔo amfimonos mantwn

sunart sewn apì to X sto X eÐnai mia amfimonos manth sun�rthsh apì to X sto X.

Sunep¸c, h sun�rthsh ψ : Sym(X) × Sym(X) → Sym(X) : (α, β) 7→ α ◦ β (α, β ∈
Sym(X)) orÐzei mia dimel  pr�xh p�nw sto sÔnolo Sym(X).

(ii) 'Uparxh oudèterou stoiqeÐou: Apì tic idiìthtec thc tautotik c sun�rthshc blèpoume

ìti iX ∈ Sym(X) kai α ◦ iX = α = iX ◦ α gia ìla ta α ∈ Sym(X).

(iii) 'Uparxh summetrik¸n stoiqeÐwn: An α ∈ Sym(X), tìte up�rqei β ∈ Sym(X) tètoia

¸ste α ◦ β = iX = β ◦ α, afoÔ α eÐnai amfimonos manth kai epomènwc èqei antÐstrofh

h opoÐa eÐnai epÐshc amfimonos manth. ('Eqoume epÐshc  dh deÐxei ìti h antÐstrofh miac

sun�rthshc, an h antÐstrofh pr�gmati up�rqei, eÐnai monadik .)

(iv) ParathroÔme ìti α◦(β ◦γ) = (α◦β)◦γ gia ìla ta α, β, γ ∈ Sym(X), afoÔ h sÔnjesh

sunart sewn eÐnai prosetairistik  ìpwc èqoume dei sto Kef�laio 3.

ShmeÐwsh. (SugkrÐnete me to (ii) pio p�nw.) 'Estw α ∈ Sym(X). Tìte up�rqei h α−1

kai α−1 ∈ Sym(X). An t¸ra β ∈ Sym(X) ikanopoieÐ α ◦ β = α, èqoume ìti β = iX ◦ β =

(α−1 ◦ α) ◦ β = α−1 ◦ (α ◦ β) = α−1 ◦ α = iX . Sunep¸c, h sun�rthsh iX eÐnai to monadikì

stoiqeÐo thc Sym(X) pou ikanopoieÐ γ ◦ iX = γ gia ìla ta γ ∈ Sym(X).

'Estw t¸ra n ∈ N. Sthn polÔ shmantik  eidik  perÐptwsh pou X = {1, 2, . . . , n}, gr�-
foume Sn antÐ gia Sym(X). Profan¸c to sÔnolo Sn èqei akrib¸c n! stoiqeÐa.

Mia met�jesh π ∈ Sn mporeÐ na parastajeÐ sthn morf  π =
[

1 2 . . . n
x1 x2 . . . xn

]
ìpou xi =

π(i), gia ìla ta i me 1 ≤ i ≤ n (par�stash gramm c).
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An ρ, σ ∈ Sn, gr�foume pio apl� ρσ sthn jèsh thc sÔnjeshc ρ◦σ kai anaferìmaste sthn

èkfrash ρσ wc to ginìmeno twn dÔo metajèsewn.

Par�deigma. (i) 'Estw X = {1, 2, . . . , n}. Tìte iX =
[
1 2 . . . n
1 2 . . . n

]
.

(ii) 'Estw π =
[
1 2 3 4
4 3 2 1

]
∈ S4. Tìte π eÐnai h met�jesh tou sunìlou X = {1, 2, 3, 4}

pou orÐzetai me π(1) = 4, π(2) = 3, π(3) = 2 kai π(4) = 1  , isodÔnama, me π(i) = 5 − i,
(1 ≤ i ≤ 4). Elègxte ìti ππ (= π ◦ π) = iX .

(iii) 'Estw α, β ∈ S3 ìpou α =
[
1 2 3
3 2 1

]
kai β =

[
1 2 3
2 3 1

]
. 'Eqoume tìte (αβ)(1) =

α(β(1)) = α(2) = 2, (αβ)(2) = α(β(2)) = α(3) = 1, (αβ)(3) = α(β(3)) = α(1) = 3.

Sunep¸c αβ =
[
1 2 3
2 1 3

]
. ParathroÔme epÐshc ìti βα =

[
1 2 3
1 3 2

]
, kai epomènwc αβ 6= βα.

Elègxte ìti α−1 =
[
1 2 3
3 2 1

]
= α kai ìti β−1 =

[
1 2 3
3 1 2

]
.

Orismìc. 'Estw X èna mh-kenì sÔnolo, y ∈ X kai α ∈ Sym(X). Lème ìti h α stajero-

poieÐ to y an α(y) = y, kai ìti h α metakineÐ to y an α(y) 6= y.

Orismìc. 'Estw n ∈ N. 'Estw epÐshc i1, i2, . . . , ik diakekrimènoi akèraioi metaxÔ tou 1 kai

tou n sumperilambanomènwn. ('Eqoume dhlad  ìti {i1, . . . , ik} ⊆ {1, 2, . . . , n}.) JewroÔme

thn met�jesh ρ ∈ Sn pou orÐzetai me ρ(i1) = i2, ρ(i2) = i3, . . . , ρ(ik−1) = ik, ρ(ik) = i1 kai

ρ(j) = j opoted pote j ∈ {1, 2, . . . , n} − {i1, . . . , ik}. ('Eqoume dhlad  ìti ρ stajeropoieÐ

touc upìloipouc n − k akeraÐouc.) Tìte h met�jesh ρ onom�zetai k-kÔkloc (  kÔkloc

m kouc k). Gr�foume ρ = (i1 i2 . . . ik). Profan¸c, ρ−1 = (ik ik−1 . . . i2 i1).

K�je 1-kÔkloc stajeropoieÐ k�je stoiqeÐo tou mh-kenoÔ sunìlou X, epomènwc ìloi oi

1-kÔkloi isoÔntai me thn iX (tautotik  sun�rthsh).

Par�deigma 4.8. (i) Sthn S7,

ρ =
[
1 2 3 4 5 6 7
3 1 5 4 7 6 2

]
= (1 3 5 7 2)=(3 5 7 2 1)= (5 7 2 1 3)=(7 2 1 3 5)=(2 1 3 5 7).

ParathroÔme ìti ρ eÐnai ènac 5-kÔkloc (kai mporeÐ na ekfrasteÐ me akrib¸c 5 diaforetikoÔc

trìpouc mèsw tou sumbolismoÔ autoÔ).

Jètontac ρ1 = ρ kai ρk = ρk−1 ◦ρ gia 2 ≤ k ≤ 5, parathroÔme ìti ρ2 = (1 5 2 3 7),

ρ3 = (1 7 3 2 5), ρ4 = (1 2 7 5 3) kai ρ5 = iX , (ìpou X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}).

(ii) H met�jesh σ =
[
1 2 3 4
2 1 4 3

]
∈ S4 den isoÔtai me k�poio k-kÔklo gia opoiod pote k.

Orismìc. 'Enac 2-kÔkloc (dhlad  ènac kÔkloc thc morf c (i1 i2)) onom�zetai antimet�-

jesh (afoÔ antimetajètei ta sÔmbola i1 kai i2 en¸ stajeropoieÐ ìla ta upìloipa sÔmbola).

Par�deigma. Jètoume ρ = (1 2) ∈ S5. Tìte ρ eÐnai mia antimet�jesh. Profan¸c

ρ−1 = ρ kai ρ ◦ ρ = iX , (ìpou X = {1, 2, 3, 4, 5}).
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Orismìc. (i) Oi kÔkloi (i1 i2 . . . ik) kai (j1 j2 . . . jl) sthn Sn onom�zontai xènoi metaxÔ

touc an h tom  uposunìlwn {i1, i2, . . . , ik} ∩ {j1, j2, . . . , jl} = ∅.

[An oi kÔkloi ρ1, ρ2 sthn Sn eÐnai xènoi metaxÔ touc, parathroÔme tìte ìti k�je x ∈
{1, . . . , n} pou metakineÐtai apì ton èna stajeropoieÐtai apì ton �llo � mporeÐ ìmwc na

up�rqoun x pou stajeropoioÔntai kai apì touc dÔo.]

(ii) Oi kÔkloi α1, α2,. . . , αm (ìpou m > 2) sthn Sn kaloÔntai xènoi metaxÔ touc an eÐnai

xènoi metaxÔ touc an� dÔo (an dhlad  opoioid pote dÔo apì autoÔc eÐnai xènoi metaxÔ touc).

Par�deigma 4.9. JewroÔme touc kÔklouc ρ1, ρ2, σ1, σ2 sthn S7, ìpou ρ1 = (1 2),

ρ2 = (1 3 4 2 5), σ1 = (1 3 4) kai σ2 = (2 5). ParathroÔme ìti ρ1ρ2 = (1 2)(1 3 4 2 5) =

(1 3 4)(2 5) = σ1σ2 = (2 5)(1 3 4) = σ2σ1. ['Eqoume dhlad  ìti σ1σ2 = σ2σ1. Lème ìti oi

metajèseic σ1, σ2 antimetatÐjentai.] ParathroÔme epÐshc ìti oi kÔkloi σ1, σ2 eÐnai xènoi

metaxÔ touc afoÔ {1, 3, 4} ∩ {2, 5} = ∅, ìmwc oi kÔkloi ρ1, ρ2 den eÐnai xènoi metaxÔ touc

afoÔ {1, 2} ∩ {1, 3, 4, 2, 5} 6= ∅.

Anaferìmaste sthn sÔnjesh (2 5)(1 3 4) sto Par�deigma 4.9 wc èna ginìmeno kÔklwn

xènwn metaxÔ touc.

ShmeÐwsh. EÐnai eÔkolo na deiqjeÐ ìti kÔkloi xènoi metaxÔ touc antimetatÐjentai.

Ask seic

4.1 Συμπληρώστε το Παράδειγμα 4.2(iii).

4.2 Εξετάστε κατά πόσον η συνάρτηση ψ3 στο Παράδειγμα 4.1 ικανοποιεί (i) την αντιμεταθετική ιδιότητα

και (ii) την προσεταιριστική ιδιότητα. Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο ως προς την πράξη αυτή;

4.3 Βρείτε παράδειγμα μη-κενού συνόλου S με ∗ μια διμελή πράξη στο S η οποία δεν είναι προσεταιριστική,

για την οποία όμως υπάρχουν ουδέτερο στοιχείο και συμμετρικά στοιχεία.

4.4 (i) Θέτουμε S = {x ∈ Z : x > 0}. Δείξτε ότι η συνηθισμένη πρόσθεση ακεραίων ορίζει μια διμελή

πράξη στο S. Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο ως προς την πράξη αυτή;

(ii) Εξετάστε κατά πόσον η συνηθισμένη πρόσθεση ακεραίων ορίζει μια διμελή πράξη στα σύνολα

(a) {x ∈ Z : x > −1}, και (b) {x ∈ Z : x ≥ −1}.

4.5 ΕστωX = {1, 2, 3, 4, 5}. Εστω επίσης οι συναρτήσεις π1, π2 από τοX στοX όπου π1 =
[

1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

]
και π2 =

[
1 2 3 4 5
1 2 4 5 3

]
. Βρείτε τις συναρτήσεις π−1

1 , π−1
2 , π1 ◦ π2, π2 ◦ π1, π

−1
1 ◦ π−1

2 , π−1
2 ◦ π−1

1

και π1 ◦ (1 2 4).

4.6 Ορίζουμε τις πιο κάτω διμελείς πράξεις στο Q
φ1(a, b) = (a− b) + ab, φ2(a, b) = 1

3 (a+ b) όπου a, b ∈ Q.

Εξετάστε κατά πόσον οι φ1, φ2 ικανοποιούν

(i) την προσεταιριστική ιδιότητα (ii) την αντιμεταθετική ιδιότητα.

4.7 Εστω S ένα μη-κενό σύνολο και ◦ : S×S → S : (a, b) 7→ a◦b (a, b ∈ S) μια διμελής πράξη στο S η οποία

ικανοποιεί την προσεταιριστική ιδιότητα. Αν a1, a2, a3, a4 ∈ S, δείξτε ότι “η σύνθεση a1 ◦ a2 ◦ a3 ◦ a4’’

είναι ανεξάρτητη από τις θέσεις στις οποίες επιλέγουμε να τοποθετήσουμε τις παρενθέσεις.
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5. Majhmatik  epagwg 

5.1. AxÐwma thc epagwg c, arq  kal c di�taxhc

To sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n N eÐnai èna shmantikì uposÔnolo tou sunìlou R twn

pragmatik¸n. To sÔnolo N ikanopoieÐ tic sunj kec (N1), (N2), (N3) kai (I) pio k�tw:

(N1) 1 ∈ N,

(N2) an n ∈ N, tìte o arijmìc n+ 1, pou kaleÐtai o epìmenoc tou n, epÐshc an kei sto N,

(N3) k�je n ∈ N− {1} eÐnai o epìmenoc k�poiou stoiqeÐou tou N, kai

AxÐwma thc epagwg c

(I) 'Estw U èna uposÔnolo tou N pou ikanopoieÐ

(i) 1 ∈ U , kai
(ii) gia k�je a ∈ N isqÔei: an a ∈ U , tìte a+ 1 ∈ U .

Tìte U = N.

To axÐwma thc epagwg c mac odhgeÐ sthn

Arq  thc Majhmatik c Epagwg c:

(RI) 'Estw ìti se k�je fusikì arijmì n antistoiqeÐ mia prìtash p(n), h tim  al jeiac

thc opoÐac exart�tai apì to n, kai èstw ìti

(i) p(1) eÐnai alhj c, kai

(ii) gia k�je k ∈ N isqÔei: an p(k) eÐnai alhj c, tìte p(k + 1) eÐnai alhj c.

Tìte p(n) eÐnai alhj c gia k�je n ∈ N.

Ex ghsh. Jètoume U = {n ∈ N : p(n) eÐnai alhj c} (⊆ N). Tìte 1 ∈ U afoÔ èqoume

upojèsei ìti p(1) eÐnai alhj c. 'Estw t¸ra k ∈ N. An k ∈ U (dhlad  an p(k) eÐnai

alhj c), tìte k+ 1 ∈ U diìti èqoume upojèsei ìti p(k+ 1) eÐnai alhj c opoted pote p(k)

eÐnai alhj c. To axÐwma (I) mac exasfalÐzei t¸ra ìti U = N, dhlad  ìti p(n) eÐnai alhj c

gia k�je n ∈ N.

ParadeÐgmata. (i) DeÐxte ìti 1 + 2 + . . .+ n = 1
2
n(n+ 1) gia k�je n ∈ N.

LÔsh. Gia k�je n ∈ N, jètoume p(n) na eÐnai h prìtash ��1 + 2 + . . .+ n = 1
2
n(n+ 1)��.

'Eqoume ìti 1 = 1
2
· 1 · 2, �ra p(1) eÐnai alhj c. Upojètoume t¸ra ìti k ∈ N kai ìti
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p(k) eÐnai alhj c, upojètoume dhlad  ìti isqÔei 1 + 2 + . . . + k = 1
2
k(k + 1). 'Epetai ìti

1 + 2 + . . .+ k+ 1 = (1 + 2 + . . .+ k) + (k+ 1) = 1
2
k(k+ 1) + (k+ 1) = (k+ 1)(1

2
k+ 1) =

1
2
(k + 1)(k + 2). Epomènwc p(k + 1) eÐnai alhj c. H (RI) mac exasfalÐzei t¸ra ìti p(n)

eÐnai alhj c gia k�je n ∈ N.

(ii) SumbolÐzoume me |T | to pl joc twn stoiqeÐwn enìc peperasmènou sunìlou T . Ja

deÐxoume ìti an èna sÔnolo S èqei akrib¸c n stoiqeÐa, ìpou n ∈ N, tìte |P(S)| = 2n.

LÔsh. Gia k�je n ∈ N, èstw p(n) h prìtash: an S eÐnai èna (peperasmèno) sÔnolo

me |S| = n tìte |P(S)| = 2n. [Profan¸c an S1, S2 eÐnai (peperasmèna) sÔnola me

|S1| = n = |S2| tìte ta sÔnola P(S1), P(S2) eÐnai epÐshc peperasmèna kai, epiplèon, isqÔei

ìti |P(S1)| = |P(S2)|.] Jèloume na deÐxoume ìti p(n) eÐnai alhj c gia k�je n ∈ N. An

n = 1, tìte to S èqei 2 = 21 uposÔnola, ta ∅, S, �ra p(1) eÐnai alhj c. Upojètoume t¸ra

ìti p(k) eÐnai alhj c gia k�poio k ≥ 1. 'Estw ìti to sÔnolo S èqei akrib¸c k+ 1 stoiqeÐa

kai èstw c èna apì ta stoiqeÐa tou S. Tìte to sÔnolo S−{c} èqei akrib¸c k stoiqeÐa kai

epomènwc akrib¸c 2k uposÔnola sÔmfwna me thn epagwgik  upìjesh. T¸ra èna uposÔnolo

tou S eÐte perièqei to stoiqeÐo c eÐte den perièqei to c. Aut� pou den perièqoun to c eÐnai

uposÔnola tou S − {c}, epomènwc up�rqoun akrib¸c 2k tètoia uposÔnola tou S (afoÔ

k�je uposÔnolo tou S − {c} eÐnai kai uposÔnolo tou S). Epiplèon, k�je uposÔnolo tou

S pou perièqei to c apoteleÐtai apì èna apì ta 2k uposÔnola tou S pou den perièqoun

to c, me to c wc epiprìsjeto stoiqeÐo. Sunep¸c, up�rqoun akrib¸c 2k tètoia uposÔnola

epÐshc. 'Epetai ìti o arijmìc twn uposunìlwn tou S eÐnai 2k +2k = 2(2k) = 2k+1. H (RI)

mac exasfalÐzei t¸ra ìti p(n) eÐnai alhj c gia k�je n ∈ N.

GenÐkeush thc mejìdou. Sun jwc jèloume na deÐxoume ìti gia k�je n ∈ N h prìtash

p(n) eÐnai alhj c. K�pote ìmwc mporeÐ na sumbeÐ ìti jèloume na deÐxoume ìti p(n) eÐnai

alhj c gia ìla ta n me n ≥ n0, ìpou n0 ∈ Z. Sthn perÐptwsh aut  apodeiknuoÔme ìti p(n0)

eÐnai alhj c kai ìti, gia ìla ta k ∈ Z me k ≥ n0, isqÔei: p(k+ 1) eÐnai alhj c opoted pote

p(k) eÐnai alhj c. To ìti me autì ton trìpo èqoume deÐxei ìti p(n) eÐnai alhj c gia ìla

ta n ∈ Z me n ≥ n0 prokÔptei apì ton ex c sullogismì: Jètoume m = n−n0 + 1. Tìte h

prìtash p(m), wc prìtash pou exart�tai apì to m, èqei deiqteÐ gia m = 1, kai gia m+ 1

opoted pote isqÔei gia m (ìpou m ∈ N).

Par�deigma. 'Estw x ∈ R me x > −1 kai x 6= 0. Ja deÐxoume ìti (1 + x)n > 1 +nx gi�

ìla ta n ∈ N me n ≥ 2.

LÔsh. Gia k�je n ∈ N èstw p(n) h prìtash: (1 +x)n > 1 +nx (ìpou x ∈ R, x > −1 kai

x 6= 0). (Shmei¸ste ìti p(1) eÐnai yeud c.) T¸ra p(2) eÐnai h prìtash (1 + x)2 > 1 + 2x.

'Omwc (1 + x)2 = 1 + 2x + x2 kai x2 > 0 afoÔ x 6= 0. 'Epetai ìti (1 + x)2 > 1 + 2x.

Sunep¸c h p(2) eÐnai alhj c.

'Estw t¸ra k ∈ N me k ≥ 2. Upojètoume ìti h p(k) eÐnai alhj c. 'Eqoume upojèsei

dhlad  ìti (1 + x)k > 1 + kx. T¸ra 1 + x > 0 afoÔ x > −1, epomènwc (1 + x)k+1 >

(1 + kx)(1 + x) = 1 + (k + 1)x + kx2 > 1 + (k + 1)x (èqoume qrhsimopoi sei epÐshc ìti

kx2 > 0). Blèpoume loipìn ìti h p(k+ 1) eÐnai alhj c. Epomènwc h p(n) eÐnai alhj c gia

k�je n ≥ 2.
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Par�deigma. DeÐxte ìti to �jroisma twn gwni¸n enìc kurtoÔ n-g¸nou (ìpou n ≥ 3)

eÐnai 180(n−2) moÐrec. [Kurt� sq mata eÐnai aut� pou den diajètoun eujÔgrammo tm ma to

opoÐo na èqei kai ta dÔo tou �kra mèsa sto sq ma, kai k�poia shmeÐa tou ektìc sq matoc.]

LÔsh. Gia k�je n ∈ N me n ≥ 3 jètoume p(n) : �� to �jroisma twn gwni¸n enìc kurtoÔ

n-g¸nou eÐnai 180(n−2) moÐrec��. H p(n) eÐnai alhj c gia n = 3 afoÔ 180(3−2) = 180 kai

to �jroisma twn gwni¸n opoioud pote trig¸nou isoÔtai me 180 moÐrec ìpwc blèpoume sto

sq ma pio k�tw qrhsimopoi¸ntac entìc enall�x gwnÐec (oi eujeÐec ε1, ε2 eÐnai par�llhlec).

Upojètoume t¸ra ìti p(k) eÐnai alhj c gia k�poio k ∈ N me k ≥ 3 kai jewroÔme èna

(tuqaÐo) kurtì (k + 1)-g¸no me korufèc A1, A2, A3,. . . , Ak kai Ak+1.

Epeid  to polÔgwno A1A2A3 . . . AkAk+1 eÐnai kurtì, to eujÔgrammo tm ma A1Ak, pou

perièqetai olìklhro mèsa sto polÔgwno, to qwrÐzei se èna trÐgwno A1AkAk+1 kai èna k-

g¸no A1A2A3 . . . Ak me tètoio trìpo ¸ste to �jroisma twn gwni¸n tou A1A2A3 . . . AkAk+1

isoÔtai me to �jroisma twn gwni¸n tou A1AkAk+1 kai twn gwni¸n tou A1A2A3 . . . Ak
(koit�xte to sq ma pio p�nw). 'Eqoume dhlad , paremb�llontac thn upìjesh mac ìti p(k)

eÐnai alhj c, ìti to �jroisma twn gwni¸n tou (k+1)-g¸nou eÐnai Ðso me 180+180(k−2) =

180((k + 1)− 2) moÐrec, pou eÐnai to zhtoÔmeno.

Ja melet soume t¸ra duo parallagèc tou (I):

(I1) 'Estw V èna uposÔnolo tou N pou ikanopoieÐ

(i) 1 ∈ V , kai
(ii) gia k�je a ∈ N isqÔei: an x ∈ V gia k�je x ∈ N me 1 ≤ x < a+ 1, tìte a+ 1 ∈ V .

Tìte V = N.

(W) An jewr soume opoiod pote sÔnolo fusik¸n arijm¸n pou den eÐnai kenì, p�ntote o

ènac apì autoÔc eÐnai o pio mikrìc. (Dhlad , an T ⊆ N me T 6= ∅, tìte up�rqei t ∈ T
tètoio ¸ste t < z gia k�je �llo z ∈ T .)

Je¸rhma 5.1. Ta I, I1, W eÐnai isodÔnama.

Parat rhsh 5.2. (i) H W eÐnai gnwst  wc h arq  thc kal c di�taxhc. H W den

isqÔei gia opoiod pote uposÔnolo tou R, gia par�deigma ta sÔnola A1 = {2k : k ∈ Z} kai
A2 = {x ∈ R : x > 0} den perièqoun el�qisto stoiqeÐo (wc proc thn sunhjismènh di�taxh

pou èqoume sto Z kai sto R � koit�xte epÐshc thn Par�grafo 8.2).
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[Ex ghsh: An 2m0, ìpoum0 ∈ Z,  tan to el�qisto stoiqeÐo tou A1, tìte to 2m0−2 (∈ A1)

ja  tan mikrìtero. EpÐshc, an x0  tan to el�qisto stoiqeÐo tou A2, tìte ja eÐqame x0 > 0

kai x0
2
≥ x0, afoÔ

x0
2
∈ A2. Ja eÐqame dhlad  ìti 1 ≥ 2 pou eÐnai �topo.]

(ii) To Je¸rhma 5.1 lèei ìti isqÔoun ìla ta pio k�tw:

I⇒ I1, I1 ⇒ I, I⇒W, W⇒ I, I1 ⇒W, W⇒ I1.

Gia na apodeÐxoume to Je¸rhma 5.1 eÐnai arketì na deÐxoume ìti W⇔ I1 kai I⇔W. Ja

 tan epÐshc arketì na deÐxoume ta ex c: I⇒ I1, I1 ⇒W, W⇒ I.

Apìdeixh Jewr matoc 5.1. Af noume wc �skhsh thn apìdeixh ìti W ⇔ I1. Ja

deÐxoume ìti I⇔W.

(I ⇒ W) Upojètoume ìti isqÔei to I. 'Estw ìti T eÐnai èna mh-kenì uposÔnolo tou N.
Jèloume na deÐxoume ìti to T perièqei el�qisto stoiqeÐo. ProqwroÔme me apagwg  se

�topo kai upojètoume ìti to T den èqei el�qisto stoiqeÐo. Profan¸c 1 6∈ T (an to 1  tan

stoiqeÐo tou T tìte ja  tan kai to el�qisto stoiqeÐo tou T ). Jètoume V = {a ∈ N : a < t

gia ìla ta t ∈ T}. Xèroume ìti 1 ∈ V . IsqÔei epÐshc ìti a + 1 6∈ T opoted pote a ∈ V
(an to a + 1  tan stoiqeÐo tou T , tìte to a + 1 ja  tan to el�qisto stoiqeÐo tou T ).

SumperaÐnoume ìti a + 1 ∈ V opoted pote a ∈ V . To axÐwma I mac exasfalÐzei t¸ra ìti

V = N. Sun�goume ìti T = ∅, pou eÐnai �topo. [Ex ghsh: An T 6= ∅, tìte t1 ∈ T , gia
k�poio t1 ∈ N, �ra V 6= N.]

(W ⇒ I) Upojètoume ìti isqÔei h W. 'Estw U èna uposÔnolo tou N pou ikanopoieÐ tic

idiìthtec (i) 1 ∈ U , kai (ii) gia k�je fusikì a isqÔei ìti a + 1 ∈ U opoted pote a ∈ U .
ProqwroÔme kai p�li me apagwg  se �topo kai upojètoume ìti U $ N. Tìte to sÔnolo

T = {a ∈ N : a 6∈ U} eÐnai èna mh-kenì uposÔnolo tou N. Epomènwc to T èqei el�qisto

stoiqeÐo (afoÔ isqÔei h W). 'Estw ìti t (∈ T ⊆ N) eÐnai to el�qisto stoiqeÐo tou T .

'Omwc t 6= 1 afoÔ èqoume upojèsei ìti 1 ∈ U . 'Epetai ìti t ≥ 2 kai epomènwc t−1 ∈ N kai

t − 1 6∈ T . SumperaÐnoume ìti t − 1 ∈ U . H idiìthta (ii) tou sunìlou U mac exasfalÐzei

t¸ra ìti t ∈ U , afoÔ t = (t− 1) + 1. Sun�goume ìti t 6∈ T , pou eÐnai �topo.

Par�deigma 5.3. 'Estw X èna mh-kenì sÔnolo kai α1, . . . , αn sunart seic apì to

X sto X. MporoÔme, diathr¸ntac thn seir� twn α1, . . . , αn na kataskeu�soume nèec

sunart seic apì to X sto X qrhsimopoi¸ntac thn sÔnjesh sunart sewn. Gia par�deigma,

sthn perÐptwsh pou n = 5, orÐzontai oi sunart seic ((α1 ◦ α2) ◦ (α3 ◦ α4)) ◦ α5 kai

(α1◦α2)◦(α3◦(α4◦α5)). Ja deÐxoume ìti, anex�rthta apì tic jèseic stic opoÐec epilègoume

na topojet soume tic parenjèseic (diathr¸ntac ìmwc p�nta thn seir� twn α1, . . . , αn), oi

di�forec pijanèc ��sunjèseic α1 ◦ α2 ◦ . . . ◦ αn�� pou prokÔptoun eÐnai Ðsec.

Gia na to petÔqoume autì ja qrhsimopoi soume epagwg  sto n, kai sthn perÐptwsh mac ed¸

eÐnai pio bolikì na qrhsimopoi soume thn parallag  I1. Den up�rqei tÐpota na deÐxoume

ìtan n = 1   n = 2. Gia n = 3 up�rqoun dÔo endeqìmena: (α1◦α2)◦α3 kai α1◦(α2◦α3) kai

oi dÔo autèc sunart seic eÐnai Ðsec afoÔ, ìpwc èqoume deÐxei sto Kef�laio 3, h sÔnjesh
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sunart sewn eÐnai prosetairistik . Upojètoume loipìn ìti n ≥ 4 kai ìti to apotèlesma

isqÔei gia ìla ta k ∈ N me k < n. JewroÔme dÔo diaforetikèc topojet seic parenjèsewn

gia thn ��sÔnjesh α1 ◦ α2 ◦ . . . ◦ αn�� (diathr¸ntac p�nta thn seir� twn α1, . . . , αn).

Sto proteleutaÐo b ma tou upologismoÔ (se k�je mia apì tic peript¸seic) ja èqoume dÔo

ekfr�seic: thn ��sÔnjesh�� twn α1,. . . , αr kai thn ��sÔnjesh�� twn αr+1,. . . , αn (wc proc

k�poiec epilogèc parenjèsewn) gia k�poio r me 1 ≤ r < n, tic opoÐec kai ja sunjèsoume

(qrhsimopoi¸ntac t¸ra ton orismì thc sÔnjeshc sunart sewn) sto teleutaÐo b ma. Apì

thn epagwgik  upìjesh, k�je mia apì tic ��mikrìterec ekfr�seic�� eÐnai anex�rthth apì

thn epilog  twn parenjèsewn, ètsi mporoÔme na gr�youme ��olìklhrh�� thn sÔnjesh, sthn

pr¸th apì tic dÔo peript¸seic pou exet�zoume, wc (α1 ◦ . . . ◦ αm) ◦ (αm+1 ◦ . . . ◦ αn) gia

k�poio m me 1 ≤ m < n. Parìmoia, h �llh sÔnjesh (pou èqei prokÔyei apì diaforetik 

topojèthsh twn parenjèsewn) mporeÐ na ekfrasteÐ wc (α1 ◦ . . .◦αl)◦ (αl+1 ◦ . . .◦αn) ìpou

1 ≤ l < n. An m = l, oi dÔo pio p�nw sunart seic eÐnai Ðsec. Upojètoume qwrÐc bl�bh

thc genikìthtac ìti m < l. Tìte 1 ≤ l−m ≤ n−2. Apì thn epagwgik  upìjesh h pr¸th

sÔnjesh mporeÐ na grafteÐ wc (α1 ◦ . . . ◦ αm) ◦ ((αm+1 ◦ . . . ◦ αl) ◦ (αl+1 ◦ . . . ◦ αn)), kai h

deÔterh wc ((α1 ◦ . . . ◦αm) ◦ (αm+1 ◦ . . . ◦αl)) ◦ (αl+1 ◦ . . . ◦αn), me tic ekfr�seic autèc na

orÐzoun (me monadikì trìpo) sunart seic apì to X sto X. 'Omwc (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h)

opoted pote f , g, h eÐnai sunart seic apì to X sto X, afoÔ h sÔnjesh sunart sewn

eÐnai prosetairistik .

ShmeÐwsh 5.4. (i) ParathroÔme ìti, qwrÐc na qrei�zetai opoiad pote allag  sthn a-

pìdeixh, to apotèlesma sto Par�deigma 5.3 exakoloujeÐ na isqÔei sthn perÐptwsh pou

èqoume tic sunart seic αi : X(n+1)−i → X(n+2)−i (1 ≤ i ≤ n).

(ii) DiathroÔme ton sumbolismì sto Par�deigma 5.3. An S eÐnai to sÔnolo ìlwn twn

sunart sewn apì to X sto X, h sÔnjesh sunart sewn eÐnai mia dimel c pr�xh p�nw sto

S. Parìmoia, jewroÔme t¸ra thn ��èkfrash�� α1 ∗α2 ∗ . . .∗αn (ìpou h seir� twn a1, . . . , an
diathreÐtai) se diaforetikèc peript¸seic, ìpwc gia par�deigma

(a) αi ∈ Z (1 ≤ i ≤ n) kai ∗ eÐnai h sunhjismènh prìsjesh akeraÐwn,

(b) αi ∈ Z (1 ≤ i ≤ n) kai ∗ eÐnai o sunhjismènoc pollaplasiasmìc akeraÐwn,

(c) αi ∈ P(X), ìpou X eÐnai èna sÔnolo, kai ∗ eÐnai h ènwsh uposunìlwn,

(d) αi ∈ P(X), ìpou X eÐnai èna sÔnolo, kai ∗ eÐnai h tom  uposunìlwn.

Me mia apl  prosarmog  tou sullogismoÔ sto Par�deigma 5.3, mporoÔme na deÐxoume ìti

se k�je mia apì tic pio p�nw peript¸seic to apotèlesma eÐnai anex�rthto apì tic jèseic stic

opoÐec epilègoume na topojet soume tic parenjèseic. [SugkrÐnete epÐshc tic ekfr�seic (c)

kai (d) me ton orismì twn ∪ni=1αi kai ∩ni=1αi pou èqoume d¸sei sto Kef�laio 2.]

Pio genik�, p�li ousiastik� me thn Ðdia apìdeixh, èqoume to ex c apotèlesma:

Prìtash 5.5. Estw S èna mh-kenì sÔnolo kai ◦ : S × S → S : (a, b) 7→ a ◦ b
(a, b ∈ S) mia dimel c pr�xh sto S h opoÐa ikanopoieÐ thn prosetairistik  idiìthta. An

a1, . . . , an ∈ S, tìte “h sÔnjesh a1 ◦ . . . ◦ an�� (ìpou h seir� twn a1, . . . , an diathreÐtai)

eÐnai anex�rthth apì tic jèseic stic opoÐec epilègoume na topojet soume tic parenjèseic.
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Qrhsimopoi¸ntac thn arq  thc kal c di�taxhc mporoÔme na apodeÐxoume ta akìlouja a-

potelèsmata.

Prìtash 5.6. 'Estw n ∈ N me n > 1. Tìte up�rqei pr¸toc arijmìc p o opoÐoc eÐnai

diairèthc tou n. [Lème ìti o akèraioc p eÐnai pr¸toc an (i) p > 1 kai (ii) p den èqei �llouc

jetikoÔc diairètec ektìc apì touc 1 kai p. Oi pr¸toi arijmoÐ èqoun polÔ shmantikì rìlo

na paÐxoun sthn sunèqeia � koit�xte sto Kef�laio 9.]

Apìdeixh. Jètoume S = {m ∈ N−{1} : m den èqei pr¸touc diairètec}. ProqwroÔme me
apagwg  se �topo kai upojètoume ìti S 6= ∅. H arq  thc kal c di�taxhc mac exasfalÐzei

ìti to sÔnolo S èqei el�qisto stoiqeÐo, èstw to m0. Profan¸c to m0 den eÐnai pr¸toc

afoÔ m0 eÐnai diairèthc tou m0. 'Epetai ìti m0 = kl ìpou k, l ∈ N me 1 < k < m0 kai

1 < l < m0. Apì thn epilog  tou m0 wc elaqÐstou stoiqeÐou tou S, blèpoume ìti to k

an kei sto sÔnolo (N − {1}) − S kai epomènwc up�rqei pr¸toc arijmìc p o opoÐoc eÐnai

diairèthc tou k. 'Epetai ìti to p eÐnai epÐshc diairèthc tou m0, pou eÐnai �topo. Sun�goume

ìti S = ∅.

Prìtash 5.7. 'Estw a ∈ Z kai A = {x ∈ Z : x ≥ a}. Tìte k�je S ⊆ A me S 6= ∅ èqei

el�qisto stoiqeÐo.

Apìdeixh. 'Estw S ⊆ A me S 6= ∅ ìpou A = {x ∈ Z : x ≥ a}. Jètoume S1 =

{x − a + 1: x ∈ S}. An y ∈ S1, tìte y = x − a + 1 gia k�poio x ∈ S kai epomènwc

y ≥ a − a + 1 = 1. 'Ara S1 ⊆ N. Profan¸c S1 6= ∅ afoÔ S 6= ∅. Epomènwc S1 èqei

el�qisto stoiqeÐo, èstw to s1 (arq  thc kal c di�taxhc). 'Epetai tìte ìti to s = s1 +a−1

eÐnai to el�qisto stoiqeÐo tou S. [Ex ghsh: an x ∈ S, tìte x−a+1 ∈ S1, �ra s1 ≤ x−a+1.

'Epetai ìti s = s1 + (a− 1) ≤ x− a+ 1 + (a− 1) = x. Tèloc, to s eÐnai pr�gmati stoiqeÐo

tou S afoÔ to s1 ∈ S1 kai s1 = s− a+ 1.]

Sthn pragmatikìthta, sthn pio p�nw prìtash èqoume deÐxei ìti k�je mh-kenì uposÔnolo

twn akeraÐwn pou eÐnai k�tw fragmèno èqei el�qisto stoiqeÐo (wc proc thn sunhjismènh

di�taxh sto Z).

5.2. Arq  anadromikoÔ orismoÔ

Sthn pr�xh den eÐnai p�nta bolikì na orÐsoume mia �peirh akoloujÐa dÐnontac èna kanìna

(tÔpo) gia ton n-ostì ìro thc. Suqn� orÐzoume thn akoloujÐa mèsw miac anadromik c

sqèshc h opoÐa sundèei dÔo   perissìterouc diadoqikoÔc ìrouc thc akoloujÐac:

Arq  anadromikoÔ orismoÔ: 'Estw, gia k�je n ∈ N, mia sun�rthsh fn : X → X kai

èstw c ∈ X. Tìte up�rqei monadik  �peirh akoloujÐa (xn) stoiqeÐwn tou X tètoia ¸ste

x1 = c kai xn+1 = fn(xn) gia k�je n ∈ N.

EÐnai diaisjhtik� profanèc ìti up�rqei tètoia akoloujÐa: OrÐzoume x1 = c, x2 = f1(c),

x3 = f2(f1(c)) k.o.k. MporoÔme ìmwc na d¸soume mia apìdeixh gia thn Ôparxh kai mona-

dikìthta tètoiac akoloujÐac wc ex c:
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'Estw U to sÔnolo twn fusik¸n n gia ta opoÐa o n-ostoc ìroc xn thc �peirhc akoloujÐac

eÐnai kal� orismènoc (dhlad , pr¸ta ap' ìla èqoume orismì gia ton ìro xn kai, epiplèon,

o orismìc pou èqoume d¸sei prosdiorÐzei ton xn me monadikì trìpo). Tìte 1 ∈ U (afoÔ

x1 = c). 'Estw t¸ra ìti k ∈ U . Autì shmaÐnei ìti o ìroc xk èqei prosdioristeÐ monadik� kai
epomènwc kai xk+1 prosdiorÐzetai monadik�, afoÔ xk+1 = fk(xk) kai fk eÐnai mia sun�rthsh.

Sun�goume ìti k + 1 ∈ U , opoted pote k ∈ U . To axÐwma thc epagwg c mac exasfalÐzei

t¸ra ìti U = N  , isodÔnama, mac exasfalÐzei thn Ôparxh kai thn monadikìthta thc

akoloujÐac (xn).

[Gia na deÐxoume thn monadikìthta ja mporoÔsame epÐshc na qrhsimopoi soume thn arq 

thc kal c di�taxhc: An (yi) eÐnai epÐshc mia �peirh akoloujÐa fusik¸n pou ikanopoieÐ y1 = c

kai yi+1 = fi(yi) gia k�je i ∈ N, jewroÔme to sÔnolo S = {k ∈ N : xk 6= yk}. An S 6= ∅,
tìte S èqei el�qisto stoiqeÐo, èstw to t. Tìte t > 1 afoÔ x1 = y1 = c kai, epiplèon,

èqoume ìti xi = yi gia ìla ta i me 1 ≤ i < t. Pio eidik�, xt−1 = yt−1 kai epomènwc

xt = ft−1(xt−1) = ft−1(yt−1) = yt, pou eÐnai �topo.]

ParadeÐgmata 5.8. (i) 'Estw α : Y → Y mia sun�rthsh. Gia k�je n ∈ N orÐzoume thn

sun�rthsh αn : Y → Y wc ex c: α1 = α kai, gia k�je k ∈ N, jètoume αk+1 = α ◦ (αk), h

sÔnjesh twn dÔo sunart sewn. [Sthn perÐptwsh aut ,X eÐnai to sÔnolo twn sunart sewn

apì to Y sto Y , c = α kai fn = f gia ìla ta n ∈ N ìpou f : X → X : g 7→ α ◦ g,
(g ∈ X).] H arq  anadromikoÔ orismoÔ mac exasfalÐzei ìti h sun�rthsh αn orÐzetai

me monadikì trìpo gia k�je n ∈ N. SugkrÐnontac me to Par�deigma 5.3 blèpoume ìti

αn = α ◦ α ◦ . . . ◦ α (n forèc), anex�rthta apì tic jèseic stic opoÐec epilègoume na

topojet soume tic parenjèseic.

(ii) Gia k�je n ∈ N orÐzoume ton arijmì n! qrhsimopoi¸ntac tic akìloujec dÔo idiìthtec

(a) 1! orÐzetai na eÐnai Ðso me 1, kai (b) gia k�je k ∈ N orÐzoume (k + 1)! na eÐnai Ðso

me (k + 1)k!. [Jètoume X = N, c = 1 kai, gia k�je n ∈ N, orÐzoume fn : X → X :

x 7→ (n+ 1)x, (x ∈ N).]

Epèktash thc arq c anadromikoÔ orismoÔ (pou epÐshc mporeÐ na apodeiqjeÐ

qrhsimopoi¸ntac majhmatik  epagwg  � eÐnai ìmwc pio bolikì na qrhsimopoi soume thn

parallag  I1 sthn perÐptwsh aut ): Gia k�je fusikì arijmì n, èstw fn : Xn → X mia

sun�rthsh kai èstw c ∈ X. Tìte up�rqei monadik  �peirh akoloujÐa (xi) stoiqeÐwn tou

X tètoia ¸ste x1 = c kai xi+1 = fi(x1, . . . , xi) gia k�je i ∈ N.

ParadeÐgmata 5.9. (i) OrÐzoume thn �peirh akoloujÐa (xn) qrhsimopoi¸ntac thn pio

p�nw epèktash thc arq c anadromikoÔ orismoÔ: Jètoume X = N, c = 1, f1 = iX kai

fi : X
i → X : (x1, . . . , xi) 7→ xi−1+xi gia k�je i ≥ 2. 'Eqoume tìte ìti oi pr¸toi pènte ìroi

thc akoloujÐac aut c eÐnai: x1 = 1, x2 = f1(x1) = x1 = 1, x3 = f2(x1, x2) = x1 + x2 = 2,

x4 = f3(x1, x2, x3) = x2 + x3 = 3 kai x5 = x3 + x4 = 5. H akoloujÐa aut  eÐnai gnwst 

wc akoloujÐa Fibonacci.

(ii) JètoumeX = N, c = 1, f1 : X → X : x 7→ 5 (x ∈ X) kai fn : Xn → X : (x1, . . . , xn) 7→
xn + 2xn−1 gia k�je n ∈ N me n ≥ 2. Tìte h antÐstoiqh akoloujÐa (xi) pou orÐzetai mèsw

thc epèktashc thc arq c tou anadromikoÔ orismoÔ èqei wc pr¸touc pènte ìrouc touc x1 =
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1, x2 = f1(x1) = 5, x3 = f2(x1, x2) = x2 +2x1 = 7, x4 = f3(x1, x2, x3) = x3 +2x2 = 17 kai

x5 = 31. Qrhsimopoi¸ntac majhmatik  epagwg  mporoÔme na deÐxoume ìti xn = 2n+(−1)n

gia k�je n ∈ N.

Shmei¸seic kai Sqìlia

1. Η προσέγγιση μας, μέχρι το σημείο αυτό τουλάχιστον, ήταν να θεωρήσουμε ως γνωστά τα σύνολα

των φυσικών, των ακεραίων, των ρητών και των πραγματικών με κάποιες στοιχειώδεις ιδιότητες που έχουν

οι διμελείς πράξεις +, · πάνω σε αυτά, όπως επίσης και η διάταξη <. Σε μια προσέγγιση αξιωματικής

θεμελίωσης, το σύνολο N ορίζεται συνήθως με τα αξιώματα (i)–(iv) πιο κάτω, που είναι γνωστά ως αξιώματα

του Peano:

Το σύνολο N είναι ένα σύνολο τέτοιο ώστε υπάρχει μια συνάρτηση σ : N→ N (ο φυσικός σ(n) καλείται ο

επόμενος του n, όπου n ∈ N) με τις εξής ιδιότητες:

(i) υπάρχει στοιχείο 1 ∈ N, (ii) σ(n) 6= 1, για κάθε n ∈ N, (iii) σ είναι ενριπτική, και (iv) ισχύει το

αξίωμα της επαγωγής: αν U ⊆ N και ισχύει (a) 1 ∈ U , και (b) σ(x) ∈ U οποτεδήποτε x ∈ U , τότε U = N.

Χρησιμοποιώντας τα αξιώματα αυτά μπορούμε να ορίσουμε δύο διμελείς πράξεις (πρόσθεση και πολλαπλα-

σιασμό) στο σύνολο αυτό και να αποδείξουμε διάφορες ιδιότητες των πράξεων αυτών όπως, για παράδειγμα,

την αντιμεταθετική, προσεταιριστική και επιμεριστική ιδιότητα. [Ορισμός πρόσθεσης + στο N : Για όλα τα

a, b ∈ N ορίζουμε a+ 1 = σ(a) και a+ σ(b) = σ(a+ b) — το αξίωμα (iv) μας εξασφαλίζει τότε ότι έχουμε

ορίσει το άθροισμα a + b για όλα a, b ∈ N.] Επιπλέον, μέσω της πρόσθεσης που έχουμε ορίσει, μπορούμε

να ορίσουμε την διάταξη m < n, όπου m,n ∈ N και να αποδείξουμε ιδιότητες της διάταξης αυτής όπως,

για παράδειγμα, ότι για οποιαδήποτε a, b ∈ N ισχύει ακριβώς ένα από τα ακόλουθα: a > b, a = b, a < b.

[Ορισμός διάταξης: Αν a, b ∈ N, γράφουμε a < b αν a + x = b για κάποιο x ∈ N, όπου + συμβολίζει την

πρόσθεση που έχουμε ορίσει προηγουμένως.]

Μια εναλλακτική προσέγγιση για το σύνολο N των φυσικών είναι να το κατασκευάσουμε (εντελώς από την

αρχή) χρησιμοποιώντας μόνο εργαλεία από την θεωρία συνόλων (κοιτάξτε για παράδειγμα, το βιβλίο του P.

Halmos “Naive Set Theory”).

2. ΄Ισως ένας από τους πρώτους που χρησιμοποίησε την επαγωγή συστηματικά ήταν ο Μαυρόλυκος το 1557,

ο οποίος απέδειξε ότι ‘‘το άθροισμα ενός πλήθους περιττών σε διαδοχική σειρά, με αφετηρία τη μονάδα, δίνει

το τετράγωνο του πλήθους των περιττών’’ (δηλαδή, με σύγχρονο συμβολισμό, 1+3+5+. . .+(2n−1) = n2
),

ένα αποτέλεσμα που ήταν ήδη γνωστό στους αρχαίους Πυθαγορείους. Για την απόδειξη, ο Μαυρόλυκος

χρησιμοποίησε την πρόταση ‘‘κάθε τετράγωνο, όταν αυξάνεται με τον επόμενο του στην τάξη περιττό, δίνει

το επόμενο στην τάξη τετράγωνο’’ και έτσι έδειξε ότι υπάρχει ένας γενικός τρόπος μετάβασης από μια

περίπτωση στην αμέσως επόμενη.

3. Ο Pascal διατύπωσε την μαθηματική επαγωγή με πιο αυστηρό τρόπο. Η απόδειξη του ότι ‘‘το διπλάσιο

του n-οστού τριγωνικού αριθμού μείον το n ισούται με n2
’’ είναι μια από τις πρώτες γνωστές εφαρμογές της

μαθηματικής επαγωγής. Ο ίδιος περιέγραψε την γνωστή του απόδειξη για την πιο πάνω πρόταση ως εξής:

‘‘Αν η πρόταση αυτή έχει άπειρο αριθμό περιπτώσεων, θα δώσω μια πολύ σύντομη απόδειξη υποθέτοντας

δύο λήμματα. Το πρώτο, που είναι προφανές, είναι ότι αυτή η ιδιότητα ισχύει στην 2η γραμμή. Το δεύτερο

είναι ότι αν η ιδιότητα ισχύει σε μια τυχαία γραμμή, τότε θα ισχύει απαραίτητα και στην επόμενη γραμμή.

Από αυτό γίνεται φανερό ότι η πρόταση αληθεύει σε κάθε περίπτωση, διότι η ιδιότητα ισχύει στην 2η γραμμή,

λόγω του πρώτου λήμματος. ΄Ετσι, λόγω του δευτέρου λήμματος θα ισχύει και στην 3η γραμμή, άρα και

στην 4η κ.ο.κ., μέχρι το άπειρο.’’
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Ask seic

5.1 Βρείτε το λάθος στον παρακάτω συλλογισμό με τον οποίο αποδεικνύεται ότι: Για οποιαδήποτε n διακε-

κριμένα σημεία στο ίδιο επίπεδο (όπου n ≥ 1), υπάρχει μια ευθεία που τα ενώνει.

‘‘Απόδειξη’’: Προφανώς ισχύει για n = 1 και n = 2. Θεωρούμε ότι ισχύει για κάποιο n = k και θα

δείξουμε ότι ισχύει και για n = k+1. ΄Εστω ότιM1,M2, . . . ,Mk,Mk+1 είναι k+1 διακεκριμένα σημεία

στο ίδιο επίπεδο. Από την επαγωγική υπόθεση, μπορούμε να βρούμε μια ευθεία l η οποία διέρχεται

από τα πρώτα k σημεία M1, M2, . . . , Mk. Επίσης, υπάρχει μια ευθεία l′ η οποία διέρχεται από τα k

σημεία M2, . . . , Mk, Mk+1. Και οι δύο ευθείες αυτές έχουν τουλάχιστον δύο κοινά σημεία, τα M2 και

Mk. ΄Ομως υπάρχει μοναδική ευθεία που ενώνει τα M2 και Mk. ΄Αρα, οι ευθείες l, l′ συμπίπτουν και

επομένως τα k + 1 σημεία M1, M2, . . . , Mk, Mk+1 ανήκουν στην ίδια ευθεία.

5.2 Δείξτε ότι για κάθε φυσικό n ισχύει:

(i) 1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1) = n2
,

(ii) 12 + 22 + 32 + . . .+ n2 = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1),

(iii) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ n(n+ 1) = n(n+1)(n+2)
3 ,

(iv) 1
1·3 + 1

3·5 + . . .+ 1
(2n−1)(2n+1) = n

2n+1 .

5.3 Δείξτε ότι για κάθε ακέραιο k > 0, υπάρχει ak ∈ Z τέτοιο ώστε 10k = 9ak + 1.

5.4 Δείξτε ότι 2n > n3
για κάθε n ∈ N με n > 9.

5.5 Δείξτε ότι τα W και I1 είναι ισοδύναμα.

5.6 Δείξτε, χρησιμοποιώντας μαθηματική επαγωγή, ότι αν a, r ∈ R με r 6= 1 τότε, για κάθε n ∈ N,

a+ ar + ar2 + . . .+ arn =
a(1− rn+1)

1− r
.

5.7 Εξετάστε κατά πόσον ισχύουν τα πιο κάτω για κάθε φυσικό n :

(i) 5n − 3n + 2n είναι πολλαπλάσιο του 4

(ii) n ευθείες, που βρίσκονται στον ίδιο επίπεδο, έτσι ώστε οποιεσδήποτε δύο από αυτές τέμνονται και

οποιεσδήποτε τρεις από αυτές δεν τέμνονται στο ίδιο σημείο, τέμνονται σε ακριβώς
n(n−1)

2 σημεία.

5.8 Θεωρούμε, για κάθε n ∈ N, την εικασία p(n) : ‘‘ο φυσικός n είναι ίσος με 8k + 3l για κάποια k, l ∈
N ∪ {0}’’. Δείξτε ότι p(n) είναι αληθής για όλα τα n ≥ 14.

5.9 Δείξτε ότι υπάρχει μοναδική άπειρη ακολουθία στοιχείων του N η οποία ικανοποιεί τις προϋποθέσεις:

a1 = 1, a2 = 2 και ai = ai−1 + ai−2 (i ≥ 3). Βρείτε τις τιμές των aj (3 ≤ j ≤ 7) και δείξτε ότι

an < ( 7
4 )n για κάθε n ∈ N.

5.10 Διατηρούμε τον συμβολισμό και την υπόθεση στην Πρόταση 5.5 ότι η ◦ είναι προσεταιριστική. ΄Εστω

επίσης σ ∈ Sn. Αν, επιπλέον, η διμελής πράξη ◦ είναι αντιμεταθετική, δείξτε ότι ‘‘η σύνθεση aσ(1) ◦
aσ(2) ◦ . . . ◦ aσ(n)’’ είναι ανεξάρτητη όχι μόνο από την επιλογή των παρενθέσεων αλλά και από την

επιλογή της μετάθεσης σ.
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6. DimeleÐc sqèseic, sqèseic isodunamÐac

6.1. OrismoÐ, paradeÐgmata, diamerÐseic

Orismìc. 'Estw A èna mh-kenì sÔnolo. Mia dimel c sqèsh sto A eÐnai èna uposÔnolo

tou kartesianoÔ ginomènou A× A.

Par�deigma 6.1. (i) R1 = {(x, y) ∈ P ×P : x eÐnai propappoÔc tou y} eÐnai mia dimel c
sqèsh sto P , ìpou P sumbolÐzei to sÔnolo tou plhjusmoÔ miac pìlhc,

(ii) R2 = {(x, y) ∈ N×N : x < y}, ìpou < sumbolÐzei thn sunhjismènh di�taxh pou èqoume

sto N, eÐnai mia dimel c sqèsh sto N,

(iii) R3 = {(x, y) ∈ N× N : x ≤ y} eÐnai mia �llh dimel c sqèsh sto N,

(iv) R4 = {(x, y) ∈ Z× Z : x− y eÐnai �rtioc akèraioc} eÐnai mia dimel c sqèsh sto Z,

(v) R5 = {(x, y) ∈ Z × Z : x − y eÐnai pollapl�sio tou 5} eÐnai mia �llh dimel c sqèsh

sto Z. [O akèraioc a eÐnai pollapl�sio tou 5 shmaÐnei ìti a = 5k gia k�poio akèraio k.]

(vi) 'Estw G = S3 = ({(1), (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3 ), (1 3 2)}) kai H = {(1), (1 2)} ⊆
G. Jètoume R6 = {(g, f) ∈ G×G : gf−1 (= g ◦ f−1) ∈ H} (⊆ G×G). Tìte R6 eÐnai mia

dimel c sqèsh sto G.

(vii) R7 = {(A,B) ∈ P(X)× P(X) : A ⊆ B}, ìpou X eÐnai èna sÔnolo, eÐnai mia dimel c

sqèsh sto sÔnolo P(X).

(viii) 'Estw T to sÔnolo ìlwn twn trig¸nwn sto EukleÐdeio epÐpedo. (Mèsw thc taÔtishc

tou EukleideÐou epipèdou me to kartesianì ginìmeno R× R mporoÔme na skeftoÔme to T

wc èna sÔnolo ta stoiqeÐa tou opoÐou eÐnai uposÔnola tou R2.) Jètoume R8 = {(t1, t2) ∈
T × T : to t1 eÐnai ìmoio proc to t2}. Tìte R8 eÐnai mia dimel c sqèsh sto T .

Orismìc. 'Estw A èna mh-kenì sÔnolo kai R ⊆ A× A mia dimel c sqèsh sto A.

(i) H R lègetai autopaj c an (x, x) ∈ R gia ìla ta x ∈ A.

(ii) H R lègetai summetrik  an gia ìla ta x, y ∈ A isqÔei: an (x, y) ∈ R, tìte (y, x) ∈ R.

(iii) H R lègetai metabatik  an gia ìla ta x, y, z ∈ A isqÔei: an (x, y) ∈ R kai (y, z) ∈ R,
tìte (x, z) ∈ R.

Mia dimel c sqèsh sto A h opoÐa eÐnai autopaj c, summetrik  kai metabatik  kaleÐtai

sqèsh isodunamÐac sto A.
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Gia sqèseic isodunamÐac qrhsimopoioÔme sun jwc to sÔmbolo ∼ (dhlad  an R eÐnai mia

sqèsh isodunamÐac sto A, tìte sthn jèsh tou (x, y) ∈ R gr�foume x ∼ y). Pio eidik�,

èqoume ìti x ∼ x gia ìla ta x ∈ A.

Parathr seic 6.2. DiathroÔme to sumbolismì apì to Par�deigma 6.1.

(i) 'Eqoume ìti (4, 4) ∈ R3, ìmwc (4, 4) 6∈ R2. 'Eqoume epÐshc ìti (6,−3) 6∈ R5, ìmwc

(m,m) ∈ R5 gia ìla ta m ∈ Z.

(ii) H dimel c sqèsh R3 den eÐnai summetrik , afoÔ to stoiqeÐo (3, 4) tou N × N an kei

sthn R3, en¸ den sumbaÐnei to Ðdio me to stoiqeÐo (4, 3) tou N× N.

(iii) Gia na deÐxoume ìti h dimel c sqèsh R5 eÐnai metabatik : 'Estw (x, y), (y, z) ∈ Z× Z
me (x, y), (y, z) ∈ R5. Tìte x − y = 5k1 kai y − z = 5k2 gia k�poia k1, k2 ∈ Z. Jètoume
k = k1 + k2. Tìte k ∈ Z kai (x− z) = (x− y) + (y − z) = 5k1 + 5k2 = 5(k1 + k2) = 5k.

(iv) Oi sqèseic R1, R2, R3 kai R7 den apoteloÔn sqèseic isodunamÐac en¸ oi sqèseic R4,

R5, R6 kai R8 eÐnai sqèseic isodunamÐac.

(v) Gia na deÐxoume ìti h R6 eÐnai mia sqèsh isodunamÐac qrhsimopoioÔme (i) ìti h tau-

totik  sun�rthsh h opoÐa isoÔtai me thn met�jesh (1) an kei sto H, (ii) h antÐstrofh

sun�rthsh opoioud pote stoiqeÐou tou H an kei sto H, kai (iii) h sÔnjesh dÔo stoiqeÐwn

(sunart sewn) tou H an kei sto H (koit�xte epÐshc thn 'Askhsh 6.7).

Orismìc. 'Estw X èna mh-kenì sÔnolo kai ∆ mia sullog  mh-ken¸n uposunìlwn tou X

tètoia ¸ste

(i) Gia k�je X1, X2 ∈ ∆, eÐte X1 = X2   X1 ∩X2 = ∅.

(ii) ∪A∈∆A = X.

Tìte ∆ onom�zetai diamèrish tou sunìlou X.

ParadeÐgmata 6.3. (i) Ta uposÔnola {Zα,Zπ} kai {N, {0}, {−n : n ∈ N}} tou P(Z)

eÐnai dÔo diaforetikèc diamerÐseic tou Z. [SumbolÐzoume me Zα (antÐstoiqa, Zπ) to sÔnolo

twn �rtiwn akeraÐwn (antÐstoiqa, peritt¸n akeraÐwn)].

(ii) JètoumeA = {1, 2, 3}. Tìte ta uposÔnolaD1 = {{1}, {2, 3}} kaiD2 = {{1}, {2}, {3}}
tou P(A) apoteloÔn dÔo diaforetikèc diamerÐseic tou sunìlou A.

(iii) To uposÔnolo {Q, R−Q} tou P(R) apoteleÐ mia diamèrish tou R.

(iv) Jètoume A1 = {x ∈ R : x ≥ 0}, A2 = {x ∈ R : x ≤ 0}, A3 = {x ∈ R : x > 0}
kai A4 = {x ∈ R : x < 0}. Tìte oi sullogèc {A1, A4} kai {A2, A3} uposunìlwn tou

R apoteloÔn diamerÐseic tou R, den sumbaÐnei ìmwc to Ðdio me tic sullogèc {A1, A2} kai
{A3, A4}.

Sthn sunèqeia ja deÐxoume ìti k�je sqèsh isodunamÐac orÐzei mia diamèrish tou sunìlou

A :
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Orismìc. 'Estw R mia sqèsh isodunamÐac sto mh-kenì sÔnolo A. Gia k�je a ∈ A

orÐzoume ā = {x ∈ A : x ∼ a}. To uposÔnolo ā tou A onom�zetai kl�sh isodunamÐac tou a

(wc proc thn sqèsh R). K�je stoiqeÐo miac kl�shc isodunamÐac kaleÐtai antiprìswpoc

aut c thc kl�shc. [ShmeÐwsh: H kl�sh ā mporeÐ na isoÔtai me thn kl�sh b̄ gia poll�

diaforetik� b, ìpou a, b eÐnai stoiqeÐa tou A.]

Par�deigma 6.4. DiathroÔme to sumbolismì apì to Par�deigma 6.1.

(i) Oi kl�seic isodunamÐac wc proc thn sqèsh R5 eÐnai oi akìloujec:

0̄ = {x : x ∈ Z kai x− 0 eÐnai pollapl�sio tou 5}
= {5k : k ∈ Z} = {. . . ,−10,−5, 0, 5, 10, . . .} = 5 = −15

1̄ = {5k + 1: k ∈ Z} = {. . . ,−9,−4, 1, 6, 11, . . .} = 6 = −29

2̄ = {5k + 2: k ∈ Z} = {. . . ,−8,−3, 2, 7, 12, . . .} = 62

3̄ = {5k + 3: k ∈ Z} = {. . . ,−7,−2, 3, 8, 13, . . .} = −107

4̄ = {5k + 4: k ∈ Z} = {. . . ,−6,−1, 4, 9, 14, . . .} = −46

EÔkola parathroÔme epÐshc ìti to uposÔnolo {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄} tou P(Z) eÐnai mia diamèrish

tou Z.

(ii) H kl�sh isodunamÐac enìc trig¸nou t1 ∈ T wc proc thn sqèsh R8 apoteleÐtai apì ìla

ta trÐgwna sto T pou eÐnai ìmoia proc to trÐgwno t1.

Je¸rhma 6.5. 'Estw R mia sqèsh isodunamÐac sto mh-kenì sÔnolo A. Tìte:

(i) ā 6= ∅ gia k�je a ∈ A.

(ii) An a, b ∈ A me b ∈ ā, tìte ā = b̄.

(iii) Gia ìla ta a, b ∈ A èqoume ìti ā = b̄ an, kai mìno an, (a, b) ∈ R.

(iv) Gia ìla ta a, b ∈ A, eÐte ā ∩ b̄ = ∅   ā = b̄.

(v) A = ∪a∈Aā.

Apìdeixh. 'Estw a, b ∈ A. QrhsimopoioÔme to sÔmbolo ∼ gia thn sqèsh isodunamÐac R.

(i) Profan¸c a ∈ ā afoÔ a ∼ a.

(ii) An b ∈ ā, tìte b ∼ a kai a ∼ b. Ja apodeÐxoume pr¸ta ìti ā ⊆ b̄ : 'Estw x ∈ ā. Tìte
x ∼ a. AfoÔ a ∼ b epÐshc, èpetai ìti x ∼ b apì thn metabatik  idiìthta. Sun�goume ìti

x ∈ b̄. Me parìmoio sullogismì mporoÔme na deÐxoume ìti b̄ ⊆ ā.

(iii) Upojètoume pr¸ta ìti ā = b̄. Tìte a ∈ ā = b̄, �ra a ∼ b. 'Estw t¸ra ìti a ∼ b.

Tìte a ∈ b̄ kai epomènwc ā = b̄ apì to (ii).

(iv) Upojètoume ìti up�rqei c ∈ A me c ∈ ā∩ b̄. 'Eqoume tìte ìti ā = c̄ = b̄ qrhsimopoi¸n-

tac kai p�li to (ii) .

(v) ParathroÔme ìti an c ∈ A, tìte c ∈ c̄, �ra c ∈ ∪a∈A ā. 'Epetai ìti A ⊆ ∪a∈A ā.
Profan¸c ∪a∈A ā ⊆ A, afoÔ ā ⊆ A gia k�je a ∈ A.
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Pìrisma 6.6. An∼ eÐnai mia sqèsh isodunamÐac se èna mh-kenì sÔnoloA, tìte to sÔnolo

twn diakekrimènwn kl�sewn isodunamÐac wc proc thn sqèsh ∼ (to opoÐo sumbolÐzetai me

A/ ∼) apoteleÐ mia diamèrish tou A.

Par�deigma 6.7. 'Eqoume tic ex c kl�seic isodunamÐac wc proc thn pio sqèsh R6 sto

Par�deigma 6.1:

(1) = {(1), (1 2)} = (1 2),

(1 3) = {(1 3), (1 3 2)} = (1 3 2),

(2 3) = {(2 3), (1 2 3)} = (1 2 3).

ParathroÔme ìti h sullog  twn antÐstoiqwn kl�sewn isodunamÐac {(1), (1 3), (2 3)} apo-
teleÐ mia diamèrish tou sunìlou G = S3.

Sthn epìmenh prìtash ja deÐxoume ìti isqÔei kai to antÐstrofo tou PorÐsmatoc 6.6

Prìtash 6.8. 'Estw ∆ mia diamèrish tou mh-kenoÔ sunìlou A. Tìte up�rqei mia sqèsh

isodunamÐac sto A oi antÐstoiqec kl�seic isodunamÐac thc opoÐac eÐnai ta stoiqeÐa thc ∆.

Apìdeixh. Jètoume R = {(a, b) ∈ A×A : to a an kei sto Ðdio stoiqeÐo thc ∆ sto opoÐo

an kei kai to b}. Tìte R eÐnai mia sqèsh isodunamÐac sto A me tic antÐstoiqec kl�seic

isodunamÐac na eÐnai ta stoiqeÐa thc ∆.

Orismìc. 'Estw A èna mh-kenì sÔnolo. Mia dimel c sqèsh R sto A kaleÐtai antisum-

metrik  an, gia ìla ta a, b ∈ A, isqÔei: an (a, b) ∈ R kai (b, a) ∈ R, tìte a = b.

Par�deigma 6.9. (i) H sqèsh R3 sto Par�deigma 6.1 eÐnai antisummetrik .

(ii) 'Estw R mia sqèsh isodunamÐac sto mh-kenì sÔnolo A. An up�rqei a ∈ A me thn

kl�sh isodunamÐac ā tou a wc proc thn sqèsh R na perièqei toul�qiston 2 stoiqeÐa, tìte

h sqèsh R den eÐnai antisummetrik .

KleÐnoume thn par�grafo aut  me mia shmantik  efarmog  thc ènnoiac thc sqèshc isodunamÐac:

O probolikìc q¸roc. Gia (x0, x1), (y0, y1) ∈ R2−{(0, 0)} gr�foume (x0, x1) ∼ (y0, y1)

an (kai mìno an) up�rqei λ ∈ R− {0} tètoio ¸ste y0 = λx0 kai y1 = λx1.

EÔkola mporoÔme na deÐxoume ìti ∼ orÐzei mia sqèsh isodunamÐac sto sÔnolo R2−{(0, 0)}.

To sÔnolo (R2 − {(0, 0)})/∼ twn diakekrimènwn kl�sewn isodunamÐac wc proc thn pio

p�nw sqèsh isodunamÐac ∼ sumbolÐzetai me P1(R) kai onom�zetai o probolikìc 1-q¸roc.

ParathroÔme ìti to sÔnolo P1(R) mporeÐ na tautisteÐ (qrhsimopoi¸ntac thn antistoiqÐa

metaxÔ twn shmeÐwn P (x, y) sto epÐpedo kai twn diatetagmènwn zeug¸n (x, y) sto R2) me

thn sullog  ìlwn twn eujei¸n pou dièrqontai apì thn arq  twn axìnwn (sthn pragma-

tikìthta jewroÔme tic tomèc twn eujei¸n aut¸n me to sÔnolo R2 − {(0, 0)}) afoÔ, gia
(x0, x1), (y0, y1) ∈ R2 − {(0, 0)} èqoume ìti (x0, x1) ∼ (y0, y1) an, kai mìno an, ta shmeÐa

P (x0, x1) kai P (y0, y1) brÐskontai sthn Ðdia eujeÐa h opoÐa dièrqetai apì to shmeÐo O(0, 0).
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O orismìc autìc mporeÐ na epektajeÐ:

Gia (x0, x1, . . . , xn), (y0, y1, . . . , yn) ∈ Rn+1 − {(0, 0, . . . , 0)} gr�foume (x0, x1, . . . , xn) ∼
(y0, y1, . . . , yn) an (kai mìno an) up�rqei λ ∈ R − {0} tètoio ¸ste yi = λxi gia 0 ≤
i ≤ n. Tìte ∼ orÐzei mia sqèsh isodunamÐac sto sÔnolo Rn+1 − {(0, 0, . . . , 0)} kai to

sÔnolo (Rn+1 − {(0, 0, . . . , 0)})/∼ twn diakekrimènwn kl�sewn isodunamÐac tou Rn+1 −
{(0, 0, . . . , 0)} wc proc thn pio p�nw sqèsh kaleÐtai o probolikìc n-q¸roc Pn(R).

6.2. Kataskeu  twn akeraÐwn kai rht¸n

Sthn par�grafo aut  ja melet soume dÔo kataskeuèc pou qrhsimopoioÔn kai oi dÔo thn

ènnoia thc sqèshc isodunamÐac: twn akeraÐwn apì touc fusikoÔc, kai twn rht¸n apì touc

akèraiouc (h teleutaÐa apoteleÐ eidik  perÐptwsh thc pio genik c kataskeu c tou s¸matoc

twn phlÐkwn miac akèraiac perioq c).

Kataskeu  twn akeraÐwn. 'Eqontac kajorÐsei èna sÔsthma axiwm�twn gia to sÔ-

nolo N twn fusik¸n kai sthn sunèqeia orÐsei thn prìsjesh, ton pollaplasiasmì kai thn

di�taxh, mporoÔme na apodeÐxoume tic basikèc idiìthtec pou dièpoun to sÔsthma autì. Se

k�poio st�dio fusiologik� prokÔptoun erwt mata ìpwc, dosmènwn a, b ∈ N, na brejeÐ

fusikìc x me thn idiìthta ìti b + x = a. An b < a, tìte up�rqei tètoioc fusikìc x,

ìqi ìmwc sthn perÐptwsh pou b ≥ a. Jèloume na epekteÐnoume to sÔsthma arijm¸n N
(me autì ennooÔme ìqi mìno to sÔnolo N, all� kai thn prìsjesh, pollaplasiasmì kai

di�taxh pou èqoume orÐsei se autì) se èna nèo sÔsthma ìpou ìlec oi exis¸seic thc morf c

b+ x = a èqoun lÔsh (ìpou, dhlad , h �diafor� a− b� orÐzetai p�nta). Mia pr¸th skèyh

ja  tan na parast soume thn lÔsh thc pio p�nw exÐswshc (  thn �diafor� a − b�) me to
diatetagmèno zeÔgoc (a, b) ∈ N × N. AnakÔptei ìmwc to prìblhma ìti up�rqoun poll�

diaforetik� diatetagmèna zeÔgh sto sÔnolo N× N pou ja apoteloÔsan lÔseic aut c thc

exÐswshc ìpwc, gia par�deigma, to diatetagmèno zeÔgoc (a+ 1, b+ 1). Ja  tan bolikì gia

em�c ìla aut� ta diatetagmèna zeÔgh na paristoÔn ton Ðdio akèraio, me �lla lìgia ja  tan

epijumhtì, sto nèo mac sÔsthma, ta diatetagmèna zeÔgh (a, b) kai (c, d), ìpou a, b, c, d ∈ N,
na tautÐzontai akrib¸c sthn perÐptwsh pou isqÔei a+ d = b+ c.

H ènnoia thc sqèshc isodunamÐac apì thn Par�grafo 6.1 paÐzei kajoristikì rìlo sthn

prosp�jeia mac na to petÔqoume autì: OrÐzoume mia dimel  sqèsh ∼ sto kartesianì

ginìmeno N × N me ton kanìna ìti (a, b) ∼ (c, d) an (kai mìno an) a + d = b + c. EÐnai

eÔkolo na elègxoume tìte ìti ∼ eÐnai mia sqèsh isodunamÐac sto sÔnolo N× N.

Orismìc. 'Enac akèraioc eÐnai mia kl�sh isodunamÐac wc proc thn sqèsh ∼. SumbolÐzoume
me Z to sÔnolo twn diakekrimènwn kl�sewn isodunamÐac wc proc thn sqèsh aut .

EÐnai bolikì epÐshc na orÐsoume prìsjesh (+) kai pollaplasiasmì (·) twn akeraÐwn (dh-

lad , twn kl�sewn isodunamÐac pou prokÔptoun apì thn sqèsh ∼) wc ex c:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b) · (c, d) = (ac+ bd, ad+ bc).
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[H prosp�jeia mac, mèsw tou pio p�nw orismoÔ twn +, · , eÐnai na epanak�myoun oi gnwstèc
sqèseic (a− b) + (c− d) = (a+ c)− (b+ d) kai (a− b)(c− d) = (ac+ bd)− (ad+ bc).]

EÐnai polÔ shmantikì na elègxoume ìti oi �pr�xeic� +, · pou èqoume orÐsei sto sÔnolo Z
eÐnai pr�gmati dimeleÐc pr�xeic sto Z (ìti dhlad  pr�gmati apoteloÔn sunart seic apì to

Z × Z sto Z). EÐnai ìmwc stereìtuph h apìdeixh ìti an (a1, b1) ∼ (a2, b2) kai (c1, d1) ∼
(c2, d2) tìte, sÔmfwna me ton orismì mac, isqÔei (a1, b1) + (c1, d1) = (a2, b2) + (c2, d2) kai

(a1, b1) · (c1, d1) = (a2, b2) · (c2, d2).

EÔkola mporoÔme epÐshc na elègxoume ìti isqÔoun ìlec oi gnwstèc idiìthtec twn akeraÐwn

ìpwc, gia par�deigma, ìti isqÔei h antimetajetik  kai prosetairistik  idiìthta wc proc kai

tic dÔo dimeleÐc pr�xeic pou èqoume orÐsei pio p�nw.

H di�taxh sto Z mporeÐ na oristeÐ me ton kanìna ìti (a, b) < (c, d) an (kai mìno an)

a + d < b + c isqÔei sto N. [Prèpei ìmwc na elegjeÐ ìti kai autìc o orismìc eÐnai

anex�rthtoc apì ton antiprìswpo pou èqoume epilèxei gia k�je mia apì tic antÐstoiqec

kl�seic isodunamÐac.]

O trìpoc me ton opoÐo èqoume orÐsei to sÔsthma arijm¸n Z  tan estiasmènoc ston stìqo na

eÐnai pr�gmati to nèo sÔsthma mia epèktash tou sust matoc N (ìqi apl� mìno wc sÔnola,

all� kai wc proc tic dimeleÐc pr�xeic kai thn sqèsh di�taxhc sto N). Sthn pragmatikìthta
to �nèo� autì sÔsthma Z perièqei èna �isomorfikì antÐgrafo� tou N : ParathroÔme pr¸ta

ìti sun�rthsh φ : N → Z : a 7→ (a+ 1, 1), (a ∈ N) eÐnai mia enriptik  sun�rthsh afoÔ

(a+ 1, 1) = (b+ 1, 1), ìpou a, b ∈ N, sunep�getai ìti (a+1)+1 = (b+1)+1  , isodÔnama,

ìti a = b. [QrhsimopoioÔme ed¸ ton nìmo thc diagraf c pou prokÔptei kai autìc wc

sunèpeia twn axiwm�twn Peano.] Mèsw thc sun�rthshc φ �tautÐzoume� to sÔnolo N me to

uposÔnolo tou Z pou apoteleÐtai akrib¸c apì tic kl�seic (a+ 1, 1), kaj¸c to a diatrèqei

ta stoiqeÐa tou N.

ParathroÔme epÐshc ìti, gia ìla ta a, b ∈ N, isqÔoun φ(a + b) = φ(a) + φ(b) kai φ(a ·
b) = φ(a) · φ(b), (ìpou +, · sta arister� mèlh (antÐstoiqa, dexi� mèlh) twn pio p�nw

exis¸sewn eÐnai oi antÐstoiqec pr�xeic sto N (antÐstoiqa, sto Z)). Epiplèon, èqoume

ìti φ(a) < φ(b) (di�taxh sto Z) an, kai mìno an, a < b (di�taxh sto N). Me �lla lìgia,

prosjètontac, pollapasi�zontac   sugkrÐnontac (wc proc thn antÐstoiqh orisjeÐsa dimel 

pr�xh   di�taxh) touc fusikoÔc a, b èqoume to Ðdio apotèlesma eÐte jewroÔme ta a, b wc

stoiqeÐa tou sust matoc N eÐte wc stoiqeÐa tou sust matoc Z (mèsw thc taÔtishc pou

èqoume k�nei).

Tèloc, gr�fontac (a, b) = b − a, prokÔptei to gnwstì mac sÔsthma twn akeraÐwn Z =

{. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}.

Kataskeu  twn rht¸n. 'Eqontac kataskeu�sei to sÔsthma Z, prokÔptei t¸ra h

an�gkh na epektajeÐ to sÔsthma autì se èna nèo sÔsthma sto opoÐo ìlec oi exis¸seic thc

morf c bx = a, ìpou a, b ∈ Z me b 6= 0, èqoun lÔsh.

Jètoume Ẑ = Z − {0}. JewroÔme to sÔnolo P = Z × Ẑ kai thn dimel  sqèsh ∼ sto

sÔnolo P pou orÐzetai me (a, b) ∼ (a′, b′) an (kai mìno an) ab′ = a′b, (a, a′ ∈ Z kai

b, b′ ∈ Ẑ). EÐnai eÔkolo na elegqjeÐ ìti ∼ apoteleÐ mia sqèsh isodunamÐac sto sÔnolo P .
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SumbolÐzoume me [a/b] thn kl�sh isodunamÐac sthn opoÐa an kei to stoiqeÐo (a, b) tou P .

Gia par�deigma, (3, 2) ∼ (6, 4) kai epomènwc [3/2] = [6/4]. 'Estw t¸ra F = P/∼, to

sÔnolo twn diakekrimènwn kl�sewn isodunamÐac wc proc thn pio p�nw sqèsh ∼. Mèsw

thc sunhjismènhc prìsjeshc kai tou sunhjismènou pollaplasiasmoÔ akeraÐwn (sugkrÐnete

me to pr¸to mèroc thc paragr�fou aut c) ja prospaj soume na orÐsoume dÔo dimeleÐc

pr�xeic, prìsjesh ⊕ kai pollaplasiasmì � p�nw sto sÔnolo F wc ex c:

[a/b]⊕ [c/d] = [(ad+ bc)/bd], [a/b]� [c/d] = [ac/bd].

ParathroÔme pr¸ta ìti bd 6= 0 opoted pote b 6= 0 kai d 6= 0, afoÔ to ginìmeno dÔo mh-

mhdenik¸n akeraÐwn eÐnai ènac mh-mhdenikìc akèraioc. Sunep¸c, sta dexi� mèlh twn pio

p�nw exis¸sewn èqoume pr�gmati stoiqeÐa tou F .

Qrei�zetai ìmwc perissìterh prosoq : 'Estw ìti [c′/d′] = [c/d], ìpou c 6= c′   d 6= d′.

AfoÔ mia dimel c pr�xh eÐnai mia sun�rthsh, ja prèpei na isqÔei ìti [a/b]⊕ [c/d] (= [a/b]⊕
[c′/d′]) = [(ad′ + bc′)/bd′]. An to teleutaÐo den isoÔtai me [(ad + bc)/bd]], tìte up�rqei

prìblhma kai o orismìc mac den èqei nìhma. Parìmoio prìblhma ja mporoÔse na emfanisteÐ

kai wc proc ton pollaplasiasmì �.

'Opwc kai sthn perÐptwsh twn antÐstoiqwn pr�xewn p�nw sto Z, eÐnai loipìn aparaÐthto

na elègxoume ìti oi ⊕, � eÐnai kal� orismènec. Me �lla lìgia ìti pr�gmati orÐzoun

sunart seic apì to F ×F sto F . Ja elègxoume ed¸ ìti o pollaplasiasmìc � eÐnai kal�

orismènoc kai ja af soume gia tic Ask seic to antÐstoiqo apotèlesma gia thn prìsjesh⊕.
Upojètoume loipìn ìti [a/b] = [a′/b′] kai [c/d] = [c′/d′]. Sunep¸c, (a, b) ∼ (a′, b′) kai

(c, d) ∼ (c′, d′). 'Ara isqÔoun ab′ = ba′ kai cd′ = dc′. 'Epetai ìti (ac)(b′d′) = (bd)(a′c′),

kai epomènwc (ac, bd) ∼ (a′c′, b′d′). SumperaÐnoume ìti [ac/bd] = [a′c′/b′d′] ìpwc  tan to

zhtoÔmeno.

EÐnai eÔkolo epÐshc na elegqjeÐ ìti isqÔoun ta akìlouja.

(i) Oi dimeleÐc pr�xeic ⊕, � eÐnai antimetajetikèc ìpwc epÐshc kai prosetairistikèc (klh-

ronomoÔn, apì ton trìpo pou tic èqoume orÐsei, tic idiìthtec autèc apì tic antÐstoiqec

idiìthtec pou èqoun h prìsjesh kai o pollaplasiasmìc sto Z).

(ii) Up�rqei oudètero stoiqeÐo sto F wc proc ton pollaplasiasmì kai to stoiqeÐo autì

eÐnai to [1/1].

(iii) An a 6= 0, tìte to stoiqeÐo [a/1] tou F èqei summetrikì stoiqeÐo wc proc ton polla-

plasiasmì, kai to stoiqeÐo autì eÐnai to [1/a]. Up�rqoun stoiqeÐa tou F pou den èqoun

summetrikì wc proc ton pollaplasiasmì;

ShmeÐwsh. (i) ParathroÔme ìti to sÔnolo F wc proc tic dimeleÐc pr�xeic ⊕, � eÐnai

��ousiastik� to Ðdio�� me to sÔnolo twn rht¸n Q wc proc thn sunhjismènh prìsjesh kai

pollaplasiasmì rht¸n arijm¸n (tautÐzoume to stoiqeÐo [a/b] tou F me ton rhtì a/b).

Sthn pragmatikìthta, sthn pio p�nw suz thsh èqoume kataskeu�sei èna ��isomorfikì

antÐgrafo�� (sto Kef�laio 15 ja d¸soume ton orismì tou isomorfismoÔ swm�twn) tou Q
qrhsimopoi¸ntac to sÔnolo Z kai tic dimeleÐc pr�xeic +, · p�nw sto Z.
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(ii) OrÐzoume mia di�taxh sto Q, mèsw thc di�taxhc pou èqoume orÐsei sto Z, me a/b > c/d

an (kai mìno an) ad > bc kai bd > 0   ad < bc kai bd < 0. ParathroÔme tìte ìti

to sÔsthma arijm¸n Q apoteleÐ epèktash tou sust matoc Z wc proc thn prìsjesh, ton

pollaplasiasmì kai thn di�taxh pou èqoume orÐsei sta sust mata aut�.

Ask seic

6.1 ΄Εστω S = {1, 2, 3} και έστω οι σχέσεις R1, R2 στο S, όπου

R1 = {(1, 2), (2, 1), (3, 3), (1, 1), (1, 3), (2, 2)}
R2 = {(1, 1), (2, 3), (3, 2), (2, 2), (3, 3)}
Είναι οι R1, R2 σχέσεις ισοδυναμίας;

6.2 Ποιες από τις πιο κάτω σχέσεις στο Z είναι σχέσεις ισοδυναμίας;

(Για a, b ∈ Z, γράφουμε a|b αν υπάρχει c ∈ Z τέτοιο ώστε b = ca.)

(i) R1 = {(a, b) ∈ Z× Z : ab ≥ 0}
(ii) R2 = {(a, b) ∈ Z× Z : ab > 0}
(iii) R3 = {(a, b) ∈ Z× Z : 2|(a− b) και 3|(a− b)}
(iv) R4 = {(a, b) ∈ Z× Z : b ≥ a}
(v) R5 = {(a, b) ∈ Z× Z : a = b+ 15}
(vi) R6 = {(a, b) ∈ Z× Z : 2|(a− b) ή 3|(a− b)}
Στις περιπτώσεις που η σχέση είναι σχέση ισοδυναμίας, βρείτε την αντίστοιχη διαμέριση του Z.

6.3 ΄Εστω A ένα μη-κενό σύνολο. Εξετάστε κατά πόσον R = {(X,Y ) ∈ P(A)×P(A) : X ⊆ Y } είναι μια

σχέση ισοδύναμιας στο P(A).

6.4 Θέτουμε S = Z× (Z−{0}) και R = {((r, s), (t, u)) ∈ S × S : ru = st}. Δείξτε ότι R είναι μια σχέση

ισοδυναμίας στο S.

6.5 Ορίζουμε την σχέση ∼ στο R2 − {(0, 0)} ως εξής: Για (a, b), (c, d) ∈ R2 − {(0, 0)} γράφουμε (a, b) ∼
(c, d) αν (και μόνο αν) ∃λ ∈ R, λ > 0 τέτοιο ώστε a = λc, b = λd. Δείξτε ότι η σχέση ∼ είναι σχέση

ισοδυναμίας και περιγράψτε ένα γεωμετρικό τόπο στο xy-επίπεδο που να αποτελείται από ακριβώς ένα

αντιπρόσωπο από κάθε μια από τις διακεκριμένες κλάσεις ισοδυναμίας της σχέσης ∼.

6.6 Θέτουμε R = {(a, b) ∈ R×R : b−a ∈ Q}. Δείξτε ότι R είναι μια σχέση ισοδύναμιας στο R. Μπορείτε

να βρείτε μια διαμέριση του R−Q που να αποτελείται από κλάσεις ισοδυναμίας (ως προς την σχέση R);

6.7 ΄Εστω G = S3 και H1, H2 ⊆ G όπου H1 = {(1), (1 2)} και H2 = {(1 2), (1 3)}. Θεωρούμε τις διμελείς

σχέσεις R1, R2 πάνω στο σύνολο G που ορίζονται με Ri = {(g, h) ∈ G×G : g−1h ∈ Hi}, (i = 1, 2).

Εξετάστε κατά πόσον R1, R2 αποτελούν σχέσεις ισοδυναμίας. Σε περίπτωση που κάποια από αυτές

είναι πράγματι σχέση ισοδυναμίας βρείτε την αντίστοιχη διαμέριση του συνόλου G και συγκρίνετε με το

Παράδειγμα 6.1.

6.8 ΄Εστω S ένα μη-κενό σύνολο και R1, R2 σχέσεις ισοδυναμίας στο S. Εξετάστε κατά πόσον (i) R1∩R2 ,

και (ii) R1 ∪R2 είναι σχέσεις ισοδυναμίας στο S.

6.9 Συμπληρώστε τους συλλογισμούς που έχουμε παραλείψει στην συζήτηση της Παραγράφου 6.2.
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7. To sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n

7.1. Idiìthtec twn pragmatik¸n arijm¸n

JewroÔme touc pragmatikoÔc arijmoÔc wc èna mh-kenì sÔnolo R me tic ex c qarakthri-

stikèc idiìthtec:

(i) To R eÐnai diatetagmèno s¸ma.

(ii) K�je mh-kenì fragmèno proc ta p�nw uposÔnolo tou R èqei �nw pèrac (axÐwma sunè-

qeiac).

ProqwroÔme sthn ex ghsh twn pio p�nw ìrwn:

Diatetagmèno s¸ma. Me ton ìro autì ennooÔme ìti to sÔnolo R ikanopoieÐ tic

akìloujec dÔo om�dec axiwm�twn.

H pr¸th om�da apì axi¸mata eÐnai ta axi¸mata s¸matoc: To sÔnolo R eÐnai efodiasmèno

me dÔo dimeleÐc pr�xeic, prìsjesh (+) kai pollaplasiasmì (·), tètoiec ¸ste gia k�je

a, b, c ∈ R

(A1) (a+ b) + c = a+ (b+ c)

(A2) 0 + a = a

(A3) up�rqei −a ∈ R tètoio ¸ste a+ (−a) = 0

(A4) a+ b = b+ a

(M1) (ab)c = a(bc)

(M2) 1 · a = a

(M3) an a 6= 0, up�rqei a−1 ∈ R tètoio ¸ste aa−1 = 1

(M4) ab = ba

(D) (a+ b)c = ac+ bc.

H deÔterh om�da apì ta axi¸mata eÐnai ta axi¸mata di�taxhc: 'Estw a, b, c ∈ R.

(O1) akrib¸c èna apì a < b, a = b, a > b isqÔei,

(O2) an a > b kai b > c, tìte a > c,
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(O3) an a > b, tìte a+ c > b+ c,

(O4) an a > b kai c > 0, tìte ac > bc.

Opoiod pote sÔsthma ikanopoieÐ tic dÔo pio p�nw om�dec axiwm�twn kaleÐtai diatetagmèno

s¸ma. ParathroÔme ìti to sÔsthma twn rht¸nQ eÐnai epÐshc èna diatetagmèno s¸ma. Sthn

pragmatikìthta, mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti k�je diatetagmèno s¸ma perièqei �isomorfik�

antÐgrafa� twn fusik¸n, twn akeraÐwn kai twn rht¸n. Pio eidik�, sthn perÐptwsh twn

pragmatik¸n arijm¸n èqoume ìti Q ⊆ R kai, epiplèon, h prìsjesh kai o pollaplasiasmìc

sto R, ìtan perioristoÔn se stoiqeÐa tou Q, sumpÐptoun me tic antÐstoiqec dimeleÐc pr�xeic
sto Q. Parìmoia gia ton periorismì sto Q thc di�taxhc < pou èqoume sto R.

Orismìc. 'Ena uposÔnolo A tou R lègetai fragmèno proc ta p�nw (  �nw fragmèno)

an up�rqei a ∈ R tètoio ¸ste gia k�je x ∈ A, na isqÔei x ≤ a. K�je tètoioc arijmìc a

lègetai �nw fr�gma tou A.

To axÐwma pou xeqwrÐzei touc rhtoÔc apì touc pragmatikoÔc eÐnai to akìloujo.

AxÐwma sunèqeiac. 'Estw S èna fragmèno proc ta p�nw, mh-kenì uposÔnolo twn

pragmatik¸n. Tìte up�rqei ènac arijmìc M ∈ R tètoioc ¸ste

(B1) o arijmìc M eÐnai èna �nw fr�gma tou S,

(B2) gia k�je ε > 0, up�rqei s ∈ S tètoio ¸ste s > M − ε.

Orismìc. O arijmìc M pou ikanopoieÐ tic sunj kec (B1) kai (B2) pio p�nw onom�zetai

to �nw pèrac   supremum tou sunìlou S kai sumbolÐzetai me M = supS.

Parat rhsh. ['Amesh sunèpeia tou pio p�nw orismoÔ.]

(i) To �nw pèrac, an up�rqei, eÐnai monadikì.

(ii) 'Estw A èna mh-kenì, �nw fragmèno uposÔnolo twn pragmatik¸n. An a eÐnai opoio-

d pote �nw fr�gma tou A, tìte supA ≤ a.

Par�deigma. Jètoume S = {x ∈ R : x2 < 2}. Tìte 0 ∈ S, �ra S 6= ∅. ParathroÔme

epÐshc ìti x ≤ 2 gia ìla ta x ∈ S. [Ex ghsh: An x > 2, tìte x · x > 2 · x > 2 · 2 =

4 (axi¸mata di�taxhc).] To axÐwma thc sunèqeiac (S eÐnai èna mh-kenì, �nw-fragmèno

uposÔnolo tou R) mac exasfalÐzei thn Ôparxh tou supS. JètoumeM = supS. Profan¸c

M > 0, afoÔ 1 ∈ S. Ja deÐxoume ìti M2 = 2. ProqwroÔme me apagwg  se �topo kai

upojètoume ìti M2 6= 2. 'Eqoume tìte ìti eÐte M2 < 2   M2 > 2.

(i) An M2 < 2, tìte (M + ε)2 = M2 + 2Mε + ε2 < M2 + (2M + 1)ε < 2, opoted pote

0 < ε < min
(

1, 2−M2

2M+1

)
. Epomènwc M + ε ∈ S, to opoÐo profan¸c antif�skei me thn

sunj kh (B1).

(ii) An M2 > 2, tìte (M − ε)2 = M − 2Mε+ ε2 ≥M2 − 2Mε > 2 an (0 <) ε < M2−2
2M

, to

opoÐo profan¸c antif�skei me to ìti M = supS.

'Eqoume deÐxei sto par�deigma autì ìti sto R h exÐswsh x2 = 2 èqei lÔsh, k�ti pou den

sumbaÐnei sto Q ìpwc èqoume dei sto Kef�laio 1.
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O pio p�nw sullogismìc mporeÐ na prosarmosteÐ gia na apodeiqjeÐ to ex c apotèlesma:

Je¸rhma 7.1. Upojètoume ìti n ∈ N, c ∈ R kai c > 0. Tìte h exÐswsh xn = c èqei

monadik  lÔsh gia x ∈ R, x > 0.

Orismìc. SumbolÐzoume me n
√
c (  me c1/n) thn monadik  jetik  lÔsh thc exÐswshc xn = c

sto pio p�nw je¸rhma. An p ∈ Z kai q ∈ N, orÐzoume cp/q = (c1/q)p.

[UpenjÔmish: Gia y ∈ R, y > 0 jètoume y0 = 1. Jètoume epÐshc, gia r ∈ Z, r > 0

y−r = 1
yr
.]

MporeÐ na deiqjeÐ ìti:

(i) O orismìc tou cm, ìpou m = p/q ìpou p ∈ Z kai q ∈ N den exart�tai apì thn epilog 

twn p kai q. [An m = p
q

= p1
q1
, (c1/q)p = (c1/q1)p1 .]

(ii) Oi nìmoi twn ekjet¸n ikanopoioÔntai, dhlad  cacb = ca+b kai (ca)b = cab opoted pote

c ∈ R, c > 0 kai a, b ∈ Q.

Akìma mia sunèpeia tou axi¸matoc thc sunèqeiac eÐnai h

Arqim deia idiìthta. Gia k�je x ∈ R, up�rqei n ∈ N tètoio ¸ste n > x.

Apìdeixh. ProqwroÔme me apagwg  se �topo kai upojètoume ìti up�rqei x ∈ R tètoio

¸ste n ≤ x gia ìla ta n ∈ N. Tìte to N eÐnai èna mh-kenì �nw fragmèno uposÔnolo twn

pragmatik¸n. To axÐwma thc sunèqeiac mac exasfalÐzei thn Ôparxh tou supN. Jètoume

M = supN . Tìte M ≥ n gia k�je n ∈ N, kai epomènwc M ≥ n + 1 gia k�je n ∈ N,
afoÔ n+ 1 ∈ N opoted pote n ∈ N. 'Epetai ìti M − 1 ≥ n gia k�je n ∈ N pou profan¸c

antif�skei me thn epilog  tou M wc supremum tou sunìlou N.

EÐmaste t¸ra se jèsh na apodeÐxoume to akìloujo shmantikì

Je¸rhma 7.2. An a < b eÐnai dÔo tuqaÐoi pragmatikoÐ arijmoÐ, tìte up�rqei rhtìc q

tètoioc ¸ste a < q < b. [H idiìthta aut  ekfr�zetai kai wc ex c ��Oi rhtoÐ apoteloÔn

puknì uposÔnolo twn pragmatik¸n.��]

Apìdeixh. Apì thn arqim deia idiìthta twn pragmatik¸n, xèroume ìti up�rqei n ∈ N
tètoioc ¸ste n > 2

b−a . 'Eqoume dhlad  ìti n(b − a) > 2 kai epomènwc nb > na + 2 >

[na] + 1 > na. 'Epetai ìti b > [na]+1
n

> a. Gr�fontac q = [na]+1
n

, èqoume ìti q eÐnai rhtìc

kai ìti a < q < b.

ShmeÐwsh. To Je¸rhma 7.2 mac exasfalÐzei ìso jèloume kal  ��prosèggish�� twn prag-

matik¸n me rhtoÔc: Dosmènou x ∈ R kai ε > 0 up�rqei rhtìc q tètoioc ¸ste |x− q| < ε.

(SugkrÐnete epÐshc me thn shz thsh sthn Par�grafo 7.2.)

Gia par�deigma, 141
100

, 1414
1000

kai 14142
10000

eÐnai rhtèc proseggÐseic tou
√

2 = 1, 414213 . . . .

EÐnai epÐshc eÔkolo na deÐxoume ìti ��metaxÔ dÔo rht¸n q1 < q2 up�rqei �rrhtoc��: Jètoume

a = q1 + 1√
2
(q2 − q1). EÐnai fanerì ìti a eÐnai �rrhtoc kai ikanopoieÐ q1 < a < q2.
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Pìrisma 7.3. Oi �rrhtoi apoteloÔn puknì uposÔnolo twn pragmatik¸n.

Apìdeixh. An a < b eÐnai dÔo tuqaÐoi pragmatikoÐ, tìte up�rqoun q1, q2 ∈ Q tètoioi

¸ste a < q1 < q2 < b (qrhsimopoioÔme to Je¸rhma 7.2, dÔo diadoqikèc efarmogèc).

Jètoume u = q1 + 1√
2
(q2 − q1). Tìte u eÐnai �rrhtoc kai a < q1 < u < q2 < b.

TeleÐwc an�loga me ton orismì twn fragmènwn proc ta p�nw sunìlwn kai tou supre-

mum, orÐzontai ta fragmèna proc ta k�tw sÔnola kai to infimum (k�tw pèrac). Pio

sugkekrimèna:

Orismìc. Lème ìti to uposÔnolo S tou R eÐnai fragmèno proc ta k�tw an up�rqei

pragmatikìc arijmìc k tètoioc ¸ste x ≥ k gia k�je x ∈ S. Se tètoia perÐptwsh lème ìti

k eÐnai èna k�tw fr�gma tou S.

To axÐwma thc sunèqeiac mporeÐ na diatupwjeÐ kai me thn pio k�tw morf : 'Estw T èna

mh-kenì uposÔnolo twn pragmatik¸n to opoÐo eÐnai fragmèno proc ta k�tw. Tìte up�rqei

ènac arijmìc m ∈ R tètoioc ¸ste

(b1) m eÐnai èna k�tw fr�gma tou T ,

(b2) dosmènou ε > 0, up�rqei t ∈ T tètoio ¸ste t < m+ ε.

O arijmìc m pou ikanopoieÐ tic sunj kec (b1) kai (b2) kaleÐtai to k�tw pèrac   infimum

tou T (sumbolismìc: m = inf T ).

Orismìc. Lème ìti to uposÔnolo S tou R eÐnai fragmèno an S eÐnai fragmèno proc ta

p�nw kai fragmèno proc ta k�tw.

Shmantikì rìlo ja paÐxoun sthn sunèqeia uposÔnola tou R ta opoÐa onom�zontai dia-

st mata. Me ton ìro autì ennooÔme uposÔnola tou R thc morf c (pio k�tw a, b eÐnai

pragmatikoÐ arijmoÐ me a < b):

SÔnolo SÔmbolo OnomasÐa

{x ∈ R : a < x < b} (a, b) anoiqtì di�sthma a, b

{x ∈ R : a < x} (a,+∞) anoiqtì di�sthma a,+∞
{x ∈ R : a > x} (−∞, a) anoiqtì di�sthma −∞, a
{x ∈ R : a < x ≤ b} (a, b] anoiqtì arister�, kleistì dexi� di�sthma a, b

7.2. Dekadik  par�stash pragmatikoÔ arijmoÔ

'Estw x ∈ R me 0 ≤ x < 1. Jètoume a1 = [10x], me �lla lìgia orÐzoume a1 na eÐnai

to akèraio mèroc tou 10x, dhlad  o megalÔteroc akèraioc pou eÐnai mikrìteroc   Ðsoc

tou 10x. [Sthn pragmatikìthta mia austhr  tekmhrÐwsh thc Ôparxhc tètoiou akeraÐou a1

qrhsimopoi¸ntac ta axi¸mata diatetagmènou s¸matoc gia to R, emplèkei thn arqim deia

idiìthta twn pragmatik¸n (kai thn arq  thc kal c di�taxhc gia to N).]
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QrhsimopoioÔme t¸ra majhmatik  epagwg : Upojètoume ìti k ∈ N me k > 1. 'Eqontac

epilèxei akeraÐouc a1, . . . , ak−1, èstw t¸ra ak o megalÔteroc akèraioc tètoioc ¸ste a1
10

+
a2
102

+ . . . + ak
10k
≤ x. (Elègxte ìti a2 = [102(x − a1

10
)], a3 = [103(x − a1

10
− a2

102
)], . . . ,

ak = [10k(x −
∑k−1

i=1
ai
10i

)], . . . , ìpou wc sun jwc, sumbolÐzoume me [u] to akèraio mèroc

tou pragmatikoÔ arijmoÔ u.) H arq  anadromikoÔ orismoÔ mac exasfalÐzei ìti h akoloujÐa

mh-arnhtik¸n akeraÐwn (ai) orÐzetai monadik�.

Parat rhsh. Apì ton trìpo pou èqoun epilegeÐ oi akèraioi ai èqoume ìti, gia k�je

k ∈ N, isqÔei ìti 0 ≤ x−
∑k−1

i=1
ai
10i

< 1
10k

.

Gia k�je k ∈ N, jètoume sk = a1
10

+ a2
102

. . . + ak
10k

. Profan¸c, sk ≤ sk+1 gia ìla ta

k ∈ N. Jètoume epÐshc S = {sk : k ∈ N}. 'Eqoume tìte ìti S eÐnai èna mh-kenì, �nw

fragmèno (afoÔ t ≤ x gia ìla ta t ∈ S) uposÔnolo twn pragmatik¸n. To axÐwma thc

sunèqeiac mac exasfalÐzei ìti to supS up�rqei. Qrhsimopoi¸ntac, gia par�deigma, thn pio

p�nw parat rhsh mazÐ me thn arqim deia idiìthta twn pragmatik¸n mporoÔme eÔkola na

sumper�noume ìti supS = x. Mèsw thc akoloujÐac (ai) prokÔptei h dekadik  par�stash

x = 0, a1a2a3 . . . gia ton pragmatikì arijmì x. Epiplèon, o trìpoc me ton opoÐo èqoume

orÐsei thn akoloujÐa (ai), mac exasfalÐzei ìti den up�rqei arijmìc n0 tètoioc ¸ste ai = 9

gia ìla ta i ≥ n0. Wc proc thn idiìthta aut , na mhn up�rqoun dhlad  epanalambanì-

mena 9�ria, h dekadik  par�stash pou èqoume petÔqei me thn pio p�nw diadikasÐa gia ton

pragmatikì arijmì x eÐnai monadik .

AntÐstrofa, mporoÔme na apodeÐxoume to ex c apotèlesma:

'Estw (bi) mia akoloujÐa akeraÐwn tètoia ¸ste 0 ≤ bi < 10 gia ìla ta i, kai me thn

epiplèon idiìthta ìti dosmènou n0 ∈ N, up�rqei i ≥ n0 tètoio ¸ste ai 6= 9. Tìte up�rqei

pragmatikìc arijmìc y, me 0 ≤ y < 1, tètoioc ¸ste, gia k�je k ≥ 1, èqoume ìti x =
b1
10

+ b2
102

. . .+ bk
10k

+ γk, ìpou o arijmìc γk ikanopoieÐ 0 ≤ γk <
1

10k
.

7.3. Epèktash tou s¸matoc R sto C

MigadikoÐ arijmoÐ. AfoÔ to tetr�gwno opoioud pote pragmatikoÔ arijmoÔ eÐnai mh-

arnhtikìc pragmatikìc, den up�rqei x ∈ R tètoio ¸ste x2 = −1.

��EpekteÐnoume�� to sÔnolo R sto sÔnolo C twn migadik¸n arijm¸n ��prosart¸ntac�� èna

xeqwristì arijmì i o opoÐoc ikanopoieÐ aut  thn exÐswsh (dhlad , i2 = −1). 'Eqoume

loipìn ìti oi migadikoÐ arijmoÐ eÐnai ekfr�seic thc morf c x + iy, ìpou x, y ∈ R. DÔo

stoiqeÐa x + iy kai u + iv tou C (èqoume dhlad  x, y, u, v ∈ R) eÐnai, apì ton orismì, Ðsa

an, kai mìno an, x = u kai y = v.

An a, b ∈ R kai z = a + ib (∈ C), tìte a kaleÐtai to pragmatikì mèroc tou z kai b to

fantastikì mèroc tou z. Sun jwc qrhsimopoioÔme ton ex c aplopoihmèno sumbolismì:

gr�foume x gia x+ i0, iy gia 0 + iy, kai i gia 0 + i1. H pr¸th apì autèc tic aplopoi seic

sunep�getai ìti jewroÔme to sÔnolo R twn pragmatik¸n arijm¸n wc uposÔnolo tou C.
(Koit�xte sto Kef�laio 15 gia perissìterec leptomèreiec sqetik� me to shmeÐo autì.)
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Gewmetrik  par�stash. 'Opwc èqoume dei pio p�nw, ènac migadikìc arijmìc z ka-

jorÐzetai (me monadikì trìpo) apì èna diatetagmèno zeÔgoc pragmatik¸n arijm¸n (x, y).

H amfimonos manth antistoÐqish se k�je migadikì arijmì z = x + iy tou diatetagmènou

zeÔgouc (x, y) ∈ R2 odhgeÐ sthn gewmetrik  par�stash twn migadik¸n arijm¸n wc shmeÐa

enìc epipèdou: Efodi�zoume, wc sun jwc, to epÐpedo R2 me kartesianoÔc �xonec sunte-

tagmènwn kai tautÐzoume ton migadikì arijmì z = x+ iy me to shmeÐo P (x, y) sto epÐpedo

(to opoÐo èqei kartesianèc suntetagmènec (x, y) ∈ R2):

To shmeÐo P (x, y) tautÐzetai me ton migadikì arijmì z = x+ iy (= r cos θ+ ir sin θ), ìpou

r =
√
x2 + y2 kai, gia (x, y) 6= (0, 0), cos θ = x√

x2+y2
, sin θ = y√

x2+y2
, 0 ≤ θ < 2π.

Prìtash 7.4. (Trigwnometrik  morf  � polikèc suntetagmènec). K�je migadikìc a-

rijmìc z èqei mia paragontopoÐhsh thc morf c z = r(cos θ + i sin θ) ìpou r ≥ 0 kai

0 ≤ θ < 2π.

[Ta stoiqeÐa tou zeÔgouc (r, θ) onom�zontai polikèc suntetagmènec tou migadikoÔ arijmoÔ

z = x + iy. Eidikìtera to r onom�zetai mètro tou z, to opoÐo sumbolÐzetai epÐshc me |z|
(èqoume dhlad  r = |z| =

√
x2 + y2 an z = x + iy ∈ C). EpÐshc, sthn perÐptwsh pou

z = x+ iy ∈ C me (x, y) 6= (0, 0), sthn perÐptwsh dhlad  pou z 6= 0, h gwnÐa θ onom�zetai

prwteÔon ìrisma tou z. An z = 0 tìte h gwnÐa θ sthn pio p�nw prìtash mporeÐ na epilegeÐ

aujaÐreta. Profan¸c, an z = x + iy ∈ C me (x, y) 6= (0, 0), tìte to z kajorÐzei monadikì

zeÔgoc (r, θ) me r > 0 kai 0 ≤ θ < 2π.]

H algebrik  dom  twn migadik¸n arijm¸n. EpekteÐnontac tic antÐstoiqec pr�-

xeic sto R, prìsjesh kai pollaplasiasmìc sto C orÐzontai me

(x+ iy) + (u+ iv) = (x+ u) + i(y + v),

(x+ iy)(u+ iv) = (xu− yv) + i(xv + yu),

(ìpou x, y, u, v ∈ R).

Jètontac x = u = 0 kai y = v = 1, paÐrnoume thn tautìthta i2 = −1.

'Amesh sunèpeia tou piì p�nw orismoÔ kai twn antÐstoiqwn idiot twn thc prìsjeshc kai

pollaplasiasmoÔ sto R eÐnai to ex c apotèlesma.
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Prìtash 7.5. 'Estw z1, z2, z3 ∈ C. Tìte isqÔoun:

(i) z1 + z2 = z2 + z1, (ii) z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3, (iii) z1z2 = z2z1,

(iv) z1(z2z3) = (z1z2)z3, (v) z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3.

Par�deigma. (Apìdeixh epimeristik c idiìthtac sto C.) 'Estw z1, z2, z3 ∈ C me z1 =

x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, z3 = x3 + iy3, (xi, yi ∈ R). 'Eqoume tìte

z1(z2 + z3) = (x1 + iy1)((x2 + x3) + i(y2 + y3))

= (x1(x2 + x3)− y1(y2 + y3)) + i(x1(y2 + y3) + y1(x2 + x3)), kai

z1z2 + z1z3 = ((x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1)) + ((x1x3 − y1y3) + i(x1y3 + x3y1))

= (x1x2 − y1y2 + x1x3 − y1y3) + i(x1y2 + x2y1 + x1y3 + x3y1).

Qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec thc prìsjeshc kai tou pollaplasiasmoÔ pragmatik¸n arij-

m¸n (ìpwc epimeristik  idiìthta, · eÐnai antimetajetikìc, + eÐnai prosetairistik ), blèpoume

ìti oi dÔo ekfr�seic eÐnai Ðsec.

Par�deigma. 'Estw z = x+ iy ∈ C me (x, y) 6= (0, 0). Jètoume w =
(

x
x2+y2

)
+ i
( −y
x2+y2

)
.

Elègxte ìti zw = 1 (= 1 + i0).

ShmeÐwsh. To sÔnolo C, wc proc thn prìsjesh kai pollaplasiasmì pou èqoume orÐsei

s�autì, apoteleÐ s¸ma (sugkrÐnete me thn suz thsh sthn Par�grafo 7.1).

SuzugeÐc migadikoÐ arijmoÐ. An z = x+ iy (x, y ∈ R) eÐnai ènac migadikìc arijmìc,
tìte o migadikìc arijmìc x+ i(−y) kaleÐtai o suzug c tou kai sumbolÐzetai me z̄.

Prìtash 7.6. 'Estw z, w ∈ C. 'Eqoume tìte

(i) ¯̄z = z, (ii) |z̄| = |z|, (iii) zz̄ = |z|2, (iv) z + w = z̄ + w̄, (v) zw = z̄w̄.

Shmei¸seic kai Sqìlia

1. Στην αρχή της Παραγράφου 7.1 περιγράψαμε κάποιες σημαντικές ιδιότητες του σώματος R των πραγμα-

τικών αριθμών. Πιο ειδικά το R είναι ένα διατεταγμένο σώμα εφοδιασμένο με την ιδιότητα του ‘‘ελάχιστου

άνω φράγματος’’ (που ικανοποιεί, δηλαδή, το αξίωμα της συνέχειας). Ανακύπτει όμως το εξής ερώτημα:

Είναι οι ιδιότητες αυτές αρκετές για να χαρακτηρίσουν πλήρως το σώμα R; Στην πραγματικότητα, στην

κατεύθυνση αυτή, μπορεί να αποδεχθεί το εξής αποτέλεσμα: Οποιαδήποτε δύο διατεταγμένα σώματα που

έχουν την ιδιότητα του ‘‘ελάχιστου άνω φράγματος’’ είναι ισομορφικά (είναι, δηλαδή, ‘‘ουσιαστικά τα ίδια’’).

2. Ξεχνώντας προς στιγμήν την οποιαδήποτε αντίληψη έχουμε αποκομήσει για τους πραγματικούς αριθμούς

από την σχολική μας πείρα, είναι φανερό ότι δεν είναι καθόλου εύκολο το εγχείρημα να κατασκευάσει κάποιος

‘‘από την αρχή’’ ένα τόσο πλούσια δομημένο σύστημα (εφοδιασμένο με όλες αυτές τις ιδιότητες που έχουμε

προαναφέρει), όπως είναι οι πραγματικοί αριθμοί. Το πρώτο βήμα είναι η κατασκευή του συστήματος N
των φυσικών αριθμών. ΄Οπως έχουμε δει, αυτό μπορεί να επιτευχθεί χρησιμοποιώντας εργαλεία από την

θεωρία συνόλων ή, εναλλακτικά, αρχίζοντας από το σύνολο N και κάνοντας κάποιες παραδοχές όπως τα

αξιώματα Peano. Στην συνέχεια, με απλές αλγεβρικές κατασκευές μπορούμε διαδοχικά να κατασκευάσουμε

το σύστημα των ακεραίων Z από το N, και το σύστημα των ρητών Q από το Z.
Ο Cantor κατασκεύασε τους πραγματικούς αριθμούς από τους ρητούς χρησιμοποιώντας ακολουθίες Cauchy.

64



Σε κατασκευές αυτής της μορφής, ένας πραγματικός αριθμός ορίζεται ως μια κλάση ισοδυναμίας ακολουθιών

Cauchy ρητών αριθμών. Μια άλλη μέθοδος κατασκευής των πραγματικών από τους ρητούς είναι μέσω

κατάλληλων υποσυνόλων τουQ που καλούνται τομές και τα οποία εισήγαγε ο Dedekind. Μια τομήDedekind

είναι ένα υποσύνολο A του Q με τις εξής ιδιότητες: (i) ∅ $ A $ Q, (ii) Αν p ∈ A, q ∈ Q και q < p, τότε

q ∈ A, και (iii) Αν p ∈ A, τότε p < r για κάποιο r < A.

Οι Cantor και Dedekind δημοσίευσαν τις κατασκευές τους το 1872.

3. Μια αλγεβρική κατασκευή του σώματος C από το σώμα R χρησιμοποιεί τις έννοιες του δακτυλίου πηλίκο

και του μεγιστικού ιδεώδους (κοιτάξτε στο Κεφάλαιο 17).

Ask seic

7.1 Δείξτε ότι
√

2 +
√

6 >
√

15.

7.2 Θέτουμε f : (−1,∞) → (0,∞) : x 7→ 1
x+1 , (x ∈ (−1,∞)). Δείξτε ότι η f είναι αμφιμονοσήμαντη και

βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση.

7.3 ΄Εστω A, B μη-κενά, φραγμένα σύνολα πραγματικών αριθμών. Δείξτε ότι υπάρχει το sup(A ∪B) και

ότι sup(A ∪B) = max{supA, supB}.

7.4 (i) ΄Εστω A ένα μη-κενό υποσύνολο των πραγματικών. ΄Εστω επίσης b ∈ R με b > 0 και C = {bx :

x ∈ A}. Αν A είναι άνω φραγμένο (αντίστοιχα, κάτω φραγμένο) βρείτε το supC (αντίστοιχα, inf C)

αν αυτό υπάρχει.

(ii) ΄Εστω B ένα μη-κενό φραγμένο υποσύνολο του R. Δείξτε ότι το σύνολο {−b : b ∈ B} είναι

φραγμένο και ότι sup{−b : b ∈ B} = − inf B.

7.5 Θέτουμε A = {2−m + 3−n : m,n ∈ N}. Βρείτε το supA και inf A (αν αυτά υπάρχουν).

7.6 (i) Δείξτε ότι η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασμός μιγαδικών αριθμών ικανοποιούν την προσεταιριστική

ιδιότητα.

(ii)Δείξτε τα πιο κάτω.

(a) Αν z ∈ C, τότε υπάρχει μοναδικό z′ ∈ C με z + z′ = 0. [Σε τέτοια περίπτωση γράφουμε z′ = −z.]
(b) Υπάρχει μοναδικό e ∈ C τέτοιο ώστε ze = z για όλα τα z ∈ C.

(c) Για κάθε z ∈ C με z 6= 0, υπάρχει μοναδικό w ∈ C τέτοιο ώστε zw = 1.

7.7 Θέτουμε R1 = {(z, w) ∈ C× C : z − w (= z + (−w)) ∈ R}.
(i) Δείξτε ότι R1 είναι μια σχέση ισοδυναμίας στο C.

(ii) ΄Εστω a ∈ R. Βρείτε την κλάση ισοδυναμίας ā (ως προς την σχέση R1).

(iii) Βρείτε ένα αντιπρόσωπο από κάθε κλάση ισοδυναμίας που προκύπτει από την σχέση R1.

(iv) Μπορείτε να βρείτε γεωμετρική ερμηνεία για τις κλάσεις ισοδυναμίας ως προς την σχέση R1;

7.8 Θέτουμε G = C− {0} και N = {z ∈ G : |z| = 1}. Θέτουμε επίσης R = {(a, b) ∈ G×G : a−1b ∈ N}.
(i) Δείξτε ότι R είναι μια σχέση ισοδυναμίας στο σύνολο G.

(ii) Βρείτε ένα υποσύνολο T του G που να αποτελείται από ακριβώς ένα αντιπρόσωπο από κάθε μια

από τις διακεκριμένες κλάσεις ισοδυναμίας ως προς την σχέση R.
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8. Perissìtera gia sÔnola

8.1. Arijm sima sÔnola

UpenjÔmish. 'Estw A èna mh-kenì sÔnolo. SÔmfwna me ton orismì pou èqoume d¸sei,

lème ìti to A eÐnai peperasmèno an up�rqei amfimonos manth sun�rthsh apì to sÔnolo

{1, 2, . . . , n} sto A gia k�poio n ∈ N. Diaforetik� lème ìti to A eÐnai �peiro. (JewroÔme

to kenì sÔnolo � kat� sunj kh � wc peperasmèno.)

Orismìc. 'Estw A, B mh-ken� sÔnola. Lème ìti to sÔnolo A eÐnai ìmoio proc to sÔnolo

B (sumbolismìc: A ∼ B) an up�rqei amfimonos manth sun�rthsh f : A→ B.

Prìtash 8.1. Gia opoiad pote mh-ken� sÔnola A,B kai C isqÔoun

(i) A ∼ A, (ii) an A ∼ B, tìte B ∼ A, (iii) an A ∼ B kai B ∼ C, tìte A ∼ C.

Apìdeixh. 'Askhsh.

ParadeÐgmata 8.2. (i) (0, 1) ∼ (a, b), ìpou a, b ∈ R me a < b: Jètoume f(x) =

(b− a)x+ a, (x ∈ (0, 1)).

(ii) (−π
2
, π

2
) ∼ R: Jètoume f(x) = tan x, (x ∈ (−π

2
, π

2
)).

(iii) R ∼ (0,∞): Jètoume f(x) = ex, (x ∈ R).

(iv) N ∼ {2n : n ∈ N}: Jètoume f(x) = 2x, (x ∈ N).

Shmei¸seic. (i) An perioristoÔme se mia dosmènh sullog  C mh-ken¸n sunìlwn, tìte h
omoiìthta ∼ orÐzei mia dimel  sqèsh sthn C, h opoÐa eÐnai mia sqèsh isodunamÐac sthn C
apì thn Prìtash 8.1.

(ii) An A,B eÐnai mh-ken� sÔnola me A ∼ B, lème epÐshc ìti ta sÔnola A,B eÐnai ìmoia.

(iii) DÔo peperasmèna sÔnola eÐnai ìmoia an, kai mìno an, aut� èqoun to Ðdio pl joc

stoiqeÐwn. Pio eidik�, èna peperasmèno sÔnolo den mporeÐ na eÐnai ìmoio proc èna gn -

sio uposÔnolo tou (k�ti pou den isqÔei sthn perÐptwsh pou èqoume èna �peiro sÔnolo

ìpwc èqoume dei). Sthn sÔneqeia ja deÐxoume ìti �peira sÔnola p�nta perièqoun gn sia

uposÔnola proc ta opoÐa eÐnai ìmoia.

Orismìc. (i) Lème ìti to sÔnolo A eÐnai arijm sima �peiro an A ∼ N.

(ii) Lème ìti to sÔnolo B eÐnai arijm simo an to B eÐnai eÐte peperasmèno   arijm sima

�peiro.
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ShmeÐwsh. 'Epetai apì ton pio p�nw orismì ìti èna arijm sima �peiro sÔnolo A eÐnai

èna �peiro sÔnolo me thn idiìthta ìti ìla ta stoiqeÐa tou mporoÔn na dieujethjoÔn wc

mia (�peirh) akoloujÐa. 'Eqoume dhlad  A = {a1, a2, . . . , an, . . .}. [Ex ghsh: An A eÐnai

arijm sima �peiro, tìte up�rqei amfimonos manth sun�rthsh f : N→ A. Gr�foume f(1) =

a1, f(2) = a2 kai, pio genik�, f(n) = an gia k�je n ∈ N.]

ParadeÐgmata. (i) To sÔnolo {2n : n ∈ N} eÐnai arijm sima �peiro.

(ii) To sÔnolo Z eÐnai arijm sima �peiro: ParathroÔme ìti ìla ta stoiqeÐa tou Z mporoÔn

na dieujethjoÔn wc mia �peirh akoloujÐa wc ex c: 0, 1, −1, 2, −2, 3, −3, . . . . AntÐstoiqa,

ja mporoÔsame na orÐsoume thn sun�rthsh f : N → Z ìpou f(n) = n
2
an n eÐnai �rtioc

fusikìc, kai f(n) = 1
2
(1− n) an n eÐnai perittìc fusikìc. Profan¸c h sun�rthsh f eÐnai

amfimonos manth.

L mma 8.3. K�je uposÔnolo tou N eÐnai arijm simo.

Apìdeixh. 'Estw A ⊆ N. To apotèlesma profan¸c isqÔei ìtan A eÐnai peperasmèno,

epomènwc upojètoume ìti to A eÐnai �peiro. 'Estw ìti o fusikìc a1 eÐnai to el�qisto

stoiqeÐo tou A (arq  thc kal c di�taxhc). To sÔnolo A − {a1} eÐnai mh-kenì, epomènwc
èqei el�qisto stoiqeÐo, èstw to a2. Parìmoia jètoume a3 na eÐnai to el�qisto stoiqeÐo tou

A − {a1, a2} kai, pio genik� an na eÐnai to el�qisto stoiqeÐo tou A − {a1, . . . , an−1} gia
n ≥ 2. ParathroÔme ìti h sun�rthsh f : N→ A : n 7→ an, (n ∈ N) eÐnai amfimonos manth.
[Ex ghsh: H �peirh akoloujÐa (an) pou èqoume kataskeu�sei pio p�nw ikanopoieÐ an+1 >

an ≥ n gia k�je n ∈ N. 'Epetai ìti h sun�rthsh f eÐnai enriptik . 'Estw ìti f den eÐnai

epirriptik . Tìte up�rqei a ∈ A−{an : n ∈ N}. Apì thn kataskeu  thc (an) ja eÐqame ìti

an ≤ a gia ìla ta n ∈ N, pou profan¸c antif�skei me tic idiìthtec thc �peirhc akoloujÐac
(an).]

Je¸rhma 8.4. 'Estw A èna mh-kenì sÔnolo. Tìte ta (i), (ii) kai (iii) pio k�tw eÐnai

isodÔnama:

(i) A eÐnai arijm simo, (ii) up�rqei epÐrriyh g : N→ A, (iii) up�rqei ènriyh f : A→ N.

Apìdeixh. 'Estw A èna mh-kenì sÔnolo. EÐnai arketì na deÐxoume ta akìlouja: (i)⇒(ii),

(ii)⇒(iii) kai (iii)⇒(i).

(i)⇒(ii): Upojètoume ìti A eÐnai arijm simo. An A eÐnai peperasmèno tìte, afoÔ A 6= ∅,
uparqei amfimonos manth sun�rthsh g1 : {1, 2, . . . , n} → A, gia k�poio n ∈ N. Jètoume

h : N → {1, 2, . . . , n} ìpou h(i) = i an 1 ≤ i ≤ n, kai h(i) = 1 an i > n (i ∈ N). Tìte

h sun�rthsh g : N→ A pou orÐzetai me g = g1 ◦ h eÐnai epirriptik , afoÔ eÐnai h sÔnjesh

dÔo epirriptik¸n sunart sewn. An t¸ra to A den eÐnai peperasmèno, tìte to A eÐnai

arijm sima �peiro. 'Eqoume dhlad  ìti N ∼ A apì to opoÐo èpetai �mesa to zhtoÔmeno.

(ii)⇒(iii): Upojètoume ìti up�rqei epÐrriyh g : N → A. ParathroÔme ìti gia k�je a ∈
A, to sÔnolo g−1({a}) (= {x ∈ N : g(x) = a}) eÐnai èna mh-kenì uposÔnolo tou N.
Qrhsimopoi¸ntac thn arq  thc kal c di�taxhc to sÔnolo autì èqei el�qisto stoiqeÐo,

to opoÐo sumbolÐzoume me na. OrÐzoume t¸ra thn sun�rthsh f : A → N me f(a) = na,
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(a ∈ A). 'Eqoume tìte ìti f eÐnai enriptik . [Ex ghsh: An f(b) = f(b′) ìpou b, b′ ∈ A,
tìte g(f(b)) = g(f(b′)). 'Omwc g(f(a)) = a gia k�je a ∈ A.]

(iii)⇒(i): 'Estw f : A → N mia enriptik  sun�rthsh. An to sÔnolo A eÐnai peperasmèno

den up�rqei k�ti na apodeÐxoume, epomènwc upojètoume ìti to sÔnolo A eÐnai �peiro.

JewroÔme thn eikìna f(A) = {f(a) : a ∈ A}. H sun�rthsh f̂ : A → f(A) : a 7→ f(a)

eÐnai amfimonos manth. AfoÔ to sÔnolo A eÐnai �peiro, to sÔnolo f(A) eÐnai èna �peiro

uposÔnolo tou N kai epomènwc f(A) ∼ N (koit�xte thn apìdeixh tou L mmatoc 8.3).

'Omwc A ∼ f(A) afoÔ h sun�rthsh f̂ : A→ f(A) eÐnai amfimonos manth. Sun�goume ìti

A ∼ N.

Pìrisma 8.5. K�je uposÔnolo enìc arijm simou sunìlou eÐnai arijm simo.

Prìtash 8.6. K�je �peiro sÔnolo perièqei èna arijm sima �peiro uposÔnolo.

Apìdeixh. 'Estw A èna �peiro sÔnolo. Epilègoume k�poio stoiqeÐo tou A kai to

onom�zoume a1. To sÔnolo A−{a1} eÐnai mh-kenì. SumbolÐzoume me a2 èna apì ta stoiqeÐa

tou. H diadikasÐa aut  mporeÐ na suneqisteÐ ep' aìristo (sugkrÐnete me thn 'Askhsh 8.8):

Sto n-ostì st�dio, to sÔnolo A − {a1, . . . , an−1} eÐnai mh-kenì afoÔ to sÔnolo A eÐnai

�peiro. To sÔnolo {a1, a2, . . . , an, . . .} eÐnai tìte èna arijm sima �peiro uposÔnolo tou A.

Prìtash 8.7. K�je �peiro sÔnolo perièqei gn sio uposÔnolo proc to opoÐo eÐnai ìmoio.

Apìdeixh. 'Estw A èna �peiro sÔnolo kai B = {a1, a2, . . .} èna arijm sima �peiro

uposÔnolo tou A. OrÐzoume f : A → A − {a1} me f(x) =

{
an+1, an x = an (n ∈ N),
x, an x ∈ A−B.

Profan¸c h sun�rthsh f eÐnai amfimonos manth. Sun�goume ìti A ∼ A− {a1}.

Prìtash 8.8. H ènwsh dÔo arijm simwn sunìlwn eÐnai èna arijm simo sÔnolo.

Apìdeixh. 'Estw B1, B2 mh-ken� arijm sima sÔnola (to apotèlesma profan¸c isqÔei

an B1 = ∅   B2 = ∅). SÔmfwna me to Je¸rhma 8.4, up�rqoun epirriptikèc sunart seic

g1 : N → B1 kai g2 : N → B2. An b ∈ B1 (antÐstoiqa, b ∈ B2) tìte b = g1(k+1
2

) gia

k�poio perittì fusikì k (antÐstoiqa, b = g2(k
2
) gia k�poio �rtio fusikì k). Jètoume

h : N → B1 ∪ B2, ìpou h(n) =

{
g1(n+1

2
), an n eÐnai perittìc fusikìc,

g2(n
2
), an n eÐnai �rtioc fusikìc.

Tìte h eÐnai mia

epirriptik  sun�rthsh kai to apotèlesma eÐnai �mesh sunèpeia tou Jewr matoc 8.4.

Par�deigma 8.9. To sÔnolo {0, 1, 2, . . .} (= {0} ∪ N) eÐnai arijm simo apì thn Prì-

tash 8.8. To sÔnolo −N = {−1,−2, . . .} eÐnai ìmoio proc to N epomènwc eÐnai epÐshc

arijm simo. Blèpoume kai p�li ìti to sÔnolo Z eÐnai arijm simo afoÔ Z = −N∪({0}∪N).

(Epeid  to Z eÐnai èna �peiro sÔnolo, èpetai ìti to Z eÐnai arijm sima �peiro.)

Qrhsimopoi¸ntac majhmatik  epagwg  prokÔptei eÔkola to akìloujo apotèlesma.

Pìrisma 8.10. H ènwsh enìc peperasmènou pl jouc arijm simwn sunìlwn eÐnai èna

arijm simo sÔnolo.
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Je¸rhma 8.11. To kartesianì ginìmeno N × N eÐnai èna arijm sima �peiro sÔnolo.

('Eqoume, dhlad , ìti (N× N) ∼ N.)

Apìdeixh. 'Eqoume ìti N×N = {(i, j) : i ∈ N kai j ∈ N}. 'Ola ta stoiqeÐa tou sunìlou
N× N emfanÐzontai sthn (dipl� �peirh) di�taxh:

(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), . . .

(2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), . . .

(3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), . . .

(4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), . . .

...
...

...
...

kai epomènwc mporoÔn na dieujethjoÔn wc mia �peirh akoloujÐa me arketoÔc diaforetikoÔc

trìpouc. Gia par�deigma, proqwr¸ntac kat� m koc twn diagwnÐwn prokÔptei h akoloujÐa

(1, 1), (2, 1), (1, 2), (3, 1), (2, 2), (1, 3), . . . , (n, 1), (n− 1, 2),. . . , (1, n), . . . .

Pìrisma 8.12. To kartesianì ginìmeno dÔo arijm simwn sunìlwn eÐnai èna arijm simo

sÔnolo.

Apìdeixh. 'Estw A, B mh-ken� arijm sima sÔnola (an A = ∅   B = ∅ tìte A×B = ∅).
Tìte ta stoiqeÐa twn A kai B mporoÔn na dieujethjoÔn antÐstoiqa se akoloujÐec (ai)i≥1

kai (bj)j≥1, oi opoÐec mporeÐ na eÐnai peperasmènec   �peirec an�loga an ta A, B eÐnai

peperasmèna   �peira. JewroÔme t¸ra thn sun�rthsh f : A×B → N×N : (ai, bj) 7→ (i, j),

((ai, bj) ∈ A×B). H sun�rthsh f eÐnai enriptik . AfoÔ (N×N) ∼ N apì to Je¸rhma 8.11,

eÔkola mporoÔme na kataskeu�soume mia enriptik  sun�rthsh apì to A×B sto N.

Pìrisma 8.13. To sÔnolo Q eÐnai arijm simo.

Apìdeixh. Jètoume Q+ = {q ∈ Q : q > 0}. Tìte Q+ = {r/s : r, s ∈ N}. JewroÔme thn
sun�rthsh g : N × N → Q+ : (r, s) 7→ r/s (r, s ∈ N). H sun�rthsh g eÐnai epirriptik .

AfoÔ N × N ∼ N, up�rqei mia amfimonos manth sun�rthsh h : N → N × N. 'Epetai ìti

sun�rthsh g ◦ h : N → Q+ eÐnai epirriptik . Apì to Je¸rhma 8.4, to sÔnolo Q+ eÐnai

arijm simo. Tèloc, parathroÔme ìti Q = {−q : q ∈ Q+} ∪ {0} ∪Q+.

Prìtash 8.14. H ènwsh miac arijm simhc sullog c arijm simwn sunìlwn eÐnai èna

arijm simo sÔnolo.

Apìdeixh. 'Estw C mia arijm sima �peirh sullog  mh-ken¸n arijm simwn sunìlwn. [H

perÐptwsh pou h sullog  twn arijm simwn sunìlwn eÐnai peperasmènh kalÔptetai apì to

Pìrisma 8.10. EpÐshc se perÐptwsh pou k�poia apì ta sÔnola sthn sullog  arijm si-

mwn sunìlwn eÐnai ken�, apl¸c ta paraleÐpoume afoÔ den èqoun opoiad pote suneisfor�.]

JewroÔme pr¸ta thn perÐptwsh pou h sullog  C apoteleÐtai apì ta arijm sima �peira

sÔnola A1, A2, A3, . . . ìpou Ai = {ai1, ai2, ai3, . . .}. H sun�rthsh f : N × N → ∪i∈NAi :

(i, j) 7→ aij eÐnai epirriptik , kai epomènwc up�rqei epirriptik  sun�rthsh apì to N sthn
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ènwsh ∪i∈NAi. Tèloc, sthn perÐptwsh pou k�poio apì ta Ai sthn sullog  C eÐnai pe-

perasmèno me akrib¸c n(i) ≥ 1 stoiqeÐa, èqoume dhlad  ìti Ai = {ai1, ai2, . . . , ai n(i)},
mporoÔme na jewr soume kai p�li thn �peirh akoloujÐa (aij)j∈N jètontac aij = ai1 an

j > n(i).

Je¸rhma 8.15. To sÔnolo R den eÐnai arijm simo.

Apìdeixh. Apì to Pìrisma 8.5, arkeÐ na deÐxoume ìti to sÔnolo (0, 1) = {x ∈ R : 0 <

x < 1} den eÐnai arijm simo. [Ja mporoÔsame epÐshc na qrhsimopoi soume ìti (0, 1) ∼
(−π/2, π/2) kai (−π/2, π/2) ∼ R, apì ta ParadeÐgmata 8.2.] ProqwroÔme me apagwg  se

�topo kai upojètoume ìti to sÔnolo (0, 1) eÐnai arijm simo. To sÔnolo autì eÐnai profan¸c

�peiro kai epomènwc ta stoiqeÐa tou mporoÔn na dieujethjoÔn wc mia �peirh akoloujÐa

a1, a2, a3, . . . . Apì thn Par�grafo 7.2 xèroume ìti k�je ènac apì touc arijmoÔc an
mporeÐ na parastajeÐ se (�peirh) dekadik  morf  an = 0, an1an2an3 . . . sthn opoÐa den

qrhsimopoioÔntai epanalambanìmena 9-�ria. Epiplèon, tètoia dekadik  par�stash gia ton

an eÐnai monadik . OrÐzoume, gia n ≥ 1, ton arijmì bn me bn = 1 an ann 6= 1 kai bn = 2

an ann = 1. Tìte o arijmìc b = 0, b1b2b3 . . . ikanopoieÐ 0 < b < 1 kai diafèrei apì

ton arijmì an sthn n-ost  dekadik  jèsh. 'Epetai ìti o arijmìc b den eÐnai k�poioc apì

touc arijmoÔc a1, a2, a3,. . . . [Profan¸c h dekadik  par�stash 0, b1b2b3 . . . gia ton b den

diajètei epanalambanìmena 9-�ria. Shmei¸ste epÐshc ìti up�rqei pragmatikìc arijmìc me

aut  thn dekadik  par�stash, p�li apì thn Par�grafo 7.2.] 'Eqoume ft�sei se �topo.

Sun�goume ìti to sÔnolo (0, 1) den eÐnai arijm simo kai epomènwc to sÔnolo R den eÐnai

arijm simo.

Pìrisma 8.16. To sÔnolo R−Q den eÐnai arijm simo.

8.2. Sqèseic di�taxhc

Orismìc. 'Ena merik� diatetagmèno sÔnolo eÐnai èna mh-kenì sÔnolo L me mia dimel  sqè-

sh R sto L h opoÐa eÐnai autopaj c, metabatik  kai antisummetrik . Se tètoia perÐptwsh

lème ìti R eÐnai mia merik  di�taxh sto sÔnolo L.

Sumbolismìc. An R eÐnai mia merik  di�taxh sto mh-kenì sÔnolo L, sun jwc gr�foume

a � b sthn jèsh tou (a, b) ∈ R (ìpou a, b ∈ L) kai lème ìti to zèugoc (L,�) eÐnai èna

merik� diatetagmèno sÔnolo. EpÐshc, gia a, b ∈ L, me ton sumbolismì a ≺ b ennooÔme ìti

a � b kai a 6= b, en¸ b � a shmaÐnei to Ðdio me a ≺ b.

Parat rhsh. An (L,�) eÐnai èna merik� diatetagmèno sÔnolo, tìte (gia ìla ta a, b, c ∈
L) isqÔoun:

(i) a � a, (ii) an a � b kai b � c, tìte a � c, kai (iii) an a � b kai b � a, tìte a = b.

Gia olìklhrh thn suz thsh mac mèqri kai to tèloc thc Paragr�fou 8.2, to zeÔgoc (A,�)

(ìpou A eÐnai èna mh-kenì sÔnolo) ja sumbolÐzei èna merik� diatetagmèno sÔnolo.
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Lème ìti ta stoiqeÐa a, b ∈ A eÐnai sugkrÐsima an isqÔei a � b   b � a. DÔo dosmèna

stoiqeÐa tou A den eÐnai ìmwc upoqrewtik� sugkrÐsima. Lème ìti � apoteleÐ mia olik 

di�taxh sto sÔnolo A (  ìti to zeÔgoc (A,�) apoteleÐ èna olik� diatetagmèno sÔnolo) an

opoiad pote dÔo stoiqeÐa tou A eÐnai sugkrÐsima wc proc thn merik  di�taxh �.

Par�deigma 8.17. (i) 'Estw X èna mh-kenì sÔnolo kai L h oikogèneia ìlwn twn u-

posunìlwn tou X (èqoume dhlad  L = P(X), to dunamosÔnolo tou X). Gia A,B ∈ L
orÐzoume A � B na shmaÐnei ìti A ⊆ B (to A eÐnai uposÔnolo tou B). Tìte (L,�) eÐnai

èna merik� diatetagmèno sÔnolo to opoÐo ìmwc den eÐnai olik� diatetagmèno opoted pote

to X perièqei toul�qiston dÔo stoiqeÐa.

(ii) To zeÔgoc (R,�), ìpou � eÐnai h sunhjismènh di�taxh ≤ sto R, apoteleÐ èna olik�

diatetagmèno sÔnolo.

Parat rhsh 8.18. An (L,�) eÐnai èna olik� diatetagmèno sÔnolo kai a, b ∈ L, tìte
eÐnai eÔkolo na deÐxoume ìti isqÔei akrib¸c èna apì ta akìlouja: a ≺ b, a = b, a � b.

SuneqÐzoume me (A,�) èna merik� diatetagmèno sÔnolo. 'Ena stoiqeÐo a ∈ A kaleÐtai

megistikì an gia k�je c ∈ A to opoÐo eÐnai sugkrÐsimo me to a, isqÔei c � a (me �lla

lìgia, gia ìla ta c ∈ A isqÔei: a � c ⇒ a = c). Profan¸c, an to stoiqeÐo a ∈ A eÐnai

megistikì, den isqÔei upoqrewtik� ìti c � a gia ìla ta c ∈ A, afoÔ mporeÐ na up�rqoun

c ∈ A ta opoÐa den eÐnai sugkrÐsima me to a. Epiplèon, den mporoÔme na apokleÐsoume thn

perÐptwsh na up�rqoun perissìtera apì èna   kajìlou megistik� stoiqeÐa sto sÔnolo A

(koit�xte to Par�deigma 8.19 pio k�tw). 'Ena �nw fr�gma gia to mh-kenì uposÔnolo B

tou A eÐnai èna stoiqeÐo d ∈ A tètoio ¸ste b � d gia k�je b ∈ B. Mia alusÐda sto merik�

diatetagmèno sÔnolo (A,�) eÐnai èna mh-kenì uposÔnolo B tou A to opoÐo eÐnai olik�

diatetagmèno wc proc thn �.

Par�deigma 8.19. (i) To sÔnolo Z, wc proc thn sunhjismènh di�taxh ≤ , den perièqei

megistik� stoiqeÐa.

(ii) Jètoume L = {(x, y) ∈ R2 : y ≤ 0} kai R = {((x1, y1), (x2, y2)) ∈ L × L : x1 = x2

kai y1 ≤ y2}. Tìte R eÐnai mia merik  di�taxh sto sÔnolo L, kai to sÔnolo L èqei �peiro

pl joc megistik¸n stoiqeÐwn wc proc thn R.

To epìmeno apotèlesma eÐnai qr simo se arketèc peript¸seic pou jèloume na apodeÐxoume

thn Ôparxh megistikoÔ stoiqeÐou.

L mma tou Zorn. An L eÐnai èna (mh-kenì) merik� diatetagmèno sÔnolo tètoio ¸ste

k�je alusÐda sto L èqei èna �nw fr�gma sto L, tìte to L perièqei èna megistikì stoiqeÐo.

'Estw t¸ra B èna mh-kenì uposÔnolo tou merik� diatetagmènou sunìlou (A,�). 'Ena

stoiqeÐo c tou B kaleÐtai el�qisto stoiqeÐo tou B an c � b gia k�je b ∈ B. An k�je mh-

kenì uposÔnolo tou A perièqei el�qisto stoiqeÐo, tìte lème ìti A eÐnai kal� diatetagmèno.

Profan¸c k�je kal� diatetagmèno sÔnolo eÐnai olik� diatetagmèno (to antÐstrofo ìmwc

den isqÔei genik�).
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ParadeÐgmata 8.20. (i) H arq  thc kal c di�taxhc, ìpwc thn èqoume diatup¸sei sto

Kef�laio 5, mac lèei ìti to sÔnolo N, wc proc thn sunhjismènh di�taxh ≤, eÐnai kal�
diatetagmèno.

(ii) To sÔnolo Z, wc proc thn sunhjismènh di�taxh ≤, eÐnai olik� diatetagmèno ìmwc den

eÐnai kal� diatetagmèno afoÔ to uposÔnolo twn arnhtik¸n akeraÐwn den perièqei el�qisto

stoiqeÐo.

(iii) To sÔnolo Z eÐnai kal� diatetagmèno wc proc thn di�taxh 0, 1, −1, 2, −2, 3, −3, . . . ,

n, −n, . . . (ìpou a ≺ b an-n to a brÐsketai sta arister� tou b).

Pio genik�, an D eÐnai èna arijm sima �peiro sÔnolo, tìte opoiad pote amfimonos manth

antistoiqÐa metaxÔ tou N kai tou D ep�gei mia kal  di�taxh sto D. [Ex ghsh: 'Estw D

èna arijm sima �peiro sÔnolo kai f : N → D mia amfimonos manth sun�rthsh. OrÐzoume

mia di�taxh sto D me a ≺ b an (kai mìno an) f−1(a) < f−1(b), ìpou a, b ∈ D kai < eÐnai h

sunhjismènh di�taxh sto N. Tìte a � b (ìpou a � b shmaÐnei eÐte a ≺ b   a = b) eÐnai mia

merik  di�taxh sto sÔnolo D. Epiplèon, to sÔnolo D eÐnai kal� diatetagmèno wc proc

thn di�taxh � . Gia na to doÔme autì, upojètoume ìti B eÐnai èna mh-kenì uposÔnolo tou

D, kai jewroÔme to (mh-kenì) uposÔnolo f−1(B) = {f−1(b) : b ∈ B} tou N. H arq  thc

kal c di�taxhc (W) mac exasfalÐzei ìti up�rqei el�qisto stoiqeÐo sto sÔnolo f−1(B),

èstw to i0 ∈ N. Tìte to stoiqeÐo f(i0) ∈ B eÐnai to el�qisto stoiqeÐo tou B wc proc thn

di�taxh � .]

Shmei¸seic kai Sqìlia

1. Το αξίωμα της επιλογής. Θεωρούμε μια συλλογή {Xi}i∈I μη-κενών συνόλων Xi, όπου I είναι ένα

μη-κενό σύνολο δεικτών. Μια συνάρτηση επιλογής για την συλλογή αυτή είναι μια συνάρτηση με πεδίο

ορισμού το σύνολο I, με την επιπλέον ιδιότητα ότι f(i) ∈ Xi για όλα τα i ∈ I. Διαισθητικά, η συνάρτηση f

‘‘επιλέγει ένα μέλος από κάθε ένα από τα μη-κενά σύνολα Xi’’. Το αξίωμα της επιλογής λέει ότι οποιαδήποτε

μη-κενή συλλογή μη-κενών συνόλων έχει μια συνάρτηση επιλογής. Ο P.J. Cohen το 1963 απέδειξε ότι

το αξίωμα αυτό είναι ανεξάρτητο από τα υπόλοιπα αξιώματα της θεωρίας συνόλων: Χρησιμοποιώντας μια

κοινά αποδεκτή λίστα αξιωμάτων για την θεωρία συνόλων, όπως είναι αυτά των Zermelo και Fraenkel,

δεν μπορούμε να αποδείξουμε ότι ισχύει ή ότι δεν ισχύει το αξίωμα της επιλογής. Σημειώστε όμως ότι δεν

χρειαζόμαστε το αξίωμα της επιλογής για να επιλέξουμε ένα στοιχείο από ένα μόνο μη-κενό σύνολο, ή ακόμη

για να επιλέξουμε στοιχεία από μια πεπερασμένη συλλογή μη-κενών συνόλων, αφού αυτά δικαιολογούνται

από τα υπόλοιπα αξιώματα της θεωρίας συνόλων.

2. Η αρχή ελάχιστου στοιχείου λέει ότι σε οποιοδήποτε μη-κενό σύνολο μπορεί να οριστεί μια καλή διάταξη.

Μπορεί να αποδειχθεί ότι το αξίωμα της επιλογής, το λήμμα του Zorn και η αρχή ελάχιστου στοιχείου είναι

όλα ισοδύναμα.

Ask seic

8.1 Θέτουμε A = {r ∈ R : r > 0} × [0, 2π) και B = C− {0}. Δείξτε ότι τα σύνολα A και B είναι όμοια.

8.2 Εξετάστε κατά πόσον το σύνολο N× N× Z×Q είναι αριθμήσιμο.
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8.3 ΄Εστω A,B ⊆ U . Βρείτε, αν υπάρχει, μια αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση f : A ∪ B → N στις πιο κάτω

περιπτώσεις:

(i) Το σύνολο A είναι όμοιο προς το N και το B είναι ένα πεπερασμένο σύνολο.

(ii) Τα σύνολα A, B είναι και τα δύο όμοια προς το N.

8.4 Συμπληρώστε τους συλλογισμούς στα αποτελέσματα 8.1 και 8.10.

8.5 (i) Βρείτε, αν υπάρχει, μια αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση f : Z→ Z− N.

(ii) Εξετάστε κατά πόσον τα σύνολα R και R− N είναι όμοια.

8.6 Εξετάστε κατά πόσον το σύνολο των πεπερασμένων ακολουθιών ακέραιων αριθμών είναι αριθμήσιμο.

8.7 Εξετάστε κατά πόσον τα πιο κάτω σύνολα S είναι αριθμήσιμα.

(i) S = {x ∈ R : x =
√

2a3b για κάποια a, b ∈ N}.
(ii) T = {x ∈ R : x2 = 2α3β5γ για κάποια α, β, γ ∈ N}.

8.8 ΄Εστω A ένα άπειρο σύνολο. Με δεδομένο ότι για κάθε μη-κενό υποσύνολο T του A έχει επιλεγεί

ένα στοιχείο xT του T (συγκρίνετε με το αξίωμα της επιλογής) κατασκευάστε ένα αριθμήσιμα άπειρο

υποσύνολο του A

8.9 ΄Εστω A1, A2, B1, B2 μη-κενά σύνολα τέτοια ώστε A1 ∼ A2 και B1 ∼ B2. Δείξτε ότι (A1 × B1) ∼
(A2 ×B2).

8.10 ΄Εστω S ένα μη-κενό σύνολο. ΄Εστω επίσης L το σύνολο όλων των γνήσιων υποσυνόλων του S. Δείξτε

ότι (L,⊆), όπου ‘‘⊆’’ είναι συνηθισμένη σχέση ‘‘περιέχεται’’, είναι ένα μερικά διατεταγμένο σύνολο και

βρείτε όλα τα μεγιστικά στοιχεία του L ως προς την διάταξη αυτή (αν υπάρχουν τέτοια).
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9. Arijmhtik  sto Z

9.1. Diairetìthta akeraÐwn

UpenjÔmish. Lème ìti o akèraioc p eÐnai pr¸toc arijmìc an isqÔoun:

(i) p > 1, kai

(ii) opoted pote p = ab me a, b ∈ Z, tìte eÐte a ∈ {1,−1}   b ∈ {1,−1}.

EpÐshc lème ìti a ∈ N eÐnai ��ginìmeno pr¸twn�� an up�rqei k ∈ N kai pr¸toi p1, . . . , pk
tètoioi ¸ste a = p1 . . . pk.

L mma 9.1. 'Estw n ∈ Z, n > 1. Tìte n mporeÐ na ekfrasteÐ wc ginìmeno pr¸twn

arijm¸n.

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. 'Estw, gia k�je n ∈ N, h prìtash p(n): ��o akèraioc

n eÐnai ginìmeno pr¸twn arijm¸n��. ParathroÔme ìti p(2) eÐnai alhj c. Upojètoume t¸ra

ìti k ∈ N me k > 1 kai ìti p(x) eÐnai alhj c gia k�je fusikì x me 2 ≤ x < k + 1. An o

fusikìc k + 1 eÐnai pr¸toc, tìte p(k + 1) eÐnai alhj c. An k + 1 den eÐnai pr¸toc, tìte

k + 1 = ab, ìpou a, b fusikoÐ me 1 < a < k + 1 kai 1 < b < k + 1. 'Omwc a = p1 . . . pr
kai b = q1 . . . qs gia k�poiouc pr¸touc pi, qj apì thn epagwgik  upìjesh. 'Epetai ìti

k + 1 = p1 . . . prq1 . . . qs eÐnai ginìmeno pr¸twn. Sun�goume ìti p(n) eÐnai alhj c gia k�je

n ≥ 2.

Sqìlio. Diathr¸ntac ton sumbolismì kai thn upìjesh sthn apìdeixh tou L mmatoc 9.1

ja mporoÔsame na eÐqame proqwr sei wc ex c: An o fusikìc k + 1 den eÐnai pr¸toc tìte,

apì thn Prìtash 5.6, èqoume ìti k+ 1 = pr ìpou p pr¸toc kai r fusikìc me 1 < r < k+ 1

(afoÔ p ≥ 2). QrhsimopoioÔme tèloc thn epagwgik  upìjesh.

Je¸rhma 9.2. (Je¸rhma diaÐreshc.) 'Estw a, b ∈ Z me b > 0. Tìte up�rqoun monadikoÐ

q, r ∈ Z me tic idiìthtec a = qb+ r kai 0 ≤ r < b.

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. Jètoume S = {a − xb : x ∈ Z kai a − xb ≥ 0}.
Tìte S 6= ∅. [Ex ghsh: An a ≥ 0, tìte a = a− 0 · b ∈ S. An a < 0, tìte 0 ≤ (1− b)a =

a − ab ∈ S afoÔ 1 − b ≤ 0.] 'Epetai ìti S eÐnai èna mh-kenì k�tw fragmèno uposÔnolo

twn akeraÐwn kai epomènwc S èqei el�qisto stoiqeÐo. 'Estw r to el�qisto stoiqeÐo tou S.

Tìte 0 ≤ r kai r = a− qb gia k�poio q ∈ Z apì ton orismì tou sunìlou S.

Isqurismìc: IsqÔei ìti r < b.
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Apìdeixh isqurismoÔ: 'Estw ìti r ≥ b. Tìte 0 ≤ r−b = a−(q+1)b ∈ S (afoÔ q+1 ∈ Z)
pou profan¸c antif�skei me thn epilog  tou r wc el�qistou stoiqeÐou tou S.

Mèqri to shmeÐo autì èqoume deÐxei ìti a = qb+ r gia k�poia q, r ∈ Z me 0 ≤ r < b.

Upojètoume t¸ra ìti a = q′b + r′ me 0 ≤ r′ < b gia k�poiouc akèraiouc q′, r′. 'Eqoume

tìte ìti (q − q′)b = r′ − r. IsqÔei epÐshc ìti

−b < −r ≤ r′ − r ≤ r′ < b (∗)

AfoÔ q, q′ ∈ Z, akrib¸c èna apì ta pio k�tw isqÔei:

(q − q′) > 0, (q − q′) = 0, (q − q′) < 0.

T¸ra b ∈ Z, b > 0 sunep¸c akrib¸c èna apì ta pio k�tw isqÔei:

(q − q′)b ≥ b, (q − q′)b = 0, (q − q′)b ≤ −b.

SugkrÐnontac me thn (∗) sun�goume ìti (q − q′)b = 0. Sunep¸c q = q′ kai r = r′ afoÔ

b > 0.

Orismìc. 'Estw a, b ∈ Z. Lème ìti a diaireÐ ton b (sumbolismìc: a|b) an up�rqei c ∈ Z
tètoio ¸ste b = ac. Se perÐptwsh pou a den diaireÐ ton b gr�foume a - b.

Par�deigma. −5|30, 6 - 44, 17|0.

L mma 9.3. 'Estw a, b, c, d, s, t ∈ Z. Tìte isqÔoun
(i) a|0, (ii) 0|b an-n b = 0, (iii) 1|a, (iv) a|1 an-n a ∈ {−1, 1},
(v) an a|b kai b|c, tìte a|c, (vi) an d|a kai d|b, tìte d|(sa+ tb).

Je¸rhma 9.4. Up�rqei �peiro pl joc pr¸twn arijm¸n.

Apìdeixh. Upojètoume ìti up�rqei peperasmèno pl joc pr¸twn. 'Estw {p1, . . . , pk}
ìpou k peperasmèno, to sÔnolo ìlwn twn pr¸twn arijm¸n. Jètoume a = p1p2 . . . pk + 1.

Tìte a ∈ Z, a > 1. Sunep¸c a mporeÐ na ekfrasteÐ wc ginìmeno pr¸twn arijm¸n. 'Estw

t¸ra q ènac apì autoÔc touc pr¸touc. Tìte q = pi gia k�poio i me 1 ≤ i ≤ k. 'Epetai ìti

q|p1 . . . pk kai afoÔ q|a, sun�goume ìti q|1 (apì thn sqèsh 1 = a − p1p2 . . . pk). 'Atopo:

q > 1 apì ton orismì tou pr¸tou arijmoÔ.

Sqìlio. Me mia apl  prosarmog  thc apìdeixhc tou Jewr matoc 9.4 mporoÔme na apo-

deÐxoume ìti gia k�je n ∈ N me n > 2 up�rqei pr¸toc p me n < p < n! : JewroÔme ton

fusikì m = n! − 1. Tìte 1 < n < m < n! kai, epiplèon, p|m gia k�poio pr¸to p afoÔ

m > 1. Profan¸c n < p ≤ m. [Ex ghsh: An p ≤ n tìte p|m kai p|(m + 1), pou eÐnai

�topo.]

Orismìc. O akèraioc c onom�zetai mègistoc koinìc diairèthc (mkd) twn akeraÐwn a, b an

isqÔoun

(i) c > 0, (ii) c|a kai c|b, kai (iii) an x ∈ Z me x|a kai x|b, tìte x|c.
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ShmeÐwsh. To ìti èqoume d¸sei ton orismì tou mkd, autì apì mìno tou den mac exa-

sfalÐzei thn Ôparxh tou. 'Omwc eÐnai profanèc apì ton orismì, ìti ìtan up�rqei mkd dÔo

akèraiwn, tìte autìc eÐnai monadikìc.

Sumbolismìc. 'Estw a, b, c ∈ Z. Me ton sumbolismì c =mkd(a, b) ja ennooÔme ìti o

mkd twn a kai b up�rqei kai ìti autìc isoÔtai me c.

ParadeÐgmata. (i) ParathroÔme ìti 12 = mkd(60, 24) = mkd(60,−24) = mkd(24, 60).

(ii) 'Estw a, b, d ∈ N. An d|(a + b) kai mkd(a, b) = 1, ja deÐxoume ìti mkd(a, d) = 1 :

ParathroÔme pr¸ta ìti a + b = kd gia k�poio k ∈ Z. 'Estw t¸ra x ∈ Z me x|a kai x|d.
Tìte x|b apì to L mma 9.3(vi). AfoÔ x|a kai x|b tìte x|mkd(a, b).

L mma 9.5. (i) mkd(0, 0) den up�rqei.

(ii) 'Estw a, b ∈ Z. Tìte isqÔoun ta pio k�tw

(a) mkd(0, a) =
{
a an a > 0,
−a an a < 0.

(b) An c =mkd(a, b), tìte c =mkd(−a, b) =mkd(a,−b) =mkd(−a,−b) =mkd(b, a).

Je¸rhma 9.6. 'Estw a, b ∈ Z ìpou a, b den eÐnai kai oi duo Ðsoi me mhdèn. Tìte o

mkd(a, b) up�rqei. Epiplèon, up�rqoun w, z ∈ Z tètoia ¸ste mkd(a, b) = wa+ zb.

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. JètoumeM = {ma+nb : m,n ∈ Z}. AfoÔ (a, b) 6=
(0, 0), up�rqei x ∈ M me x 6= 0. EpÐshc −x ∈ M . Epomènwc S = {k ∈ N : k ∈ M} 6= ∅.
'Estw c to el�qisto stoiqeÐo tou S (arq  kal c di�taxhc). Tìte c > 0 kai, afoÔ c ∈ M ,

èqoume ìti c = wa + zb gia k�poia w, z ∈ Z. An d ∈ Z me d|a kai d|b, tìte profan¸c

d|c. Epomènwc gia na deÐxoume ìti c = mkd(a, b) arkeÐ na deÐxoume ìti c|a kai c|b. Sthn

pragmatikìthta ja deÐxoume ìti c|x gia k�je x ∈ M . 'Estw x = ma + nb ∈ M (ìpou

m,n ∈ Z). SÔmfwna me to je¸rhma diaÐreshc, x = qc + r me q, r ∈ Z kai 0 ≤ r < c.

'Eqoume dhlad , ma+ nb = q(wa+ zb) + r. 'Epetai ìti r = (m− qw)a+ (n− qz)b ∈M .

AfoÔ 0 ≤ r < c, upoqrewtik� r = 0 lìgw thc epilog c tou c. (An r > 0, tìte r ∈ S kai

r < c.) Sun�goume ìti x = qc (�ra c|x).

Parathr seic 9.7. (i) 'Estw a, b ∈ Z me (a, b) 6= (0, 0). Jètoume c = mkd(a, b). Mia

�mesh sunèpeia thc apìdeixhc tou Jewr matoc 9.6 eÐnai ìti ta sÔnola {ma+nb : m,n ∈ Z}
kai {kc : k ∈ Z} eÐnai Ðsa. Gia par�deigma, èqoume ìti {9m + 15n : m,n ∈ Z} = {3k : k ∈
Z}.

(ii) SineqÐzoume me ta a, b, c ∈ Z apì to (i) kai upojètoume ìti t ∈ N. Tìte, apì to

Je¸rhma 9.6 kai thn apìdeixh tou, up�rqei o mkd(ta, tb) kai isoÔtai me ton el�qisto jetikì

akèraio sto sÔnolo T1 = {mta + ntb : m,n ∈ Z}. Jètontac T2 = {ma + nb : m,n ∈ Z},
parathroÔme ìti T1 = {tx : x ∈ T2}. Epiplèon, to el�qisto stoiqeÐo tou T1 ∩ N isoÔtai

me tc, afoÔ c (=mkd(a, b)) eÐnai to el�qisto stoiqeÐo tou T2 ∩ N. 'Epetai ìti mkd(ta, tb) =

t mkd(a, b).

Orismìc. DÔo akèraioi a, b lègontai sqetik� pr¸toi an mkd(a, b) = 1. (Gia par�deigma

oi akèraioi 40, 9 eÐnai sqetik� pr¸toi, en¸ oi akèraioi 40, 15 den eÐnai sqetik� pr¸toi.)
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L mma 9.8. 'Estw a, b ∈ Z. Tìte isqÔei ìti mkd(a, b) = 1 an, kai mìno an, up�rqoun

s, t ∈ Z me sa+ tb = 1.

Apìdeixh. Upojètoume pr¸ta ìti mkd(a, b) = 1. To zhtoÔmeno eÐnai tìte �mesh sunèpeia

tou Jewr matoc 9.6.

AntÐstrofa, upojètoume ìti sa + tb = 1 gia k�poia s, t ∈ Z. 'Estw ìti o akèraioc x

ikanopoieÐ x|a kai x|b. Tìte x|(sa+ tb), �ra x|1. Profan¸c 1|a kai 1|b.

Ask seic. (i) 'Estw a, b, c ∈ Z. An mkd(a, b) = 1 kai a|bc, deÐxte ìti a|c.
(ii) 'Estw m,n ∈ Z me mkd(m,n) = 1. 'Estw epÐshc d ∈ Z tètoio ¸ste m|d kai n|d.
DeÐxte ìti mn|d.

Prìtash 9.9. 'Estw a, b ∈ Z me b > 0. Gr�foume a = qb+r ìpou q, r ∈ Z kai 0 ≤ r < b

sÔmfwna me to je¸rhma thc diaÐreshc. Tìte mkd(a, b) = mkd(b, r).

Apìdeixh. Jètoume c = mkd(b, r). Tìte c|b kai c|r, epomènwc c|a epÐshc, afoÔ a = qb+r.

'Estw t¸ra ìti x|a kai x|b, ìpou x ∈ Z. Tìte x|r afoÔ r = a − qb. 'Epetai ìti x|c.
Sun�goume ìti c = mkd(a, b).

EukleÐdeioc Algìrijmoc

'Estw a, b ∈ Z me (a, b) 6= (0, 0). O EukleÐdeioc algìrijmoc mac parèqei mia mèjodo mèsw

thc opoÐac mporoÔme ìqi mìno na upologÐsoume ton mkd(a, b), all� kai na entopÐsoume

akèraiouc x, y me thn idiìthta ìti mkd(a, b) = xa+ yb, sÔmfwna me to Je¸rhma 9.6.

Par�deigma 9.10. 'Estw a = 100, b = 28. Qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma diaÐreshc

prokÔptoun diadoqik� oi exis¸seic

100 = 3 · 28 + 16

28 = 1 · 16 + 12

16 = 1 · 12 + 4

12 = 3 · 4 + 0

Apì thn Prìtash 9.9, mkd(100, 28)=mkd(28, 16)=mkd(16, 12)=mkd(12, 4)=mkd(4, 0)= 4.

Mèsw t¸ra miac antÐstrofhc diadikasÐac antanaÐreshc mporoÔme na prosdiorÐsoume akè-

raiouc x, y tètoiouc ¸ste 4 = 100x + 28y. 'Eqoume, 4 = 16 − 12 = 16 − (28 − 16) =

2 · 16− 28 = 2(100− 3 · 28)− 28 = 2 · 100 + −7 · 28. Jètoume x = 2 kai y = −7.

ParathroÔme ìti o mkd dÔo akèraiwn a kai b (ìpou b > 0), isoÔtai me to teleutaÐo mh-

mhdenikì upìloipo (rn) pou prokÔptei ston antÐstoiqo EukleÐdeio algìrijmo: [Sto Par�-
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deigma 9.10, to upìloipo autì  tan o akèraioc 4.]

a = q1b+ r1, 0 ≤ r1 < b

b = q2r1 + r2, 0 ≤ r2 < r1

r1 = q3r2 + r3, 0 ≤ r3 < r2

...

rn−2 = qnrn−1 + rn, 0 ≤ rn < rn−1

rn−1 = qn+1rn + 0

Tìte mkd(a, b) =mkd(b, r1) =mkd(r1, r2) = . . . =mkd(rn−1, rn) =mkd(rn, 0) = rn.

Parathr seic. (1) Ta upìloipa rk pou prokÔptoun sthn pio p�nw diadikasÐa sqhmatÐ-

zoun mia gn sia fjÐnousa akoloujÐa fusik¸n arijm¸n h opoÐa èqei ton b wc ton pr¸to thc

ìro. 'Eqoume dhlad  b > r1 > . . . > rn. AfoÔ b eÐnai peperasmèno me b > 0, ja ft�soume

sto upìloipo 0, pou shmaÐnei ìti h diadikasÐa termatÐzetai, met� apì peperasmèno pl joc

epanal yewn. 'Eqoume dhlad  pr�gmati èna algìrijmo.

(2) O EukleÐdeioc algìrijmoc mac dÐnei epÐshc mia enallaktik  apìdeixh ìqi mìno gia thn

Ôparxh tou mkd(a, b) ìpou a, b ∈ Z me (a, b) 6= (0, 0), all� kai gia thn Ôparxh x, y ∈ Z me

thn idiìthta mkd(a, b) = ax + by. Oi akèraioi x, y den eÐnai upoqrewtik� monadikoÐ, gia

par�deigma isqÔei ax + by = a(x + b) + b(y − a). 'Eqoume ìmwc p�nta ìti mkd(x, y) = 1

(koit�xte thn 'Askhsh 9.7).

Par�deigma. Upojètoume ìti a, b, t ∈ N. An h gn sia fjÐnousa akoloujÐa twn mh-

mhdenik¸n upoloÐpwn pou prokÔptei ìtan qrhsimopoi soume ton EukleÐdeio algìrijmo gia

touc akeraÐouc a, b eÐnai h b > r1 > . . . > rn ìpwc pio p�nw, tìte h antÐstoiqh akoloujÐa

me touc akèraiouc ta, tb sthn jèsh twn a, b antÐstoiqa eÐnai h tb > tr1 > . . . > trn. 'Epetai

ìti mkd(ta, tb) = tmkd(a, b), sugkrÐnete me thn Parat rhsh 9.7(ii).

L mma 9.11. 'Estw a, b, p ∈ Z ìpou p eÐnai pr¸toc arijmìc. 'Estw epÐshc ìti p|ab. Tìte
p diaireÐ toul�qiston èna apì touc a kai b.

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. 'Estw ìti p - a. AfoÔ p eÐnai pr¸toc, èqoume ìti

mkd(a, p) = 1. Sunep¸c 1 = sa + tp gia k�poiouc akèraiouc s, t apì to L mma 9.8. 'Ara

b = sab+ tpb. 'Omwc p|sab kai p|tpb. Sun�goume ìti p|b.

Pìrisma 9.12. 'Estw n ∈ N. 'Estw epÐshc a1, . . . , an ∈ Z, kai p pr¸toc me p|a1a2 . . . an.

Tìte p|ai gia k�poio i me 1 ≤ i ≤ n.

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. Gia k�je k ∈ N me 1 ≤ k ≤ n, jewroÔme thn

prìtash p(k) : ��an p|a1 . . . ak tìte p|ai gia k�poio i me 1 ≤ i ≤ k��.

Profan¸c p(1) eÐnai alhj c. Upojètoume t¸ra ìti p(k) eÐnai alhj c gia k�poio k ∈ N
me 1 ≤ k < n. 'Estw epÐshc ìti p|a1a2 . . . ak+1. (Shmei¸ste ìti {a1, a2, . . . , ak+1} ⊆
{a1, . . . , an}.) JewroÔme to ginìmeno a1a2 . . . ak+1 wc èna ginìmeno thc morf c ab ìpou

a = a1a2 . . . ak kai b = ak+1. Tìte p|ab kai epomènwc p|a   p|b apì to L mma 9.11. An p|b
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tìte p|ak+1. An p|a tìte p|a1 . . . ak kai epomènwc p|ai gia k�poio i me 1 ≤ i ≤ k apì thn

epagwgik  upìjesh. 'Eqoume deÐxei ìti an p(k) eÐnai alhj c, ìpou k ∈ N me 1 ≤ k < n,

tìte p(k + 1) eÐnai alhj c. Sun�goume ìti h prìtash p(n) eÐnai alhj c.

Je¸rhma 9.13. (Jemeli¸dec je¸rhma thc Arijmhtik c.) 'Estw a akèraioc, a ≥ 2.

(i) Tìte a isoÔtai me to ginìmeno pr¸twn : 'Eqoume a = p1 . . . pk ìpou p1, . . . , pk eÐnai

pr¸toi kai p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pk.

(ii) H pio p�nw paragontopoi sh se pr¸touc eÐnai monadik . Me �lla lìgia, an a =

p1 . . . pk = q1 . . . ql ìpou pi kai qj eÐnai ìloi pr¸toi me p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pk kai q1 ≤ q2 ≤
. . . ≤ ql tìte k = l kai pi = qi gia ìla ta i = 1, . . . , k.

Apìdeixh. 'Estw a > 1 ènac akèraioc arijmìc. 'Eqoume  dh deÐxei (L mma 9.1) ìti

up�rqoun pr¸toi p1, . . . , pk pou èqoun thn idiìthta a = p1 . . . pk. Ja deÐxoume t¸ra thn

monadikìthta thc par�stashc aut c me apagwg  se �topo. Upojètoume loipìn ìti a èqei

dÔo diaforetikèc paragontopoi seic se ginìmeno pr¸twn, èstw a = p1 . . . pk = q1 . . . ql
ìpou p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pk kai q1 ≤ q2 ≤ . . . ≤ ql kai, epiplèon, h akoloujÐa twn pr¸twn

(p1, . . . , pk) den eÐnai h Ðdia me thn akoloujÐa twn pr¸twn (q1, . . . , ql). Sthn exÐswsh

p1 . . . pk = q1 . . . ql diagr�foume pr¸touc (mia for� apì k�je pleur�) pou eÐnai koinoÐ stic

dÔo pleurèc mèqri na ft�soume se mia exÐswsh thc morf c r1 . . . ra = s1 . . . sb ìpou k�je

ri ∈ {p1, . . . , pk}, k�je sj ∈ {q1, . . . , ql} kai ri 6= sj gia ìla ta i, j. T¸ra r1|r1 . . . ra,

epomènwc r1|s1 . . . sb. Paremb�llontac to Pìrisma 9.12, blèpoume ìti r1|sj gia k�poio j,

kai epomènwc r1 = sj afoÔ r1, sj eÐnai pr¸toi (�topo).

Parat rhsh 9.14. 'Estw a ∈ Z me a ≥ 2. Mia �mesh sunèpeia tou Jewr matoc 9.13

eÐnai ìti up�rqei gia to a monadik  paragontopoÐhsh thc morf c a = pα1
1 . . . pαmm , ìpou pi

eÐnai pr¸toi me p1 < p2 < . . . < pm, kai αi ∈ N gia 1 ≤ i ≤ m. An b|a, ìpou b ∈ N, tìte
b = pβ11 . . . pβmm ìpou βi ∈ N ∪ {0} kai 0 ≤ βi ≤ αi gia ìla ta i.

Par�deigma 9.15. (i) Jèloume na broÔme ìlouc touc jetikoÔc diairètec tou 180. Pa-

rathroÔme pr¸ta ìti 180 = 223251. Epomènwc to 180 èqei akrib¸c 18 jetikoÔc diairètec

pou dÐnontai me 2α3β5γ, ìpou 0 ≤ α, β ≤ 2 kai 0 ≤ γ ≤ 1.

(ii) Ja d¸soume mia enallaktik  apìdeixh ìti to kartesianì ginìmeno dÔo arijm simwn su-

nìlwn eÐnai èna arijm simo sÔnolo qrhsimopoi¸ntac to jemeli¸dec je¸rhma thc arijmhtik c:

'Estw A, B mh-ken� arijm sima sÔnola. SÔmfwna me to Je¸rhma 8.4 up�rqoun enripti-

kèc sunart seic f : A → N kai g : B → N. OrÐzoume thn sun�rthsh h : A × B → N me

h((a, b)) = 2f(a)3g(b). Elègxte ìti h sun�rthsh h eÐnai enriptik .

Orismìc. To el�qisto koinì pollapl�sio dÔo jetik¸n akeraÐwn a kai b (sumbolismìc:

ekp(a, b)), eÐnai o el�qistoc jetikìc akèraioc pou diaireÐtai kai apì ton a kai apì ton b.

An a, b ∈ N, parathroÔme ìti to sÔnolo S = {c ∈ N : a|c kai b|c} eÐnai mh-kenì afoÔ

ab ∈ S. 'Epetai ìti to ekp(a, b) up�rqei gia ìla ta a, b ∈ N (arq  kal c di�taxhc).

Par�deigma. ekp(24, 36) = 72, ekp(2, 20) = 20 kai ekp(7, 11) = 77.
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Pio genik�, to el�qisto koinì pollapl�sio twn jetik¸n akeraÐwn a1, . . . , an (sumbolismìc:

ekp(a1, . . . , an)) orÐzetai wc o el�qistoc jetikìc akèraioc o opoÐoc diaireÐtai apì ìlouc

touc akèraiouc a1, . . . , an. [ParathroÔme pr¸ta ìti k�je èna apì ta ai diaireÐ to ginìmeno

a1a2 . . . an.]

Prìtash 9.16. 'Estw a, b ∈ N. JewroÔme tic paragontopoi seic a = pα1
1 . . . pαnn kai

b = pβ11 . . . pβnn ìpou pi diakekrimènoi pr¸toi kai ìla ta αi, βi ∈ N ∪ {0}. [Epitrèpoume

k�poia apì ta αi, βi na eÐnai 0 gia na mporoÔn na perièqoun kai oi dÔo paragontopoi seic

akrib¸c touc Ðdiouc pr¸touc. Up�rqei tìte tètoia paragontopoÐhsh kai gia to 1 ∈ N.]
Tìte

(i) mkd(a, b) = p
min(α1,β1)
1 . . . p

min(αn,βn)
n

(ii) ekp(a, b) = p
max(α1,β1)
1 . . . p

max(αn,βn)
n

(iii) ekp(a, b) · mkd(a, b) = ab

Apìdeixh. To (i) kai (ii) eÐnai �mesh sunèpeia thc Parat rhshc 9.14. To (iii) prokÔptei

apì thn sqèsh αi + βi = max(αi, βi) + min(αi, βi).

ParadeÐgmata 9.17. (i) 'Estw a = 253450 kai b = 213652. Tìte mkd(a, b) = 213450 kai

ekp(a, b) = 253652.

(ii) 'Estw a, b, t ∈ N. Ja d¸soume mia trÐth apìdeixh ìti mkd(ta, tb) = tmkd(a, b) qrhsi-

mopoi¸ntac thn Prìtash 9.16(i): Diathr¸ntac ton sumbolismì (kai tic paragontopoi seic

gia ta a, b) sthn prìtash aut , upojètoume ìti t > 1 kai jewroÔme mia paragontopoÐhsh

t = qγ11 . . . qγmm ìpou qj pr¸toi kai γj ∈ N gia ìla ta j me 1 ≤ j ≤ n. (Den up�rqei k�ti

na deÐxoume an t = 1.) Se perÐptwsh pou q1 = pi gia k�poio i me 1 ≤ i ≤ n parathroÔ-

me ìti min(γ1 + αi, γ1 + βi) = γ1 + min(αi + βi). Diaforetik�, an q1 6∈ {p1, . . . , pn},
jètoume q1 = pn+1. Tìte, stic antÐstoiqec paragontopoi seic gia ta t a, t b èqoume

αn+1 = γ1 = βn+1, �ra min(αn+1, βn+1) = γ1. Parìmoia gia touc upìloipouc pr¸touc

q2, . . . , qm.

9.2. IsotimÐec

Orismìc. 'Estw n ∈ N. Lème ìti o akèraioc a eÐnai isìtimoc modulo n proc ton akèraio

b, an n|(a− b). Sthn perÐptwsh aut  gr�foume a ≡ b ( mod n).

ShmeÐwsh. 'Estw n ∈ N. OrÐzoume mia dimel  sqèsh R sto Z me R = {(a, b) ∈
Z × Z : a ≡ b ( mod n)}. Tìte R eÐnai mia sqèsh isodunamÐac sto Z. Oi antÐstoiqec

kl�seic isodunamÐac (wc proc th sqèsh R) onom�zontai kl�seic isotimÐac modulo n.

Se perÐptwsh pou a ≡ b ( mod n) gia k�poia a, b ∈ Z, lème epÐshc ìti akèraioi a kai b

eÐnai isìtimoi modulo n.

An x ∈ Z, h kl�sh isotimÐac modulo n tou x eÐnai to sÔnolo

x̄ = {y ∈ Z : y ≡ x ( mod n)} = {y ∈ Z : n|(y − x)}
= {y ∈ Z : y − x = kn, gia k�poio k ∈ Z} = {x+ kn ∈ Z : k ∈ Z}.
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Sumbolismìc. To sÔnolo twn diakekrimènwn kl�sewn isotimÐac modulo n twn akeraÐwn

sumbolÐzetai me Zn.

SuneqÐzoume me n jetikì akèraio kai x ∈ Z. SÔmfwna me to je¸rhma diaÐreshc èqoume

ìti x = qn + r ìpou q, r ∈ Z kai 0 ≤ r < n. 'Epetai ìti x ≡ r ( mod n) kai epomènwc

x̄ = r̄. SunoyÐzontac, an x ∈ Z, tìte x̄ = r̄ gia k�poio r ∈ Z me 0 ≤ r < n. Upojètoume

t¸ra ìti s̄ = t̄ ìpou 0 ≤ s, t < n (s, t ∈ Z). 'Eqoume tìte ìti s ≡ t ( mod n) kai epomènwc

s− t = kn gia k�poio k ∈ Z. 'Omwc −n < s− t < n. Sun�goume ìti k = 0 kai s = t.

'Eqoume apodeÐxei thn ex c

Prìtash 9.18. To sÔnolo {0, 1̄, . . . , n− 1} apoteleÐtai apì ìlec tic diakekrimènec kl�-

seic isotimÐac modulo n. ('Eqoume dhlad  ìti Zn = {0, 1̄, . . . , n− 1}.)

Prìtash 9.19. 'Estw n ∈ N kai a, b, c, d ∈ Z. 'Estw epÐshc ìti a ≡ b ( mod n) kai

c ≡ d ( mod n). Tìte a+ c ≡ b+ d ( mod n) kai ac ≡ bd ( mod n).

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. Tìte n|(a − b) kai n|(c − d). 'Ara n|((a − b) +

(c− d)) kai epomènwc n|((a+ c)− (b+ d)). 'Epetai ìti a+ c ≡ b+ d ( mod n). Epiplèon,

n|((a− b)c+ (c− d)b). 'Ara n|(ac− bd) kai epomènwc ac ≡ bd ( mod n).

Pìrisma 9.20. 'Estw a, b, c ∈ Z kai n,m ∈ N. 'Estw epÐshc ìti a ≡ b ( mod n). Tìte

a+ c ≡ b+ c ( mod n), ac ≡ bc ( mod n), kai am ≡ bm ( mod n)

ShmeÐwsh. Blèpoume apì thn Prìtash 9.19 ìti mporoÔme na pollaplasi�soume kai na

prosjèsoume kat� mèlh dÔo isotimÐec. Den mporoÔme ìmwc p�nta na diairèsoume, gia

par�deigma, èqoume ìti 22 ≡ 18 ( mod 4) en¸ den isqÔei ìti 11 ≡ 9 ( mod 4). Up�rqoun

ìmwc peript¸seic pou mporoÔme na diairèsoume:

Prìtash 9.21. (i) 'Estw a, n ∈ Z me n ≥ 1 kai mkd(a, n) = 1. 'Estw epÐshc x, y ∈ Z
me xa ≡ ya ( mod n). Tìte x ≡ y ( mod n).

(ii) 'Estw p pr¸toc kai èstw a ∈ Z me p - a. An x, y ∈ Z me xa ≡ ya ( mod p), tìte x ≡ y (

mod p).

Apìdeixh. (i) Deqìmaste thn upìjesh. 'Estw ìti xa ≡ ya ( mod n). Tìte n|(x− y)a.

AfoÔ mkd(a, n) = 1, èpetai ìti n|(x− y).

(ii) 'Epetai apì to (i), afoÔ mkd(a, p) = 1 opoted pote p - a me p pr¸to.

ParadeÐgmata 9.22. (i) BreÐte to upìloipo r, me 0 ≤ r ≤ 7, pou prokÔptei apì thn

diaÐresh tou 741 di� 8.

LÔsh. Apì thn isotimÐa 7 ≡ −1 ( mod 8) lamb�noume diadoqik� 741 ≡ (−1)41 ( mod 8)

kai 741 ≡ −1 ( mod 8). 'Epetai ìti 741 = 8k − 1 gia k�poio k ∈ Z, kai epomènwc 741 =

8(k − 1) + 7, ìpou k − 1 ∈ Z.

(ii) 'Estw a ∈ Z. DeÐxte ìti eÐte a2 ≡ 0 ( mod 4)   a2 ≡ 1 ( mod 4).
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LÔsh. Apì to je¸rhma diaÐreshc, èqoume ìti isqÔei akrib¸c èna apì ta akìlouja gia ton

akèraio a : (a) a ≡ 0 ( mod 4), (b) a ≡ 1 ( mod 4), (c) a ≡ 2 ( mod 4), kai (d) a ≡ 3

( mod 4). Oi peript¸seic (a) kai (c) dÐnoun a2 ≡ 0 ( mod 4) kai oi peript¸seic (b) kai

(d) dÐnoun a2 ≡ 1 ( mod 4). Enallaktik�, ja mporoÔsame na exet�soume tic peript¸seic

a �rtioc kai a perittìc pou antistoiqoÔn sta pijan� upìloipa thc diaÐreshc tou a di� 2.

(iii) DeÐxte ìti h mình tri�da pr¸twn thc morf c (p, p + 2, p + 4) eÐnai h tri�da (3, 5, 7).

[Upìdeixh: An p > 3, tìte eÐte p ≡ 1   p ≡ 2 ( mod 3).]

Shmei¸seic kai Sqìlia

1. Υπάρχουν πολλά θεωρήματα που αφορούν στην κατανομή των πρώτων αριθμών, η οποία δεν ακολουθεί

κάποιο συγκεκριμένο νόμο. Το σπουδαιότερο είναι γνωστό ως ‘‘θεώρημα πρώτων αριθμών’’ και αποδείχθηκε

ανεξάρτητα το 1896 από τους J. Hadamard και Ch.-J. de la Vallée-Poussin. Συμφωνα με το θεώρημα αυτό,

αν ο θετικός πραγματικός αριθμός x είναι αρκετά μεγάλος, τότε π(x) είναι κατά προσέγγιση
x

loge x
, όπου

με π(x) συμβολίζουμε το πλήθος των πρώτων αριθμών που είναι μικρότεροι από το x.

2. Εκτός από την εικασία του Goldbach που έχουμε συναντήσει στο Κεφάλαιο 2, μια άλλη διάσημη εικασία

στην θεωρία αριθμών είναι η εικασία των ‘‘δίδυμων πρώτων’’ που λέει ότι υπάρχει άπειρο πλήθος δίδυμων

πρώτων. [Αν p και p+ 2 είναι και οι δύο πρώτοι, τότε τους ονομάζουμε δίδυμους πρώτους, για παράδειγμα,

3 και 5, 5 και 7, 11 και 13, 71 και 73, 1997 και 1999 είναι όλοι δίδυμοι πρώτοι.]

3. Μια Διοφαντική εξίσωση είναι μια εξίσωση της μορφής f(x1, . . . , xn) = 0, όπου f : Zn → Z είναι

μια πολυωνυμική συνάρτηση που έχει ακέραιους συντελεστές. Μας ενδιαφέρουν οι ακέραιες λύσεις μιας

εξίσωσης αυτής της μορφής. Οι περισσότερες Διοφαντικές εξισώσεις είναι πολύ δύσκολο να λυθούν. ΄Ενα

παράδειγμα Διοφαντικής εξίσωσης που μπορεί να λυθεί με στοιχειώδη τρόπο θα βρείτε στις Ασκήσεις που

ακολουθούν.

Ask seic

9.1 ΄Εστω a, b, c, d, s, t ∈ Z. Δείξτε τα πιο κάτω:

(i) αν a|b και b|c, τότε a|c
(ii) αν d|a και d|b, τότε d|(sa+ tb)

9.2 ΄Εστω n θετικός ακέραιος. Δείξτε ότι υπάρχουν n διαδοχικοί ακέραιοι οι οποίοι δεν περιέχουν μεταξύ

τους πρώτο αριθμό. [Υπόδειξη: Θεωρούμε τους n ακέραιους (n+1)!+2, (n+1)!+3, . . . , (n+1)!+(n+1).]

9.3 Δείξτε ότι, για κάθε n ∈ N, ισχύει μκδ(6n+ 8, 4n+ 5) = 1.

9.4 ΄Εστω a, b, c ∈ Z. Αν μκδ(a, b) = 1 και a|bc, δείξτε ότι a|c.

9.5 ΄Εστω m,n ∈ Z με μκδ(m,n) = 1. ΄Εστω επίσης a ∈ Z με m|a και n|a. Δείξτε ότι mn|a.

9.6 (i) ΄Εστω c, d ∈ Z με (c, d) 6= (0, 0). Αν μκδ(c, d) = e, δείξτε ότι μκδ(c/e, d/e) = 1.

(ii) Θεωρούμε την σχέση ισοδυναμίας R στην ΄Ασκηση 5. Δείξτε ότι κάθε κλάση ισοδυναμίας (ως προς

την σχέση R) περιέχει μοναδικό στοιχείο της μορφής (a, b) όπου b > 0 και μκδ(a, b) = 1.

9.7 ΄Εστωm,n ∈ Z με (m,n) 6= (0, 0). ΄Εστω επίσης d =μκδ(m,n). Γράφουμε d = mx+ny όπου x, y ∈ Z.
Δείξτε ότι μκδ(x, y) = 1.

9.8 Βρείτε τον μκδ(64, 24) και εκφράστε τον στην μορφή 64w + 24z όπου w, z ∈ Z.
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9.9 ΄Εστω a, b ∈ N. ΄Εστω επίσης c ∈ Z τέτοιο ώστε a|c και b|c. Δείξτε ότι εκπ(a, b)|c.

9.10 Εστω a, b,m ∈ Z με m > 0. Αν a ≡ b (mod m), δείξτε ότι μκδ(b,m) =μκδ(a,m).

9.11 Βρείτε το υπόλοιπο r, όπου 0 ≤ r ≤ 6, που προκύπτει όταν διαιρέσουμε το 6184
διά 7.

9.12 ΄Εστω n ∈ N. Δείξτε ότι
√
n ∈ Q αν, και μόνο αν, n είναι τέλειο τετράγωνο. [Λέμε ότι ο φυσικός

αριθμός n είναι τέλειο τετράγωνο αν n = m2
για κάποιο m ∈ Z.]

9.13 ΄Εστω a, b θετικοί ακέραιοι όπου μκδ(a, b) = 1.

(i) Αν το γινόμενο ab είναι τέλειο τετράγωνο, δείξτε ότι οι ακέραιοι a, b είναι επίσης τέλεια τετράγωνα.

(ii) Αν ab είναι n-οστη δύναμη (για κάποιο θετικό ακέραιο n), εξετάστε κατά πόσον οι ακέραιοι a και

b είναι επίσης n-οστες δυνάμεις.

9.14 ΄Εστω x ∈ N. Δείξτε ότι 3|x αν, και μόνο αν, το άθροισμα των ψηφίων του x είναι

πολλαπλάσιο του 3. Ισχύει το ίδιο αποτέλεσμα με το 9 στην θέση του 3;

9.15 Βρείτε τις λύσεις της εξίσωσης 4x2 = y3+1 όπου x, y είναι και οι δύο μη-μηδενικοί ακέραιοι. [Υπόδειξη:

Γράφουμε την εξίσωση στην μορφή y3 = (2x+ 1)(2x− 1).]

9.16 ΄Εστω p περιττός πρώτος. Αν p = a2 + b2 για κάποια a, b ∈ Z, δείξτε ότι p ≡ 1 ( mod 4).
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10. Arijmhtik  sto Zn

10.1. Prìsjesh kai pollaplasiasmìc sto Zn

H sunhjismènh prìsjesh kai pollaplasiasmìc akeraÐwn eÐnai dimeleÐc pr�xeic sto Z. 'E-
qoume dhlad  apeikonÐseic

+ : Z× Z→ Z : (a, b) 7→ a+ b, kai

· : Z× Z→ Z : (a, b) 7→ ab, ìpou a, b ∈ Z.

Me th bo jeia aut¸n orÐzoume tic antistoiqÐec

+ : Zn × Zn → Zn : (ā, b̄) 7→ a+ b, kai

· : Zn × Zn → Zn : (ā, b̄) 7→ ab, ìpou a, b ∈ Z.

[ProspajoÔme, dhlad , na orÐsoume prìsjesh (+) kai pollaplasiasmì (·) sto Zn me

a+ b = a+ b kai a · b = ab, ìpou a, b ∈ Z.]

Ja deÐxoume t¸ra ìti oi antistoiqÐec autèc eÐnai sthn pragmatikìthta apeikonÐseic, kai

epomènwc dimeleÐc pr�xeic sto Zn : 'Estw a, b, c, d ∈ Z me ā = c̄ kai b̄ = d̄ (autì isqÔei

an, kai mìno an, (ā, b̄) = (c̄, d̄) sto Zn × Zn). Tìte a ≡ c ( mod n) kai b ≡ d ( mod n).

Apì thn Prìtash 9.19, a + b ≡ c + d ( mod n) kai ab ≡ cd ( mod n). SumperaÐnoume ìti

a+ b = c+ d kai ab = cd sto Zn ìpwc  tan to zhtoÔmeno.

Par�deigma 10.1. Sto Z10 èqoume 4̄ + 7̄ = 11 = 1̄ kai 4̄ · −7 = −28 = 2̄.

Prìtash 10.2. 'Estw a, b, c ∈ Z. 'Estw epÐshc n ∈ N. Tìte sto Zn isqÔoun:

(i) (ā+ b̄) + c̄ = ā+ (b̄+ c̄), (ii) ā+ 0̄ = 0̄ + ā = ā, (iii) ā+−a = 0̄ = −a+ ā,

(iv) ā+ b̄ = b̄+ ā, (v) (ā · b̄) · c̄ = ā · (b̄ · c̄), (vi) ā · b̄ = b̄ · ā, (vii) ā · 1̄ = ā = 1̄ · ā,
(viii) ā · (b̄+ c̄) = (ā · b̄) + (ā · c̄), (ix) (ā+ b̄) · c̄ = (ā · c̄) + (b̄ · c̄).

Apìdeixh. Oi idiìthtec autèc prokÔptoun eÔkola apì touc pio p�nw orismoÔc kai tic

antÐstoiqec idiìthtec sto Z. Gia par�deigma, h idiìthta (viii): 'Eqoume, qrhsimopoi¸ntac

thn epimeristik  idiìthta sto Z, ìti ā · (b̄ + c̄) = ā · (b+ c) = a · (b+ c) = ab+ ac =

ab+ ac = ā · b̄+ ā · c̄.
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Parathr seic 10.3. (i) An kai h prìsjesh kai o pollaplasiasmìc stoiqeÐwn tou Zn
èqoun idiìthtec pou jumÐzoun thn prìsjesh kai ton pollaplasiasmì akeraÐwn, up�rqoun

epÐshc kai shmantikèc diaforèc : Gia par�deigma, sto Z to ginìmeno dÔo mh-mhdenik¸n

stoiqeÐwn eÐnai mh-mhdenikì. Sto Z6 ìmwc, èqoume 2̄ · 3̄ = 0̄. EpÐshc, an oi akèraioi a, b, c

eÐnai tètoioi ¸ste ac = bc kai c 6= 0, tìte a = b (gr�foume ac − bc = (a − b)c). Sto Z6

ìmwc èqoume 1̄ · 3̄ = 5̄ · 3̄ kai 1̄ 6= 5̄.

(ii) Oi idiìthtec (i), (v) sthn Prìtash 10.2 mac lène antÐstoiqa ìti h prìsjesh kai o

pollaplasiasmìc sto Zn ikanopoioÔn thn prosetairistik  idiìthta.

Par�deigma. (SugkrÐnete me thn 'Askhsh 10.5.) 'Estw n ∈ N kai a ∈ Zn, ìpou a ∈ Z.
'Eqoume tìte ìti {a + c : c ∈ Zn} = Zn. Jètontac t¸ra n = 6 kai a = 2 sto Z6,

parathroÔme ìmwc ìti {2 · c : c ∈ Z6} = {0, 2, 4} 6= Z6.

10.2. Antistrèyima stoiqeÐa sto Zn

'Estw n ∈ N. JewroÔme gia p�radeigma thn exÐswsh ā · x̄ = c̄ sto Zn. Se perÐptwsh pou

up�rqei b̄ ∈ Zn tètoio ¸ste b̄ · ā = 1̄, mporoÔme eÔkola na lÔsoume thn exÐswsh: 'Eqoume,

ā · x̄ = c̄ ⇒ b̄ · (ā · x̄) = b̄ · c̄ ⇒ (b̄ · ā) · x̄ = bc ⇒ 1̄ · x̄ = bc ⇒ x̄ = bc.

ParathroÔme epÐshc ìti ā · (bc) = ā · (b̄ · c̄) = (ā · b̄) · c̄ = 1̄ · c̄ = c̄ (afoÔ ā · b̄ = b̄ · ā = 1̄).

'Omwc den mporoÔme p�nta na broÔme tètoia kl�sh b̄ : An up rqe b̄ ∈ Z6 me 2̄ · b̄ = 1̄, ja

eÐqame tìte ìti 2b = 1̄ kai epomènwc 2b ≡ 1 ( mod 6). H teleutaÐa sqèsh eÐnai isodÔnamh

me 2b = 1 + 6k gia k�poio k ∈ Z, pou eÐnai �topo, afoÔ ènac �rtioc arijmìc den mporeÐ na

isoÔtai me èna perittì arijmì.

Orismìc. 'Ena stoiqeÐo ā ∈ Zn kaleÐtai antistrèyimo an up�rqei b̄ ∈ Zn me thn idiìthta

ā · b̄ = 1̄ (= b̄ · ā). Sthn perÐptwsh aut , to b̄ kaleÐtai antÐstrofo tou ā.

ParadeÐgmata. (i) Sto Z6, to 5̄ eÐnai antistrèyimo afoÔ 5̄ · 5̄ = 1̄, en¸ to 2̄ den eÐnai

ìpwc èqoume  dh dei. Ta mìna antistrèyima stoiqeÐa tou Z6 eÐnai ta 1̄, 5̄. Sto Z7, to 2̄

eÐnai antistrèyimo afoÔ 2̄ · 4̄ = 1̄ (= 4̄ · 2̄).

(ii) Sto Z1 profan¸c 0̄ = 1̄, sunep¸c h kl�sh 0̄ eÐnai antistrèyimo stoiqeÐo tou Zn (ìpou

n ∈ N) mìno sthn perÐptwsh pou n = 1.

L mma 10.4. 'Estw a, n ∈ Z me n ≥ 1. An ā ∈ Zn eÐnai antistrèyimo tìte up�rqei

monadikì b̄ ∈ Zn tètoio ¸ste ā · b̄ = 1̄ (= b̄ · ā). [SugkrÐnete me thn Prìtash 4.7]

Apìdeixh. 'Estw ā ∈ Zn antistrèyimo. 'Estw epÐshc b̄1, b̄2 dÔo antÐstrofa tou ā sto

Zn. Tìte ā· b̄1 = 1̄ kai b̄2 ·ā = 1̄. 'Epetai ìti b̄2 = b̄2 ·1̄ = b̄2 ·(ā· b̄1) = (b̄2 ·ā)· b̄1 = 1̄· b̄1 = b̄1.

Prìtash 10.5. 'Estw a, n ∈ Z me n ≥ 1. To stoiqeÐo ā ∈ Zn eÐnai antistrèyimo an, kai

mono an, mkd(a, n) = 1.
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Apìdeixh. Upojètoume pr¸ta ìti ā ∈ Zn eÐnai antistrèyimo. Tìte up�rqei b ∈ Z
tètoio ¸ste ā · b̄ = 1̄ sto Zn,   isodÔnama ab ≡ 1 ( mod n). 'Epetai ìti ab = kn + 1

gia k�poio k ∈ Z. H teleutaÐa sqèsh mac exasfalÐzei ìti mkd(a, n) = 1. AntÐstrofa,

èstw ìti mkd(a, n) = 1. Tìte sa + tn = 1 gia k�poia s, t ∈ Z. Epomènwc sto Zn,
1̄ = sa+ tn = sa+ tn = s̄ · ā+ t̄ · n̄ = s̄ · ā (= ā · s̄) afoÔ n̄ = 0̄. Sun�goume ìti to ā eÐnai

antistrèyimo.

Sumbolismìc. 'Estw n ≥ 1. To sÔnolo twn antistrèyimwn stoiqeÐwn tou Zn sumbo-

lÐzetai me Z∗n. EpÐshc, an a ∈ Z me mkd(a, n) = 1, sumbolÐzoume me (a)−1 to monadikì

antÐstrofo tou a sto Zn.

Parat rhsh 10.6. H apìdeixh thc pio p�nw prìtashc mac dÐnei èna praktikì trìpo

upologismoÔ tou antistrìfou tou ā sto Zn, se perÐptwsh pou autì up�rqei. Diathr¸ntac

ton sumbolismì sthn apìdeixh, to antÐstrofo tou ā eÐnai to s̄, ìpou o akèraioc s mporeÐ

na entopisteÐ qrhsimopoi¸ntac ton EukleÐdeio algìrijmo kai thn antÐstrofh diadikasÐa

antanaÐreshc.

H sun�rthsh tou Euler. SumbolÐzoume me φ(n) to pl joc twn stoiqeÐwn tou sunìlou

Z∗n gia k�je n ∈ N. Tìte orÐzetai mia sun�rthsh φ : N → N pou onom�zetai sun�rthsh

tou Euler.

'Estw n ∈ N. Apì thn prohgoÔmenh prìtash èqoume tìte ìti φ(n) isoÔtai me to pl joc

twn akeraÐwn a me 0 ≤ a ≤ n− 1 kai mkd(a, n) = 1.

Par�deigma 10.7. (i) ParathroÔme ìti φ(1) = 1, φ(2) = 1, φ(p) = p− 1 an p pr¸toc,

φ(4) = 2, φ(6) = 2, φ(10) = 4.

(ii) 'Estw k, p ∈ N me p pr¸to. Ja deÐxoume ìti φ(pk) = pk − pk−1 : Oi jetikoÐ akèraioi

≤ pk oi opoÐoi den eÐnai sqetik� pr¸toi me to pk eÐnai akrib¸c autoÐ oi opoÐoi diairoÔntai apì

to p. AutoÐ eÐnai oi akèraioi rp ìpou 1 ≤ r ≤ pk−1. AfoÔ up�rqoun pk−1 tètoioi akèraioi,

tìte up�rqoÔn pk − pk−1 mh-arnhtikoÐ akèraioi < pk oi opoÐoi eÐnai sqetik� pr¸toi me to

pk. 'Epetai ìti φ(pk) = pk − pk−1.

Mikrì je¸rhma Fermat. 'Estw p pr¸toc kai èstw a ∈ Z me p - a. Tìte mkd(a, p) = 1

kai a ∈ Z∗p. Jètoume T = {k ∈ N : (a)k = 1̄}. Tìte T 6= ∅. [Ex ghsh: AfoÔ Z∗p (=

Zp−{0}) eÐnai èna peperasmèno sÔnolo, oi dun�meic (a)l, l ∈ N, den mporoÔn na eÐnai ìlec

diakekrimènec, epomènwc (a)s = (a)t gia k�poia s, t ∈ N me s < t. Pollaplasi�zontac

kai ta dÔo mèlh thc pio p�nw isìthtac me to (v)s, ìpou v eÐnai to monadikì antÐstrofo

tou a sto Zp, prokÔptei h isìthta 1 = (a)t−s, ìpou t − s ∈ N.] 'Estw m (∈ N) to

el�qisto stoiqeÐo tou T . Jètoume S = {(a)l : l ∈ N}. 'Eqoume tìte ìti |S| = m kai

S = {1, a, (a)2, . . . , (a)m−1}. [Ex ghsh: SÔmfwna me to je¸rhma diaÐreshc, afoÔ l,m ∈ N
èqoume ìti l = qm+r gia k�poia q, r ∈ N∪{0} me r < m (an q ≤ −1 tìte, gia 0 ≤ r < m,

ja eÐqame qm + r ≤ −m + r < 0). Epiplèon, ta m stoiqeÐa 1 (= (a)0 = (a)m), a, . . . ,

(a)m−1 eÐnai diakekrimèna afoÔ, an (a)s = (a)t me 0 ≤ s < t < m, ja eÐqame 1 = (a)t−s

me 1 ≤ t− s < m pou profan¸c antif�skei me thn epilog  tou m wc el�qistou stoiqeÐou

tou T .]
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OrÐzoume sto sÔnolo Z∗p thn sqèsh R = {(b, c) ∈ Z∗p × Z∗p : (b)−1c ∈ S}. Tìte R eÐnai mia

sqèsh isodunamÐac (sugkrÐnete me thn 'Askhsh 6.7) kai h antÐstoiqh kl�sh isodunamÐac

tou stoiqeÐou b ∈ Z∗p eÐnai to uposÔnolo bS = {b(a)k : 0 ≤ k ≤ m− 1} tou Z∗p. Epiplèon,
isqÔei ìti |bS| = |S| = m gia ìla ta b ∈ Z∗p (koit�xte thn 'Askhsh 10.5(iii)). Oi kl�seic

isodunamÐac wc proc thn pio p�nw sqèsh apoteloÔn mia diamèrish tou sunìlou Z∗p kai, afoÔ
Z∗p eÐnai èna peperasmèno sÔnolo, up�rqoun b1, b2, . . . , bn ∈ Z∗p (peperasmèno pl joc) me

∪ni=1biS = Z∗p kai biS ∩ bjS = ∅ opoted pote 1 ≤ i < j ≤ n. SumperaÐnoume ìti

p − 1 (= |Z∗p|) = nm. Pio eidik�, (a)p−1 = ((a)m)n = (1)n = 1. 'Omwc (a)p−1 = ap−1

sÔmfwna me ton pollaplasiasmì pou èqoume orÐsei sto Zp. SunoyÐzontac èqoume deÐxei

ìti an a ∈ Z me p - a ìpou p pr¸toc, tìte ap−1 ≡ 1 ( mod p).

Je¸rhma 10.8. (Mikrì je¸rhma Fermat.) An a ∈ Z kai p pr¸toc, tìte ap ≡ a (

mod p). Epiplèon, an p - a, tìte ap−1 ≡ 1 ( mod p).

Apìdeixh. 'Estw a ∈ Z kai p pr¸toc. Upojètoume pr¸ta ìti p - a. Shn pio p�nw

suz thsh èqoume apodeÐxei ìti ap−1 ≡ 1 ( mod p). Pollaplasi�zontac me to a kai ta dÔo

mèlh thc teleutaÐac isotimÐac kai paremb�llontac to Pìrisma 9.20, prokÔptei ìti ap ≡ a

( mod p). An p|a tìte profan¸c a ≡ 0 ( mod p), kai epomènwc ap (≡ 0) ≡ a ( mod p).

Par�deigma 10.9. DeÐxte ìti 4247 + 4742 den eÐnai pr¸toc arijmìc.

LÔsh. Apì to mikrì je¸rhma Fermat, me p = 43 kai a = 47, parathroÔme ìti 4742 ≡ 1 (

mod 43). Epiplèon, èqoume ìti 42 ≡ −1 ( mod 43) kai epomènwc 4247 ≡ (−1)47 ( mod 43).

'Epetai ìti 4247 ≡ −1 ( mod 43). Sunep¸c, (4247 + 4742) ≡ 0 ( mod 43), èqoume dhlad 

ìti 43|(4247 + 4742).

10.3. Mia efarmog  � o k¸dikac ISBN-10

Se k�je biblÐo antistoiqeÐ (monadik�) o gnwstìc arijmìc ISBN (International Standard

Book Number � Diejn c Prìtupoc Arijmìc BiblÐou), o opoÐoc apoteleÐ thn �tautìthta�

tou biblÐou kai perikleÐei plhroforÐec gia to biblÐo. Koit�xte epÐshc tic Shmei¸seic kai

Sqìlia sto tèloc tou kefalaÐou.

Orismìc. 'Estw Fq èna peperasmèno s¸ma (sugkrÐnete me thn suz thsh sthn Par�gra-

fo 7.1) me akrib¸c q stoiqeÐa. [MporeÐ na deiqjeÐ ìti tìte q = pk gia k�poio pr¸to p

kai k�poio k ∈ N.] 'Enac q-adikoc k¸dikac C m kouc n, ìpou n ∈ N, eÐnai èna mh-kenì

uposÔnolo tou (Fq)n. Se tètoia perÐptwsh lème epÐshc ìti to sÔnolo Fq eÐnai to alf�-

bhto gia ton k¸dika C. Ta stoiqeÐa tou C onom�zontai kwdikolèxeic. [Sto Kef�laio 15

ja deÐxoume ìti to sÔnolo Zp, ìpou p pr¸toc, eÐnai èna s¸ma wc proc thn prìsjesh kai

pollaplasiasmì pou èqoume orÐsei p�nw se autì.]

O k¸dikac ISBN-10 eÐnai o 11-adikìc k¸dikac C m kouc 10 pou orÐzetai me C = {x1x2 . . . x10

∈ (Z11)10 : xi ∈ {0, 1, . . . , 10} ⊆ Z (1 ≤ i ≤ 10), xi 6= 10 (1 ≤ i ≤ 9) kai sto Z11 isqÔei
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x10 = x1 + 2x2 + 3x3 + . . . + 9x9}. (Oi qarakt rec xi pou brÐskontai stic pr¸tec jèseic

dhl¸noun thn gl¸ssa sthn opoÐa eÐnai grammèno to biblÐo, oi qarakt rec pou akoloujoÔn

dhl¸noun ton ekdotikì oÐko en¸ oi upìloipoi qarakt rec ektìc apì ton teleutaÐo dÐnon-

tai apì ton ekdìth gia to sugkekrimèno biblÐo.) O teleutaÐoc qarakt rac upologÐzetai

apì touc prohgoÔmenouc qrhsimopoi¸ntac thn sqèsh x10 = x1 + 2x2 + 3x3 + . . . + 9x9

sto Z11. 'Eqoume epÐshc ton periorismì ìti xi ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} opoted pote 1 ≤ i ≤ 9,

ìmwc o akèraioc x10 mporeÐ na p�rei kai thn tim  10. Epeid  o �qarakt rac� 10 eÐnai diy -

fioc, ton sumbolÐzoume me ��Q��, gia na apofeÔgoume ètsi opoiad pote sÔgqush. Epiplèon,

sthn pragmatikìthta sta biblÐa, antÐ tou qarakt ra ��a�� se mia kwdikolèxh (ìpou a ∈ Z,
0 ≤ a ≤ 9), emfanÐzetai apl� o qarakt rac ��a��. Me tic �tropopoi seic� autèc p�nw se

mia kwdikolèxh tou ISBN-10 k¸dika C prokÔptei o gnwstìc arijmìc ISBN-10. Gia par�-

deigma o arijmìc 055010206X ikanopoieÐ ìlec tic proôpojèseic gia na eÐnai ènac arijmìc

ISBN-10.

O k¸dikac C, me ton trìpo pou sqedi�sthke, aniqneÔei 1 l�joc. Pr�gmati, upojètoume

ìti mac èqei staleÐ h kwdikolèxh x = x1x2 . . . x10 ìmwc emeÐc l�bame to �di�nusma� a =

a1a2 . . . a10 to opoÐo sumfwneÐ se ìlouc touc qarakt rec me thn x, ektìc apì ton qarakt ra

xr, sthn jèsh tou opoÐou èqoume ton qarakt ra ar = xr+e gia k�poio e ∈ Z11−{0}. Apì
ton trìpo pou èqoume orÐsei ton k¸dika C èqoume tìte ìti

∑10
i=1 i · xi = 0 sto Z11 (afoÔ

−1 = 10 sto Z11), en¸ gia to di�nusma a èqoume
∑10

i=1 i ·ai =
(∑10

i=1 i ·xi
)

+ (r · e) = r · e.
'Omwc r eÐnai ènac jetikìc akèraioc me 1 ≤ r ≤ 10, �ra r 6= 0 sto Z11. Apì thn upìjesh

mac pio p�nw èqoume epÐshc ìti e 6= 0 sto Z11 kai epomènwc r · e 6= 0 sto Z11 (koit�xte

thn 'Askhsh 10.2). Sun�goume ìti to di�nusma a = a1a2 . . . a10 den eÐnai kwdikolèxh, afoÔ∑10
i=1 i · ai 6= 0 sto Z11. Me autì ton trìpo aniqjeÔjhke to l�joc.

Parathr seic. (1) O k¸dikac C (dhlad  o ISBN-10 k¸dikac) epiplèon èqei thn du-

natìthta na aniqneÔei ton ��anagrammatismì�� dÔo qarakt rwn se mia kwdikolèxh: Upo-

jètoume t¸ra ìti mac èqoun steÐlei thn kwdikolèxh x = x1x2 . . . x10 kai emeÐc l�bame

to di�nusma b = b1b2 . . . b10 tou opoÐou ìloi oi qarakt rec sumfwnoÔn me touc qara-

kt rec tou x, ektìc apì tic jèseic r, j (1 ≤ j, r ≤ 10, r 6= j) ìpou oi qarakt rec

èqoun all�xei jèsh, dhlad  br = xj kai bj = xr. Upojètoume epiplèon ìti xj 6= xr
(ìti dhlad  o anagrammatismìc pr�gmati alloÐwse to arqikì m numa). Ja eÐqame tìte∑10

i=1 i · bi =
∑10

i=1 i · xi + (r − j) · xj + (j − r) · xr = (r − j) · (xj − xr) 6= 0 sto Z11.

[Ex ghsh: 'Eqoume r 6= j kai epomènwc r − j (= r + (−j)) 6= 0 sto Z11. Parìmoia,

xj − xr 6= 0 sto Z11.]

(2) O k¸dikac C èqei epÐshc thn merik  dunatìthta na diorj¸nei l�jh: Upojètoume ìti

mac èqei staleÐ h kwdikolèxh x = x1x2 . . . x10 kai emeÐc l�bame to di�nusma c = c1c2 . . . c10

ìpou cr 6= xr gia k�poio r (me 1 ≤ r ≤ 10) to opoÐo ìmwc emeÐc gnwrÐzoume, kai ci = xi gia

ìla ta i ∈ {1, 2, 3, . . . , 10} − {r}. MporoÔme tìte na jèsoume c1 + 2c2 + . . . (r − 1)cr−1 +

rxr + (r + 1)cr+1 + . . .+ (10)c10 = 0 sto Z11 kai na upologÐsoume thn tim  tou qarakt ra

xr o opoÐoc eÐqe alloiwjeÐ kat� thn met�dosh. Gia par�deigma, an c = 0̄2̄0̄1̄1̄c65̄0̄2̄7̄ ìpou

c6 6= x6 mporoÔme na upologÐsoume to x6 wc ex c: 1̄ · 0̄ + 2̄ · 2̄ + 3̄ · 0̄ + 4̄ · 1̄ + 5̄ · 1̄ + 6̄ · x6 +

7̄ · 5̄ + 8̄ · 0̄ + 9̄ · 2̄ + 1̄0 · 7̄ = 0̄ sto Z11, apì to opoÐo prokÔptei h sqèsh 6̄ · x6 + 4̄ = 0̄.

Tèloc parathroÔme ìti (6̄)−1 = 2̄ sto Z11, �ra 2̄(6̄x6) + (2̄)(4̄) = 0̄. Sun�goume ìti
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x6 = 2̄ · (−4) = −8 = 3̄.

(3) An x1x2 . . . x10 eÐnai mia kwdikolèxh tou ISBN-10 k¸dika C, eÐnai profanèc ìti x10 ≡∑9
i=1 ixi (mod 11) � èqoume dhlad  ìti x10 eÐnai to upìloipo thc diaÐreshc tou ajroÐ-

smatoc
∑9

i=1 ixi di� to 11.

(4) To sÔnolo Z10 fainomenik� ja mporoÔse na  tan èna fusiologikì alf�bhto gia ton

k¸dika ISBN-10, ìmwc den eÐqe epilegeÐ gia ton skopì autì. O lìgoc eÐnai ìti sto Z10

to ginìmeno dÔo mh-mhdenik¸n stoiqeÐwn den eÐnai upoqrewtik� mh-mhdenikì, kai ètsi o

k¸dikac ja èqane tic shmantikèc idiìthtec pou èqoume perigr�yei pio p�nw.

Shmei¸seic kai Sqìlia

1. Από την 1h Ιανουαρίου 2007 καθιερώθηκε το ISBN-13, που είναι πλέον ένας αριθμός με 13 ψηφία, έτσι

ώστε να μπορεί να ανταποκριθεί στον αυξανόμενο αριθμό των εκδόσεων. Ο νέος κώδικας ISBN-13 δεν

παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον από μαθηματικής άποψης, για τον λόγο αυτό μελετάμε εδώ τον κώδικα

ISBN-10.

2. Το κρυπτοσύστημα RSA βασίζεται στην γενική αντίληψη ότι δεν υπάρχει γρήγορος τρόπος παραγον-

τοποίησης αριθμών που είναι το γινόμενο δύο ‘μεγάλων’ πρώτων αριθμών (αυτό φυσικά μπορεί σήμερα να

αμφισβητηθεί ανάλογα με την πρόοδο που έχει επιτευχθεί στον τομέα της πληροφορικής). Το όνομα RSA

προέρχεται από τους δημιουργούς του συστήματος Ron Rivest, Adi Shamir και Leonard Adleman. Η

διαδικασία κρυπτογράφησης–αποκρυπτογράφησης χρησιμοποιώντας το σύστημα αυτό είναι η εξής:

(i) Επιλέγουμε δύο ‘μεγάλους’ πρώτους αριθμούς p και q με p 6= q.

(ii) Γράφουμε n = pq και m = (p− 1)(q − 1) (= φ(n)).

(iii) Επιλέγουμε ένα ακέραιο e με 1 ≤ e < m σχετικά πρώτο με το m. [Επομένως το e είναι αντιστρέψιμο

στοιχείο του Zm.]

(iv) Βρίσκουμε αριθμό d με 1 ≤ d < m τέτοιο ώστε d = (e)−1
στο Zm. [Μπορεί να δειχθεί ότι τότε, για

κάθε x ∈ Z, ισχύει xed ≡ x ( mod n), κοιτάξτε την ΄Ασκηση 10.8.]

Το ζεύγος (n, e) αποτελεί το δημόσιο κλειδί, όμως οι αριθμοί p, q, m, d διατηρούνται μυστικοί. Το ζεύγος

(n, d) αποτελεί το ιδιωτικό κλειδί. Η κρυπτογράφηση γίνεται μέσω της συνάρτησης f : Zn → Zn : x 7→ xe

(x ∈ Zn) και η αποκρυπτογράφηση μέσω της αντίστροφης συνάρτησης g : Zn → Zn : y 7→ yd, (y ∈ Zn).

Ask seic

10.1 Βρείτε όλες τις λύσεις στο Z8 για τις εξισώσεις

(i) 2̄x = 0̄, (ii) 3̄x = 0̄, (iii) 4̄x = 0̄, και (iv) 5̄x = 3̄.

10.2 ΄Εστω p πρώτος. Αν a, b ∈ Zp − {0}, δείξτε ότι a · b 6= 0 στο Zp.

10.3 (i) Να υπολογίσετε (αν υπάρχει) το αντίστροφο του 5̄ (a) στο Z6, και (b) στο Z7.

(ii) Μπορείτε να βρείτε a ∈ Z τέτοιο ώστε η εξίσωση ā · 5̄ = 1̄ να ισχύει και στο Z6 και στο Z7;

10.4 Βρείτε, αν υπάρχει, το αντίστροφο του 56 στο Z121.

10.5 ΄Εστω n ∈ N με n > 1. ΄Εστω επίσης a, b ∈ Z με μκδ(b, n) = 1, και S τυχαίο μη-κενό υποσύνολο του

Zn. Δείξτε τα πιο κάτω.
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(i) Zn = {a+ c : c ∈ Zn},
(ii) Zn = {b · c : c ∈ Zn},
(iii) Θέτουμε bS = {b · d : d ∈ S}. Τότε η συνάρτηση φ : S → bS : x 7→ b · x, (x ∈ S) είναι

αμφιμονοσήμαντη.

10.6 ΄Εστω a, b, n ∈ Z με n > 1. Δείξτε ότι υπάρχει x ∈ Zn με ax = b στο Zn αν, και μόνο αν, μκδ(a, n)|b.

10.7 Δείξτε ότι 4555 + 5554
δεν είναι πρώτος αριθμός.

10.8 ΄Εστω p, q πρώτοι με p 6= q. Θέτουμε n = pq και m = φ(n). ΄Εστω επίσης e, d ∈ Z με 1 ≤ e, d < m

τέτοιοι ώστε ed ≡ 1 ( mod m). Δείξτε ότι για κάθε x ∈ Z ισχύει xed ≡ x ( mod n). [Υπόδειξη:

Δείξτε πρώτα ότι m = (p − 1)(q − 1) και, χρησιμοποιώντας το μικρό θεώρημα Fermat ότι xed ≡ x (

mod p) οποτεδήποτε x ∈ Z με p - x.]

10.9 (i) Εξετάστε κατά πόσον ο αριθμός 0131653326 είναι ένας αριθμός ISBN-10.

(ii) Συμπληρώστε το αριθμό ISBN-10 0131�91399.
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11. SummetrÐec sto epÐpedo

11.1. Anakl�seic kai peristrofèc ston R2 (xy-epÐpedo)

Gia touc skopoÔc thc suz thshc sthn par�grafo aut  eÐnai bolikì na tautÐsoume to

kartesianì ginìmeno R× R (= R2) me to sÔnolo R2×1 twn 2× 1 pin�kwn me suntelestèc

apì to R, ìpou R2 3 (x, y)↔
[
x
y

]
∈ R2×1. 'Eqoume dhlad , R2 =

{[
x
y

]
: x, y ∈ R

}
.

'Enac R-isomorfismìc f : R2 → R2 eÐnai mia amfimonos manth sun�rthsh f : R2 → R2, h

opoÐa epiplèon ikanopoieÐ f(u+v) = f(u)+f(v) kai f(λu) = λf(u) gia ìla ta u, v ∈ R2 kai

λ ∈ R. ('Eqoume dhlad  ìti ènac R-isomorfismìc f : R2 → R2 eÐnai mia amfimonos manth

R-grammik  apeikìnish apì ton R-dianusmatikì q¸ro R2 ston eautì tou.) SumbolÐzoume

me IR(R2) to sÔnolo ìlwn twn R-isomorfism¸n R2 → R2.

ShmeÐwsh 11.1. SumbolÐzoume me GL(2,R) to sÔnolo twn antistrèyimwn 2 × 2 pin�-

kwn me suntelestèc apì to R. 'Estw t¸ra A ∈ GL(2,R). OrÐzoume fA : R2 → R2 :[
x
y

]
7→ A

[
x
y

]
, (sunhjismènoc pollaplasiasmìc pin�kwn). Tìte fA ∈ IR(R2). Epiplè-

on, h apeikìnish T : GL(2,R) → IR(R2) : A 7→ fA, (A ∈ GL(2,R)) eÐnai amfimono-

s manth. [ParathroÔme epÐshc ìti, gia A,B ∈ GL(2,R) kai v =
[
v1

v2

]
∈ R2, èqoume

f(AB)(v) = (AB)v = A(Bv) = A(fB(v)) = fA(fB(v)) = (fA ◦ fB)(v).]

H antÐstrofh apeikìnish dÐnetai me T−1 : IR(R2)→ GL(2,R) : f 7→
[
a1 b1

a2 b2

]
, (f ∈ IR(R2)),

ìpou f
( [

1
0

] )
=
[
a1

a2

]
kai f

( [
0
1

] )
=
[
b1

b2

]
. (Elègxte ìti pr�gmati T−1(f) eÐnai ènac

antistrèyimoc pÐnakac opoted pote f ∈ IR(R2).)
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'Estw θ, φ ∈ R. Sto pio p�nw sq ma blèpoume ton trìpo pou droun oi metasqhmatismoÐ

rotφ kai refφ p�nw se tuqaÐo shmeÐo tou R2, ìpou

(i) rotφ : R2 → R2 :
[
r cos θ
r sin θ

]
7→
[
r cos(θ + φ)
r sin(θ + φ)

]
eÐnai mi� peristrof  gÔrw apì to O(0, 0)

kat� gwnÐa φ kat� thn jetik  for� (antÐjeth proc thn for� tou rologioÔ), kai

(ii) refφ : R2 → R2 :
[
r cos θ
r sin θ

]
7→
[
r cos(φ− θ)
r sin(φ− θ)

]
eÐnai mia an�klash wc proc thn eujeÐa E .

OrÐzoume Aφ, Bφ ∈ GL(2,R) me Aφ =
[
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]
kai Bφ =

[
cosφ sinφ
sinφ − cosφ

]
. Tìte

detAφ = 1 kai detBφ = −1. Jètoume v =
[
r cos θ
r sin θ

]
∈ R2 kai parathroÔme, qrhsimo-

poi¸ntac touc trigwnometrikoÔc tÔpouc, ìti rotφ(v) = Aφv kai refφ(v) = Bφv. Apì tic

parathr seic autèc prokÔptei eÔkola ìti rotφ kai refφ an koun sto sÔnolo IR(R2). Autì

mac deÐqnei ìti f
Aφ

= rotφ kai f
Bφ

= refφ.

EÔkola mporoÔme epÐshc na deÐxoume ìti isqÔei to ex c apotèlesma.

Prìtash 11.2. 'Estw α, β ∈ R. 'Eqoume tìte

(i) rotα ◦ rotβ = rotα+β, (ii) refα ◦ refβ = rotα−β,

(iii) rotα ◦ refβ = refα+β, (iv) refα ◦ rotβ = refα−β.

Apìdeixh. Ja apodeÐxoume ta (ii) kai (iii). H apìdeixh twn (i) kai (iv) eÐnai parìmoia.

(ii) 'Eqoume, (refα ◦ refβ)
( [
r cos θ
r sin θ

] )
= refα

(
refβ

[
r cos θ
r sin θ

] )
= refα

([
r cos(β − θ)
r sin(β − θ)

])
=

[
r cos(α− (β − θ))
r sin(α− (β − θ))

]
=

[
r cos((α− β) + θ)
r sin((α− β) + θ)

]
.

(iii) 'Eqoume, (rotα ◦ refβ)
( [
r cos θ
r sin θ

] )
= rotα

(
refβ

[
r cos θ
r sin θ

] )
= rotα

([
r cos(β − θ)
r sin(β − θ)

])
=

[
r cos((α + β)− θ)
r sin((α + β)− θ)

]
.
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Parat rhsh 11.3. 'Estw θ, φ ∈ R.

(i) Profan¸c rotφ = rotφ+2π kai refφ = refφ+2π. Sunep¸c èqoume rot3π/2rot3π/2 = rot3π =

rotπ kai refπ/2rotπ = ref−π/2 = ref3π/2

(ii) ParathroÔme epÐshc ìti (rotφ)−1 = rot(−φ) = rot2π−φ kai (refφ)−1 = refφ.

Orismìc. SumbolÐzoume me O(R2) to sÔnolo ìlwn twn apeikonÐsewn thc morf c rotφ  

refφ me 0 ≤ φ < 2π ìpwc autèc èqoun oristeÐ pio p�nw. 'Eqoume, dhlad , ìti O(R2) =

{rotφ : 0 ≤ φ < 2π} ∪ {refφ : 0 ≤ φ < 2π}.

Parat rhsh 11.4. Profan¸c, O(R2) ⊆ IR(R2). Mia �mesh sunèpeia thc Prìta-

shc 11.2 eÐnai ìti h sÔnjesh sunart sewn apoteleÐ mia dimel  pr�xh p�nw sto sÔnolo

O(R2).

11.2. RÐzec thc mon�dac sto C

Qrhsimopoi¸ntac ton orismì tou pollaplasiasmoÔ sto C kai touc trigwnometrikoÔc tÔ-

pouc eÔkola mporoÔme na apodeÐxoume thn ex c

Prìtash 11.5. (Gewmetrik  ermhneÐa pollaplasiasmoÔ migadik¸n.) 'Estw z, w ∈ C me

polikèc suntetagmènec (r, θ) kai (s, ψ) antÐstoiqa. Tìte oi polikèc suntetagmènec tou zw

eÐnai (rs, φ) ìpou φ =
{
θ + ψ an θ + ψ < 2π
θ + ψ − 2π an θ + ψ ≥ 2π . Pio eidik�, |zw| = |z| |w|.

[Sthn perÐptwsh pou toul�qiston èna apì ta z, w isoÔtai me 0, oi pio p�nw polikèc sun-

tetagmènec gia to zw, pou epÐshc isoÔtai me 0, den eÐnai monadikèc ìpwc èqoume dei.]

Parat rhsh. DiathroÔme thn upìjesh kai ton sumbolismì apì thn Prìtash 11.5. Sum-

bolÐzoume epÐshc me Pv to shmeÐo sto xy-epÐpedo pou antistoiqeÐ ston migadikì arijmì v

mèsw thc taÔtishc pou èqoume k�nei. Sthn eidik  perÐptwsh pou w = cosψ+ i sinψ, ìtan

dhlad  s = 1, parathroÔme ìti P(zw) = rotψ(Pz) � sugkrÐnete me thn suz thsh sthn

Par�grafo 11.1. Me �lla lìgia pollaplasiasmìc me to w �antistoiqeÐ� se mia peristrof 

gÔrw apì to O(0, 0) kat� gwnÐa ψ (kat� thn jetik  for�). Elègxte ìti refψ(Pz) = P(zw).

Je¸rhma 11.6. (De Moivre). Gia k�je x ∈ R kai gia k�je n ∈ N, isqÔei ìti
cos(nx) + i sin(nx) = (cos x+ i sinx)n.
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Apìdeixh. Ja qrhsimopoi soume epagwg  wc proc n ≥ 1. Profan¸c to apotèlesma

isqÔei gia n = 1. Gia to epagwgikì b ma, èqoume gia n ∈ N:

(cosx+ i sinx)n+1 = (cosx+ i sinx)n(cosx+ i sinx)

= (cos(nx) + i sin(nx))(cosx+ i sinx) (epagwgik  upìjesh)

= cos(nx+ x) + i sin(nx+ x) (trigwnometrikoÐ tÔpoi)

= cos((n+ 1)x) + i sin((n+ 1)x).

Orismìc. 'Estw n ∈ N. Mia n-ost  rÐza thc mon�dac sto C eÐnai ènac migadikìc arijmìc

z tètoioc ¸ste zn = 1.

H gewmetrik  ermhneÐa tou pollaplasiasmoÔ migadik¸n arijm¸n èqei xeqwristì endiafèron

ìtan oi migadikoÐ arijmoÐ z, w brÐskontai p�nw ston monadiaÐo kÔklo (ìtan d lad  |z| =

1 = |w|). Dosmènou n ∈ N, jètoume θ = 2π
n

kai z = cos θ + i sin θ. ParathroÔme ìti oi

polikèc suntetagmènec tou z eÐnai (1, θ), oi polikèc suntetagmènec tou z2 eÐnai (1, 2θ), . . . ,

oi polikèc suntetagmènec tou zn−1 eÐnai (1, (n − 1)θ), kai oi polikèc suntetagmènec tou

zn eÐnai (1, 0), (afoÔ nθ = 2π). Sthn pragmatikìthta mìlic èqoume brei ìlec tic n-ostèc

rÐzec thc mon�dac, ìpwc ja apodeÐxoume sthn epìmenh prìtash.

Prìtash 11.7. 'Estw n ∈ N. K�je n-ost  rÐza thc mon�dac sto C isoÔtai me

cos
(

2πk
n

)
+ i sin

(
2πk
n

)
gia k�poio k ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1}, kai epomènwc èqei mètro 1.

Pio eidik�, up�rqoun akrib¸c n diakekrimènec n-ostèc rÐzec thc mon�dac sto C.

Apìdeixh. Jètoume z = cos
(

2π
n

)
+ i sin

(
2π
n

)
. Apì to je¸rhma De Moivre, zn =(

cos
(

2π
n

)
+ i sin

(
2π
n

))n
= cos(2π) + i sin(2π) = 1. Sunep¸c z eÐnai mia n-ost  rÐza

thc mon�dac. AfoÔ zn = 1, èpetai ìti (zk)n = zkn = (zn)k = 1k = 1 gia k�je k ∈
{0, 1, 2, . . . , n − 1}. SumperaÐnoume ìti zk, ìpou k ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1} eÐnai mia n-ost 
rÐza thc mon�dac kai èqoume  dh brei n diakekrimènec n-ostèc rÐzec thc mon�dac sto C.
'Omwc den mporeÐ na up�rqoun �llec n-ostèc rÐzec thc mon�dac sto C ektìc apì autèc.

Gia na to doÔme autì upojètoume ìti w ∈ C me wn = 1. Profan¸c |w| = 1 afoÔ

|wn| = |w|n. 'Eqoume dhlad  ìti w = cos θ + i sin θ gia k�poio θ ∈ R kai epomènwc wn =

cosnθ+ i sinnθ (= 1). 'Epetai ìti nθ = 2πl gia k�poio l ∈ Z. 'Omwc l = qn+ r gia k�poia

q, r ∈ Z me 0 ≤ r < n. 'Epetai ìti w = cos(2πl
n

) + i sin(2πl
n

) = cos(2πr
n

) + i sin(2πr
n

) = zr.

[Enallaktik� gia to teleutaÐo shmeÐo: Sto Kef�laio 16 apodeiknÔoume ìti èna polu¸numo

bajmoÔ n me rhtoÔc suntelestèc, ìpwc gia par�deigma to xn− 1, èqei to polÔ n rÐzec sto

C.] Tèloc, parathroÔme ìti zk = cos
(

2πk
n

)
+ i sin

(
2πk
n

)
gia k�je k ∈ N (De Moivre).

Sunep¸c, oi n-ostèc rÐzec thc mon�dac eÐnai summetrik� katanemhmènec p�nw ston mona-

diaÐo kÔklo. Sto Sq ma 3 blèpoume thn katanom  twn 8ων riz¸n thc mon�dac p�nw ston

monadiaÐo kÔklo (ed¸, θ = 2π
8

= π
4
).
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Sq ma 3: 8ες rÐzec thc mon�dac

Par�deigma 11.8. SumbolÐzoume me W to sÔnolo twn 8ων riz¸n thc mon�dac sto C.
Jètoume ζ = 1√

2
(1 + i) ∈ W . ParathroÔme tìte ìti W = {ωζ : ω ∈ W}, afoÔ polla-

plasi�zontac to stoiqeÐo ω ∈ W me to ζ, autì èqei wc apotèlesma na peristrafeÐ to ω

gÔrw apì to O(0, 0) kat� gwnÐa π/4. 'Omwc mia tètoia peristrof  apeikonÐzei to sÔnolo

W ston eautì tou.

JewroÔme t¸ra to kanonikì okt�gwno ∆ pou eÐnai topojethmèno sto xy-epÐpedo ètsi ¸ste

oi korufèc tou na sumpÐptoun me tic jèseic pou èqoun oi 8ες rÐzec thc mon�dac. Pollapla-

si�zontac me to ζ èqei wc apotèlesma k�je koruf  tou ∆ na apeikonisteÐ sthn �epìmenh�

koruf  tou ∆. ProkÔptei ètsi mia met�jesh tou sunìlou twn koruf¸n tou ∆.

Elègxte ìti h sun�rthsh f : C → C : z 7→ z epÐshc ep�gei mia met�jesh tou sunìlou

W twn 8ων riz¸n thc mon�dac (kai epomènwc tou sunìlou twn koruf¸n tou ∆). Poia

apì ta stoiqeÐa tou sunìlou Sym(W ) mporoÔn na pragmatopoihjoÔn mèsw miac pepera-

smènhc akoloujÐac metasqhmatism¸n thc morf c z 7→ zζ kai z 7→ z; [SugkrÐnete me thn

'Askhsh 11.5.]

Orismìc. 'Estw n ∈ N kai èstw ω ∈ C mia n-ost  rÐza thc mon�dac sto C. Jètoume

S = {k ∈ N : ωk = 1}. Tìte S 6= ∅, afoÔ n ∈ S. 'Estw c to el�qisto stoiqeÐo tou S

(arq  kal c di�taxhc). An c = n, tìte ω kaleÐtai mia prwtarqik  n-ost  rÐza thc mon�dac.

Par�deigma. Jètoume ω = i ∈ C. Tìte ω eÐnai mia 8η rÐza thc mon�dac, ìmwc den

eÐnai mia prwtarqik  8η rÐza thc mon�dac. Elègxte ìti ω eÐnai mia prwtarqik  4η rÐza thc

mon�dac.

11.3. Kin seic kai summetrÐec

Orismìc. (i) Mia kÐnhsh eÐnai mia sun�rthsh S : R2 → R2 h opoÐa diathreÐ tic a-

post�seic. [Lème ìti h sun�rthsh f : R2 → R2 diathreÐ tic apost�seic an ikanopoieÐ

d(u,v) = d(f(u), f(v)) gia ìla ta u,v ∈ R2. Me d(x,y) sumbolÐzoume thn gnwst  Eu-

kleÐdeia apìstash metaxÔ twn shmeÐwn x, y tou R2. 'Eqoume dhlad  ìti an x = (x1, x2)

kai y = (y1, y2), tìte d(x,y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.] Profan¸c oi kin seic eÐnai

enriptikèc sunart seic.

(ii) To uposÔnolo {e1, e2} tou R2, ìpou e1 = (1, 0) kai e2 = (0, 1), kaleÐtai h fusiologik 

R-b�sh tou R2. An x = (x1, x2) ∈ R2 orÐzoume to m koc ||x|| tou x me ||x|| =
√
x2

1 + x2
2.
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'Epetai ìti ||λx|| = |λ| ||x|| gia ìla ta λ ∈ R. Epiplèon, an a,b ∈ R2 me a = (a1, a2), b =

(b1, b2), èqoume ìti ||a− b|| (= ||(a1− b1)e1 + (a2− b2)e2||) =
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 =

d(a,b).

(iii) Mia orjokanonik  b�sh tou R2 eÐnai mia R-b�sh {w1,w2} tou R2 me ta dianÔsmata

w1,w2 na eÐnai k�jeta metaxÔ touc kai na èqoun kai ta dÔo m koc 1. Parathr¸ntac tic

st lec twn pin�kwn thc morf c Aφ, Bφ (koit�xte thn Par�grafo 11.1) blèpoume amèswc

ìti k�je stoiqeÐo tou sunìlou O(R2) apeikonÐzei thn fusiologik  b�sh tou R2 se mia

orjokanonik  b�sh tou R2.

L mma 11.9. K�je stoiqeÐo tou sunìlou O(R2) eÐnai mia kÐnhsh.

Apìdeixh. Upojètoume ìti f ∈ O(R2) kai ìti u,v ∈ R2 me u = (u1, u2) kai v = (v1, v2).

ArkeÐ na deÐxoume ìti ||f(u)−f(v)|| = ||u−v||. 'Opwc èqoume dei, to sÔnolo {f(e1), f(e2)}
eÐnai mia orjokanonik  R-b�sh tou R2. 'Eqoume epÐshc ìti f(u − v) = f(u) − f(v)

afoÔ f eÐnai mia R-grammik  apeikìnish kai epomènwc ||f(u) − f(v)|| = ||f(u − v)||.
SunoyÐzontac, ||f(u) − f(v)||2 = ||f(u − v)||2 = ||f((u1 − v1)e1 + (u2 − v2)e2)||2 =

||(u1 − v1)f(e1) + (u2 − v2)f(e2)||2 = (u1 − v1)2 + (u2 − v2)2 = ||u − v||2. (Gia thn

proteleutaÐa isìthta qrhsimopoi same to Pujagìreio je¸rhma.)

Orismìc. O pÐnakac P ∈ Mn(R) kaleÐtai orjog¸nioc an PP t = In = P tP . [Me Mn(R)

sumbolÐzoume to sÔnolo twn n × n pin�kwn me suntelestèc apì to R, kai me P t ton

an�strofo tou P ].

Prìtash 11.10. 'Estw P ∈M2(R) ènac orjog¸nioc pÐnakac. Tìte

(i) det(P ) ∈ {1,−1}.

(ii) An det(P ) = 1 (antÐstoiqa, det(P ) = −1), tìte up�rqei φ ∈ R me 0 ≤ φ < 2π tètoio

¸ste P = Aφ (antÐstoiqa, P = Bφ) me touc pÐnakec Aφ kai Bφ ìpwc èqoun oristeÐ sthn

Par�grafo 11.1.

Apìdeixh. 'Estw P ∈M2(R) ènac orjog¸nioc pÐnakac. (i) Apì idiìthtec thc orÐzousac,

1 = det(I2) = det(PP t) = det(P ) det(P t) = (det(P ))2 afoÔ det(P ) = det(P t). 'Epetai

ìti det(P ) ∈ {1,−1}.

(ii) Jètoume P =
(
a b
c d

)
, ìpou a, b, c, d ∈ R. AfoÔ P eÐnai orjog¸nioc, èqoume ìti P t =

P−1 kai epomènwc
(
a c
b d

)
= (detP )

(
d −b
−c a

)
. An det(P ) = +1, tìte a = d, b = −c, kai

P =
(
a −c
c a

)
, ìpou a2 + c2 = 1. H teleutaÐa sqèsh mac exasfalÐzei ìti up�rqei φ ∈ R

me 0 ≤ 0 < 2π tètoio ¸ste a = cosφ, c = sinφ, dhlad  me P = Aφ. Parìmoia, an

det(P ) = −1, tìte a = −d, b = c kai P =
(
a c
c −a

)
, ìpou −a2 − c2 = −1 (isodÔnama,

a2 + c2 = 1). Sunep¸c, P = Bφ gia k�poio φ ∈ R me 0 ≤ 0 < 2π sthn perÐptwsh aut .

Prìtash 11.11. (i) K�je kÐnhsh S : R2 → R2 h opoÐa stajeropoieÐ to shmeÐo O(0, 0)

eÐnai stoiqeÐo tou sunìlou O(R2). (Pio eidik� oi kin seic oi opoÐec stajeropoioÔn to

shmeÐo O(0, 0) eÐnai ìlec amfimonos mantec R-grammikèc apeikonÐseic.)
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(ii) To sÔnolo O(R2) apoteleÐtai akrib¸c apì tic kin seic S : R2 → R2 oi opoÐec ikano-

poioÔn S((0, 0)) = (0, 0).

Apìdeixh. (i) Ja deÐxoume pr¸ta ìti opoiad pote kÐnhsh S1 : R2 → R2 h opoÐa sta-

jeropoieÐ to shmeÐo (0, 0) (= 0) kai epiplèon stajeropoieÐ ta stoiqeÐa e1, e2 thc fu-

siologik c b�shc tou R2, isoÔtai upoqrewtik� me thn tautotik  apeikìnish iR2 . 'E-

stw x = (x1, x2) ∈ R2. Jètoume y = S1(x) (= (y1, y2)). AfoÔ S1(0) = 0, èqou-

me ìti ||S1(x)|| = ||S1(x) − 0|| = ||S1(x) − S1(0)|| = ||x − 0|| = ||x||. 'Epetai ìti

x2
1 + x2

2 = y2
1 + y2

2. 'Eqoume epÐshc, ||S1(x) − e1|| = ||S1(x) − S1(e1)|| = ||x − e1||, �ra
(y1− 1)2 + y2

2 = (x1− 1)2 + x2
2. Apì tic pio p�nw sqèseic prokÔptei ìti 2y1− 1 = 2x1− 1

kai epomènwc y1 = x1. Me parìmoio sullogismì mporoÔme na deÐxoume ìti y2 = x2.

[SugkrÐnete epÐshc me thn 'Askhsh 11.2.]

'Estw t¸ra S : R2 → R2 mia kÐnhsh me S(0) = 0. Upojètoume ìti S(e1) = u1 kai S(e2) =

u2. AfoÔ k�je kÐnhsh profan¸c apeikonÐzei opoiod pote trÐgwno se Ðso trÐgwno, blèpoume

ìti to sÔnolo {u1,u2} epÐshc apoteleÐ orjokanonik  R-b�sh tou R2. SumbolÐzoume me T

thn (monadik ) R-grammik  apeikìnish apì ton R2 ston R2 h opoÐa ikanopoieÐ T (ei) = ui
gia i = 1, 2. Tìte T eÐnai ènac R-isomorfismìc, epomènwc up�rqei h antÐstrofh sun�rthsh
T−1. ParathroÔme epÐshc ìti h sun�rthsh T eÐnai mia kÐnhsh. [Ex ghsh: Gia a = (a1, a2)

kai b = (b1, b2) ∈ R2 isqÔei, ||T (a) − T (b)||2 = ||T (a − b)||2 = ||T ((a1 − b1)e1 + (a2 −
b2)e2)||2 = ||(a1−b1)T (e1)+(a2−b2)T (e2)||2 = ||(a1−b1)u1 +(a2−b2)u2||2 = (a1−b1)2 +

(a2−b2)2 = ||a−b||2. ('Eqoume qrhsimopoi sei ìti {u1,u2} eÐnai mia orjokanonik  b�sh).]
SumperaÐnoume ìti h sun�rthsh T−1 ◦ S eÐnai mia kÐnhsh (afoÔ eÐnai sÔnjesh kin sewn) h

opoÐa stajeropoieÐ ta shmeÐa 0, e1 kai e2 (kai epomènwc T−1 ◦ S = iR2). SunoyÐzontac,

mèqri t¸ra èqoume deÐxei ìti S = T ìpou T eÐnai mia R-grammik  apeikìnish. Jètontac

u1 = (u1, v1) kai u2 = (u2, v2), eÔkola prokÔptei ìti S = fP , ìpou P eÐnai o orjog¸nioc

pÐnakac
(
u1 u2

v1 v2

)
. Paremb�lloume tèloc thn Prìtash 11.10.

(ii) 'Amesh sunèpeia tou tm matoc (i) pio p�nw kai tou L mmatoc 11.9.

'Estw t¸ra ∆ èna gewmetrikì sq ma (gia par�deigma ènac kÔkloc   èna kanonikì n-gwno)

ston R2 (xy-epÐpedo) topojethmèno me tètoio trìpo ¸ste to kèntro tou na brÐsketai

sto shmeÐo O(0, 0). An f ∈ O(R2), orÐzoume f(∆) = {f(u) : u ∈ ∆}. OrÐzoume epÐshc

Σ(∆) = {f ∈ O(R2) : f(∆) = ∆}. Ta stoiqeÐa tou sunìlou Σ(∆) kaloÔntai summe-

trÐec tou gewmetrikoÔ sq matoc ∆. EÐnai eÔkolo na doÔme ìti h sÔnjesh sunart sewn

apoteleÐ mia dimel  pr�xh sto sÔnolo Σ(∆). [Ex ghsh: 'Estw f, g ∈ Σ(∆). Apì ton

orismì tou sunìlou Σ(∆) èqoume ìti f, g ∈ O(R2) kai epomènwc g ◦ f ∈ O(R2) apì

thn Parat rhsh 11.4. Epiplèon, èqoume ∆ = f(∆) = {f(u) : u ∈ ∆} kai epomènwc

(g ◦ f)(∆) = {(g ◦ f)(u) : u ∈ ∆} = {g(f(u)) : u ∈ ∆} = g(∆) = ∆.]

ShmeÐwsh. (i) Me ton ìro kèntro enìc kanonikoÔ n-g¸nou ennooÔme to kèntro tou

monadikoÔ perigegrammènou kÔklou tou kanonikoÔ autoÔ n-g¸nou.

(ii) Diaisjhtik�, summetrÐa enìc gewmetrikoÔ sq matoc eÐnai ènac �metasqhmatismìc� (pou

diathreÐ tic apost�seic kai stajeropoieÐ to shmeÐo O(0, 0)) o opoÐoc �metakineÐ� to sq ma

me tètoio trìpo ¸ste h telik  tou jèsh na mhn diakrÐnetai apì thn arqik , qwrÐc na
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apokleÐoume ìmwc to endeqìmeno xeqwrist� shmeÐa tou gewmetrikoÔ sq matoc na èqoun

metakinhjeÐ se nèa shmeÐa tou sq matoc.

Prìtash 11.12. 'Estw ∆n (n ≥ 3) èna kanonikì n-gwno topojethmèno sto xy-epÐpedo

ètsi ¸ste to kèntro tou na brÐsketai sto shmeÐo O(0, 0) kai h mia koruf  tou sto shmeÐo

Q(1, 0). Tìte k�je stoiqeÐo tou Σ(∆n) ep�gei mia met�jesh tou sunìlou twn koruf¸n

tou ∆n kai, epiplèon, kajorÐzetai pl rwc apì thn dr�sh tou p�nw sto sÔnolo autì.

Apìdeixh. 'Estw f ∈ Σ(∆n). Pio eidik� h f eÐnai mia R-grammik  apeikìnish h opoÐa

diathreÐ tic apost�seic. 'Estw epÐshc X = {1,2, . . . ,n} to sÔnolo twn koruf¸n tou

∆n. To shmeÐo O(0, 0) brÐsketai sto kèntro tou monadiaÐou kÔklou pou eÐnai o monadikìc

perigegrammènoc kÔkloc tou ∆n. Epomènwc, ta mìna shmeÐa tou ∆n pou brÐskontai se

apìstash 1 apì to shmeÐo O(0, 0) eÐnai ta stoiqeÐa tou sunìlou X, en¸ ta upìloipa shmeÐa

tou ∆n brÐskontai se apìstash < 1 apì to O(0, 0). Sunep¸c, an κ ∈ X èqoume ìti 1 =

d(O,κ) = d(f(O), f(κ)) = d(O, f(κ)) afoÔ f(O) = O. 'Epetai ìti f(κ) ∈ X gia ìlec tic

κ ∈ X kai, afoÔ f eÐnai enriptik , èqoume ìti {f(κ) : κ ∈ X} = X. SunoyÐzontac, èqoume

deÐxei mèqri t¸ra ìti k�je f ∈ Σ(∆n) ep�gei mia met�jesh tou sunìlou X = {1,2, . . . ,n}
twn koruf¸n tou ∆n.

Upojètoume t¸ra, qwrÐc bl�bh thc genikìthtac, ìti h koruf  1 brÐsketai sto shmeÐo

Q(1, 0) kai h koruf  2 sto shmeÐo P (cos(2π
n

), sin(2π
n

)). Upojètoume epiplèon ìti g, h ∈
Σ(∆n) me g(κ) = h(κ) gia ìlec tic κ ∈ X. 'Omwc to sÔnolo {(1, 0), (cos(2π

n
), sin(2π

n
))}

apoteleÐ mia R-b�sh tou R2 opoted pote n ≥ 3, kai g, h eÐnai R-grammikèc apeikonÐseic

me g((1, 0)) = h((1, 0)) kai g((cos(2π
n

), sin(2π
n

))) = h((cos(2π
n

), sin(2π
n

))). Sun�goume ìti

g = h, kai epomènwc k�je stoiqeÐo thc Σ(∆n) kajorÐzetai pl rwc apì thn dr�sh tou p�nw

sto sÔnolo X. [SugkrÐnete epÐshc me thn 'Askhsh 11.2.]

Sqìlio. DiathroÔme ton sumbolismì apì thn Prìtash 11.12. 'Estw epÐshc S : R2 → R2

mia kÐnhsh tètoia ¸ste S(∆n) = ∆n. AfoÔ S diathreÐ tic apost�seic, o kÔkloc me aktÐna 1

kai kèntro to S((0, 0)) eÐnai o (monadikìc) perigegrammènoc kÔkloc gia to ∆n (= S(∆n)).

'Epetai ìti S((0, 0)) = (0, 0). Paremb�llontac t¸ra thn Prìtash 11.11 blèpoume ìti to

sÔnolo Σ(∆n) apoteleÐtai akrib¸c apì tic kin seic S : R2 → R2 oi opoÐec ikanopoioÔn

S(∆n) = ∆n.

ParadeÐgmata 11.13. (i) K�je stoiqeÐo tou sunìlou O(R2) eÐnai kai mia summetrÐa

tou monadiaÐou kÔklou.

(ii) Oi summetrÐec tou isopleÔrou trig¸nou ∆3 :
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Apì thn Prìtash 11.12, k�je stoiqeÐo tou sunìlou Σ(∆3) ep�gei mia met�jesh tou sunì-

lou twn koruf¸n tou ∆3 kai, epiplèon, kajorÐzetai pl rwc apì thn dr�sh tou p�nw sto

sÔnolo autì. Pio sugkerimèna, èqoume tic ex c summetrÐec:

i =
[

1 2 3
1 2 3

]
, ρ =

[
1 2 3
2 3 1

]
, σ =

[
1 2 3
3 1 2

]
,

α =
[

1 2 3
1 3 2

]
, β =

[
1 2 3
3 2 1

]
, γ =

[
1 2 3
2 1 3

]
,

ìpou i, ρ kai σ eÐnai peristrof  gÔrw apì toO(0, 0) kat� gwnÐa 0◦, 120◦ kai 240◦ antÐstoiqa

kat� thn jetik  for� (antÐjeth proc thn for� twn deikt¸n tou rologioÔ), kai α, β kai γ

eÐnai an�klash wc proc thn eujeÐa ε1, ε2 kai ε3 antÐstoiqa. Profan¸c, i isoÔtai me thn

tautotik  sun�rthsh. EÔkola mporoÔme na deÐxoume t¸ra ìti Σ(∆3) = {i, α, β, γ, ρ, σ}.

Shmei¸seic kai Sqìlia

1. Η συμμετρία εμφανίζεται σε πολλούς τομείς των μαθηματικών όπως και σε πολλές άλλες μορφές τέχνης.

Η γεωμετρική συμμετρία είναι ίσως η πιο εμφανής από όλες. Γι΄ αυτό οι ομάδες (κοιτάξτε το Κεφάλαιο 12)

και η γεωμετρία είναι τόσο στενά συνδεδεμένες. Στην πραγματικότητα η συμμετρία είναι και ένας από τους

πιο σημαντικούς λόγους ύπαρξης των ομάδων.

2. Οι μαθηματικοί και οι φυσικοί συχνά αναγνωρίζουν την ομορφιά αλλά και την σπουδαιότητα της

συμμετρίας: Μια θεωρία που βασίζεται σε συμμετρικές αρχές είναι πιο πιθανό να περιγράφει με περισ-

σότερη ακρίβεια την φύση, επειδή οι συμμετρίες είναι συχνά συνώνυμες με την απλότητα, την αρμονία και

την εσωτερική συνέπεια. Η συμμετρία μας επιτρέπει να διακρίνουμε ποιες ποσότητες ή νόμοι παραμένουν

σταθεροί κάτω από συγκεκριμένους μετασχηματισμούς (όπως περιστροφές, ανακλάσεις, και μεταφορές). Για

παράδειγμα, αν ξέρουμε ότι ένα σύστημα έχει συμμετρία ως προς τις περιστροφές, μπορούμε να μειώσουμε

τον αριθμό των μεταβλητών που πρέπει να λάβουμε υπόψη για την περιγραφή του.

3. Σημαντικές εφαρμογές της θεωρίας αναπαραστάσεων αφορούν στις συμμετρίες. Τέτοιες εφαρμογές προ-

κύπτουν επειδή σε κάθε φυσικό σύστημα αντιστοιχεί μία ομάδα συμμετρίας G, και ορισμένοι διανυσματικοί

χώροι που συνδέονται με το σύστημα αποδεικνύεται ότι έχουν την δομή ενός RG-μοδίου. Για παράδειγμα, η

παλμική κίνηση ενός μορίου διέπεται από διάφορες διαφορικές εξισώσεις, και η ομάδα συμμετρίας του μορίου

δρα στον χώρο των λύσεων των εξισώσεων αυτών.
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Ask seic

11.1 Δείξτε ότι μια κίνηση S : R2 → R2

(i) απεικονίζει οποιοδήποτε τρίγωνο ABC σε ένα ίσο τρίγωνο

(ii) διατηρεί τις γωνίες, και

(iii) απεικονίζει ευθεία σε ευθεία

11.2 Αν οι κινήσεις S1, S2 : R2 → R2
συμφωνούν πάνω σε 3 μη-συνευθειακά σημεία, εξετάστε κατά πόσον

S1 = S2.

11.3 Να προσδιορίσετε τον μιγαδικό z2 ο οποίος προκύπτει μετά από την περιστροφή του z1 = 2 + i γύρω

από το O(0, 0) κατά γωνία π/6.

11.4 Βρείτε το σύνολο των συμμετριών Σ(∆) στην περίπτωση που το σχήμα ∆ (το οποίο είναι τοποθετημένο

στο xy-επίπεδο) είναι ένα

(i) τετράγωνο με το κέντρο του να βρίσκεται στο σημείο O(0, 0) και η μια κορυφή του στο σημείο

Q(1, 0), και

(ii) ορθογώνιο με τις κορυφές του να βρίσκονται στα σημείαQ1(4, 3), Q2(−4, 3), Q3(−4,−3), Q4(4,−3).

11.5 Διατηρούμε τον συμβολισμό από το Παράδειγμα 11.8. Θέτουμε G = Σ(∆) ∩ {rotφ : 0 ≤ φ < 2π}.
Δείξτε ότι υπάρχει στοιχείο g ∈ G το οποίο έχει και τις δύο ιδιότητες (i), (ii) πιο κάτω:

(i) G = {gk : 0 ≤ k ≤ 7}, όπου g0 = iR2 και gr = gg . . . g (r φορές) για r ∈ N.

(ii) Η συνάρτηση φ : G→ C8 : gk 7→ ζk (0 ≤ k ≤ 7) είναι αμφιμονοσήμαντη και ικανοποιεί φ(f ◦h) =

φ(f)φ(h) για όλα τα f, h ∈ G.

Υπάρχουν και άλλα στοιχεία στο σύνολο G που ικανοποιούν και τις δύο πιο πάνω ιδιότητες;

11.6 ΄Εστω C6 το σύνολο των 6ων
ριζών της μονάδας στο C.

(i) Βρείτε τα στοιχεία του C6.

(ii) Ποιά από τα στοιχεία του C6 είναι πρωταρχικές 6ες ρίζες της μονάδας;

11.7 (i) Βρείτε q, r ∈ Z με 0 ≤ r < 6 τέτοια ώστε 131 = 6q + r.

(ii) Θέτουμε w = cos(2π/6) + i sin(2π/6) ∈ C6 και π ∈ S6 όπου π = (1 2 3 4 5 6). Μπορείτε να βρείτε

s, t ∈ Z με 0 ≤ s, t < 6 τέτοια ώστε w131 = ws και π131 = πt; (Υπόδειξη: Να υπολογίσετε πρώτα τα

w6
και π6

.)

11.8 ΄Εστω n ∈ N. ΄Εστω επίσης Cn το σύνολο των n-οστών ριζών της μονάδας στο C. Θέτουμε w =

cos(2π/n) + i sin(2π/n) ∈ Cn. Δείξτε τα ακόλουθα.

(i) Cn = {1, w, w2, . . . , wn−1}.
(ii) Ο συνηθισμένος πολλαπλασιασμός στο C ορίζει μια διμελή πράξη στο Cn.

(iii) Αν u ∈ Cn, τότε υπάρχει v ∈ Cn τέτοιο ώστε uv = 1 = vu.

(iv) Αν x ∈ Cn είναι μια πρωταρχική n-οστή ρίζα της μονάδας, τότε Cn = {1, x, . . . , xn−1}.

11.9 ΄Εστω n ∈ N. Θέτουμε Cn = {z ∈ C : zn = 1}. Θέτουμε επίσης R1 = {(z, w) ∈ C12 × C12 : zw−1 ∈
C4} (⊆ C12 × C12) και R2 = {(z, w) ∈ C12 × C12 : z−1w ∈ C4} (⊆ C12 × C12). Δείξτε ότι R1 και

R2 αποτελούν σχέσεις ισοδυναμίας πάνω στο σύνολο C12 και βρείτε, για την κάθε περίπτωση, την

αντίστοιχη διαμέριση του συνόλου C12.

11.10 ΄Εστω m,n ∈ N. Εξετάστε κατά πόσον υπάρχει d ∈ N με Cm ∩ Cn = Cd.
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12. Om�dec

12.1. OrismoÐ, paradeÐgmata, basikèc idiìthtec

Orismìc. Om�da eÐnai èna zeÔgoc (G, ∗) pou apoteleÐtai apì èna mh-kenì sÔnolo G kai

mia dimel  pr�xh ∗ p�nw s' autì tètoia ¸ste

(i) f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h gia ìla ta f, g, h ∈ G (prosetairismìc)

(ii) up�rqei k�poio stoiqeÐo e ∈ G (oudètero) me g ∗ e = g = e ∗ g gia ìla ta g ∈ G

(iii) an g ∈ G, tìte up�rqei stoiqeÐo g̃ ∈ G (summetrikì tou g) me g ∗ g̃ = e = g̃ ∗ g.

ShmeÐwsh. 'Estw (G, ∗) om�da. Tìte up�rqei monadikì oudètero stoiqeÐo e ∈ G kai k�je

stoiqeÐo g ∈ G èqei monadikì summetrikì stoiqeÐo (koit�xte tic Prot�seic 4.3 kai 4.7).

ParadeÐgmata 12.1.

(i) 'Estw X mh-kenì sÔnolo. Tìte to zeÔgoc (Sym(X), ◦), ìpou ◦ sumbolÐzei thn sÔn-
jesh sunart sewn, apoteleÐ om�da � sugkrÐnete me thn suz thsh sthn Par�gra-

fo 4.2. [Se tètoia perÐptwsh lème ìti Sym(X) apoteleÐ om�da wc proc thn sÔnjesh

sunart sewn.]

(ii) To sÔnolo O(R2) (= {rotφ : 0 ≤ φ < 2π} ∪ {refφ : 0 ≤ φ < 2π}) epÐshc apoteleÐ

om�da wc proc thn sÔnjesh sunart sewn (eÐnai mia apì tic orjog¸niec om�dec).

(iii) R (antÐstoiqa, C) apoteleÐ om�da wc proc thn sunhjismènh prìsjesh sto R (antÐ-

stoiqa, sto C).

(iv) R − {0} (antÐstoiqa, C − {0}) apoteleÐ om�da wc proc ton sunhjismèno pollapla-

siasmì sto R (antÐstoiqa, sto C).

(v) 'Estw n ∈ N. Jètoume Cn = {z ∈ C : zn = 1}, to sÔnolo twn n-ostwn riz¸n thc

mon�dac sto C. Tìte Cn apoteleÐ om�da wc proc ton sunhjismèno pollaplasiasmì

sto C. [UpenjÔmish: Cn = {1, ω, ω2, . . . , ωn−1} ìpou ω = cos(2π
n

) + i sin(2π
n

) ∈ C.]

(vi) 'Estw n ∈ N me n > 1. Tìte (Zn,+) kai (Z∗n, ·), ìpou + kai · eÐnai antÐstoiqa
h prìsjesh kai o pollaplasiasmìc pou èqoume orÐsei sto sÔnolo Zn, apoteloÔn
om�dec.
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(vii) SumbolÐzoume, wc sun jwc, meMn(R) to sÔnolo n×n pin�kwn me suntelestèc sto R.
Jètoume epÐshc GL(n,R) = {A ∈ Mn(R) : A eÐnai antistrèyimoc}. Tìte GL(n,R)

apoteleÐ om�da wc proc ton sunhjismèno pollaplasiasmì pin�kwn. H om�da aut 

kaleÐtai h genik  grammik  om�da bajmoÔ n epÐ tou R.

(viii) 'Estw ∆ èna gewmetrikì sq ma (gia par�deigma ènac kÔkloc   èna kanonikì n-gwno)

ston R2 (xy-epÐpedo) topojethmèno me tètoio trìpo ¸ste to kèntro tou na brÐsketai

sto shmeÐo O(0, 0). [UpenjÔmish: An f ∈ O(R2), orÐzoume f(∆) = {f(u) : u ∈ ∆}.
OrÐzoume epÐshc Σ(∆) = {f ∈ O(R2) : f(∆) = ∆}.] Elègxte ìti to sÔnolo Σ(∆)

apoteleÐ om�da wc proc thn sÔnjesh sunart sewn. H om�da Σ(∆) onom�zetai h

om�da summetri¸n tou sq matoc ∆.

ShmeÐwsh. Sto Par�deigma 12.1(vii) mporoÔme na antikatast soume to R me F, ìpou F
eÐnai opoiod pote s¸ma (koit�xte sto Kef�laio 15), orÐzontac ètsi thn om�da GL(n,F).

Gia par�deigma F = C   F = Zp. Se ìlec autèc tic peript¸seic prokÔptei eÔkola apì tic

idiìthtec thc orÐzousac ìti GL(n,F) = {A ∈Mn(F) : det(A) 6= 0}.

Orismìc. Mia om�da (G, ∗) onom�zetai abelian  an epiplèon h dimel c pr�xh ∗ eÐnai

antimetajetik , dhlad  isqÔei a ∗ b = b ∗ a gia ìla ta a, b ∈ G.

Par�deigma 12.2. Oi om�dec sta ParadeÐgmata 12.1 (iii), (iv), (v) kai (vi) eÐnai abe-

lianèc. H (Sym(X), ◦) den eÐnai abelian  opoted pote to sÔnolo X perièqei perissìtera

apì 2 stoiqeÐa. Epiplèon, h GL(n,R) eÐnai abelian  an, kai mìno an, n = 1.

Sumbolismìc. Pio k�tw, gia skopoÔc aplopoÐhshc tou sumbolismoÔ, ja gr�foume ab

antÐ gia a∗b kai ja onom�zoume thn èkfrash ab ginìmeno twn a kai b (a, b ∈ G). EpÐshc gia
to oudètero stoiqeÐo, antÐ tou e ja qrhsimopoioÔme to 1G, to opoÐo ja onom�zoume mona-

diaÐo stoiqeÐo thc om�dac. To summetrikì ã k�poiou stoiqeÐou a ∈ G ja to sumbolÐzoume

me a−1 kai ja to onom�zoume antÐstrofo tou a.

Prosjetikìc sumbolismìc. Se merikèc ìmwc peript¸seic, h dimel c pr�xh p�nw

sto sÔnolo G onom�zetai prìsjesh kai sumbolÐzetai me + (ParadeÐgmata 12.1(iii), (vi)).

Se tètoiec peript¸seic, antÐ tou a ∗ b qrhsimopoieÐtai to a + b, to oudètero onom�zetai

mhdenikì kai sumbolÐzetai me 0G, kai to summetrikì k�poiou stoiqeÐou a ∈ G onom�zetai

antÐjeto tou a kai sumbolÐzetai me −a. [Ja qrhsimopoioÔme ton prosjetikì sumbolismì

se peript¸seic pou autìc tairi�zei perissìtero.]

Se arketèc peript¸seic pio k�tw, p�li gia suntomÐa, antÐ na lème h om�da (G, ∗)   (G, ·)
  (G,+) ja lème h om�da G kai ja uponooÔme thn pr�xh.

L mma 12.3. 'Estw G om�da kai g, h ∈ G. 'Eqoume tìte ìti
(i) (g−1)−1 = g, (ii) (gh)−1 = h−1g−1.

Apìdeixh. (i) 'Eqoume, gg−1 = 1G = g−1g, �ra (g−1)−1 = g.

(ii) Apì thn Prìtash 5.5 èqoume, (gh)(h−1g−1) = g(hh−1)g−1 = g1Gg
−1 = gg−1 = 1G.

Parìmoia, (h−1g−1)(gh) = h−1(g−1g)h = h−11Gh = h−1h = 1G.
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Orismìc. H om�da G onom�zetai peperasmènhc t�xhc n (sumbolismìc: |G| = n), an to

sÔnolo G apoteleÐtai apì akrib¸c n stoiqeÐa gia k�poio n ∈ N. Diaforetik� lème ìti h

om�da G eÐnai �peirhc t�xhc.

Par�deigma. H om�da (Z,+), ìpou + eÐnai h sunhjismènh prìsjesh akeraÐwn, eÐnai

�peirhc t�xhc. Oi om�dec (Zn,+) kai (Z∗n, ·) sto Par�deigma 12.1(vi) eÐnai kai oi dÔo

peperasmènhc t�xhc kai èqoun t�xh n kai φ(n) antÐstoiqa. 'Eqoume epÐshc ìti |Cn| = n.

O epìmenoc orismìc sthn pragmatikìthta genikeÔei ton orismì pou eÐqame d¸sei sto Pa-

r�deigma 4.8 gia thn �dÔnamh� miac met�jeshc.

Orismìc. (SugkrÐnete me thn Prìtash 5.5.) 'Estw G om�da, g ∈ G kai n ∈ Z. Jètoume

gn =


gg . . . g (n forèc) , an n ∈ N,

1G , an n = 0,

g−1g−1 . . . g−1 (−n forèc) , an −n ∈ N.

Prìtash 12.4. 'Estw G om�da. Gia ìla ta g ∈ G kai gia ìla ta m,n ∈ Z isqÔoun

gmgn = gm+n kai (gm)n = gmn.

Apìdeixh. Profanèc anm = 0   n = 0, �ra upojètoume ìtim 6= 0 kai n 6= 0. JewroÔme

tic peript¸seic (i) m > 0, n > 0, (ii) m > 0, n < 0, (iii) m < 0, n > 0 kai (iv) m < 0,

n < 0. To apotèlesma profan¸c isqÔei sthn perÐptwsh (i). 'Estw t¸ra ìti m > 0 kai

n < 0. Jètoume ν = −n (∈ N). 'Eqoume tìte, gmgn = gm(g−1)ν = gm−ν = gm+n (gia

thn proteleutaÐa isìthta exet�zoume xeqwrist� tic peript¸seic m > ν, m = ν, m < ν,

kai qrhsimopoioÔme ton pio p�nw orismì). EpÐshc, (gm)n = ((gm)−1)ν = ((g−1)m)ν =

(g−1)mν = g−mν = gmn. Me parìmoio trìpo deÐqnoume tic peript¸seic (iii) kai (iv).

Par�deigma. (g−3)4 = (g−1g−1g−1)4 = (g−1)12 = g−12 = g(−3·4).

'Enac eÔkoloc trìpoc na kataskeu�soume nèec om�dec apì gnwstèc om�dec eÐnai o ex c.

'Estw H, K om�dec. ProspajoÔme na orÐsoume p�nw sto kartesianì ginìmeno H ×K mia

dimel  pr�xh wc ex c:

(h1, k1)(h2, k2) = (h1h2, k1k2) ìpou h1, h2 ∈ H kai k1, k2 ∈ K.

Gia na elègxoume ìti pr�gmati èqoume orÐsei mia dimel  pr�xh arkeÐ na parathr soume, afoÔ

H, K eÐnai om�dec, ìti h1h2 ∈ H kai k1k2 ∈ K opoted pote h1, h2 ∈ H kai k1, k2 ∈ K.

H pio p�nw dimel c pr�xh eÐnai prosetairistik : Gia 1 ≤ i ≤ 3, èstw (hi, ki) ∈ H × K.

Qrhsimopoi¸ntac ton prosetairismì stic H, K èqoume tìte ((h1, k1)(h2, k2))(h3, k3) =

(h1h2, k1k2)(h3, k3) = ((h1h2)h3, (k1k2)k3) = (h1(h2h3), k1(k2k3)) = (h1, k1)(h2h3, k2k3) =

(h1, k1)((h2, k2)(h3, k3)).

'Eqoume epÐshc ìti (1H , 1K) eÐnai to oudètero stoiqeÐo tou sunìlou H ×K wc proc thn

pr�xh aut , en¸ to stoiqeÐo (h−1, k−1) ∈ H ×K eÐnai to summetrikì tou (h, k) ∈ H ×K.

[H, K eÐnai om�dec, �ra h−1 ∈ H kai k−1 ∈ K opoted pote h ∈ H kai k ∈ K.]

103



Prìtash 12.5. 'Estw H, K om�dec. Tìte to sÔnolo H ×K apoteleÐ om�da wc proc

thn pio p�nw orisjeÐsa pr�xh. (H om�da aut  kaleÐtai to exwterikì eujÔ ginìmeno twn

om�dwn H kai K.)

ParadeÐgmata. (i) Jètoume ω = cos
(

2π
5

)
+ i sin

(
2π
5

)
. Tìte C5 × Z∗6 = {(1, 1), (1, 5),

(ω, 1), (ω, 5), (ω2, 1), (ω2, 5), (ω3, 1), (ω3, 5), (ω4, 1), (ω4, 5)}.

(ii) Jètoume H = (Z4,+) kai K = (Z∗8, ·). To oudètero stoiqeÐo thc om�dac H×K eÐnai to

stoiqeÐo (0̄, 1̄) ∈ H ×K kai to summetrikì tou stoiqeÐou (3̄, 5̄) ∈ H ×K eÐnai to stoiqeÐo

(1̄, 5̄) ∈ H ×K. 'Eqoume epÐshc ìti |H ×K| = 16.

(iii) To exwterikì eujÔ ginìmeno abelian¸n om�dwn eÐnai abelian  om�da.

12.2. H summetrik  om�da

Jètoume X = {1, 2, . . . , n} ìpou n ∈ N. Tìte h om�da Sym(X) (wc proc thn sÔnjesh

sunart sewn) onom�zetai h summetrik  om�da se n sÔmbola,   h summetrik  om�da baj-

moÔ n kai sumbolÐzetai me Sn. Profan¸c, |Sn| = n!. Ta stoiqeÐa thc Sn onom�zontai

metajèseic.

'Opwc èqoume dei, mia met�jesh π ∈ Sn èqei mia par�stash thc morf c

π =
[

1 2 . . . n
x1 x2 . . . xn

]
ìpou xi = π(i), gia ìla ta i me 1 ≤ i ≤ n.

Orismìc. (UpenjÔmish.) 'Estw ∅ 6= {a1, . . . , ak} ⊆ {1, 2, . . . , n}. 'Estw epÐshc h met�-

jesh π ∈ Sn ìpou π(a1) = a2, π(a2) = a3, . . . , π(ak−1) = ak, π(ak) = a1 kai π(b) = b gia

b ∈ {1, 2, . . . , n}−{a1, . . . , ak}. Tìte π onom�zetai k-kÔkloc. Gr�foume π = (a1 a2 . . . ak).

Profan¸c π−1 = (ak ak−1 . . . a1).

Par�deigma 12.6.

π =
[

1 2 3 4
2 3 1 4

]
= (1 2 3) eÐnai ènac 3-kÔkloc sthn S4.

Orismìc. (UpenjÔmish.) DÔo kÔkloi (a1 a2 . . . ak), (b1 b2 . . . bl) onom�zontai xènoi me-

taxÔ touc an {a1, a2, . . . , ak} ∩ {b1, b2, . . . , bl} = ∅.

Par�deigma 12.7. Sthn S8, oi kÔkloi (1 3 5 7) kai (2 4 8) eÐnai xènoi metaxÔ touc. 'Opwc

èqoume dei, kÔkloi xènoi metaxÔ touc antimetatÐjentai.

Par�deigma 12.8. Sthn S8 parathroÔme ìti

π =
[

1 2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 8 7 6 1 2

]
= (1 3 5 7)(2 4 8)

= (2 4 8)(1 3 5 7) = (2 4 8)(1 3 5 7)(6).
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Orismìc. (i) Oi kÔkloi α1, α2,. . . , αm (ìpou m > 2) sthn Sn kaloÔntai xènoi metaxÔ

touc an eÐnai xènoi metaxÔ touc an� dÔo (an dhlad  opoioid pote dÔo apì autoÔc eÐnai xènoi

metaxÔ touc).

(ii) 'Estw ρ1, . . . , ρm ∈ Sn. Anaferìmaste tìte sthn sÔnjesh ρ1ρ2 . . . ρm wc èna ginìmeno

metajèsewn, sugkrÐnete me thn Prìtash 5.5.

Sthn eidik  perÐptwsh pou ρ1, . . . , ρm eÐnai kÔkloi xènoi metaxÔ touc sthn Sn, anaferìmaste

sthn sÔnjesh ρ1ρ2 . . . ρm wc èna ginìmeno kÔklwn xènwn metaxÔ touc. Ston orismì autì

sumperilamb�noume kai thn perÐptwsh m = 1, ìpou èqoume dhlad  èna mìno kÔklo.

Gia par�deigma, sthn S10 h sÔnjesh (2 5)(1 3 4)(6 7 8)(9) eÐnai èna ginìmeno kÔklwn xènwn

metaxÔ touc.

Prìtash 12.9. An π ∈ Sn, tìte π mporeÐ na ekfrasteÐ wc ginìmeno kÔklwn xènwn

metaxÔ touc.

Apìdeixh. Jètoume X = {1, . . . , n} kai R = {(i, j) ∈ X × X : j = πk(i) gia k�poio

k ∈ Z}. Tìte R eÐnai mia sqèsh isodunamÐac sto X. 'Estw t¸ra i ∈ X. ParathroÔme ìti

to sÔnolo S(i) = {m ∈ N : πm(i) = i} eÐnai mh-kenì, afoÔ ta stoiqeÐa π1(i), π2(i), π3(i),

. . . , den mporoÔn na eÐnai ìla diaforetik� metaxÔ touc. 'Estw k(i) to el�qisto stoiqeÐo

tou sunìlou S(i). 'Eqoume tìte ìti πk(i)(i) = i = π−k(i)(i). Apì to je¸rhma diaÐreshc,

gia a ∈ Z èqoume πa = πqk(i)+r (= (πk(i))qπr) gia k�poia q, r ∈ Z (ta opoÐa exart¸ntai

apì to i), me 0 ≤ r < k(i). 'Epetai ìti πa(i) = πr(i) ìpou 0 ≤ r < k(i). EpÐshc, an

πr(i) = πs(i) me 0 ≤ r, s < k(i), tìte r = s apì thn epilog  tou k(i) wc elaqÐstou

stoiqeÐou tou S(i). Sunep¸c, h kl�sh isodunamÐac ī tou i wc proc thn sqèsh R eÐnai

to uposÔnolo {i, π(i), π2(i), . . . , πk(i)−1(i)} tou X. 'Omwc X = ∪l∈X l̄. Jewr¸ntac t¸ra

tic diakekrimènec kl�seic isodunamÐac sun�goume ìti π mporeÐ na ekfrasteÐ wc ginìmeno

kÔklwn thc morf c (i π(i) π2(i) . . . πk(i)−1(i)), pou eÐnai xènoi metaxÔ touc afoÔ gia

1 ≤ u, v ≤ n, eÐte ū = v̄ eÐte ū ∩ v̄ = ∅.

Orismìc. Mia paragontopoÐhsh thc met�jeshc π ∈ Sn se ginìmeno kÔklwn xènwn metaxÔ
touc kaleÐtai pl rhc an perièqei èna 1-kÔklo (i) gia k�je i ∈ {1, . . . , n} pou stajero-

poieÐtai apì thn π.

AfoÔ kÔkloi xènoi metaxÔ touc antimetatÐjentai, paÐrnoume to ex c pìrisma.

Pìrisma 12.10. Mia met�jesh π ∈ Sn èqei monadik  pl rh paragontopoÐhsh se gi-

nìmeno kÔklwn xènwn metaxÔ touc, ektìc apì thn seir� me thn opoÐa emfanÐzontai oi

par�gontec.

Orismìc. 'Estw n ∈ N. An oi jetikoÐ akèraioi n1,. . . , nk ikanopoioÔn n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥
nk (> 0) kai n = n1 + . . . + nk, tìte lème ìti h peperasmènh akoloujÐa (n1, n2, . . . , nk)

eÐnai mia diamèrish tou n. Apì to Pìrisma 12.10 prokÔptei ìti se k�je π ∈ Sn antistoiqeÐ
monadik  diamèrish tou n, pou eÐnai gnwst  wc o tÔpoc kÔklwn thc π.
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Par�deigma 12.11. 'Estw π = (8 9)(1 2)(1 2 3 4)(4 5 6)(6 2)(7 9) ∈ S10. Mia pl rhc

paragontopoÐhsh thc π wc ginìmeno kÔklwn xènwn metaxÔ touc dÐnetai apì thn par�stash

π = (1)(2)(3 4 5 6)(7 8 9)(10). O tÔpoc kÔklwn thc π eÐnai (4, 3, 1, 1, 1).

Prìtash 12.12. 'Estw π o k-kÔkloc (i1 i2 . . . ik) ∈ Sn kai èstw σ ∈ Sn. Tìte σπσ−1

eÐnai o k-kÔkloc (σ(i1) σ(i2) . . . σ(ik)).

Apìdeixh. ArkeÐ na deÐxoume ìti σπ = (σ(i1) σ(i2) . . . σ(ik))σ. Jètoume X =

{1, . . . , n}. 'Estw i ∈ X. Upojètoume pr¸ta ìti i ∈ X − {i1, . . . , ik}. Tìte π(i) = i

kai σ(i) 6∈ {σ(i1), . . . , σ(ik)}, afoÔ σ eÐnai amfimonos manth. Sunep¸c σπ(i) = σ(i) =

(σ(i1) σ(i2) . . . σ(ik))σ(i). 'Estw t¸ra i ∈ {i1, . . . , ik}. ParathroÔme ìti σπ(ir) isoÔtai

me σ(ir+1) (antÐstoiqa, σ(i1)) an 1 ≤ r < k (antÐstoiqa, an r = k). SugkrÐnoume t¸ra me

thn eikìna tou ir mèsw thc (σ(i1) σ(i2) . . . σ(ik))σ stic peript¸seic 1 ≤ r < k kai r = k.

Pìrisma 12.13. 'Estw ρ, σ ∈ Sn. Tìte oi metajèseic ρ kai σρσ−1 èqoun ton Ðdio tÔpo

kÔklwn.

Apìdeixh. 'Estw ρ, σ ∈ Sn kai èstw ρ = α1α2 . . . αm mia pl rhc paragontopoÐhsh thc

ρ wc ginìmeno kÔklwn xènwn metaxÔ touc, ìpou αi eÐnai ènac ki-kÔkloc gia ìla ta i me

1 ≤ i ≤ m. 'Omwc tìte σρσ−1 = σα1σ
−1σα2σ

−1 . . . σαmσ
−1. Jètontac t¸ra βi = σαiσ

−1

gia 1 ≤ i ≤ m, èqoume ìti βi eÐnai ènac ki-kÔkloc apì thn Prìtash 12.12. P�li apì

thn Prìtash 12.12 oi kÔkloi βi eÐnai xènoi metaxÔ touc afoÔ σ eÐnai amfimonos manth.

Sun�goume ìti β1β2 . . . βm eÐnai mia pl rhc paragontopoÐhsh thc σρσ−1 se ginìmeno kÔklwn

xènwn metaxÔ touc kai epomènwc oi metajèseic ρ kai σρσ−1 èqoun ton Ðdio tÔpo kÔklwn.

Orismìc. (UpenjÔmish.) 'Enac 2-kÔkloc (dhlad  ènac kÔkloc thc morf c (a, b)) sthn

Sn ìpou n ≥ 2, onom�zetai antimet�jesh.

Prìtash 12.14. 'Estw n ≥ 2. Tìte mia met�jesh π ∈ Sn mporeÐ na parastajeÐ wc

ginìmeno antimetajèsewn.

Apìdeixh. Gia tuqaÐo k-kÔklo (a1 a2 . . . ak), ìpou k > 1, èqoume

(a1 a2 . . . ak) = (a1 ak) . . . (a1 a3)(a1 a2).

EpÐshc, gia ton 1-kÔklo (i) ∈ Sn, ìpou 1 ≤ i ≤ n, èqoume (i) = (1 2)(1 2), afoÔ (i)

isoÔtai me to monadiaÐo stoiqeÐo thc Sn. To zhtoÔmeno eÐnai t¸ra �mesh sunèpeia thc

Prìtashc 12.9.

Par�deigma 12.15. H par�stash miac met�jeshc wc ginìmeno antimetajèsewn den

eÐnai monadik . Gia par�deigma sthn S3 èqoume, (1 2 3) = (1 3)(1 2) = (1 2)(2 3) =

(1 3)(2 3)(1 2)(1 3).
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Orismìc. 'Estw π ∈ Sn. JewroÔme mia pl rh paragontopoÐhsh thc π se ginìmeno kÔ-

klwn xènwn metaxÔ touc. An to pl joc twn kÔklwn me �rtio m koc sthn paragontopoÐhsh

aut  eÐnai �rtioc arijmìc (antÐstoiqa, perittìc arijmìc), tìte lème ìti h met�jesh π eÐ-

nai �rtia kai orÐzoume sgn(π) = +1 (antÐstoiqa, lème ìti h met�jesh π eÐnai peritt  kai

orÐzoume sgn(π) = −1).

ShmeÐwsh 12.16. (i) ParathroÔme ìti ènac kÔkloc �rtiou m kouc eÐnai mia peritt 

met�jesh, en¸ ènac kÔkloc perittoÔ m kouc eÐnai mia �rtia met�jesh. Pio eidik�, ìlec oi

antimetajèseic eÐnai perittèc metajèseic. 'Eqoume epÐshc ìti to monadiaÐo stoiqeÐo thc Sn
eÐnai mia �rtia met�jesh.

(ii) Exet�zoume pwc ephre�zetai to sgn(π), gia mia met�jesh π ∈ Sn, an sunjèsoume thn me-
t�jesh aut  me thn antimet�jesh τ = (b c). Profan¸c an k�poioc kÔkloc perièqei to sÔm-

bolo b, mporeÐ na grafteÐ sthn morf  (b a1 a2 . . . ak). An t¸ra b, c, a1, . . . , ak, d1, . . . , dl
eÐnai diakekrimèna stoiqeÐa tou sunìlou X = {1, . . . , n}, eÔkola mporoÔme na elègxou-

me ìti (b c)(b a1 a2 . . . ak)(c d1 d2 . . . dl) = (b a1 a2 . . . ak c d1 d2 . . . dl) kai

(b c)(b a1 a2 . . . ak c d1 d2 . . . dl) = (b a1 a2 . . . ak)(c d1 d2 . . . dl). SumperaÐnoume ìti

sgn(τπ) = −sgn(π) (= sgn(τ)sgn(π)), anex�rthta apì to an ta sÔmbola b, c emfanÐzontai

se diaforetikoÔc kÔklouc   ìqi se mia pl rh paragontopoÐhsh thc π se ginìmeno kÔklwn

xènwn metaxÔ touc. Epagwgik�, blèpoume ìti sunjètontac thn π me perittì (antÐstoiqa,

�rtio) pl joc antimetajèsewn, autì èqei wc apotèlesma to sgn na all�xei (antÐstoiqa,

to sgn na meÐnei analloÐwto). Pio eidik�, jètontac π = iX sthn pio p�nw suz thsh kai

paremb�llontac thn Prìtash 12.14, prokÔptei to ex c apotèlesma.

Prìtash 12.17. 'Estw n ≥ 2. An π ∈ Sn, to pl joc twn paragìntwn se ìlec tic

parast�seic thc π wc ginìmeno antimetajèsewn eÐnai p�ntote �rtioc   p�ntote perittìc

arijmìc. Epiplèon, an π = τl . . . τ2τ1 (ginìmeno antimetajèsewn), tìte sgn(π) = (−1)l.

Pio eidik�, sgn(ρσ) = sgn(ρ)sgn(σ) gia ìlec tic ρ, σ ∈ Sn.

Par�deigma 12.18. Sthn S5 èqoume ìti (1 2 3 4) = (1 4)(1 3)(1 2) = (3 4)(1 3)(3 4)(1 3)(1 2)

eÐnai mia peritt  met�jesh kai (1 2 3 4 5) = (1 5)(1 4)(1 3)(1 2) = (1 5)(1 4)(1 3)(2 3)(1 3)(2 3)

eÐnai mia �rtia met�jesh.

12.3. Upoom�dec, kuklik  upoom�da

Orismìc. 'Ena uposÔnolo H thc om�dac G onom�zetai upoom�da thc G (sumbolismìc:

H ≤ G) an isqÔoun

(i) 1G ∈ H,

(ii) fh ∈ H opoted pote f , h ∈ H,

(iii) h−1 ∈ H opoted pote h ∈ H.

Parat rhsh. 'Estw G om�da kai H uposÔnolo tou sunìlou G. ParathroÔme tìte ìti

H ≤ G an, kai mìno an, H apoteleÐ h Ðdia om�da wc proc thn dimel  pr�xh thc G (koit�xte

thn 'Askhsh 12.8).
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Prìtash 12.19. 'Estw H èna mh-kenì uposÔnolo thc om�dac G. Tìte H ≤ G an, kai

mìno an, h1h
−1
2 ∈ H opoted pote h1, h2 ∈ H.

Apìdeixh. An H ≤ G, eÐnai profanèc ìti h1h
−1
2 ∈ H opoted pote h1, h2 ∈ H. Upojè-

toume t¸ra ìti H eÐnai èna mh-kenì uposÔnolo thc G me thn idiìthta ìti h1h
−1
2 ∈ H opote-

d pote h1, h2 ∈ H. AfoÔ H 6= ∅, up�rqei h ∈ H. Epomènwc 1G (= hh−1) ∈ H. 'Estw t¸-

ra f, g tuqaÐa stoiqeÐa tou H. Tìte g−1 (= 1Gg
−1) ∈ H. Epiplèon, fg (= f(g−1)−1) ∈ H.

[Prosjetikìc sumbolismìc. To uposÔnolo B thc om�dac A eÐnai upoom�da thc

(prosjetik c) om�dac A an isqÔoun

(i) 0A ∈ B, (ii) a+ b ∈ B opoted pote a, b ∈ B, (iii) −a ∈ B opoted pote a ∈ B. ]

ParadeÐgmata 12.20. (i) Gia k�je om�da G, ta uposÔnola G kai {1G} apoteloÔn

upoom�dec thc G.

(ii) Jètoume SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : detA = 1}. Tìte SL(n,R) ≤ GL(n,R).

H SL(n,R) kaleÐtai eidik  grammik  om�da bajmoÔ n epÐ tou R.

(iii) P = {f ∈ O(R2) : f = rotφ gia k�poio φ me 0 ≤ φ < 2π} ≤ O(R2).

(iv) (Q,+) ≤ (R,+).

(v) H = {α ∈ Sn : α(1) = 1} ≤ Sn.

(vi) {(1), (1 2 3), (1 3 2)} ≤ S3, {(1), (1 2)} ≤ S3.

(vii) 'Estw n ≥ 2. Jètoume An = {π ∈ Sn : sgn(π) = +1} (= {π ∈ Sn : π eÐnai �rtia}).
Tìte An ≤ Sn. H upoom�da An thc Sn kaleÐtai h enall�ssousa om�da se n sÔmbola.

(viii) An k, n ∈ N me k|n, tìte Ck ≤ Cn. [Elègxte pr¸ta ìti Ck ⊆ Cn opoted pote k|n.]

(ix) 'Estw G om�da kai g ∈ G. Tìte to uposÔnolo {gk : k ∈ Z} thc G apoteleÐ upoom�da

thc G.

Af noume thn apìdeixh thc epìmenhc prìtashc stic Ask seic.

Prìtash 12.21. 'Estw n ≥ 5. Tìte k�je stoiqeÐo thc An mporeÐ na ekfrasteÐ wc

ginìmeno 3-kÔklwn.

ShmeÐwsh 12.22. (i) H tom  miac (mh-ken c) oikogèneiac upoom�dwn miac om�dac G eÐnai

epÐshc upoom�da thc G. Dhlad  an Hi ≤ G, i ∈ I (sÔnolo deikt¸n), tìte ∩i∈IHi ≤ G.

[An to sÔnolo deikt¸n I pio p�nw eÐnai to kenì sÔnolo, èqoume ∩i∈IHi = G, ìmwc h

perÐptwsh aut  den mac endiafèrei sto biblÐo autì.]

(ii) H ènwsh upoom�dwn den eÐnai p�nta upoom�da. Gia par�deigma, sthn S3 èqoume ìti

H1 = {(1), (1 2 3), (1 2 3)2} kai H2 = {(1), (1 2)} eÐnai upoom�dec thc S3, ìmwc H1∪H2

den eÐnai upoom�da thc S3.
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Sto epìmeno par�deigma ja melet soume mia shmantik  upoom�da thc O(R2).

Par�deigma 12.23. 'Estw ∆n (n ≥ 3) èna kanonikì n-gwno topojethmèno sto xy-

epÐpedo ètsi ¸ste to kèntro tou na brÐsketai sto shmeÐo O(0, 0) kai mia apì tic korufèc

tou sto shmeÐo Q(1, 0). Apì thn Prìtash 11.12, k�je stoiqeÐo thc Σ(∆n) ep�gei mia

met�jesh tou sunìlou X = {1, . . . ,n} twn koruf¸n tou ∆n kai, epiplèon, kajorÐzetai

pl rwc apì tic eikìnec f(1), . . . , f(n). Epiplèon, Σ(∆n) apoteleÐ om�da wc proc thn

sÔnjesh sunart sewn apì to Par�deigma 12.1(viii).

Ja deÐxoume ìti |Σ(∆n)| = 2n. Jètoume Σn = {rot2πk/n : 0 ≤ k ≤ n− 1} ∪ {ref2πk/n : 0 ≤
k ≤ n− 1} ⊆ O(R2). ParathroÔme ìti Σn ⊆ Σ(∆n) kai epomènwc |Σ(∆n)| ≥ 2n afoÔ to

sÔnolo Σn èqei akrib¸c 2n stoiqeÐa. 'Estw t¸ra f ∈ Σ(∆n). Tìte up�rqoun n pijanèc

eikìnec f(1) gia thn koruf  1 tou ∆n afoÔ, ìpwc èqoume dei pio p�nw, f apeikonÐzei

koruf  tou ∆n se koruf  tou ∆n. An h koruf  2 eÐnai �geitonik � proc thn koruf  1 tìte

kai h koruf  f(2) ja eÐnai �geitonik � proc thn koruf  f(1) afoÔ d(1,2) = d(f(1), f(2)).

[Ex ghsh: K�je stoiqeÐo thc Σ(∆n) apeikonÐzei trÐgwno se Ðso trÐgwno.] Sunep¸c, me

dedomèno ìti èqei kajoristeÐ h eikìna f(1), up�rqoun mìno dÔo pijanèc eikìnec f(2) gia

thn koruf  2. 'Omwc, apì thn stigm  pou èqoun kajoristeÐ oi eikìnec f(1) kai f(2), oi

idiìthtec thc f mac exasfalÐzoun ìti kajorÐzontai me monadikì trìpo kai oi upìloipec

eikìnec f(3), . . . , f(n). Sun�goume ìti |Σ(∆n)| ≤ 2n kai epomènwc |Σ(∆n)| = 2n.

Orismìc. H om�da Σ(∆n) sto pio p�nw par�deigma kaleÐtai h diedrik  om�da t�xhc 2n

kai sumbolÐzetai me D2n. 'Eqoume, dhlad , ìti D2n = {rot2πk/n, ref2πk/n : 0 ≤ k ≤ n− 1}.

Οι διεδρικές ομάδες D10 και D12

Oi kuklikèc upoom�dec ja paÐxoun shmantikì rìlo sthn sunèqeia thc suz thshc mac.

Orismìc 12.24. 'Estw G om�da kai g ∈ G. SumbolÐzoume me 〈g〉 thn tom  ìlwn twn

upoom�dwn H thc G me thn idiìthta ìti g ∈ H. ('Eqoume tìte ìti 〈g〉 ≤ G � koit�xte

thn ShmeÐwsh 12.22(i).) H upoom�da 〈g〉 thc G kaleÐtai h kuklik  upoom�da thc G pou

par�getai apì to stoiqeÐo g ∈ G.

ShmeÐwsh 12.25. Paremb�llontac to Par�deigma 12.20(ix), eÐnai eÔkolo na deÐxoume

ìti 〈g〉 = {gk : k ∈ Z} : To uposÔnolo {gk : k ∈ Z} apoteleÐ upoom�da thc G h opoÐa

perièqei to stoiqeÐo g ∈ G. 'Epetai, apì ton orismì thc 〈g〉, ìti 〈g〉 ⊆ {gk : k ∈ Z}. 'Omwc
opoiad pote upoom�da thc G perièqei to stoiqeÐo g upoqrewtik� ja perièqei kai to sÔnolo

{gk : k ∈ Z}. Sun�goume ìti {gk : k ∈ Z} ⊆ 〈g〉 kai epomènwc 〈g〉 = {gk : k ∈ Z}.
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[Prosjetikìc sumbolismìc. 'Estw (A,+) mia (prosjetik ) om�da. An a ∈ A,

èqoume tìte ìti 〈a〉 = {k · a : k ∈ Z} ìpou, gia k ∈ Z,

k · a =


a+ a+ . . .+ a (k forèc) , an k ∈ N,

0A , an k = 0,

−a+ −a+ . . .+ −a (−k forèc) , an −k ∈ N.

Gia par�deigma, sthn (Z,+) èqoume 〈1〉 = {k · 1: k ∈ Z} = Z (ìpou + eÐnai h sunhjismènh

prìsjesh akeraÐwn). EpÐshc, 〈2〉 = {k · 2: k ∈ Z} = {r ∈ Z : 2|r} 6= Z. Elègxte ìti

sthn eidik  aut  perÐptwsh to sÔmbolo k ·a (ìpou k, a ∈ Z) sumpÐptei me ton sunhjismèno
pollaplasiasmì akeraÐwn.]

'Estw t¸ra G om�da kai g ∈ G. Jètoume T = {k ∈ N : gk = 1G}. Up�rqoun dÔo

peript¸seic gia to sÔnolo T :

(i) T = {k ∈ N : gk = 1G} = ∅.
Tìte ta stoiqeÐa gm, ìpou m ∈ Z, eÐnai ìla diakekrimèna (an gt = gs ìpou s, t ∈ Z
me s < t, tìte profan¸c t− s ∈ N kai gt−s = 1G). 'Epetai ìti 〈g〉 eÐnai �peirhc t�xhc
se aut  thn perÐptwsh.

(ii) T = {k ∈ N : gk = 1G} 6= ∅.
'Estw n to el�qisto stoiqeÐo tou T (arq  kal c di�taxhc). 'Estw epÐshc a ∈ Z.
SÔmfwna me to je¸rhma diaÐreshc, up�rqoun q, r ∈ Z tètoia ¸ste a = qn+ r me 0 ≤
r < n. 'Epetai ìti ga = gqn+r = (gn)qgr = (1G)qgr = gr, ìpou 0 ≤ r < n. 'Eqoume

epÐshc ìti, an gt = gs me 0 ≤ s < t < n, tìte gt−s = 1G me 1 ≤ t − s ≤ n − 1, to

opoÐo profan¸c antif�skei me thn epilog  tou n. Epomènwc, s' aut  thn perÐptwsh,

|〈g〉| = n kai 〈g〉 = {1G, g, g2, . . . , gn−1}.

ShmeÐwsh. Profan¸c h perÐptwsh (i) pio p�nw den mporeÐ na prokÔyei se perÐptwsh

pou h om�da G eÐnai peperasmènhc t�xhc.

ParadeÐgmata 12.26. (i) Sthn Z∗8 = {1̄, 3̄, 5̄, 7̄} èqoume ìti 〈1̄〉 = {1̄}, 〈3̄〉 = {1̄, 3̄},
〈5̄〉 = {1̄, 5̄} kai 〈7̄〉 = {1̄, 7̄}.

(ii) Sthn S4 èqoume ìti 〈(1 2 3 4)〉 = {(1 2 3 4), (1 3)(2 4), (4 3 2 1), (1)} = {π1, π2, π3, π0},
ìpou π = (1 2 3 4). [SugkrÐnete me thn 'Askhsh 12.7 kai thn suz thsh pio p�nw.]

Orismìc. 'Estw G om�da. An G = 〈g〉 gia k�poio g ∈ G, tìte lème ìti G eÐnai kuklik 

kai par�getai apì to stoiqeÐo g ∈ G.

ParadeÐgmata 12.27. (i) (Z,+) = 〈1〉 eÐnai kuklik  �peirhc t�xhc.

(ii) Cn = 〈ω〉, ìpou ω = cos
(

2π
n

)
+ i sin

(
2π
n

)
∈ C, eÐnai kuklik  t�xhc n.

(iii) (Zn,+) = 〈1̄〉 eÐnai kuklik  t�xhc n.

(iv) S3 den eÐnai kuklik  afoÔ |〈x〉| ∈ {1, 2, 3} gia k�je x ∈ S3.

(v) (Q,+) den eÐnai kuklik  (�skhsh).
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(vi) (Z∗8, ·) den eÐnai kuklik  en¸ (Z∗10, ·) eÐnai kuklik .

(vii) D2n ∩ {f ∈ O(R2) : f = rotφ gia k�poio φ me 0 ≤ φ < 2π} eÐnai kuklik  t�xhc n.

Orismìc. 'Estw G om�da kai g ∈ G. Jètoume T = {k ∈ N : gk = 1G}.
(i) An T = ∅, tìte lème ìti to stoiqeÐo g eÐnai �peirhc t�xhc.

(ii) An T 6= ∅, tìte lème ìti to stoiqeÐo g èqei t�xh n, ìpou n eÐnai to el�qisto stoiqeÐo

tou T (arq  kal c di�taxhc).

Sumbolismìc. H t�xh tou stoiqeÐou g ∈ G sumbolÐzetai me o(g). [EÔkola parathroÔme

ìti h t�xh tou stoiqeÐou g ∈ G sumpÐptei me thn t�xh thc upoom�dac 〈g〉 thc G.]

Par�deigma. (i) 'Estw π1, π2 ∈ S6 ìpou π1 = (1 2 3)(4 5) kai π2 = (3 4 5)(5 6). Tìte

o(π1) = 6 kai o(π2) = 4. (ParathroÔme ìti π2 = (3 4 5 6).)

(ii) Jètoume ω = cos
(

2π
6

)
+ i sin

(
2π
6

)
. Sthn C6 = 〈ω〉, èqoume ìti o(ω) = 6 = o(ω5), en¸

o(ω2) = 3 = o(ω4) kai o(ω3) = 2.

Parathr seic 12.28. (i) To monadiaÐo stoiqeÐo 1G thc om�dac G eÐnai to monadikì

stoiqeÐo thc G pou èqei t�xh 1. (Profan¸c o(1G) = 1. EpÐshc, an h ∈ G me h1 = 1G tìte

h = 1G afoÔ h1 = h.)

(ii) 'Estw G om�da kai g ∈ G ìpou g èqei peperasmènh t�xh n. An ga = 1G gia k�poio

a ∈ Z, tìte n|a. [Ex ghsh: Up�rqoun q, r ∈ Z me a = qn + r kai 0 ≤ r < n. 'Omwc

1G = ga = gqn+r = (gn)qgr = gr ìpou 0 ≤ r < n (èqoume qrhsimopoi sei ìti o(g) = n).

'Epetai, apì ton orismì thc t�xhc enìc stoiqeÐou, ìti r = 0 kai epomènwc a = qn.]

(iii) An h om�da G eÐnai kuklik  tìte profan¸c G eÐnai abelian , ìmwc to antÐstrofo

den isqÔei genik�. Gia par�deigma h om�da C2 × C2 = {(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)}
eÐnai abelian  (afoÔ eÐnai to exwterikì eujÔ ginìmeno abelian¸n om�dwn), den eÐnai ìmwc

kuklik  afoÔ ìla ta stoiqeÐa thc C2 × C2 èqoun t�xh ≤ 2.

Je¸rhma 12.29. 'Estw G kuklik  om�da kai H ≤ G. Tìte H eÐnai epÐshc kuklik .

Apìdeixh. Upojètoume ìti H ≤ G = 〈g〉. To apotèlesma eÐnai profanèc an H = {1G},
epomènwc upojètoume ìti H 6= {1G}. Tìte up�rqei t ∈ Z tètoio ¸ste gt ∈ H kai

gt 6= 1G (profan¸c t 6= 0). 'Omwc g−t = (gt)−1 ∈ H afoÔ H eÐnai upoom�da. 'Ara

S = {k ∈ N : gk ∈ H} 6= ∅. 'Estw b (∈ N) to el�qisto stoiqeÐo tou S (arq  kal c

di�taxhc). Ja deÐxoume ìti H = 〈gb〉. 'Estw h ∈ H. Tìte h = ga gia k�poio a ∈ Z
(afoÔ h ∈ G = 〈g〉). SÔmfwna me to je¸rhma diaÐreshc up�rqoun q, r ∈ Z tètoia ¸ste

a = qb + r kai 0 ≤ r < b. 'Eqoume tìte, h = ga = (gb)qgr, ìpou (gb)q ∈ 〈gb〉 ≤ H. 'Ara

gr = (gbq)−1h ∈ H. 'Omwc 0 ≤ r < b ìpou b eÐnai to el�qisto stoiqeÐo tou S. 'Epetai

ìti r = 0 kai epomènwc h = (gb)q ∈ 〈gb〉. Sun�goume ìti H ⊆ 〈gb〉 (�ra H = 〈gb〉 afoÔ
profan¸c 〈gb〉 ⊆ H).

Par�deigma 12.30. Ja broÔme ìlec tic upoom�dec thc (Z,+). H om�da aut  eÐnai

kuklik  (Par�deigma 12.27(ii)), epomènwc ìlec oi upoom�dec thc eÐnai kuklikèc apì to
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Je¸rhma 12.29. 'Epetai ìti H eÐnai upoom�da thc (Z,+) an, kai mìno an, H = {k ·m : k ∈
Z} (= 〈m〉) gia k�poio m ∈ Z. [Sthn perÐptwsh pou exet�zoume, h �èkfrash� k ·m eÐnai

apl� to ginìmeno twn dÔo akeraÐwn k kai m wc proc ton sunhjismèno pollaplasiasmì sto

Z.] Tèloc, gia m1,m2 ∈ Z, èqoume ìti 〈m1〉 = 〈m2〉 an, kai mìno an, m1|m2 kai m2|m1,

kai to teleutaÐo isqÔei an, kai mìno an, m1 = m2   m1 = −m2.

Prìtash 12.31. 'Estw G mia peperasmènh kuklik  om�da t�xhc n. 'Estw epÐshc d ∈ N
me d|n. H om�da G perièqei akrib¸c mia upoom�da Gd t�xhc d. Epiplèon, Gd = {x ∈
G : xd = 1G}.

Apìdeixh. Up�rqei g ∈ G me G = 〈g〉. Tìte o(g) = n. JewroÔme to stoiqeÐo gn/d thc

G. Profan¸c o(gn/d) = d kai epomènwc |〈gn/d〉| = d. An t¸ra H eÐnai tuqaÐa upoom�da

thc G t�xhc d, tìte H eÐnai kuklik  apì to Je¸rhma 12.29, kai epomènwc H = 〈y〉 gia
k�poio y ∈ G. 'Omwc y = gr gia k�poio r ∈ {0, 1, . . . , n − 1} kai, afoÔ o(y) = d, èqoume

ìti grd = 1G. Apì thn Parat rhsh 12.28(ii) èqoume ìti n|rd, �ra rd = kn gia k�poio

k ∈ N ∪ {0}. 'Epetai ìti r = k(n
d
), �ra (n/d)|r. SumperaÐnoume ìti y = (gn/d)k. Sunep¸c

H ≤ 〈gn/d〉 kai afoÔ |H| = |〈gn/d〉| = d prokÔptei ìti H = 〈gn/d〉 (= Gd). O pio p�nw

sullogismìc deÐqnei ìti x ∈ G ikanopoieÐ xd = 1G an, kai mìno an, x eÐnai dÔnamh tou gn/d.

Sun�goume ìti Gd = {x ∈ G : xd = 1G}.

Prìtash 12.32. 'Estw G om�da kai g ∈ G ìpou g eÐnai peperasmènhc t�xhc n. 'Estw

epÐshc b ∈ Z. Tìte 〈 gb 〉 = 〈 g 〉 an, kai mìno an, mkd(b, n) = 1.

Apìdeixh. 'Estw G om�da kai g ∈ G me o(g) = n.

Upojètoume pr¸ta ìti 〈 gb 〉 = 〈 g 〉. 'Eqoume tìte ìti g ∈ 〈 gb 〉, sunep¸c g1 = g = (gb)t

gia k�poio t ∈ Z. 'Epetai ìti g1−bt = 1G, �ra n|(1 − bt) apì thn Parat rhsh 12.28(ii).

Sun�goume ìti 1− bt = sn gia k�poio s ∈ Z, kai epomènwc mkd(b, n) = 1.

'Estw t¸ra ìti mkd(b, n) = 1. Tìte up�rqoun x, y ∈ Z tètoia ¸ste bx+ny = 1. Sunep¸c

g = g1 = (gb)x(gn)y = (gb)x, afoÔ gn = 1G. Sun�goume ìti 〈 g 〉 ⊆ 〈 gb 〉. Profan¸c isqÔei
epÐshc ìti 〈 gb 〉 ⊆ 〈 g 〉.

Par�deigma 12.33. (i) JewroÔme thn om�da C8 = 〈ω〉, ìpou ω = cos
(

2π
8

)
+i sin

(
2π
8

)
∈

C. ParathroÔme ìti C8 = 〈ω3〉 = 〈ω5〉 = 〈ω7〉, ìmwc 〈ω2〉 = {1, ω2, ω4, ω6〉 6= C8.

SugkrÐnete me thn 'Askhsh 11.8 � poiec eÐnai oi prwtarqikèc 8ες rÐzec thc mon�dac sto

C;

(ii) 'Estw G = (Z∗5, ·). Tìte G = {1̄, 2̄, 3̄, 4̄}. 'Eqoume ìti G = 〈2̄〉 = 〈3̄〉 kai epomènwc G
eÐnai kuklik  me to 2̄ na eÐnai èna apì ta stoiqeÐa pou par�goun thn G. 'Omwc, sthn Z∗5,
èqoume 〈1̄〉 = {1̄} kai 〈4̄〉 = {1̄, 4̄}. Elègxte ìti 4̄ = (2̄)2 kai 1̄ = (2̄)4, ìpou o(2̄) = 4, kai

sugkrÐnete me touc mkd(2, 4) kai mkd(4, 4).

(iii) 'Estw G = (Z4,+). Tìte G = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄}. 'Eqoume ìti G = 〈1̄〉 = 〈3̄〉 ìmwc
〈2̄〉 = {0̄, 2̄} 6= G.
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Shmei¸seic kai Sqìlia

Η θεωρία ομάδων αποτελεί ενοποίηση και γενίκευση διαφόρων εννοιών που ήταν κοινές σε διάφορους

σημαντικούς τομείς των μαθηματικών που μελετούνταν ουσιαστικά ταυτόχρονα. Οι τρεις κύριοι τομείς που

οδήγησαν στην θεωρία ομάδων ήταν η γεωμετρία στις αρχές του 19ου αιώνα, η θεωρία αριθμών στα τέλη

του 18ου αιώνα και η θεωρία των αλγεβρικών εξισώσεων στα τέλη του 18ου αιώνα. Η τελευταία ήταν αυτή

που οδήγησε και στην μελέτη των μεταθέσεων.

(1) Στις αρχές του 19ου αιώνα η γεωμετρία άρχισε να χάνει τον ‘μετρικό’ της χαρακτήρα με την μελέτη της

προβολικής και της μη-ευκλείδειας γεωμετρίας. Επίσης, δημιουργήθηκε η τάση για μελέτη της γεωμετρίας

πιο αφαιρετικά σε n διαστάσεις. Την μη-ευκλείδεια γεωμετρία μελέτησαν, μεταξύ άλλων, οι Lambert, Gauss,

Lobachevsky και Janos Bolyai. Ο Möbius το 1827, πολύ πριν καθιερωθεί ο ‘ορισμός’ της ομάδας, άρχισε

να ταξινομεί τις γεωμετρίες χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι μια συγκεκριμένη γεωμετρία μελετά ιδιότητες

που παραμένουν αναλλοίωτες κάτω από μια συγκεκριμένη ομάδα. Ο Steiner το 1832 μελέτησε έννοιες της

συνθετικής γεωμετρίας (γεωμετρίας χωρίς την χρήση συντεταγμένων) που τελικά θα γίνονταν μέρος της

μελέτης των ομάδων μετασχηματισμών.

(2) Το 1761, ο Euler μελέτησε την αριθμητική modulo n. Στην πραγματικότητα το έργο του Euler

αποτελεί ένα παράδειγμα μελέτης της διάσπασης μιας αβελιανής ομάδας σε σύμπλοκα μιας υποομάδας της.

Επίσης, ο Euler απέδειξε στην ειδική αυτή περίπτωση ότι η τάξη μιας υποομάδας είναι διαιρέτης της τάξης

της (πεπερασμένης) ομάδας. Ο Gauss το 1801 ανέπτυξε το έργο του Euler παραπέρα και είχε σημαντική

συνεισφορά στην αριθμητική modulo n, που ισοδυναμεί με θεωρία των αβελιανών ομάδων.

(3) Οι μεταθέσεις μελετήθηκαν για πρώτη φορά από τον Lagrange στο έργο του το 1770 για την θεωρία

των αλγεβρικών εξισώσεων. Ο κύριος στόχος του ήταν να εξηγήσει γιατί οι εξισώσεις 3ou και 4ou βαθμού

μπορούν να λυθούν αλγεβρικά. Αν και το έργο του περιέχει τα πρώτα στοιχεία της θεωρίας των ομάδων

μεταθέσεων, δεν υπάρχει σε αυτό η έννοια της σύνθεσης μεταθέσεων. Η σύνθεση των μεταθέσεων εμ-

φανίζεται στο έργο των Ruffini και Abbati γύρω στο 1800. Το 1815, ο Cauchy καθιέρωσε τον λογισμό

των μεταθέσεων, και αυτή η οπτική χρησιμοποιήθηκε από τον Abel στην απόδειξή του (1824) για την μη-

επιλυσιμότητα της εξίσωσης 5ou βαθμού. Θα μπορούσε κάποιος να ισχυριστεί ότι το 1830 ο Galois, μόλις

19 ετών τότε, ουσιαστικά ‘ίδρυσε’ την θεωρία ομάδων, επισυνάπτοντας σε κάθε πολυώνυμο μια ομάδα μετα-

θέσεων των ριζών του και αποδεικνύοντας έτσι ότι υπάρχει τύπος για τις ρίζες αν και μόνο αν η ομάδα αυτή

έχει μια συγκεκριμένη ιδιότητα. Μελετώντας την δομή της ομάδας μεταθέσεων, πολύ πριν καν καθιερωθεί

ο ‘ορισμός’ της ομάδας, ο Galois κατάφερε να επιλύσει ένα από τα πιο σημαντικά προβλήματα της εποχής

του.

Ask seic

12.1 Για a, b ∈ Q θέτουμε a ∗ b = (a+ b) + (7
8 ), όπου + είναι η συνηθισμένη πρόσθεση ρητών. Εξετάστε

κατά πόσον το ζεύγος (Q, ∗) αποτελεί ομάδα.

12.2 Συμπληρώστε τους συλλογισμούς στο Παράδειγμα 12.1.

12.3 ΄Εστω G ομάδα. Αν g2 = 1G για όλα τα g ∈ G, δείξτε ότι G είναι αβελιανή.

12.4 ΄Εστω G ομάδα και h ∈ G. Δείξτε ότι G = {hg : g ∈ G}.

12.5 (i) ΄Εστω a ∈ R2
ένα σταθερό διάνυσμα. Θέτουμε f : R2 → R2 : x 7→ x + a, (x ∈ R2

). Δείξτε ότι η

συνάρτηση f (μια συνάρτηση αυτής της μορφής καλείται μεταφορά) είναι μια κίνηση.

(ii) Αν T : R2 → R2
είναι μια κίνηση, δείξτε ότι T = T1◦T2 όπου T1 είναι μια μεταφορά και T2 ∈ O(R2).

(iii) Δείξτε ότι το σύνολο K(R2) όλων των κινήσεων από τον R2
στον R2

αποτελεί ομάδα ως προς

την σύνθεση συναρτήσεων.
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12.6 ΄Εστω p περιττός πρώτος.

(i) ΄Εστω a ∈ Z. Δείξτε ότι a2 ≡ 1 (mod p) αν, και μόνο αν, a ≡ ±1 (mod p).

(ii) (Θεώρημα Wilson) Εξετάζοντας το γινόμενο των στοιχείων της Z∗p, δείξτε ότι (p − 1)! ≡ −1

(mod p).

12.7 Θέτουμε X = {1, . . . , n}. Αν ρ = (i1 i2 . . . ik) ∈ Sn είναι ένας k-κύκλος, δείξτε ότι το σύνολο

S = {m ∈ N : ρm = iX} είναι μη-κενό και βρείτε το ελάχιστο στοιχείο του.

12.8 ΄Εστω G ομάδα και H υποσύνολο του συνόλου G. Αν H αποτελεί ομάδα ως προς την ίδια διμελή

πράξη της G, δείξτε ότι 1H = 1G και ότι (f−1)H = (f−1)G για όλα τα f ∈ H.

12.9 ΄Εστω n ≥ 5. Δείξτε ότι κάθε στοιχείο της An μπορεί να εκφραστεί ως γινόμενο 3-κύκλων.

12.10 ΄Εστω H ένα μη-κενό υποσύνολο της πεπερασμένης ομάδας G. Δείξτε ότι H ≤ G αν, και μόνο αν,

h1h2 ∈ H οποτεδήποτε h1, h2 ∈ H.

12.11 (a) Συμπληρώστε τους συλλογισμούς στα Παραδείγματα 12.20.

(b) Θέτουμε T =
{(

a c
0 b

)
∈ M2(R) : ab 6= 0

}
. Εξετάστε κατά πόσον T ≤ GL(2,R).

(c) Θέτουμε O(n,R) = {A ∈ Mn(R) : A είναι ορθογώνιος}. Εξετάστε κατά πόσον O(n,R) ≤
GL(n,R).

12.12 Αν η ομάδα G είναι πεπερασμένης τάξης και έχει τάξη άρτιο αριθμό, δείξτε ότι G περιέχει τουλάχιστον

ένα στοιχείο τάξης 2.

12.13 (i) Δείξτε ότι η ομάδα (Q,+) δεν είναι κυκλική.

(ii) Εξετάστε κατά πόσον η ομάδα (Z∗7 , ·) είναι κυκλική.

(iii) Βρείτε τις υποομάδες 〈ω3〉 και 〈ω5〉 της C12, όπου ω = cos
(

2π
12

)
+ i sin

(
2π
12

)
∈ C.

12.14 ΄ΕστωG ομάδα και a, b ∈ G όπου a, b είναι πεπερασμένης τάξης με o(a) = m και o(b) = n. Υποθέτουμε

επιπλέον ότι ab = ba και ότι 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {1G}. Δείξτε ότι o(ab) =εκπ(m,n).

12.15 ΄Εστω G = 〈g〉 κυκλική ομάδα πεπερασμένης τάξης n, και έστω m ∈ Z. Θέτουμε h = gm. Δείξτε ότι

|〈h〉| = n/d όπου d =μκδ(m,n).

12.16 Εστω ρ, σ ∈ S9 όπου ρ = (1 2)(3 4 5 6 7 8)(1 3 2) και σ = (1 9)(1 5)(4 5 6 7)(1 2 3)(1 2 3 4).

(i) Για κάθε ένα από τα στοιχεία ρ, σ, ρσ της S9 βρείτε μια πλήρη παραγοντοποίηση σε γινόμενο

κύκλων ξένων μεταξύ τους και τον τύπο κύκλων του στοιχείου.

(ii) Να εκφράσετε τις ρ, σ ως γινόμενα αντιμεταθέσεων και να βρείτε τα sgn(ρ) και sgn(σ). Να

υπολογίσετε επίσης τις τάξεις o(ρ), o(σ), o(ρσ) και o(σρσ−1).

(iii) Βρείτε το τστ−1
όπου τ = (2 4 6 3).

(iv) Εξετάστε κατά πόσον υπάρχουν π, γ ∈ S9 τέτοιες ώστε πσπ−1 = (1 2 3)(4 5 6) και γρσγ−1 =

(1 2)(3 4 5 6 7 8).

12.17 Να υπολογίσετε την τάξη o(g) για κάθε g ∈ C3 × Z∗6.

12.18 Βρείτε την τάξη της ομάδας GL(2,Zp) όπου p πρώτος.

12.19 Το παιχνίδι με τα 15 συρόμενα τετράγωνα παίζεται σε ένα τετραγωνικό πλαίσιο 4×4 που περιλαμβάνει

δεκαπέντε αριθμημένα τετράγωνα και μία κενή θέση. Ο παίκτης μπορεί να μετακινεί μόνο τα τετράγωνα

που βρίσκονται δίπλα στην κενή θέση, σύροντάς τα ώστε να γλιστρούν στην θέση αυτή. Επιτρέπονται

μόνο οριζόντιες ή κατακόρυφες κινήσεις — τα τετράγωνα δεν σηκώνονται ούτε αφαιρούνται από το

πλαίσιο. Στόχος είναι η τελική διάταξη των αριθμών στην σωστή σειρά. Αποδείξτε ότι είναι αδύνατο

να πραγματοποιηθεί μετάβαση από την αρχική διάταξη που φαίνεται στα αριστερά στην διάταξη που

φαίνεται στα δεξιά, χρησιμοποιώντας μόνο τις επιτρεπτές κινήσεις.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

15 14 13 12

11 10 9 8

7 6 5 4

3 2 1
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13. Genn triec kai sqèseic, omomorfismoÐ om�dwn

13.1. Genn triec kai sqèseic

DÐnoume t¸ra mia epèktash tou OrismoÔ 12.24.

Orismìc. (i) 'Estw S tuqaÐo uposÔnolo thc om�dac G. SumbolÐzoume me 〈S〉 thn tom 

ìlwn twn upoom�dwn thc G oi opoÐec perièqoun to uposÔnolo S, dhlad  〈S〉 = ∩{H : H ≤
G kai S ⊆ H}. EÐnai eÔkolo na epalhjeÔsoume ìti an S ⊆ G, tìte 〈S〉 eÐnai mia upoom�da
thc G pou perièqei to uposÔnolo S, kai kaleÐtai h upoom�da thc G pou par�getai apì to

uposÔnolo S thc G. Se tètoia perÐptwsh lème epÐshc ìti to uposÔnolo S thc G apoteleÐ

èna sÔsthma gennhtri¸n thc upoom�dac 〈S〉 thc G.

(ii) An up�rqei peperasmèno uposÔnolo T thc om�dac G me G = 〈T 〉, tìte lème ìti G eÐnai

peperasmèna paragìmenh.

Parathr seic. (i) An H ≤ G kai S ⊆ H, tìte 〈S〉 ⊆ H. Profan¸c 〈∅〉 = {1G}.

(ii) Sthn eidik  perÐptwsh S = {g} gia k�poio g ∈ G, èqoume 〈{g}〉 = 〈g〉 = {gk : k ∈ Z}.

(iii) Gia k�je n ≥ 2 jètoume T2(n) = {π ∈ Sn : π eÐnai ènac 2-kÔkloc} kai T3(n) = {π ∈
Sn : π eÐnai ènac 3-kÔkloc}. H Prìtash 12.14 mac lèei tìte ìti Sn = 〈T2(n)〉 gia n ≥ 2,

en¸ h Prìtash 12.21 mac lèei ìti An = 〈T3(n)〉 gia n ≥ 5.

Prìtash 13.1. 'Estw S uposÔnolo thc om�dac G me S 6= ∅. H upoom�da 〈S〉 thc G
apoteleÐtai apì ìla ta stoiqeÐa thc morf c g = hε11 h

ε2
2 . . . hεkk ìpou hi ∈ S (i = 1, . . . , k),

εi ∈ {−1, 1} kai k tuqaÐoc jetikìc akèraioc.

Apìdeixh. Jètoume H = {hε11 h
ε2
2 . . . hεkk : hi ∈ S, εi = ±1, k ∈ N}. Ja deÐxoume pr¸ta

ìti H ≤ G. 'Estw h ∈ S. Jètoume k = 2, h1 = h = h2, ε1 = +1, ε2 = −1. Tìte

h1
1h
−1
2 = hh−1 = 1G kai epomènwc 1G ∈ H. (Me thn Ðdia eukolÐa mporoÔn na deiqjoÔn

kai ta upìloipa axi¸mata pou prèpei na ikanopoioÔntai gia na èqoume H ≤ G.) Profan¸c

S ⊆ H, �ra 〈S〉 ⊆ H. 'Omwc k�je upoom�da thc G pou perièqei to uposÔnolo S prèpei

na perièqei kai thn H, �ra H ⊆ 〈S〉. Sun�goume ìti H = 〈S〉.

ShmeÐwsh 13.2. 'Estw G om�da kai a, b ∈ G. Jètoume S = {a, b} (⊆ G). SÔmfwna me

thn Prìtash 13.1, ta stoiqeÐa thc upoom�dac H = 〈S〉 thc G eÐnai akrib¸c ta stoiqeÐa

thc G pou mporoÔn na ekfrastoÔn wc ginìmena dun�mewn tou a kai tou b, dhlad  ìla ta

stoiqeÐa thc G pou èqoun morf  ai1bj1ai2bj2 . . . ainbjn gia k�poio n ∈ N, ìpou ik, jk ∈ Z gia
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1 ≤ k ≤ n. [Gia par�deigma 1G = a1b0a−1b0, a = a1b0, b = a0b1.] Se tètoia perÐptwsh lème

ìti H eÐnai h upoom�da thc G pou par�getai apì ta stoiqeÐa a kai b thc G, kai gr�foume

H = 〈a, b〉.

Par�deigma 13.3. (i) 'Estw α, β ∈ S4 ìpou α = (1 2 3 4) kai β = (2 4). Ja broÔme

thn t�xh kai ta stoiqeÐa thc upoom�dac 〈α, β〉 thc S4. ParathroÔme ìti o(α) = 4 kai

o(β) = 2. 'Eqoume epÐshc ìti αβ = (1 2 3 4)(2 4) = (1 2)(3 4) = (2 4)(4 3 2 1) = βα−1.

Qrhsimopoi¸ntac pr¸ta thn sqèsh αβ = βα−1 mporoÔme na deÐxoume ìti k�je stoiqeÐo thc

〈α, β〉 eÐnai thc morf c αiβj gia k�poia i, j ∈ Z : Apì thn sqèsh αβ = βα−1 prokÔptei,

qrhsimopoi¸ntac epagwg  sto i, ìti αiβ = βα−i gia k�je i ∈ N. [Ex ghsh: An αiβ = βα−i

gia k�poio i ∈ N, tìte αi+1β = ααiβ = α(βα−i) = (αβ)α−i = βα−1α−i = βα−(i+1).]

'Epetai epÐshc ìti α−iβ = βαi gia k�je i ∈ N.
Sthn sunèqeia, qrhsimopoi¸ntac tic sqèseic α4 = (1) kai β2 = (1) mporoÔme eÔkola na

deÐxoume ìti k�je stoiqeÐo thc S4 eÐnai thc morf c αiβj ìpou i, j ∈ Z me 0 ≤ i ≤ 3 kai

0 ≤ j ≤ 1. Pollaplasi�zontac, blèpoume ìti ta stoiqeÐa (1), α, α2, α3, β, αβ, α2β, α3β

eÐnai diakekrimèna, �ra |〈α, β〉| = 8.

(ii) 'Estw n ∈ N me n ≥ 3. Jètoume G = D2n = {rot2πk/n, ref2πk/n : 0 ≤ k ≤ n − 1}.
'Eqoume tìte ìti |G| = 2n. Jètoume epÐshc a = rot2π/n, b = ref0 (tìte {a, b} ⊆ G). Ja

broÔme ta stoiqeÐa thc upoom�dac 〈a, b〉 thc G kai ja deÐxoume ìti G = 〈a, b〉. ParathroÔme
pr¸ta ìti an = 1G = b2. Epiplèon, ab = rot2π/nref0 = ref2π/n = ref0rot−2π/n = ba−1. Apì

thn sqèsh ab = ba−1 prokÔptei, qrhsimopoi¸ntac epagwg  sto i, ìti aib = ba−i gia k�je

i ∈ N. Apì thn sqèsh aib = ba−i prokÔptei epÐshc eÔkola ìti a−ib = bai gia k�je i ∈ N.
Sunep¸c, k�je stoiqeÐo thc upoom�dac 〈a, b〉 thcG mporeÐ na ekfrasteÐ sthn morf  aibj gia

k�poia i, j ∈ Z. Qrhsimopoi¸ntac t¸ra tic sqèseic an = 1G kai b2 = 1G, sumperaÐnoume

ìti k�je stoiqeÐo thc 〈a, b〉 eÐnai thc morf c aibj ìpou i, j ∈ Z me 0 ≤ i ≤ n − 1 kai

0 ≤ j ≤ 1. Gia na deÐxoume ìti G = 〈a, b〉, arkeÐ na deÐxoume ìti ta 2n stoiqeÐa aibj

(0 ≤ i ≤ n − 1, 0 ≤ j ≤ 1) eÐnai diakekrimèna. Jètoume S1 = {ai : 0 ≤ i ≤ n − 1}
kai S2 = {aib : 0 ≤ i ≤ n − 1}. Profan¸c |S1| = n, afoÔ o(a) = n. H sun�rthsh

φ : S1 → S2 : x 7→ xb (x ∈ S1) eÐnai amfimonos manth, �ra èqoume epÐshc ìti |S2| = n.

Apomènei na deÐxoume ìti S1 ∩ S2 = ∅. Gia na to deÐxoume autì upojètoume ìti ai = baj

gia k�poia i, j me 0 ≤ i, j ≤ n − 1, kai epomènwc b = ai−j, pou eÐnai �topo. [Ex ghsh:

'Eqoume ìti b eÐnai mia an�klash, �ra det(T−1(b)) = −1, en¸ ai−j eÐnai mia peristrof ,

�ra det(T−1(ai−j)) = 1, me thn sun�rthsh T : GL(2,R)→ IR(R2) ìpwc èqei orisjeÐ sthn

ShmeÐwsh 11.1.] Tèloc, eÐnai eÔkolo na doÔme ìti oi treÐc sqèseic an = 1G, b2 = 1G kai

ab = ba−1 kajorÐzoun pl rwc ton pÐnaka pollaplasiasmoÔ thc G. [Ex ghsh: To ginìmeno

(ai)(aj) (antÐstoiqa, (ai)(ajb)) isoÔtai me ai+j (antÐstoiqa, ai+jb), antikajistoÔme ai+j me

ai+j−n an (i + j) ≥ n. Epiplèon, qrhsimopoi¸ntac thn sqèsh baj = a−jb pou èqoume

brei pio p�nw, prokÔptei ìti to ginìmeno (aib)(aj) (antÐstoiqa, (aib)(ajb)) isoÔtai me ai−jb

(antÐstoiqa, ai−j), antikajistoÔme ai−j me ai−j+n an i < j.]

Gia par�deigma, (ab)(a2b) = a(ba2)b = a(a−2b)b = (aa−2)(bb) = a−1 = an−1b.

(iii) ParathroÔme ìti h upoom�da H1 = 〈α, β〉 thc S4 sto tm ma (i) tou paradeÐgmatoc

kai h upoom�da H2 = 〈a, b〉 thc D8 (eidik  perÐptwsh n = 4 sto tm ma (ii) tou para-
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deÐgmatoc) eÐnai ��ousiastik� oi Ðdiec�� (sugkrÐnete epÐshc me thn Prìtash 11.12 kai to

Par�deigma 12.23). H sun�rthsh φ : H1 → H2 : αiβj 7→ aibj (0 ≤ i ≤ 3, 0 ≤ j ≤ 1) eÐnai

mia amfimonos manth sun�rthsh h opoÐa ��diathreÐ thn dom  thc om�dac��. Oi ìroi autoÐ

mporoÔn na gÐnoun kalÔtera katanohtoÐ sthn epìmenh par�grafo, ìtan ja melet soume

tètoiou eÐdouc sunart seic me perissìterh leptomèreia.

Par�stash om�dac. 'Estw G om�da kai S = {g1, . . . , gn} èna uposÔnolo tou G. An

G = 〈S〉, tìte lème epÐshc ìti ta stoiqeÐa g1, . . . , gn par�goun thn G kai gr�foume pio

apl� ìti G = 〈g1, . . . , gn〉. Mia èkfrash h opoÐa eÐnai ginìmeno twn gi kai twn antistrìfwn

touc, kaleÐtai lèxh sta gi. Gia par�deigma, h ekfr�sh g1g
−1
2 g1 eÐnai mia lèxh sta g1 kai g2.

'Opwc sto pio p�nw par�deigma, ta sÔmbola g1, . . . , gn mporoÔn na emfanistoÔn me opoiad -

pote seir� se mia lèxh kai epitrèpetai na emfanistoÔn perissìterec apì mia for�. EpÐshc,

den eÐnai aparaÐthto na qrhsimopoi soume ìla ta sÔmbola se mia lèxh.

Orismìc. 'Estw G om�da. Upojètoume ìti G par�getai apì ta stoiqeÐa thc g1, . . . , gn.

(i) Mia sqèsh metaxÔ twn g1, . . . , gn eÐnai opoiad pote exÐswsh (h opoÐa isqÔei sthn G) thc

morf c w1 = w2 h opoÐa ekfr�zei to gegonìc ìti dÔo lèxeic w1 kai w2 sta gi apoteloÔn

ekfr�seic gia to Ðdio stoiqeÐo thc G.

(ii) 'Ena pl rec sÔnolo sqèsewn metaxÔ twn g1, . . . , gn eÐnai opoiod pote sÔnolo R sqèse-

wn (metaxÔ twn g1, . . . , gn) to opoÐo eÐnai arket� meg�lo ¸ste opoiad pote sqèsh metaxÔ

twn gi na mporeÐ na prokÔyei wc logik  sunèpeia twn sqèsewn sto R kai twn idiot twn

(ston orismì) thc om�dac (koit�xte to sqìlio sto tèloc thc Paragr�fou 13.1).

Par�deigma. 'Estw G = 〈g〉 mia kuklik  om�da t�xhc 5. Tìte R = {g5 = gg−1 (= 1G)}
(  R = {g6 = g}) apoteleÐ èna pl rec sÔnolo sqèsewn (wc proc thn genn tria g thc

om�dac). [To apotèlesma autì eÐnai �mesh sunèpeia thc Parat rhshc 12.28(ii).]

ShmeÐwsh. (i) Genik� an G = 〈S〉 ìpou to uposÔnolo S thc G èqei perissìtera apì

èna stoiqeÐa, to er¸thma pìte dÔo ginìmena thc morf c hε11 h
ε2
2 . . . h

εk
k (ìpou hi ∈ S, εi ∈

{−1, 1} kai k tuqaÐoc jetikìc akèraioc) sumpÐptoun (apoteloÔn dhlad  ekfr�seic gia to

Ðdio stoiqeÐo thc G) eÐnai èna apì ta pio dÔskola probl mata thc jewrÐac om�dwn kai eÐnai

gnwstì wc to ��prìblhma thc lèxhc��

(ii) Arket� suqn� sthn jewrÐa om�dwn eÐnai qr simo na prosdiorÐsoume mia om�da G mèsw

enìc sust matoc gennhtri¸n kai enìc pl rouc sunìlou sqèsewn metaxÔ twn gennhtri¸n

dÐnontac ètsi mia par�stash gia thn om�da G. Gia par�deigma h par�stash 〈a : an = 1〉,
ìpou n ∈ N, prosdiorÐzei thn kuklik  om�da t�xhc n (sthn epìmenh par�grafo ja deÐxoume

ìti ìlec oi kuklikèc om�dec t�xhc n eÐnai ��ousiastik� Ðdiec��). 'Ena �llo par�deigma, ìpou

n ∈ Z me n ≥ 3, eÐnai h par�stash G = 〈a, b : an = 1G, b
2 = 1G, ab = ba−1〉 pou

prosdiorÐzei thn diedrik  om�da t�xhc 2n, sugkrÐnete me to Par�deigma 13.3(ii).

Up�rqei ìmwc èna adÔnato shmeÐo sthn mèqri t¸ra suz thsh mac sqetik� me parast�seic.

Ston orismì enìc pl rouc sunìlou sqèsewn metaxÔ twn gennhtri¸n o ìroc ��sunèpeia

twn sqèsewn sto sÔnolo R kai twn idiot twn thc om�dac�� den eÐnai arket� akrib c (par�
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ìlo pou mporoÔme na èqoume mia polÔ kal  diaisjhtik  eikìna gia to ti shmaÐnei apì ta

paradeÐgmata pou èqoume melet sei). Up�rqei austhrìc orismìc tou pio p�nw ìrou ìpwc

kai tou ìrou ��par�stash om�dac�� o opoÐoc emplèkei tic ènnoiec thc eleÔjerhc om�dac kai

thc kanonik c kleistìthtac (koit�xte, gia par�deigma, to biblÐo W. Ledermann, A. Weir

“An Introduction to Group Theory”, Kef�laio 9).

13.2. OmomorfismoÐ om�dwn

Par�deigma. JewroÔme ton pÐnaka prìsjeshc thc Z4 kai ton pÐnaka pollaplasiasmoÔ

thc Z∗5. (PÐnakec aut c thc morf c kaloÔntai pÐnakec Cayley twn antÐstoiqwn om�dwn.)

(Z4,+)

+ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

0̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 0̄

2̄ 2̄ 3̄ 0̄ 1̄

3̄ 3̄ 0̄ 1̄ 2̄

(Z∗5, ·)

· 1̄ 2̄ 3̄ 4̄

1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄

2̄ 2̄ 4̄ 1̄ 3̄

3̄ 3̄ 1̄ 4̄ 2̄

4̄ 4̄ 3̄ 2̄ 1̄

ParathroÔme ìti oi dÔo autoÐ pÐnakec èqoun ekplhktikèc omoiìthtec: 'Estw φ : Z4 → Z∗5
h sun�rthsh pou orÐzetai me φ(0̄) = 1̄, φ(1̄) = 2̄, φ(2̄) = 4̄ kai φ(3̄) = 3̄. Antikajist¸ntac

ta sÔmbola ston pr¸to pÐnaka me tic eikìnec touc mèsw thc φ (kai qrhsimopoi¸ntac thn

��swst  seir��� 1̄, 2̄, 4̄, 3̄), prokÔptei o deÔteroc pÐnakac. Pio eidik�, φ(a+ b) = (φa) · (φb)
gia ìla ta a, b ∈ Z4.

Orismìc. 'Estw (G, ·) kai (H, ∗) dÔo om�dec (me pr�xeic · kai ∗ antÐstoiqa). Mia apei-

kìnish φ : G → H onom�zetai omomorfismìc om�dwn an φ(g · h) = (φg) ∗ (φh) gia ìla ta

g, h ∈ G.

[Pio k�tw ja epanèljoume sthn prohgoÔmenh sunj kh. Ja lème G, H antÐ (G, ·) kai

(H, ∗) kai an φ : G → H eÐnai omomorfismìc om�dwn, ja gr�foume φ(gh) = (φg)(φh) gia

g, h ∈ G afoÔ den prìkeitai na dhmioughjeÐ sÔgqush.]

Par�deigma 13.4. (i) G = GL(2,R), H = (R − {0}, ·). Jètoume φ : G → H :

A 7→ det(A), A ∈ GL(2,R). An A1, A2 ∈ GL(2,R) èqoume tìte: φ(A1A2) = det(A1A2) =

(detA1)(detA2) = (φA1)(φA2).

(ii) G = (R,+), H = (R+, ·), ìpou R+ = {x ∈ R : x > 0}. [Elègxte ìti H apoteleÐ

om�da.] Jètoume φ : G → H : x 7→ exp(x), x ∈ R. An x1, x2 ∈ R èqoume: φ(x1 + x2) =

exp(x1 + x2) = (exp x1)(expx2) = (φx1)(φx2).

(iii) G = (R,+), H =
{(

1 a
0 1

)
: a ∈ R

}
. [Elègxte ìti H apoteleÐ om�da wc proc ton

sunhjismèno pollaplasiasmì pin�kwn.] Jètoume φ : G → H : a 7→
(

1 a
0 1

)
, a ∈ R. Tìte

φ(a+ b) = (φa)(φb) gia ìla ta a, b ∈ G. Epiplèon, φ eÐnai amfimonos manth.
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(iv) G = (R+, ·), H = (R,+). Tìte φ : G → H : x 7→ log x (x ∈ R+) eÐnai ènac

omomorfismìc om�dwn.

(v) 'Estw n > 1. Tìte h sun�rthsh θ : Z → Zn : a 7→ ā, (a ∈ Z) eÐnai ènac epirriptikìc

omomorfismìc om�dwn.

Prìtash 13.5. 'Estw φ : G→ H omomorfismìc om�dwn. Tìte φ(1G) = 1H kai φ(g−1) =

(φg)−1 gia k�je g ∈ G.

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. 'Estw g ∈ G. Apì tic sqèseic 12
G = 1G kai

g−1g = 1G, èpetai ìti φ(1G) = φ(1G1G) = (φ1G)(φ1G) kai φ(1G) = φ(g−1g) = (φg−1)(φg).

Sunep¸c èqoume ìti sthn H isqÔei 1H = (φ1G)(φ1G)−1 = (φ1G)(φ1G)(φ1G)−1 = (φ1G).

EpÐshc (φg−1)(φg) = φ(g−1g) = φ(1G) = 1H = φ(gg−1) = (φg)(φg−1). Sun�goume ìti

(φg)−1 = φ(g−1).

Orismìc. 'Estw φ : G→ H omomorfismìc om�dwn. Jètoume

(i) imφ = {h ∈ H : h = φ(g) gia k�poio g ∈ G} = {φ(g) : g ∈ G}, kai

(ii) kerφ = {g ∈ G : φ(g) = 1H}.

Prìtash 13.6. An φ : G→ H eÐnai omomorfismìc om�dwn, tìte

(i) imφ ≤ H, (ii) φ eÐnai epirriptikìc an-n imφ = H, (iii) kerφ ≤ G, kai

(iv) φ eÐnai enriptikìc an-n kerφ = {1G}.

Apìdeixh. (i) ParathroÔme ìti 1H = φ(1G) ∈ imφ. 'Estw h1, h2 ∈ imφ. Tìte h1 =

φ(g1) kai h2 = φ(g2) gia k�poia g1, g2 ∈ G. Sunep¸c h1h2 = (φg1)(φg2) = φ(g1g2) ∈ imφ,

afoÔ g1g2 ∈ G. Epiplèon, h−1
1 = (φg1)−1 = φ(g−1

1 ) ∈ imφ, afoÔ g−1
1 ∈ G.

(ii) Apì ton orismì thc epÐrriyhc.

(iii) Profan¸c kerφ ⊆ G apì ton orismì tou sunìlou kerφ. 'Eqoume, φ(1G) = 1H
�ra 1G ∈ kerφ. 'Estw g1, g2 ∈ kerφ. Tìte φ(g1g2) = (φg1)(φg2) = 1H1H = 1H kai

φ(g−1
1 ) = (φg1)−1 = (1H)−1 = 1H . 'Ara g1g2 ∈ kerφ kai g−1

1 ∈ kerφ.

(iv) Apì thn Prìtash 13.5 èqoume ìti {1G} ⊆ kerφ. 'Estw pr¸ta ìti φ eÐnai enriptikìc

kai ìti g ∈ kerφ. Tìte φ(g) = φ(1G) (= 1H), kai epomènwc g = 1G. AntÐstrofa,

upojètoume ìti kerφ = {1G}. An t¸ra g1, g2 ∈ G me φ(g1) = φ(g2) èqoume, 1H =

(φg1)(φg2)−1 = (φg1)(φg−1
2 ) = φ(g1g

−1
2 ). 'Epetai ìti g1g

−1
2 ∈ kerφ kai epomènwc g1g

−1
2 =

1G. SumperaÐnoume ìti g1 = g2, kai epomènwc φ eÐnai enriptikìc.

Par�deigma 13.7. 'Estw n ≥ 3 kai èstw G = D2n. Tìte |G| = 2n kai G = 〈a, b〉 =

{aibj : 0 ≤ i ≤ n − 1 kai 0 ≤ j ≤ 1} ìpou a = rot2π/n kai b = ref0 (koit�xte to

Par�deigma 13.3(ii)). 'Eqoume tìte ìti an = 1G, b2 = 1G kai ab = ba−1. 'Estw epÐshc

H mia om�da h opoÐa perièqei stoiqeÐa x, y ta opoÐa ikanopoioÔn xn = 1H , y2 = 1H kai

xy = yx−1. Ja deÐxoume ìti h sun�rthsh θ : G → H : aibj 7→ xiyj, (0 ≤ i ≤ n − 1,

0 ≤ j ≤ 1) eÐnai omomorfismìc. Upojètoume ìti 0 ≤ r ≤ n− 1, 0 ≤ s ≤ 1, 0 ≤ t ≤ n− 1

kai 0 ≤ u ≤ 1. Tìte arbsatbu = aibj gia k�poia i, j me 0 ≤ i ≤ n − 1, 0 ≤ j ≤ 1.
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Epiplèon, ta i kai j prosdiorÐzontai pl rwc qrhsimopoi¸ntac tic treic sqèseic an = 1G,

b2 = 1G, ab = ba−1 (koit�xte kai p�li to Par�deigma 13.3(ii)). AfoÔ isqÔoun xn = 1H ,

y2 = 1H kai xy = yx−1, prokÔptei eÔkola ìti xrysxtyu = xiyj. Sunep¸c, θ(arbsatbu) =

θ(aibj) = xiyj = xrysxtyu = θ(arbs)θ(atbu). Sun�goume ìti θ eÐnai omomorfismìc om�dwn.

ParathroÔme epÐshc ìti im θ = 〈x, y〉, afoÔ k�je stoiqeÐo thc upoom�dac 〈x, y〉 thc H
mporeÐ na ekfrasteÐ sthn morf  xiyj (0 ≤ i ≤ n − 1, 0 ≤ j ≤ 1), ìqi ìmwc upoqrewtik�

me monadikì trìpo.

Orismìc. 'Estw G, H om�dec.

(i) 'Enac omomorfismìc om�dwn φ : G → H o opoÐoc eÐnai amfimonos manth sun�rthsh

onom�zetai isomorfismìc.

(ii) Se perÐptwsh pou up�rqei isomorfismìc φ : G→ H, lème ìti h om�da G eÐnai isomor-

fik  proc thn om�da H (sumbolismìc: G ∼= H).

(iii) 'Enac isomorfismìc φ : G → G onom�zetai automorfismìc thc G. To sÔnolo twn

automorfism¸n thc G sumbolÐzetai me Aut(G).

Par�deigma. O omomorfismìc φ sto Par�deigma 13.4(iii) eÐnai ènac isomorfismìc, den

isqÔei ìmwc to Ðdio gia ton omomorfismì θ sto Par�deigma 13.4(v).

Prìtash 13.8. (i) H sÔnjesh dÔo omomorfism¸n eÐnai epÐshc omomorfismìc.

(ii) H sÔnjesh dÔo isomorfism¸n eÐnai epÐshc isomorfismìc.

(iii) H antÐstrofh apeikìnish enìc isomorfismoÔ eÐnai epÐshc isomorfismìc.

Apìdeixh. (i) 'Estw φ : G → H kai ψ : H → K omomorfismoÐ om�dwn. 'Estw epÐshc

g, h ∈ G. 'Eqoume, (ψ ◦ φ)(gh) = ψ(φ(gh)) = ψ((φg)(φh)) = ψ(φ(g))ψ(φ(h)) = ((ψ ◦
φ)(g))((ψ ◦ φ)(h)).

(ii) 'Amesh sunèpeia tou (i) afoÔ h sÔnjesh amfimonos mantwn sunart sewn eÐnai mia

amfimonos manth sun�rthsh.

(iii) Upojètoume t¸ra ìti φ : G → H eÐnai isomorfismìc om�dwn. H antÐstrofh apeikì-

nish φ−1 : H → G up�rqei kai eÐnai epÐshc amfimonos manth. Ja deÐxoume ìti φ−1 eÐnai

omomorfismìc. 'Estw h1, h2 ∈ H. Tìte h1 = φ(g1) kai h2 = φ(g2) gia k�poia g1, g2 ∈ G.
'Eqoume epÐshc, φ−1(h1h2) = φ−1((φg1)(φg2)) = φ−1(φ(g1g2)) = g1g2 = (φ−1h1)(φ−1h2).

Par�deigma. SugkrÐnete thn Prìtash 13.8(iii) me ta ParadeÐgmata 13.4(ii) kai (iv).

ShmeÐwsh. An φ : G → H eÐnai ènac isomorfismìc om�dwn, tìte ìlec oi idiìthtec pou

aforoÔn sthn om�da G, metafèrontai mèsw tou isomorfismoÔ φ sthn om�da H, kai antÐ-

strofa. 'Etsi, apì ��omadojewrhtik c �� pleur�c oi dÔo om�dec autèc den diafèroun kai

sun jwc den k�noume di�krish metaxÔ touc. Lème ìti oi dÔo om�dec eÐnai isomorfikèc   ìti

an koun sthn Ðdia isomorfik  kl�sh.
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Par�deigma 13.9. 'Estw φ : G→ H omomorfismìc om�dwn kai K ≤ G. Tìte

(i) To sÔnolo φ(K) (= {φ(g) : g ∈ K}) apoteleÐ upoom�da thc H.

(ii) An φ eÐnai isomorfismìc kai K eÐnai peperasmènhc t�xhc n, tìte kai h φ(K) eÐnai

peperasmènhc t�xhc n.

ShmeÐwsh 13.10. 'Estw G om�da. Tìte Aut(G) ≤ Sym(G). [Ex ghsh: Profan¸c

Aut(G) ⊆ Sym(G). 'Eqoume epÐshc ìti iG ∈ Aut(G). To apotèlesma eÐnai t¸ra �mesh

sunèpeia thc Prìtashc 13.8.]

Orismìc. 'Estw G om�da. H om�da Aut(G) kaleÐtai h om�da automorfism¸n thc G.

ParadeÐgmata 13.11. (i) An G eÐnai kuklik  om�da �peirhc t�xhc, tìte Aut(G) ∼= C2.

(ii) Jètoume ω = cos
(

2π
5

)
+i sin

(
2π
5

)
∈ C. 'Estw t¸ra φ : Z5 → C5 : k̄ 7→ ωk, (0 ≤ k ≤ 4).

(Profan¸c φ eÐnai mia sun�rthsh apì thn Z5 sthn C5). 'Estw epÐshc u, v ∈ Z me 0 ≤ u, v ≤
4. SÔmfwna me to je¸rhma diaÐreshc, up�rqoun akèraioi q, r me u+v = 5q+r kai 0 ≤ r ≤ 4.

Sunep¸c, φ(ū + v̄) = φ(u+ v) = φ(r̄) = ωr = (ω5)qωr = ω5q+r = ωu+v = ωuωv. 'Omwc

ωu = φ(ū) kai ωv = φ(v̄), epomènwc èqoume deÐxei ìti φ(ū + v̄) = φ(ū)φ(v̄). Sun�goume

ìti φ eÐnai omomorfismìc om�dwn kai epomènwc isomorfismìc, afoÔ profan¸c φ eÐnai mia

amfimonos manth sun�rthsh.

(iii) Oi om�dec H1 kai H2 sto Par�deigma 13.3(iii) eÐnai isomorfikèc (sugkrÐnete me to

Par�deigma 13.7).

Prìtash 13.12. 'Estw G kuklik  om�da.

(i) An G eÐnai �peirhc t�xhc, tìte G ∼= (Z,+).

(ii) An G eÐnai peperasmènhc t�xhc n, tìte G ∼= (Zn,+).

Apìdeixh. (i) 'Estw pr¸ta G kuklik  om�da �peirhc t�xhc. Tìte G = 〈g〉 (= {gk : k ∈
Z}) gia k�poio g ∈ G, ìpou S = {r ∈ N : gr = 1G} = ∅.
Jètoume φ : G → Z : gk 7→ k, (k ∈ Z). H sun�rthsh φ : G → Z eÐnai kal� orismènh,

afoÔ oi dun�meic gk, ìpou k ∈ Z, eÐnai diakekrimènec. Epiplèon, an k1, k2 ∈ Z èqoume

φ(gk1gk2) = φ(gk1+k2) = k1 + k2 = φ(gk1) + φ(gk1), kai epomènwc φ eÐnai omomorfismìc

om�dwn. Profan¸c imφ = Z kai kerφ = {g0} = {1G}, �ra φ eÐnai amfimonos manth.

(ii) 'Estw t¸ra ìti G eÐnai kuklik  om�da (peperasmènhc) t�xhc n. Tìte up�rqei g ∈ G me

o(g) = n kai G = 〈g〉 = {1, g, . . . , gn−1}. Jètoume φ : G→ Zn : gk 7→ k, (0 ≤ k ≤ n− 1).

Profan¸c φ eÐnai mia amfimonos manth sun�rthsh. 'Estw t¸ra k1, k2 ∈ Z me 0 ≤ k1, k2 ≤
n − 1. Tìte k1 + k2 = qn + r, ìpou q, r ∈ Z kai 0 ≤ r < n apì to je¸rhma diaÐreshc.

'Epetai ìti gk1+k2 = gqn+r = (gn)qgr = gr. Sunep¸c, φ(gk1gk2) = φ(gk1+k2) = φ(gr) = r =

q n+ r = qn+ r = k1 + k2 = k1 + k2 = φ(gk1) + φ(gk2). 'Ara φ eÐnai omomorfismìc.

Sqìlia. (i) Sthn apìdeixh thc Prìtashc 13.12(ii) h genn tria g thc G ikanopoieÐ thn

sqèsh gn = 1G en¸ h genn tria 1̄ (= φ(g)) thc Zn ikanopoieÐ thn ��Ðdia�� sqèsh (prosjeti-

kìc sumbolismìc) 0̄ = n · 1̄. SugkrÐnete me to Par�deigma 13.7.
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(ii) Jewr¸ntac thn eidik  perÐptwsh n = 8 sthn Prìtash 13.12(ii), parathroÔme ìti h

sun�rthsh θ : G→ Zn : gk 7→ 2k (0 ≤ k ≤ 7) eÐnai ènac omomorfismìc om�dwn ìpou imφ =

〈2̄〉 kai me thn genn tria 2̄ thc im θ na ikanopoieÐ thn sqèsh 0̄ = 8 · 2̄. O omomorfismìc θ

den eÐnai enriptikìc oÔte epirriptikìc.

Prìtash 13.13. (Apìdeixh: 'Askhsh.) 'Estw m,n ∈ N. 'Eqoume tìte ìti Cm × Cn ∼=
Cmn an, kai mìno an, mkd(m,n) = 1.

13.3. Je¸rhma Cayley

Sthn sunèqeia ja deÐxoume ìti k�je om�da G eÐnai isomorfik  me mia upoom�da thc Sym(X)

gia k�poio mh-kenì sÔnolo X (je¸rhma Cayley).

Prìtash 13.14. 'Estw G om�da. An g ∈ G, jètoume θg : G → G : x 7→ gx (x ∈ G).
Tìte θg ∈ Sym(G) gia k�je g ∈ G. Epiplèon, h sun�rthsh φ : G → Sym(G) : g 7→ θg
(g ∈ G), eÐnai omomorfismìc om�dwn.

Apìdeixh. Gia g ∈ G, èqoume: θgx = θgy (x, y ∈ G) ⇒ gx = gy ⇒ g−1(gx) = g−1(gy)

⇒ (g−1g)x = (g−1g)y ⇒ x = y (�ra θg eÐnai enriptik ). EpÐshc, an z ∈ G, parathroÔme
ìti z = (gg−1)z = g(g−1z) = θg(g

−1z), ìpou g−1z ∈ G. 'Epetai ìti θg eÐnai epirriptik .

Sun�goume ìti θg ∈ Sym(G) gia k�je g ∈ G. Ja deÐxoume t¸ra ìti h sun�rthsh φ : G→
Sym(G) pou orÐzetai me φ(g) = θg (g ∈ G) eÐnai omomorfismìc om�dwn. 'Estw g, h, x ∈ G.
'Eqoume tìte, θ(gh)(x) = (gh)x = g(hx) = g(θhx) = θg(θhx) = (θgθh)(x). Sunep¸c,

φ(gh) = θ(gh) = θgθh = (φg)(φh).

Orismìc. O omomorfismìc φ : G→ Sym(G) pou dÐnetai sthn Prìtash 13.14 kaleÐtai h

arister  kanonik  anapar�stash thc om�dac G.

Orismìc. Mia om�da onom�zetai om�da metajèsewn ìtan ta stoiqeÐa thc eÐnai metajèseic.

Mia tètoia om�da eÐnai mia upoom�da thc Sym(X) gia k�poio mh-kenì sÔnolo X.

Par�deigma 13.15. H om�da tou Klein (Klein’s 4-group) eÐnai mia om�da metajèsewn

se tèssera sÔmbola kai t�xhc 4. H om�da aut  eÐnai h V4 = {(1), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4),

(1 4)(2 3)} kai eÐnai mia upoom�da thc S4.

Ja deÐxoume ìti pr�gmati V4 ≤ S4 kai ìti V4
∼= C2 × C2 : Profan¸c V4 ⊆ S4. 'Eqoume

epÐshc ìti (1) ∈ V4 kai π−1 = π gia ìla ta π ∈ V4. Jètoume ρ, σ ∈ S4 me ρ = (1 2)(3 4)

kai σ = (1 3)(2 4). Tìte ρ, σ ∈ V4 kai ρσ = σρ = (1 4)(2 3) ∈ V4. 'Epetai ìti

V4 = {ρiσj : 0 ≤ i, j ≤ 1}, ìpou ρ2 = (1) = σ2 kai ρσ = σρ. Apì tic sqèseic pou

dièpoun tic genn triec ρ, σ thc V4, kai thn morf  twn stoiqeÐwn thc V4, prokÔptei eÔkola

ìti to ginìmeno dÔo stoiqeÐwn thc V4 eÐnai stoiqeÐo thc V4. Elègxte ìti h sun�rthsh

φ : V4 → C2×C2 : ρiσj 7→ (1,−1)i(−1, 1)j, (0 ≤ i, j ≤ 1) eÐnai ènac isomorfismìc om�dwn.

Je¸rhma 13.16. (Cayley). K�je om�da G eÐnai isomorfik  me mia om�da metajèsewn.

Pio eidik�, an G eÐnai peperasmènhc t�xhc n, tìte G eÐnai isomorfik  me mia upoom�da

thc Sn.
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Apìdeixh. 'Estw G om�da. QrhsimopoioÔme ton sumbolismì apì thn Prìtash 13.14 gia

tic sunart seic θg : G→ G kai φ : G→ Sym(G). ParathroÔme ìti kerφ = {g ∈ G : θg =

iG} = {1G}. [Ex ghsh: An g ∈ kerφ, tìte φ(g) = θg = iG, �ra g = g1G = θg(1G) =

iG(1G) = 1G.] Sunep¸c φ eÐnai ènac enriptikìc omomorfismìc om�dwn (qrhsimopoioÔme

thn Prìtash 13.14 kai thn Prìtash 13.6(iv)). 'Ara h sun�rthsh φ̂ : G → imφ : g 7→ θg
(g ∈ G) eÐnai isomorfismìc om�dwn (èqoume ìti imφ ≤ Sym(G) apì thn Prìtash 13.6(i)).

Sun�goume ìti G ∼= imφ(≤ Sym(G)).

Sthn perÐptwsh pou |G| = n, profan¸c Sym(G) ∼= Sn.

Par�deigma 13.17. Jèloume na broÔme thn arister  kanonik  anapar�stash thc G =

C4. 'Eqoume dei ìti G = 〈ω〉 = {1G, ω, ω2, ω3} ìpou o(ω) = 4 (gia par�deigma mporoÔme

na jèsoume ω = i ∈ C). 'Estw φ : G → Sym(G) : g 7→ θg (g ∈ G) h arister  kanonik 

anapar�stash thc G. 'Eqoume tìte: θ1G = φ(1G) = (1G)(ω)(ω2)(ω3), θω = (1G ω ω2 ω3),

θω2 = (1G ω
2)(ω ω3), θω3 = (1G ω

3 ω2 ω). ParathroÔme epÐshc ìti (φω2)(φω3) = θω2θω3 =

(1G ω2)(ω ω3)(1G ω3 ω2 ω) = (1G ω ω2 ω3) = θω = φ(ω) = φ(ω2ω3), afoÔ ω4 = 1.

An n ∈ N, tìte Sn eÐnai èna peperasmèno sÔnolo, �ra perièqei peperasmèno pl joc upo-

sunìlwn (kai upoom�dwn). Epomènwc, mia �mesh sunèpeia tou jewr matoc Cayley eÐnai

to

Pìrisma 13.18. 'Estw n ∈ N. Tìte up�rqei, wc proc isomorfismì, peperasmèno pl joc
om�dwn me t�xh n.

Ask seic

13.1 Θέτουμε S = {(1 2), (1 3)(4 5)} ⊆ S5 και H = 〈S〉 (≤ S5). Βρείτε τα στοιχεία της H.

13.2 ΄Εστω n ∈ N με n > 2. Για 1 ≤ i ≤ n− 1, θέτουμε si = (i i+ 1) ∈ Sn. ΄Εστω επίσης ρ ο n-κύκλος

(1 2 . . . n) ∈ Sn. Δείξτε ότι (i) Sn = 〈s1, . . . , sn−1〉, και (ii) Sn = 〈s1, ρ〉.

13.3 ΄Εστω G ≤ (Q,+), όπου + είναι η συνηθισμένη πρόσθεση ρητών. Αν G = 〈a, b〉 για κάποια a, b ∈
Q− {0}, δείξτε ότι G είναι άπειρη κυκλική.

13.4 ΄Εστω φ : G→ H ομομορφισμός ομάδων και g ∈ G.

(i) Δείξτε ότι φ(gk) = (φg)k για όλα τα k ∈ Z.
(ii) Αν, επιπλέον, φ είναι ενριπτικός, εξετάστε κατά πόσον τα στοιχεία g και φ(g) έχουν την ίδια τάξη.

13.5 ΄Εστω φ : G → H ομομορφισμός ομάδων. ΄Εστω επίσης g ∈ G όπου g πεπερασμένης τάξης. Δείξτε

ότι o(φ(g))|o(g).

13.6 Δείξτε ότι οι ομάδες R−{0} και C−{0} (ως προς τον συνηθισμένο πολλαπλασιασμό πραγματικών και

μιγαδικών αντίστοιχα) δεν είναι ισομορφικές.

13.7 Εξετάστε κατά πόσον

(i) οι ομάδες (Z4,+) και (Z∗8, ·) είναι ισομορφικές, και

(ii) οι ομάδες (Z4,+) και (Z∗10, ·) είναι ισομορφικές.

13.8 Θέτουμε φ : S10 → C2 : σ 7→ sgn(σ), (σ ∈ S10). Δείξτε ότι η συνάρτηση φ είναι ομομορφισμός

ομάδων και βρείτε τα kerφ και imφ.

13.9 Βρείτε όλους τους ομομορφισμούς ομάδων φ : C9 → C13.
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13.10 ΄Εστω m,n ∈ N. Δείξτε ότι Cm × Cn ∼= Cmn αν, και μόνο αν, μκδ(m,n) = 1.

13.11 (i) ΄Εστω G ομάδα. Δείξτε ότι φ : G → G : x 7→ x−1
(x ∈ G) είναι αυτομορφισμός της G αν, και

μόνο αν, G είναι αβελιανή.

(ii) Αν K είναι κυκλική ομάδα άπειρης τάξης, δείξτε ότι Aut(K) ∼= C2.

13.12 (i) Δείξτε ότι IR(R2) αποτελεί ομάδα ως προς την σύνθεση συναρτήσεων. [Κοιτάξτε στην Παράγρα-

φο 11.1 για τον ορισμό του συνόλου IR(R2).]

(ii) Βρείτε, αν υπάρχει, ένα ισομορφισμό ομάδων φ : IR(R2) → GL(2,R) τέτοιο ώστε {φ(f) : f ∈
O(R2)} = O(2,R).

13.13 Δείξτε ότι υπάρχει ενριπτικός ομομορφισμός ομάδων ψ : D2n → Sn.

13.14 (i) ΄Εστω A,B ∈ GL(2,C) όπου A =
(
i 0
0 −i

)
και B =

(
0 1
−1 0

)
. Θέτουμε H = 〈A,B〉 ≤

GL(2,C). (Η ομάδα H είναι η ομάδα των τετρακτύων και συμβολίζεται με Q8.) Βρείτε την τάξη της

H. [Υπόδειξη: Δείξτε ότι A4 = I2, A
2 = B2

, B−1AB = A−1
.]

(ii) Δείξτε ότι οι ομάδες Q8 και D8 δεν είναι ισομορφικές.

13.15 Βρείτε την αριστερή κανονική αναπαράσταση της S3.
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14. Kanonikèc upoom�dec, jewr mata omomorfism¸n

14.1. SÔmploka, je¸rhma Lagrange

Orismìc. 'Estw S, T mh-ken� uposÔnola thc om�dac G. OrÐzoume

(i) ST = {st : s ∈ S, t ∈ T}, kai (ii) T(−1) = {t−1 : t ∈ T}.

Parat rhsh 14.1. 'Estw G om�da. ParathroÔme ìti

(i) an ∅ 6= T ⊆ G kai W = T(−1), tìte W(−1) = T , kai

(ii) an H ≤ G, tìte H(−1) = H.

Par�deigma. 'Estw G = S3 = {(1), (1 2), (2 3), (1 3), (1 2 3), (1 3 2)}. Jètoume

S = {(1), (1 2 3)}, T = {(1), (1 3 2)}, U = {(1), (1 2 3), (1 3 2)} kai V = {(1 2), (1 3)}.
Elègxte ìti ST = {(1), (1 3 2), (1 2 3)}, S(−1) = T , U(−1) = U , U ≤ G kai ìti V(−1) = V

ìmwc V den apoteleÐ upoom�da thc G.

L mma 14.2. 'Estw S, T , U mh-ken� uposÔnola thc om�dac G. Tìte (ST )U = S(TU).

Apìdeixh. 'Eqoume, (ST )U = {(st)u : s ∈ S, t ∈ T, u ∈ U} = {s(tu) : s ∈ S, t ∈ T, u ∈
U} = S(TU).

'Estw t¸ra H upoom�da thc om�dac G kai g ∈ G. An K = {g}, tìte antÐ KH = {g}H
gr�foume apl� gH, kai lème ìti gH eÐnai èna aristerì sÔmploko thc H sthn G. Parìmoia,

lème ìti to uposÔnolo Hg (= H{g} = HK) thc G eÐnai èna dexiì sÔmploko thc H sthn G.

'Eqoume, dhlad , gia H ≤ G kai g ∈ G, ìti Hg = {hg : h ∈ H} kai gH = {gh : h ∈ H}.

Par�deigma 14.3. Jètoume G = S3 = {(1), (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2)} kai
H = 〈(1 2)〉 ≤ G. Tìte H = {(1), (1 2)}. ParathroÔme ìti

H(1 2) = {(1), (1 2)} = H(1) (= H),

H(1 3) = {(1 3), (1 2)(1 3)} = {(1 3), (1 3 2)} = H(1 3 2), afoÔ (1 2)(1 3 2) = (1 3),

H(2 3) = {(2 3), (1 2)(2 3)} = {(2 3), (1 2 3)} = H(1 2 3).

ParathroÔme epÐshc ìti ta dexi� sÔmploka thc H sthn G apoteloÔn mia diamèrish thc G.

Parat rhsh 14.4. 'Estw G om�da kai H ≤ G. Gia b ∈ G, jètoume X = Hb. Tìte

X(−1) = {(hb)−1 : h ∈ H} = {b−1h−1 : h ∈ H} = {b−1h : h ∈ H} = b−1H. 'Eqoume

qrhsimopoi sei ìti H(−1) = {h−1 : h ∈ H} = H, afoÔ H ≤ G.
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Prìtash 14.5. 'Estw G om�da kai H ≤ G. Tìte h sun�rthsh α : R → L : X 7→ X(−1),

X ∈ R, ìpou R (antÐstoiqa, L) eÐnai h oikogèneia twn dexi¸n (antÐstoiqa, arister¸n)

sumplìkwn thc H sthn G, eÐnai amfimonos manth.

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. 'Estw T, S ∈ R me α(T ) = α(S). 'Eqoume tìte

(Parat rhsh 14.1(i)) ìti T = (αT )(−1) = (αS)(−1) = S, �ra h sun�rthsh α eÐnai enriptik .

'Estw t¸ra Y ∈ L. Tìte Y = cH gia k�poio c ∈ G. 'Omwc c−1 ∈ G afoÔG eÐnai om�da kai,

epiplèon, h Parat rhsh 14.4 mac exasfalÐzei ìti Y = cH = α(Hc−1), ìpou Hc−1 ∈ R.
Sun�goume ìti α eÐnai epirriptik  kai epomènwc amfimonos manth.

ShmeÐwsh. Mèsw thc pio p�nw prìtashc mporoÔme na metafèroume plhroforÐec pou

èqoume sqetik� me dexi� sÔmploka se antÐstoiqec plhroforÐec sqetik� me arister� sÔm-

ploka.

Par�deigma 14.6. (i) 'Estw G = S3 kai H = 〈(1 2)〉 ≤ G. Ta arister� sÔmploka thc

H sthn G eÐnai:

(1) H = {(1), (1 2)} = (1 2)H = H = (H(1))(−1) = (H(1 2))(−1)

(1 3)H = {(1 3), (1 2 3)} = (1 2 3)H = (H(1 3))(−1) = (H(1 3 2))(−1)

(2 3)H = {(2 3), (1 3 2)} = (1 3 2)H = (H(2 3))(−1) = (H(1 2 3))(−1).

ParathroÔme ìti ta arister� sÔmploka thc H sthn G apoteloÔn mia diamèrish thc G

(sugkrÐnete me to Par�deigma 14.3 kai thn Prìtash 14.5). EpÐshc, to aristerì sÔmploko

(1 2 3)H thc G den isoÔtai me opoiod pote dexiì sÔmploko thc H sthn G.

(ii) DiathroÔme ton sumbolismì apì to Par�deigma 13.3(ii). Up�rqoun akrib¸c dÔo dexi�

sÔmploka sthn D2n gia thn upoom�da thc 〈a〉 : ta 〈a〉 kai 〈a〉b.

Pio k�tw ja deÐxoume ìti gia tuqaÐa om�da G kai H ≤ G ta dexi� sÔmploka (antÐstoiqa,

arister� sÔmploka) thc H sthn G apoteloÔn mia diamèrish thc G.

Prìtash 14.7. 'Estw G om�da. 'Estw epÐshc H ≤ G kai g ∈ G. Tìte up�rqei

amfimonos manth apeikìnish α : H → Hg.

Apìdeixh. Jètoume α : H → Hg : h 7→ hg (h ∈ H). An h1g = h2g me h1, h2 ∈ H, tìte

(h1g)g−1 = (h2g)g−1 kai epomènwc h1 = h2. 'Ara α eÐnai enriptik . An t¸ra x ∈ Hg, tìte
x = hg (= α(h)) gia k�poio h ∈ H, sunep¸c α eÐnai epirriptik .

Prìtash 14.8. 'Estw G om�da, H ≤ G kai g, f ∈ G. Oi pio k�tw prot�seic eÐnai

isodÔnamec.

(i) Hg = Hf , (ii) f ∈ Hg, (iii) fg−1 ∈ H.

Apìdeixh. Upojètoume ìti H ≤ G kai g, f ∈ G.

(i) ⇒ (ii): 'Estw ìti Hg = Hf . Tìte f = 1Gf ∈ Hf = Hg. [H ≤ G, �ra 1G ∈ H.]
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(ii) ⇒ (iii): 'Estw ìti f ∈ Hg. Tìte f = hg gia k�poio h ∈ H. Sunep¸c fg−1 = h ∈ H.

(iii) ⇒ (i): 'Estw ìti fg−1 ∈ H. Tìte fg−1 = k gia k�poio k ∈ H. 'Ara f = kg ∈ Hg.
An t¸ra l ∈ H, tìte lf = l(kg) = (lk)g ∈ Hg afoÔ l, k ∈ H kai H ≤ G. 'Epetai ìti

Hf ⊆ Hg. Parìmoia deÐqnoume ìti Hg ⊆ Hf . (QrhsimopoioÔme ìti (fg−1)−1 (= gf−1) ∈
H opoted pote fg−1 ∈ H.)

Pìrisma 14.9. 'Estw G om�da kai H ≤ G.

(i) An f, g ∈ G, tìte eÐte Hg = Hf , eÐte (Hg) ∩ (Hf) = ∅.

(ii) H sullog  twn dexi¸n sumplìkwn thc H sthn G apoteleÐ mia diamèrish thc G.

Apìdeixh. 'Estw ìti H ≤ G. 'Estw epÐshc f, g ∈ G.

(i) Upojètoume ìti (Hg)∩ (Hf) 6= ∅. 'Estw c ∈ (Hg)∩ (Hf). Tìte c ∈ Hg kai c ∈ Hf .
SÔmfwna me thn Prìtash 14.8, èqoume tìte Hg = Hc kai Hf = Hc. 'Ara Hg = Hf .

(ii) Profan¸c g ∈ Hg. Sunep¸c k�je stoiqeÐo thc G an kei se toul�qiston èna apì ta

dexi� sÔmploka. To zhtoÔmeno eÐnai t¸ra �mesh sunèpeia tou (i).

Parat rhsh 14.10. EÔkola mporoÔme na apodeÐxoume antÐstoiqa apotelèsmata gia

arister� sÔmploka. Gia par�deigma, an G eÐnai om�da kai H ≤ G, tìte gia f, g ∈ G isqÔei:

gH = fH an-n f−1g ∈ H an-n g ∈ fH.

Orismìc. 'Estw H ≤ G. O deÐkthc thc H sthn G (sumbolismìc: [G : H]) eÐnai to

pl joc twn (diakekrimènwn) dexi¸n sumplìkwn thc H sthn G. (Lìgw thc Prìtashc 14.5,

o deÐkthc [G : H] isoÔtai epÐshc me to pl joc twn (diakekrimènwn) arister¸n sumplìkwn

thc H sthn G.).

Je¸rhma 14.11. (Lagrange). 'Estw G mia om�da peperasmènhc t�xhc kai H ≤ G. Tìte

|H|
∣∣|G|.

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. AfoÔ G eÐnai peperasmènh, o deÐkthc [G : H] eÐnai

peperasmènoc kai epomènwc up�rqei peperasmèno uposÔnolo {g1, . . . , gk} thc G tètoio

¸ste (i) Hgi ∩ Hgj = ∅ an i 6= j (1 ≤ i, j ≤ k) kai (ii) G = ∪ki=1Hgi. [Ex ghsh: H

sullog  twn dexi¸n sumplìkwn thc H sthn G apoteleÐ mia diamèrish thc G.] Sun�goume

ìti |G| = |Hg1|+ . . .+ |Hgk| = k|H|. (QrhsimopoioÔme thn Prìtash 14.7.)

Orismìc. Lème ìti to uposÔnolo {g1, . . . , gk} thcG sthn apìdeixh tou Jewr matoc 14.11

apoteleÐ èna sÔsthma dexi¸n antipros¸pwn thc H sthn G. Parìmoia mporoÔme na orÐ-

soume èna sÔsthma arister¸n antipros¸pwn thc H sthn G.

Parat rhsh. 'Estw G om�da kai H ≤ G me [G : H] = n. An {t1, . . . , tn} eÐnai èna

sÔsthma arister¸n antipros¸pwn thc H sthn G, tìte to uposÔnolo {t−1
1 , . . . , t−1

n } thc G
apoteleÐ èna sÔsthma dexi¸n antipros¸pwn thc H sthn G.

Par�deigma. 'Estw G = S3 kai H = 〈(1 2)〉 ≤ G. To uposÔnolo {(1), (1 3 2), (2 3)}
(antÐstoiqa, {(1), (1 2 3), (2 3)}) thc G apoteleÐ èna sÔsthma dexi¸n (antÐstoiqa, ariste-

r¸n) antipros¸pwn thc H sthn G. (SugkrÐnete me ta ParadeÐgmata 14.3 kai 14.6.)
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Pìrisma 14.12. 'Estw G om�da me |G| = p ìpou p pr¸toc. Tìte G eÐnai kuklik .

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. 'Estw g ∈ G−{1G}, (p ≥ 2, �ra up�rqei tètoio g).

Jètoume H = 〈g〉. Apì to je¸rhma Lagrange, |H|
∣∣|G|, �ra |H| ∈ {1, p}. 'Omwc |H| ≥ 2

afoÔ 1G kai g eÐnai stoiqeia thc H me g 6= 1G. Sun�goume ìti |H| = p kai epomènwc

G = H = 〈g〉.

Pìrisma 14.13. 'Estw G om�da peperasmènhc t�xhc kai g ∈ G. Tìte o(g)
∣∣|G|.

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. 'Eqoume tìte o(g) = |〈g〉| (= r, ìpou r eÐnai ènac

(peperasmènoc) jetikìc akèraioc). 'Omwc |〈g〉|
∣∣|G| (Lagrange).

Pìrisma 14.14. DiathroÔme thn upìjesh kai sumbolismì apì thn Prìtash 12.31. Tìte

oi upoom�dec Gd thc G, ìpou d ∈ N me d|n, eÐnai ìlec oi upoom�dec thc G.

Par�deigma. 'Estw n ∈ N. 'Opwc èqoume dei Ck ≤ Cn opoted pote k ∈ N me k|n.
Sthn pragmatikìthta se tètoia perÐptwsh Ck eÐnai h monadik  upoom�da thc Cn t�xhc k.

[An H ≤ Cn me |H| = k kai H 6= Ck, tìte ja up rqan toul�qiston k + 1 diakekrimènec

k-ostec rÐzec thc mon�dac sto C pou eÐnai �topo, afoÔ apì to Pìrisma 14.13 k�je stoiqeÐo

thc om�dac H eÐnai mia k-osth rÐza thc mon�dac.] Epiplèon, an T ≤ Cn tìte |T | = r gia

k�poio r|n, epomènwc xr = 1T gia ìla ta x ∈ T . 'Epetai ìti T ≤ Cr, kai afoÔ |T | = r

tìte T = Cr. AfoÔ k�je kuklik  upoom�da t�xhc n eÐnai isomorfik  proc thn Cn, h pio

p�nw suz thsh apoteleÐ enallaktik  apìdeixh gia to Je¸rhma 12.29 kai Prìtash 12.31.

UpenjÔmish. 'Eqoume orÐsei thn sun�rthsh φ tou Euler me φ : N → N ìpou φ(1) = 1

kai φ(n) = |{k : 1 ≤ k < n kai mkd(k, n) = 1}| an n > 1.

ParadeÐgmata 14.15. (i) H om�da S4 den mporeÐ na èqei upoom�da t�xhc 5.

(ii) An |G| = 9 kai g ∈ G, tìte o(g) ∈ {1, 3, 9}.

(iii) 'Estw G om�da kai H, K peperasmènec upoom�dec thc G me mkd(|H|, |K|) = 1. Tìte

H ∩K = {1G}. [Upìdeixh: H ∩K ≤ H kai H ∩K ≤ K.]

(iv) An |G| = 105 kai H ≤ G me |H| ≥ 36, tìte H = G.

(v) (Mikrì je¸rhma tou Fermat.) An p eÐnai pr¸toc kai a ∈ Z, tìte ap ≡ a ( mod p).

[Upìdeixh: Jètoume G = (Z∗p, ·). Tìte |G| = p − 1. JewroÔme tic peript¸seic ā = 0̄ kai

ā 6= 0̄ sto Zp.]

(vi) 'Estw a,m ∈ Z me m > 1. An mkd(a,m) = 1, deÐxte ìti aφ(m) ≡ 1 ( mod m).

[Upìdeixh: |Z∗m| = φ(m).]

14.2. Kanonikèc upoom�dec, om�da phlÐko

Orismìc. Mia upoom�da N thc om�dac G onom�zetai kanonik  upoom�da thc G (sumbol-

ismìc: N CG) an gia k�je g ∈ G kai gia k�je n ∈ N èqoume g−1ng ∈ N .
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Par�deigma 14.16. 'Estw G = S3 kai H,K antÐstoiqa ta uposÔnola {(1), (1 2)} kai
{(1), (1 2 3), (1 3 2)} thc G. Profan¸c H,K apoteloÔn upoom�dec thc G. ParathroÔme

ìti (1 3)−1(1 2)(1 3) = (1 3)(1 2)(1 3) = (2 3) kai epomènwc H den eÐnai kanonik  upoom�da

thc G. Elègxte ìti K CG.

Prìtash 14.17. 'Estw G om�da kai N ≤ G. Tìte N C G an, kai mìno an, gN = Ng

gia ìla ta g ∈ G.

Apìdeixh. Upojètoume pr¸ta ìti N CG kai ìti g ∈ G. An x ∈ gN , tìte x = gn1 gia

k�poio n1 ∈ N . 'Omwc gn1 = (gn1g
−1)g = ((g−1)−1n1g

−1)g ∈ Ng. 'Epetai ìti gN ⊆ Ng.

An x ∈ Ng, tìte up�rqei n2 ∈ N tètoio ¸ste x = g(g−1n2g). 'Omwc g−1n2g ∈ N . 'Ara

Ng ⊆ gN .

Upojètoume t¸ra ìti N ≤ G kai ìti Ng = gN gia ìla ta g ∈ G. 'Estw n ∈ N kai h ∈ G.
'Afou Nh = hN , èpetai ìti nh = hn3 gia k�poio n3 ∈ N . Sunep¸c h−1nh = n3 ∈ N .

Prìtash 14.18. An N C G kai g1, g2 ∈ G, tìte (g1N)(g2N) = (g1g2)N . ['Eqoume,

dhlad , ìti to ginìmeno twn uposunìlwn g1N kai g2N thc G èqei akrib¸c ta Ðdia stoiqeÐa

me to aristerì sÔmploko (g1g2)N .]

Apìdeixh. Upojètoume ìti N C G kai ìti g1, g2 ∈ G. 'Estw epÐshc x ∈ (g1N)(g2N).

Tìte x = g1n1g2n2 gia k�poia n1, n2 ∈ N . 'Omwc n1g2 = g2n3 gia k�poio n3 ∈ N afoÔ

Ng2 = g2N (Prìtash 14.17). 'Ara x = (g1g2)(n3n2) ∈ (g1g2)N . 'Epetai ìti (g1N)(g2N) ⊆
(g1g2)N . Epiplèon, an y ∈ (g1g2)N , tìte y = (g11G)(g2n) gia k�poio n ∈ N . AfoÔ

1G ∈ N , èpetai ìti y ∈ (g1N)(g2N). Sun�goume ìti (g1g2)N ⊆ (g1N)(g2N) kai epomènwc

(g1N)(g2N) = (g1g2)N .

Par�deigma 14.19. SuneqÐzoume me ton sumbolismì tou ParadeÐgmatoc 14.16. Para-

throÔme ìti ((1 2)H)((1 3)H) = {(1 3), (1 2 3), (1 3 2), (2 3)} 6= ((1 2)(2 3))H. 'Eqoume

epÐshc (1 3)H = {(1 3), (1 2 3)} 6= {(1 3), (1 3 2)} = H(1 3).

Orismìc. 'Estw N C G. Jètoume G/N = {gN : g ∈ G}. ['Eqoume dhlad  ìti G/N

eÐnai to sÔnolo twn diakekrimènwn sumplìkwn thc N sthn G. (AfoÔ N C G èqoume ìti

Ng = gN gia ìla ta g ∈ G.)]

Prìtash 14.20. 'Estw NCG. To sÔnolo G/N apoteleÐ, me pr�xh ton pollaplasiasmì

uposunìlwn, mia om�da.

Apìdeixh. 'Amesh sunèpeia thc Prìtashc 14.18 kai twn antÐstoiqwn idiot twn sthn

om�da G. EÐnai eÔkolo na deiqjeÐ ìti 1GN eÐnai to monadiaÐo stoiqeÐo thc G/N , ìti

(gN)−1 = g−1N gia k�je g ∈ G, ìpwc epÐshc kai o prosetairismìc o opoÐoc klhronomeÐtai

apì ton prosetairismì sthn om�da G (L mma 14.2).

Orismìc. 'Estw G om�da kai N C G. H om�da G/N (wc proc ton pollaplasiasmì

uposunìlwn) kaleÐtai h om�da phlÐko thc G di� N .

Pìrisma 14.21. 'Estw G om�da peperasmènhc t�xhc kai NCG. Tìte |G/N | = |G|/|N |.
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[Prosjetikìc sumbolismìc. 'Estw A prosjetik  om�da kai B ≤ A.

B C A shmaÐnei: (−a) + b+ a ∈ B gia k�je a ∈ A kai gia k�je b ∈ B.

To antÐstoiqo aristerì sÔmploko tou a ∈ A : a+B = {a+ b : b ∈ B}.

Prìsjesh sthn om�da phlÐko A/B : (a1 +B) + (a2 +B) = (a1 + a2) +B, (a1, a2 ∈ A).

An, epiplèon, A eÐnai abelian , tìte B C A gia k�je upoom�da B thc A. Epomènwc, se

tètoia perÐptwsh, h om�da A/B p�nta up�rqei opoted pote B ≤ A.]

ParadeÐgmata 14.22. (i) 'Estw G om�da kai H ≤ G me [G : H] = 2. Tìte H CG.

(ii) 'Estw G = S3 kai H = 〈(1 2 3)〉 = {(1), (1 2 3), (1 3 2)}. Profan¸c [G : H] =

2, �ra H C G apì to (i). 'Eqoume epÐshc ìti h om�da G/H èqei t�xh 2 kai G/H =

{(1)H, (1 2)H} = {1GH, αH} ìpou α = (1 2). ParathroÔme ìti (1GH)(αH) = αH kai

ìti (αH)(αH) = α2H = 1GH.

(iii) 'Estw n ≥ 2. 'Eqoume tìte ìti Sn = An ∪ (1 2)An ìpou to sÔmploko (1 2)An
eÐnai akrib¸c to sÔnolo twn peritt¸n metajèsewn sthn Sn. [Upìdeixh: An π ∈ Sn eÐnai

peritt  met�jesh, tìte π = (1 2)(1 2)π, ìpou (1 2)π eÐnai �rtia met�jesh.] 'Epetai ìti

[Sn : An] = 2 kai |An| = 1
2
(n!). Epiplèon, An C Sn.

(iv) An θ : G→ H eÐnai omomorfismìc om�dwn, tìte ker θ CG.

Orismìc. 'Estw G om�da. Jètoume R = {(a, b) ∈ G×G : b = g−1ag gia k�poio g ∈ G}.
[EÐnai eÔkolo na deÐxoume ìti R eÐnai mia sqèsh isodunamÐac sto sÔnolo G.]

(i) Oi kl�seic isodunamÐac wc proc thn sqèshR kaloÔntai kl�seic suzugÐac thcG. 'Eqoume

loipìn ìti h kl�sh suzugÐac thc G pou perièqei to stoiqeÐo x ∈ G eÐnai to uposÔnolo

xG = {g−1xg : g ∈ G} (= {gxg−1 : g ∈ G}) thc G.

(ii) Duo stoiqeÐa a, b thc G onom�zontai suzug  an up�rqei g ∈ G tètoio ¸ste b = g−1ag

(dhlad  an (a, b) ∈ R, ìpou R eÐnai h pio p�nw dimel c sqèsh sthn G).

Par�deigma 14.23. Up�rqoun akrib¸c 3 (diakekrimènec) kl�seic suzugÐac sthn S3 oi

opoÐec eÐnai se amfimonos manth antistoiqÐa me touc tÔpouc kÔklwn twn metajèsewn sthn

S3. Oi kl�seic autèc eÐnai oi {(1)}, {(1 2), (2 3), (1 3)} kai {(1 2 3), (1 3 2)}.

H pio k�tw prìtash eÐnai �mesh sunèpeia twn orism¸n thc kanonik c upoom�dac kai thc

kl�shc suzugÐac.

Prìtash 14.24. 'Estw N ≤ G. 'Eqoume tìte ìti N CG an, kai mìno an, N apoteleÐtai

apì thn ènwsh kl�sewn suzugÐac thc G.

Par�deigma 14.25. (i) Oi mìnec kanonikèc upoom�dec thc om�dac S3 eÐnai oi {(1)},
〈(1 2 3)〉 (= A3) kai S3. [QrhsimopoioÔme to je¸rhma Lagrange kai thn Prìtash 14.24.]

(ii) Elègxte ìti V4CS4 kai ìti V4CA4. BreÐte èna sÔsthma dexi¸n antipros¸pwn (a) thc

V4 sthn A4, kai (b) thc V4 sthn S4.
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Orismìc. Mia om�da G 6= {1G} kaleÐtai apl , an oi upoom�dec thc {1G} kai G eÐnai oi

mìnec kanonikèc thc upoom�dec.

Oi aplèc om�dec eÐnai ta ��domik� stoiqeÐa�� apì ta opoÐa mporoÔn na kataskeuastoÔn pio

genikèc om�dec. Mia qalar  antistoiqÐa eÐnai me touc pr¸touc arijmoÔc: ìpwc k�je akè-

raioc arijmìc mporeÐ na analujeÐ se ginìmeno pr¸twn, ètsi kai k�je peperasmènh om�da

mporeÐ � mèsw miac kat�llhlhc akoloujÐac kanonik¸n upoom�dwn � na ��analujeÐ�� se

aplèc om�dec. Wstìso, h antistoiqÐa aut  eÐnai shmantik� pio perÐplokh. Stouc akeraÐ-

ouc h paragontopoÐhsh se pr¸touc eÐnai ousiastik� monadik . Stic om�dec, antÐjeta, h

��an�lush�� pern� mèsa apì sunjèseic kai phlÐka, kai h dom  pou prokÔptei den eÐnai èna

aplì ginìmeno all� mia pio sÔnjeth kataskeu  (jewrÐa epekt�sewn).

Par�deigma 14.26. (i) An n ≥ 3, tìte {(1)} 6= AnC Sn. Epomènwc Sn den eÐnai apl .

(ii) {(1)}C {(1), (1 2)(3 4)}CV4 (= {(1), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)})CA4, ìmwc

h upoom�da {(1), (1 2)(3 4)} thc A4 den eÐnai kanonik  sthn A4. SumperaÐnoume ìti (a)

A4 den eÐnai apl  afoÔ V4 C A4, (b) h sqèsh thc kanonikìthtac den eÐnai metabatik .

(iii) H om�da Cp, ìpou p pr¸toc, eÐnai apl .

Prìtash 14.27. 'Estw n ≥ 5 kai èstw H C An. Tìte isqÔoun:

(i) An H perièqei k�poio 3-kÔklo, tìte H = An.

(ii) An H perièqei thn met�jesh α, ìpou α mporeÐ na ekfrasteÐ wc to ginìmeno dÔo

antimetajèsewn xènwn metaxÔ touc, tìte H = An.

Apìdeixh. (i) 'Estw ìti H CAn kai ìti H perièqei èna 3-kÔklo. 'Estw (a b c) ∈ H. An

x, y, z eÐnai diakekrimèna stoiqeÐa tou {1, . . . , n} kai θ ∈ Sn ikanopoieÐ θ(a) = x, θ(b) = y,

θ(c) = z, èqoume tìte θ(a b c)θ−1 = (x y z). An θ eÐnai �rtia, (x y z) ∈ H afoÔ H CAn.
An θ eÐnai peritt  jètoume π = (e f) ìpou 1 ≤ e, f ≤ n kai {e, f}∩{a, b, c} = ∅. 'Eqoume
tìte ìti θπ eÐnai �rtia kai (θπ)(a b c)(θπ)−1 = θπ(a b c)π−1θ−1 = θ(e f)(a b c)(e f)θ−1 =

(x y z). 'Epetai ìti (x y z) ∈ H kai epomènwc H perièqei ìlouc touc 3-kÔklouc. To

zhtoÔmeno eÐnai t¸ra �mesh sunèpeia thc Prìtashc 12.21.

(ii) 'Estw ìti H CAn kai ìti α = (a1 a2)(a3 a4) ∈ H ìpou a1, a2, a3, a4 eÐnai diakekrimèna.

AfoÔ n ≥ 5, up�rqei e ∈ {1, 2, . . . , n} − {a1, a2, a3, a4}. Jètoume π = (a1 a2 e). Tìte

π ∈ An kai παπ−1 = (a2 e)(a3 a4), παπ−1α−1 = (a2 e)(a3 a4)(a1 a2)(a3 a4) = (a1 e a2).

Sunep¸c H perièqei èna 3-kÔklo kai to apotèlesma eÐnai �mesh sunèpeia tou tm matoc (i)

pio p�nw.

Je¸rhma 14.28. H om�da An eÐnai apl  gia n ≥ 5.

Apìdeixh. 'Estw H C An me H 6= {(1)} kai èstw π ∈ H − {(1)}. Upojètoume qwrÐc

bl�bh thc genikìthtac ìti π = π1π2 . . . πr ìpou π1, . . . , πr eÐnai kÔkloi xènoi metaxÔ touc

kai, epiplèon, πi eÐnai ènac ki-kÔkloc me ki ≥ 2 (1 ≤ i ≤ r) kai ki ≥ ki+1 (1 ≤ i ≤ r − 1).

Paremb�llontac thn Prìtash 14.27, to zhtoÔmeno eÐnai �mesh sunèpeia twn parathr sewn

(i)�(iv) piì k�tw:
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(i) π1 = (a1 . . . am) me m > 3. An σ = (a1 a2 a3), tìte σπσ−1π−1 = (a1 a2 a4).

(ii) π1 = (a1 a2 a3) kai π2 = (a4 a5 a6). An τ = (a2 a3 a4), tìte τπτ−1π−1 =

(a1 a2 a3 a4 a5).

(iii) π1 = (a1 a2 a3) kai π2, . . . , πr eÐnai 2-kÔkloi. Tìte π2 = (a1 a3 a2).

(iv) π1 = (a1 a2) kai π2 = (a3 a4). An ρ = (a2 a3 a4), tìte π−1ρπρ−1 = (a1 a4)(a2 a3).

Sta apotelèsmata thc epìmenhc paragr�fou ja sundèsoume di�forec ènnoiec pou èqoume

sunant sei mèqri t¸ra sto kef�laio autì.

14.3. Jewr mata omomorfism¸n

Je¸rhma 14.29. 'Estw θ : G→ H omomorfismìc om�dwn. Tìte G/ ker θ ∼= imθ.

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. Jètoume K = ker θ. 'Eqoume deÐ sto Par�deig-

ma 14.22(iv) ìti K CG, �ra mporoÔme na orÐsoume thn om�da G/K. Jètoume θ̂ : G/K →
H : gK 7→ θ(g), (g ∈ G). Tìte θ̂ eÐnai kal� orismènh kai enriptik  afoÔ, opoted po-

te g1, g2 ∈ G, èqoume θ̂(g1K) = θ̂(g2K) an-n θ(g1) = θ(g2) an-n 1H = θ(g−1
1 g2) an-n

g−1
1 g2 ∈ K an-n g1K = g2K. ParathroÔme epÐshc ìti θ̂ eÐnai omomorfismìc om�dwn afoÔ

θ̂((g1K)(g2K)) = θ̂((g1g2)K) = θ(g1g2) = θ(g1)θ(g2) = θ̂(g1K)θ̂(g2K). Epiplèon, èqoume

ìti imθ̂ = imθ. Gia na to doÔme autì parathroÔme ìti x ∈ imθ an-n x = θ(g) gia k�poio

g ∈ G kai to teleutaÐo isqÔei an, kai mìno an, x = θ̂(gK) gia k�poio g ∈ G  , isodÔnama,

x ∈ imθ̂. Sun�goume ìti G/ ker θ ∼= imθ.

ParadeÐgmata 14.30. (i) 'Estw n ∈ N. Jètoume π : Z → Zn : k 7→ k̄ (k ∈ Z). Tìte

π eÐnai epirriptikìc omomorfismìc om�dwn me kerπ = nZ = {nr : r ∈ Z}. 'Epetai ìti

Z/nZ ∼= Zn.

(ii) GenikeÔontac to tm ma (i), èstw G om�da kai N C G. H apeikìnish π : G → G/N :

g 7→ gN (g ∈ G) eÐnai ènac epirriptikìc omomorfismìc me kerπ = N kai onom�zetai o

fusiologikìc omomorfismìc thc G sthn G/N .

Sto pio k�tw (metajetikì) di�gramma blèpoume thn kÔria idèa sthn apìdeixh tou Jewr -

matoc 14.29.

G H

G/ ker θ

θ

π θ̂ enriptikìc omomorfismìc

(iii) SumbolÐzoume me Q∗ thn pollaplasiastik  om�da twn mh-mhdenik¸n rht¸n kai o-

rÐzoume θ : Z → Q∗ me θ(x) =

{
1, (x �rtioc),
−1, (x perittìc) . 'Eqoume tìte ker θ = 2Z kai
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imθ = C2 = {−1, 1}. ParathroÔme ìti Z/ ker θ (= Z/2Z) kai imθ eÐnai kai oi dÔo ku-

klikèc om�dec t�xhc 2.

(iv) 'Estw R∗ h pollaplasiastik  om�da twn mh-mhdenik¸n pragmatik¸n. MporeÐte na

breÐte epirriptikì omomorfismì om�dwn φ : GL(n,R)→ R∗ me kerφ = SL(n,R);

Je¸rhma 14.31. 'Estw G om�da, H ≤ G kai N CG. Tìte HN/N ∼= H/H ∩N .

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. Tìte HN ≤ G apì thn 'Askhsh 14.15. Profan¸c

N C HN , afoÔ N C G, HN ≤ G kai N ≤ HN . Jètoume φ : H → HN/N : h 7→ hN ,

h ∈ H. (Profan¸c hN ∈ HN/N , afoÔ (hn)N = hN gia ìla ta n ∈ N .) An h1, h2 ∈
H, tìte φ(h1h2) = (h1h2)N = (h1N)(h2N) = (φh1)(φh2), �ra φ eÐnai omomorfismìc.

Epiplèon, im φ = {hN : h ∈ H} = {(hk)N : h ∈ H, k ∈ N} = HN/N kai kerφ =

{h ∈ H : hN = N} = {h ∈ H : h ∈ N} = H ∩ N . Apì to Je¸rhma 14.29 èqoume,

H/H ∩N = H/ kerφ ∼= im φ = HN/N .

Pìrisma 14.32. 'Estw G om�da, H ≤ G kai N CG. Tìte H ∩N CH.

Par�deigma. 'Estw oi upoom�dec H,N thc Q∗ ìpou H = 〈1
2
〉 kai N = {−1, 1}. AfoÔ

Q∗ eÐnai abelian , k�je upoom�da thc eÐnai kanonik . 'Eqoume H = {(1
2
)r : r ∈ Z}, sunep¸c

HN = {(1
2
)r : r ∈ Z} ∪ {−(1

2
)r : r ∈ Z}. 'Ena stoiqeÐo thc HN/N eÐnai èna sÔmploko thc

morf c xN = {x,−x} ìpou x ∈ HN . 'Epetai ìti ta stoiqeÐa thc HN/N eÐnai akrib¸c ta

sÔmploka {(1
2
)r,−(1

2
)r}, ìpou r ∈ Z. 'Omwc {(1

2
)r,−(1

2
)r} = (1

2
)rN = ((1

2
)N)r gia k�je

r ∈ Z, �ra HN/N = 〈(1
2
)N〉. ParathroÔme epÐshc ìti (1

2
)r 6∈ N gia r 6= 0, epomènwc

HN/N eÐnai kuklik  �peirhc t�xhc. 'Eqoume epÐshc H ∩ N = {1}, �ra H/H ∩ N ∼= H.

'Omwc H eÐnai mia kuklik  om�da �peirhc t�xhc kai me autì ton trìpo èqoume epalhjeÔsei

ìti H/H ∩N ∼= HN/N .

Je¸rhma 14.33. (Je¸rhma antistoiqÐac) 'Estw G,H om�dec kai θ : G→ H ènac epir-

riptikìc omomorfismìc. SumbolÐzoume to sÔnolo twn upoom�dwn thcH me S(H) kai to sÔ-

nolo twn upoom�dwn thc G pou perièqoun to ker θ me Sθ(G). OrÐzoume γ : Sθ(G)→ S(H) :

K 7→ θ(K) = {θk : k ∈ K}, (K ∈ Sθ(G)). Tìte γ eÐnai mia amfimonos manth sun�rthsh.

Epiplèon, an K ∈ Sθ(G), tìte K CG, an, kai mìno an, γ(K)CH (= θ(G) = γ(G)).

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. Ja deÐxoume pr¸ta ìti γ eÐnai enriptik . 'Estw

K1, K2 ∈ Sθ(G) me γ(K1) = γ(K2). 'Estw epÐshc k ∈ K1. Tìte θ(k) ∈ γ(K1) = γ(K2).

'Epetai ìti up�rqei l ∈ K2 me θ(k) = θ(l). Sunep¸c θ(kl−1) = 1H , kai epomènwc kl−1 ∈
ker θ ⊆ K2. AfoÔ l ∈ K2, sumperaÐnoume ìti k ∈ K2, epomènwc K1 ⊆ K2. EpÐshc

K2 ⊆ K1 afoÔ mporoÔme na antall�xoume touc rìlouc twn K1, K2.

Ja deÐxoume t¸ra ìti γ eÐnai epirriptik . 'Estw L ∈ S(H). Jètoume K = {g ∈ G : θ(g) ∈
L}. Profan¸c ker θ ⊆ K (afoÔ 1H eÐnai stoiqeÐo thc upoom�dac L) kai θ(K) = L

(afoÔ θ eÐnai epÐrriyh). ArkeÐ na deÐxoume ìti K eÐnai upoom�da thc G. 'Eqoume ìti

θ(1G) = 1H ∈ L, �ra 1G ∈ K. 'Estw t¸ra x, y ∈ K. Tìte θ(x), θ(y), θ(y−1) = (θy)−1

eÐnai ìla stoiqeÐa thc L. 'Ara kai to θ(xy−1) = θ(x)θ(y−1) ∈ L, epomènwc xy−1 ∈ K.

Sun�goume ìti K ≤ G, �ra K ∈ Sθ(G). 'Eqoume epÐshc L = γ(K), �ra γ eÐnai epÐrriyh.
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Gia na telei¸soume thn apìdeixh eÐnai arketì na deÐxoume, gia M ∈ Sθ(G), J ∈ S(H),

ìti (i) M C G ⇒ γ(M) C H kai (ii) J C H ⇒ γ−1(J) C G (ìpou γ−1(J) isoÔtai me

thn antÐstrofh eikìna θ−1(J) = {g ∈ G : θ(g) ∈ J}). Gia na apodeÐxoume to tm ma (i)

upojètoume ìti M ∈ Sθ(G), M CG kai ìti l ∈ γ(M), h ∈ H. Up�rqoun tìte x ∈ G kai

y ∈ M me h = θ(x) kai l = θ(y). Sunep¸c h−1lh = (θx)−1(θy)(θx) = θ(x−1yx) ∈ γ(M),

afoÔ x−1yx ∈ M (M CG). 'Ara γ(M)CH. Gia to tm ma (ii) upojètoume ìti g ∈ G kai

t ∈ γ−1(J). Tìte θ(t) ∈ J kai, afoÔ J C H, èqoume ìti θ(g−1tg) = (θg)−1(θt)(θg) ∈ J .
Sunep¸c g−1tg ∈ γ−1(J), �ra γ−1(J)CG.

Pìrisma 14.34. 'Estw G om�da kai N CG. Tìte

(i) K�je upoom�da thc G/N eÐnai thc morf c K/N , ìpou K eÐnai upoom�da thc G h opoÐa

perièqei thn N . Epiplèon, K/N CG/N an, kai mìno an, K CG.

(ii) An H1/N = H/N , ìpou H1, H eÐnai upoom�dec thc G pou perièqoun thn N , tìte

H1 = H.

Pìrisma 14.35. 'Estw θ : G → K ènac epirriptikìc omomorfismìc om�dwn. 'Estw

epÐshc S ≤ K me [K : S] = n (peperasmènoc deÐkthc). Jètoume H = {g ∈ G : θ(g) ∈ S}.
Tìte [G : H] = n. (Apì thn apìdeixh tou Jewr matoc 14.33 xèroume ìti H ≤ G.)

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. 'Estw Sk1, . . . , Skn, ìpou ki ∈ K, ta diakekrimèna

dexi� sÔmploka thc S sthn K. AfoÔ θ eÐnai epirriptik , up�rqoun g1, . . . , gn ∈ G me

θ(gi) = ki, 1 ≤ i ≤ n. Ja deÐxoume ìti Hg1, . . . , Hgn eÐnai ta diakekrimèna dexi� sÔmploka

thc H sthn G. Upojètoume pr¸ta ìti Hgi = Hgj, ìpou 1 ≤ i, j ≤ n. 'Eqoume tìte ìti

gig
−1
j ∈ H. 'Epetai ìti (θgi)(θgj)

−1 = θ(gig
−1
j ) ∈ S, dhlad  kik−1

j ∈ S. SumperaÐnoume ìti
Ski = Skj kai epomènwc i = j. 'Estw t¸ra g ∈ G. Tìte θ(g) ∈ K, sunep¸c θ(g) ∈ Ski
gia k�poio i me 1 ≤ i ≤ n. 'Epetai ìti θ(g) = ski me s ∈ S. Jètoume x = gg−1

i . Tìte

θ(x) = (θg)(θgi)
−1 = skik

−1
i = s ∈ S. Sunep¸c gg−1

i = x ∈ H. Autì shmaÐnei ìti

g ∈ Hgi. ('Eqoume deÐxei ìti ta Hg1, . . . , Hgn eÐnai diakekrimèna kai k�je stoiqeÐo g ∈ G
an kei se k�poio apì aut� ta dexi� sÔmploka.)

Par�deigma. 'Estw θ : G→ K epirriptikìc omomorfismìc om�dwn, ìpou K eÐnai kukli-

k  t�xhc 10. Ja deÐxoume ìti G èqei kanonikèc upoom�dec me deÐkth 2, 5, kai 10:

'Estw K = 〈x〉, ìpou x ∈ K. Tìte K1 = {1K}, K2 = 〈x5〉, K3 = 〈x2〉 eÐnai kanonikèc
upoom�dec thc K me deÐkth 10, 5, 2 antÐstoiqa. 'Epetai ìti oi antÐstrofec eikìnec touc

mèsw tou omomorfismoÔ θ eÐnai kanonikèc upoom�dec thc G me deÐkth 10, 5, 2 antÐstoiqa.

(QrhsimopoioÔme to Je¸rhma 14.33 kai to Pìrisma 14.35)

Je¸rhma 14.36. 'Estw G om�da kai N CG. An sthn om�da phlÐko G/N up�rqei mia

kanonik  upoom�da M/N , M ⊇ N , tìte M CG kai G/M ∼= (G/N)/(M/N).

Apìdeixh. 'Estw π : G → G/N , o fusiologikìc omomorfismìc thc G sthn G/N .

'Estw epÐshc ρ : G/N → (G/N)/(M/N) o fusiologikìc omomorfismìc thc G/N sthn

(G/N)/(M/N). Jètoume θ = ρ ◦ π. Tìte θ : G→ (G/N)/(M/N) eÐnai ènac epirriptikìc
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omomorfismìc. Sunep¸c G/ ker θ ∼= (G/N)/(M/N). Ja deÐxoume ìti M = ker θ. Pa-

rathroÔme ìti to monadiaÐo stoiqeÐo thc (G/N)/(M/N) eÐnai to M/N . Sunep¸c ker θ =

{g ∈ G : (gN)(M/N) = M/N}. 'Omwc (gN)(M/N) = M/N an-n gN ∈ M/N an-n

gN = mN gia k�poio m ∈ M , kai to teleutaÐo isqÔei an-n m−1g ∈ N ⊆ M (ìpou

m ∈M). Sun�goume ìti g ∈ ker θ an-n g ∈M ìpwc  tan to zhtoÔmeno.

Ask seic

14.1 (i) ΄Εστω G ομάδα και H ≤ G. Θεωρούμε την διμελή σχέση R στην G όπου R = {(a, b) ∈ G ×G :

ab−1 ∈ H}. Δείξτε ότι R είναι μια σχέση ισοδυναμίας στην G. Ποιά είναι η αντίστοιχη διαμέριση

της G;

(ii) Βρείτε τις αντίστοιχες κλάσεις ισοδυναμίας στην περίπτωση πουG = C12 καιH = C4. (Συγκρίνετε

με την ΄Ασκηση 11.9.)

14.2 (i) ΄Εστω x, y ∈ Sn. Δείξτε ότι x και y είναι συζυγή αν, και μόνο αν, x και y έχουν τον ίδιο τύπο

κύκλων.

(ii) Βρείτε ένα αντιπρόσωπο από κάθε κλάση συζυγίας της S4 και όλες τις κανονικές υποομάδες της

S4.

14.3 Συμπληρώστε τους συλλογισμούς στα Παραδείγματα 14.22, 14.25 και 14.30.

14.4 ΄Εστω G ομάδα και H ≤ G με [G : H] = 2. Αν g ∈ G, δείξτε ότι g2 ∈ H.

14.5 (Θεώρημα Cauchy.) ΄Εστω G μια πεπερασμένη ομάδα και p πρώτος αριθμός με p
∣∣|G|. Τότε G περιέχει

στοιχείο τάξης p.

[Υπόδειξη: Θέτουμε L = {(g1, g2, . . . , gp) : g1g2 . . . gp = 1G} ⊆ Gp. Ορίζουμε π ∈ Sym(L) με

π(g1, g2, . . . , gp) = (g2, . . . , gp, g1). (Δείξτε ότι πράγματι π είναι στοιχείο του συνόλου Sym(L).)

Βρίσκουμε τώρα μια πλήρη παραγοντοποίηση της π στο L ως γινόμενο κύκλων ξένων μεταξύ τους.

Δείξτε τα πιο κάτω:

(i) Αν gp = 1G για κάποιο g ∈ G, τότε (g, g, . . . , g) ∈ L και το στοιχείο αυτό σταθεροποιείται από

την π.

(ii) ΄Ολα τα υπόλοιπα στοιχεία του L περιέχονται σε p-κύκλους στην πιο πάνω παραγοντοποίηση της

π.

(iii) Το σύνολο L έχει ακριβώς |G|p−1
στοιχεία.]

14.6 ΄Εστω a, c ∈ O(R2) όπου a = rotπ/3 και c = refπ/3.

(i) Δείξτε ότι {a, c} ⊆ D12 και ότι 〈a〉C 〈a, c〉.
(ii) Δείξτε ότι D12 = 〈a, c〉 και βρείτε τα σύμπλοκα της 〈a〉 στην D12.

(iii) Μπορείτε να βρείτε x, y ∈ 〈a, c〉 τέτοια ώστε o(x) = 2, o(y) = 2 και 〈a, c〉 = 〈x, y〉;

14.7 ΄Εστω α, β ∈ S6 όπου α = (1 2 3 4 5 6) και β = (2 6)(3 5). Θέτουμε H1 = 〈α, β〉 και H2 = 〈α2, β〉.
(i) Εκφράστε τα γινόμενα α6

, β2
, αβ, βα−1

ως γινόμενα κύκλων ξένων μεταξύ τους. Βρείτε επίσης

τα σύμπλοκα της 〈a〉 στην H1.

(ii) Δείξτε ότι D12
∼= H1.

(iii) Δείξτε ότι υπάρχει επιρριπτικός ομομορφισμός ομάδων φ : D12 → H2. Είναι οι ομάδες D12 και

H2 ισομορφικές;

14.8 ΄Εστω G ομάδα και x, y ∈ G. Δείξτε τα πιο κάτω

(i) x, x−1, y−1xy έχουν την ίδια τάξη, και

(ii) xy, yx έχουν την ίδια τάξη.
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14.9 Βρείτε, ως προς ισομορφισμό, όλες τις ομάδες G με 1 ≤ |G| ≤ 7 και |G| = 10.

14.10 Δείξτε ότι D12
∼= D6 × C2.

14.11 ΄Εστω G = 〈x, y〉 (όπου x, y ∈ G). Αν x6 = 1G, y
2 = 1G, xy = yx−1

και xk 6= 1G αν k ∈
{1, 2, 3, 4, 5}, δείξτε ότι G ∼= D12.

14.12 ΄Εστω G ≤ Sn και ότι G δεν περιέχεται στην An. Δείξτε ότι G ∩An CG και ότι

[G : G ∩An] = 2.

14.13 Αν H είναι μια πεπερασμένη υποομάδα μιας πολλαπλασιαστικής ομάδας των μη-μηδενικών μιγαδικών

αριθμών, δείξτε ότι H είναι κυκλική.

14.14 ΄Εστω G ομάδα και H,K υποομάδες της G. Δείξτε ότι HK ≤ G αν και μόνο αν HK = KH.

14.15 ΄Εστω G ομάδα και H ≤ G, K CG. Δείξτε τα πιο κάτω:

(i) HK ≤ G, (ii) HK = 〈H ∪K〉 = KH, και (iii) αν H CG, τότε HK CG.

14.16 ΄Εστω G = 〈a〉, όπου o(a) = 12 και K = 〈b〉, όπου o(b) = 4. Δείξτε ότι θ : G → K : ai 7→ bi

(0 ≤ i ≤ 11) είναι ένας επιρριπτικός ομομορφισμός, και για κάθε υποομάδα K1 της K βρείτε υποομάδα

G1 της G που περιέχει το ker θ με θ(G1) = K1.

14.17 ΄Εστω G ομάδα. Αν H ≤ G και M,N κανονικές υποομάδες της G με H ∩M = H ∩ N , δείξτε ότι

HN/N ∼= HM/M .
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15. DaktÔlioi kai s¸mata

15.1. OrismoÐ, paradeÐgmata, basikèc idiìthtec

Orismìc. DaktÔlioc eÐnai mia (diatetagmènh) tri�da (R,+, ·) pou apoteleÐtai apì èna mh-
kenì sÔnolo R pou eÐnai efodiasmèno me dÔo dimeleÐc pr�xeic, prìsjesh + : R×R→ R :

(r, r′) 7→ r + r′, kai pollaplasiasmì · : R×R→ R : (r, r′) 7→ rr′, ètsi ¸ste:

(i) (R,+) apoteleÐ mia abelian  om�da,

(ii) a(bc) = (ab)c gia ìla ta a, b, c ∈ R, kai
(iii) (a+ b)c = ac+ bc kai c(a+ b) = ca+ cb gia ìla ta a, b, c ∈ R.

ShmeÐwsh. (i) Apì thn Prìtash 4.3, to oudètero stoiqeÐo tou R wc proc thn prìsjesh

eÐnai monadikì. To sumbolÐzoume me 0R. EpÐshc, apì thn Prìtash 4.7, an r ∈ R, tìte r
èqei monadikì summetrikì wc proc thn prìsjesh, to opoÐo onom�zoume antÐjeto tou r kai

sumbolÐzoume me −r. ('Eqoume dhlad  r +−r = 0R = −r + r.)

(ii) Eidikèc peript¸seic thc Prìtashc 5.5: Se èna daktÔlio R, to �jroisma a1 + . . . + an
kai to ginìmeno a1 . . . an opoioud pote peperasmènou pl jouc stoiqeÐwn a1, . . ., an ∈ R
eÐnai anex�rthto apì to pou topojetoÔntai oi parenjèseic.

(iii) Pio k�tw, gia suntomÐa, ja qrhsimopoioÔme thn orologÐa ��o daktÔlioc R�� kai ja

uponooÔme tic pr�xeic.

ParadeÐgmata 15.1. (i) Ta sÔnola Z, Q, R, C kai 2Z (= {2k : k ∈ Z}), wc proc thn
sunhjismènh prìsjesh kai pollaplasiasmì, eÐnai daktÔlioi. Den sumbaÐnei ìmwc to Ðdio

me to sÔnolo N. EpÐshc to sÔnolo Zn, wc proc thn prìsjesh kai pollaplasiasmì pou

èqoume orÐsei p�nw se autì, eÐnai ènac daktÔlioc gia k�je n ∈ N.

(ii) 'Estw S èna mh-kenì sÔnolo. Sto P(S), to dunamosÔnolo tou S, orÐzoume ⊕ kai �
me A⊕B = (A∪B)− (A∩B) kai A�B = A∩B. Tìte h tri�da (P(S),⊕,�) apoteleÐ

daktÔlio (koit�xte thn 'Askhsh 15.1) o opoÐoc kaleÐtai daktÔlioc Boole. An orÐsoume �
me A�B = A ∪B, eÐnai h tri�da (P(S),�,�) ènac daktÔlioc;

(iii) SumbolÐzoume me End(Rn×1) to sÔnolo ìlwn twn sunart sewn

f : Rn×1 → Rn×1 oi opoÐec ikanopoioÔn f(u + v) = f(u) + f(v) kai f(λu) = λf(u)

gia ìla ta u, v ∈ Rn×1 kai ìla ta λ ∈ R. Gia g, h ∈ End(Rn×1) orÐzoume g + h me

(g + h)(u) = g(u) + h(u) gia ìla ta u ∈ Rn×1, kai g · h = g ◦ h (sÔnjesh sunart sewn).

DeÐxte ìti +, · ìpwc tic èqoume orÐsei apoteloÔn dimeleÐc pr�xeic sto sÔnolo End(Rn×1)

kai exet�ste kat� pìson h tri�da (End(Rn×1),+, ·) apoteleÐ daktÔlio.
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(iv) Sto sÔnolo R3 orÐzoume x ∧ y = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1) kai x + y =

(x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3) ìpou x,y ∈ R3 me x = (x1, x2, x3) kai y = (y1, y2, y3). Tìte

h tri�da (R3,+,∧) den apoteleÐ daktÔlio afoÔ ∧ den ikanopoieÐ thn prosetairistik 

idiìthta (i ∧ (i ∧ j) 6= (i ∧ i) ∧ j). Ed¸ èqoume mia �lgebra Lie pou eÐnai èna par�deigma

enìc ��mh-prosetairistikoÔ daktulÐou��.

L mma 15.2. 'Estw R daktÔlioc. Tìte gia k�je r ∈ R isqÔei ìti 0R · r = 0R = r · 0R.

Apìdeixh. 'Estw r ∈ R. H epimeristik  idiìthta dÐnei 0Rr = (0R + 0R)r = 0Rr + 0Rr.

Prosjètontac to antÐjeto tou 0Rr kai sta dÔo mèlh thc pio p�nw isìthtac, prokÔptei ìti

0R = 0Rr. (Parìmoia gia to r0R = 0R.)

Orismìc. 'Enac daktÔlioc R onom�zetai 1-daktÔlioc an up�rqei stoiqeÐo 1R ∈ R me

1R 6= 0R tètoio ¸ste a1R = a = 1Ra gia ìla ta a ∈ R. To stoiqeÐo 1R onom�zetai

tìte oudètero wc proc ton pollaplasiasmì   monadiaÐo stoiqeÐo tou R. [An R eÐnai ènac

1-daktÔlioc, tìte to oudètero stoiqeÐo wc proc ton pollaplasiasmì ston R eÐnai monadikì

(koit�xte thn Prìtash 4.3).]

Prìtash 15.3. 'Estw R ènac 1-daktÔlioc. Tìte

(i) Gia k�je stoiqeÐo r ∈ R isqÔei ìti −r = (−1R) · r.

(ii) Gia k�je r ∈ R isqÔei ìti (−1R)(−r) = r (pio eidik�, (−1R)(−1R) = 1R).

Apìdeixh.

(i) An r ∈ R, èqoume ìti 0R · r = 0R = (1R +−1R) · r = r + (−1R)r. Prosjètoume t¸ra

−r kai sta duo mèlh thc exÐswshc.

(ii) An r ∈ R, èqoume ìti 0R = 0R(−r) = (−1R + 1R)(−r) = (−1R)(−r) + (−r).

Orismìc. 'Estw R ènac 1-daktÔlioc. An gia k�je a ∈ R − {0R} up�rqei b ∈ R tètoio

¸ste ab = 1R = ba, tìte R kaleÐtai daktÔlioc diaÐreshc.

Orismìc. 'Enac daktÔlioc R onom�zetai metajetikìc an ab = ba gia ìla ta a, b ∈ R.

Orismìc. S¸ma eÐnai ènac metajetikìc daktÔlioc diaÐreshc.

ParadeÐgmata 15.4. (i) Oi daktÔlioi Z, Q, R, C (wc proc th sunhjismènh prìsjesh

kai pollaplasiasmì) eÐnai metajetikoÐ 1-daktÔlioi. Epiplèon, Q, R, C eÐnai s¸mata, ìmwc

Z den eÐnai s¸ma (gia par�deigma den up�rqei akèraioc a tètoioc ¸ste 2a = 1). O daktÔlioc

2Z eÐnai metajetikìc all� den eÐnai ènac 1-daktÔlioc afoÔ den up�rqei �rtioc akèraioc e

pou na ikanopoieÐ ae = a gia ìla ta a ∈ 2Z.

(ii) O daktÔlioc Zn (n > 1), wc proc thn prìsjesh kai pollaplasiasmì pou èqoume orÐsei,

eÐnai ènac metajetikìc 1-daktÔlioc.
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(iii) DaktÔlioi pin�kwn. 'Estw R ènac 1-daktÔlioc. SumbolÐzoume me Mn(R) to sÔnolo

twn n×n pin�kwn me suntelestèc apì ton R. TìteMn(R) apoteleÐ 1-daktÔlio wc proc thn

sunhjismènh prìsjesh kai pollaplasiasmì pin�kwn. [An A,B ∈ Mn(R) ìpou A = (aij)

kai B = (bij), tìte A + B = C = (cij) ìpou cij = aij + bij kai AB = D = (dij) ìpou

dij =
∑n

k=1 aikbkj.]

Akìmh kai sthn perÐptwsh pou o daktÔlioc R eÐnai metajetikìc, o daktÔlioc Mn(R) den

eÐnai metajetikìc ìtan n > 1. [Ex ghsh: 'Estw Eij ∈ Mn(R) o pÐnakac tou opoÐou ìloi

oi suntelestèc isoÔntai me 0R ektìc apì ton (i, j)-suntelest  pou isoÔtai me 1R. Tìte

E12E21 = E11 kai E21E12 = E22.]

Orismìc. 'Estw R ènac 1-daktÔlioc. 'Ena stoiqeÐo u ∈ R onom�zetai antistrèyimo an

up�rqei v ∈ R me uv = 1R = vu. Se tètoia perÐptwsh lème ìti v eÐnai èna antÐstrofo

tou u. To sÔnolo twn antistrèyimwn stoiqeÐwn tou R sumbolÐzetai me R∗.

[ShmeÐwsh ston pio p�nw orismì. (i) Apì thn Prìtash 4.7, an to stoiqeÐo u ∈ R eÐnai

antistrèyimo, tìte u èqei monadikì antÐstrofo ston R. Se tètoia perÐptwsh sumbolÐzoume

to antÐstrofo tou u me u−1.

(ii) Sthn perÐptwsh pou R = Zn (n > 1), o orismìc tou R∗ kai o orismìc tou antistrèyimou

stoiqeÐou tou R pou èqoume mìlic d¸sei sumpÐptei antÐstoiqa me ton orismì tou Z∗n kai

ton orismì tou antistrèyimou stoiqeÐou tou Zn pou èqoume d¸sei sto Kef�laio 10.]

Parat rhsh 15.5. (i) S¸ma eÐnai ènac metajetikìc 1-daktÔlioc ston opoÐo k�je mh-

mhdenikì stoiqeÐo eÐnai antistrèyimo.

(ii) Se èna s¸ma up�rqoun toul�qiston dÔo stoiqeÐa, ta stoiqeÐa 0 (= 0F ) kai 1 (= 1F )

ìpou 0 6= 1. To 0 eÐnai to oudètero wc proc thn prìsjesh kai to 1 eÐnai to oudètero wc

proc ton pollaplasiasmì.

Orismìc. 'Estw R metajetikìc 1-daktÔlioc. Lème ìti R eÐnai akèraia perioq  an to

ginìmeno dÔo mh-mhdenik¸n stoiqeÐwn tou R eÐnai kai p�li èna mh-mhdenikì stoiqeÐo.

Par�deigma. (i) O daktÔlioc Z eÐnai akèraia perioq .

(ii) K�je s¸ma F eÐnai akèraia perioq . [Ex ghsh: 'Estw a, b ∈ F me ab = 0F . An b 6= 0F ,

tìte up�rqei c ∈ F me bc = 1F . 'Eqoume tìte 0F = 0F c = (ab)c = a(bc) = a1F = a.]

To antÐstrofo den isqÔei genik� afoÔ up�rqoun akèraiec perioqèc pou den eÐnai s¸mata

(gia par�deigma o daktÔlioc Z eÐnai akèraia perioq  all� den eÐnai s¸ma).

(iii) O daktÔlioc Z6 den eÐnai akèraia perioq  afoÔ 2̄ 6= 0̄ kai 3̄ 6= 0̄, en¸ 2̄ · 3̄ = 6̄ = 0̄.

Prìtash 15.6. 'Estw n ∈ N. O daktÔlioc Zn eÐnai s¸ma an, kai mìno an, n eÐnai

pr¸toc.

Apìdeixh. 'Estw n ∈ N. Upojètoume pr¸ta ìti o daktÔlioc Zn eÐnai s¸ma. ProqwroÔme
me apagwg  se �topo kai upojètoume ìti o fusikìc n den eÐnai pr¸toc. Tìte eÐte n = 1

  n = kl ìpou k, l ∈ N me 1 < k, l < n. 'Omwc n 6= 1 afoÔ Z1 den eÐnai s¸ma ìpwc

èqoume dei (èqoume ìti 0 = 1 sto Z1). Epomènwc n = kl me k, l ìpwc pio p�nw. 'Epetai
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ìti k l = n = 0 sto Zn me k 6= 0 kai l 6= 0, pou eÐnai �topo afoÔ k�je s¸ma eÐnai akèraia

perioq . Sun�goume ìti n eÐnai pr¸toc. 'Estw t¸ra ìti n eÐnai pr¸toc (pio eidik� n > 1).

Tìte Z∗n = {1, 2, . . . , n− 1} afoÔ mkd(a, n) = 1 gia ìla ta a ∈ Z me 1 ≤ a ≤ n − 1.

'Epetai ìti k�je mh-mhdenikì stoiqeÐo tou metajetikoÔ 1-daktulÐou Zn eÐnai antistrèyimo.

SumperaÐnoume ìti Zn eÐnai s¸ma.

Orismìc. 'Estw R daktÔlioc. 'Enac upodaktÔlioc tou R eÐnai èna uposÔnolo S tou R

to opoÐo apoteleÐ daktÔlio wc proc thn Ðdia prìsjesh kai ton Ðdio pollaplasiasmì tou R.

Prìtash 15.7. 'Estw S èna mh-kenì uposÔnolo tou daktulÐou R. Upojètoume epiplèon

ìti a+ b, ab, −a ∈ S opoted pote a, b ∈ S. Tìte S eÐnai upodaktÔlioc tou R.

Apìdeixh. H upìjesh pou èqoume k�nei mac exasfalÐzei ìti h prìsjesh kai o polla-

plasiasmìc tou R apoteloÔn dimeleÐc pr�xeic sto S. 'Estw t ∈ S, (S 6= ∅). Tìte −t ∈ S
kai t + (−t) ∈ S apì thn upìjesh mac, kai epomènwc 0R ∈ S. Oi upìloipec idiìthtec

klhronomoÔntai apì ton R.

Par�deigma 15.8. (i) Gia m ∈ Z jètoume mZ = {mk : k ∈ Z}. Tìte mZ apoteleÐ

upodaktÔlio tou Z.

(ii) DeÐxte ìti k�je upodaktÔlioc tou daktulÐou Z twn akèraiwn eÐnai thc morf c mZ gia

k�poio m ∈ Z. (Upìdeixh: An S eÐnai upodaktÔlioc tou Z, tìte (S,+) apoteleÐ kuklik 

upoom�da thc (Z,+).)

'Askhsh. Jètoume ω = i
√

5 ∈ C. Jètoume epÐshc R = {z ∈ C : z = a + bω gia k�poia

a, b ∈ Z}. DeÐxte ìti (i) R eÐnai upodaktÔlioc tou C, kai (ii) o daktÔlioc R eÐnai akèraia

perioq . BreÐte epÐshc ta stoiqeÐa tou R∗.

Orismìc. 'Estw F s¸ma.

(i) 'Ena upìswma tou F eÐnai èna uposÔnolo K tou F to opoÐo apoteleÐ s¸ma wc proc thn

Ðdia prìsjesh kai ton Ðdio pollaplasiasmì tou F .

(ii) An L eÐnai upìswma tou F , tìte lème epÐshc ìti F eÐnai mia epèktash tou s¸matoc L.

Parat rhsh 15.9. (i) 'Estw S upodaktÔlioc tou daktÔliou R. Tìte 0S = 0R. Epi-

plèon, an a ∈ S, tìte (−a)S = (−a)R.

(ii) 'Estw T upìswma tou s¸matoc F . 'Eqoume tìte ìti 1T = 1F kai ìti, gia a ∈ T −{0F},
(a−1)T = (a−1)F .

(iii) 'Estw F s¸ma kai K èna upìswma tou F . Tìte (K,+) eÐnai upoom�da thc (F,+)

kai (K∗, ·) eÐnai upoom�da thc (F ∗, ·). [Profan¸c K∗ ⊆ F ∗ afoÔ 0F = 0K apì to (i) pio

p�nw.]

'Askhsh. Exet�ste kat� pìson S = {z ∈ C : z = a + ib gia k�poia a, b ∈ Q} apoteleÐ
upìswma tou C.

Orismìc. 'Estw R mia akèraia perioq .
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(i) Mia EukleÐdeia sun�rthsh sthn R eÐnai mia sun�rthsh δ : R−{0R} → N∪{0} h opoÐa
ikanopoieÐ

(a) δ(ab) ≥ δ(a) opoted pote a, b ∈ R− {0R}, kai
(b) an a, b ∈ R me b 6= 0R, tìte up�rqoun q, r ∈ R me a = qb + r kai eÐte r = 0, eÐte

δ(r) < δ(b).

(ii) R kaleÐtai EukleÐdeia perioq  (EP), an up�rqei mia EukleÐdeia sun�rthsh sthn R.

Par�deigma. H akèraia perioq  Z eÐnai EukleÐdeia perioq . Jètoume δ(a) = |a| an
a ∈ Z − {0}. An b 6= 0 tìte δ(ab) = |ab| = |a| |b| = δ(a)δ(b) ≥ δ(a), afoÔ δ(b) ≥ 1. Gia

to (b) upojètoume ìti b ∈ Z − {0}. An b > 0, to je¸rhma diaÐreshc mac exasfalÐzei ìti

up�rqoun q, r ∈ Z me a = qb+r kai eÐte r = 0   0 < r < b (ìmwc δ(r) < δ(b) an 0 < r < b).

An b < 0 tìte (je¸rhma diaÐreshc me −b > 0) up�rqoun q′, r′ ∈ Z me a = q′(−b) + r′ ìpou

eÐte r′ = 0   0 < r′ < −b (ìmwc an 0 < r′ < −b èqoume δ(r′) = r′ < −b = |b| = δ(b)).

15.2. OmomorfismoÐ daktulÐwn

Orismìc. 'Estw R, S daktÔlioi. Mia sun�rthsh φ : R → S kaleÐtai omomorfismìc

daktulÐwn an, gia ìla ta r, s ∈ R, isqÔoun

(i) φ(r + s) = φ(r) + φ(s), kai (ii) φ(rs) = φ(r)φ(s).

[Shmei¸ste ìti h prìsjesh kai o pollaplasiasmìc sthn arister  pleur� aut¸n twn exi-

s¸sewn eÐnai oi pr�xeic ston daktÔlio R, en¸ autèc sta dexi� eÐnai oi pr�xeic ston S.]

'Enac omomorfismìc daktulÐwn pou epiplèon eÐnai mia amfimonos manth sun�rthsh onom�-

zetai isomorfismìc daktulÐwn. An up�rqei isomorfismìc apì ton daktÔlio R ston daktÔlio

S, tìte lème ìti oi daktÔlioi R kai S eÐnai isomorfikoÐ (sumbolismìc: R ∼= S). Se tètoia

perÐptwsh oi R kai S èqoun thn Ðdia dom  wc daktÔlioi.

Parat rhsh 15.10. 'Estw φ : R → S omomorfismìc daktulÐwn. Tìte φ apoteleÐ

omomorfismì om�dwn (R,+)→ (S,+). 'Epetai ìti φ(0R) = 0S kai φ(−r) = −φ(r) gia ìla

ta r ∈ R (Prìtash 13.5).

Par�deigma 15.11. (i) 'Estw φ : Z→ Z ènac omomorfismìc daktulÐwn. Tìte φ(1) = n

gia k�poio n ∈ Z. 'Epetai ìti φ(m) = mn gia k�je m ∈ Z (sugkrÐnete me thn 'Askh-

sh 12.4(i)). 'Omwc n = φ(1) = φ(12) = φ(1)φ(1) = n2. Sun�goume ìti n ∈ {0, 1}, kai
epomènwc θ0 : m 7→ 0, (m ∈ Z) kai θ1 : m 7→ m, (m ∈ Z), eÐnai oi mìnoi omomorfismoÐ
daktulÐwn Z→ Z. (Elègxte ìti pr�gmati θ0, θ1 eÐnai omomorfismoÐ daktulÐwn Z→ Z.)

(ii) 'Estw R, S 1-daktÔlioi kai φ : R→ S omomorfismìc daktulÐwn. An φ eÐnai epirripti-

kìc, tìte φ(1R) = 1S. [Ex ghsh: AfoÔ φ eÐnai epirriptikìc, up�rqei r ∈ R me φ(r) = 1S.

'Eqoume tìte, 1S = φ(r) = φ(r1R) = φ(r)φ(1R) = 1S φ(1R) = φ(1R).] Pio eidik�, an R, S

eÐnai s¸mata kai φ : R→ S ènac isomorfismìc daktulÐwn, tìte φ(1R) = 1S.

ShmeÐwsh. (i) An φ : R → S kai ψ : S → T eÐnai omomorfismoÐ daktulÐwn, tìte to Ðdio

sumbaÐnei me thn sÔnjesh touc ψ ◦ φ : R→ T .
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(ii) An φ : R → S eÐnai isomorfismìc daktulÐwn, tìte φ−1 : S → R eÐnai epÐshc isomorfi-

smìc daktulÐwn.

(iii) 'Estw R daktÔlioc. H tautotik  apeikìnish iR : R→ R apoteleÐ isomorfismì daktu-

lÐwn.

'Askhsh. Exet�ste kat� pìson h sun�rthsh φ : C → C : z 7→ z̄, (z ∈ C), eÐnai ènac
isomorfismìc daktulÐwn.

Orismìc. 'Estw φ : R → S omomorfismìc daktulÐwn. OrÐzoume thn eikìna tou φ me

imφ = {φ(r) : r ∈ R} kai ton pur na tou φ me kerφ = {r ∈ R : φ(r) = 0S}.

Prìtash 15.12. 'Estw φ : R→ S omomorfismìc daktulÐwn. Tìte

(i) imφ eÐnai upodaktÔlioc tou S, kai

(ii) kerφ eÐnai upodaktÔlioc tou R me thn epiplèon idiìthta ìti rs, sr ∈ kerφ opoted pote

r ∈ R kai s ∈ kerφ.

Apìdeixh. Gia to (i) eÐnai arketì na deÐxoume ìti s1s2 ∈ imφ opoted pote s1, s2 ∈ imφ,

kai gia to (ii) eÐnai arketì na deÐxoume ìti rs, sr ∈ kerφ opoted pote r ∈ R kai s ∈ kerφ.

[Ex ghsh. QrhsimopoioÔme thn Parat rhsh 15.10, thn Prìtash 13.6 kai thn Prìtash 15.7

kai epÐshc ìti kerφ ⊆ R.]

Par�deigma 15.13. (i) H sun�rthsh π : Z→ Zn : a 7→ ā (a ∈ Z) eÐnai ènac epirriptikìc
omomorfismìc daktulÐwn me kerπ = nZ.
(ii) Jètoume φ : R→ C : x 7→ x+ i0 (x ∈ R). Tìte φ eÐnai ènac enriptikìc omomorfismìc

daktulÐwn kai imφ = {x + i0: x ∈ R} eÐnai èna upìswma tou C isomorfikì me to R (wc

daktÔlioi).

Parat rhsh 15.14. An S kai R eÐnai dÔo daktÔlioi kai φ : S → R ènac enriptikìc

omomorfismìc daktulÐwn, tìte imφ eÐnai ènac upodaktÔlioc tou R isomorfikìc proc ton

S. Sun jwc tautÐzoume touc daktÔliouc S kai imφ kai jewroÔme ton S wc upodaktÔlio

tou R. [TautÐzoume to stoiqeÐo s me to stoiqeÐo φ(s), s ∈ S. An s ∈ S kai r ∈ R − S,
��s+r�� shmaÐnei ��φ(s)+r��, ��sr�� shmaÐnei �φ(s)r�� kai ��rs�� shmaÐnei ��rφ(s)��. Den up�rqei

perÐptwsh na dhmiourghjeÐ sÔgqush akrib¸c diìti h sun�rthsh φ èqei kai tic dÔo pio p�nw

idiìthtec, eÐnai dhlad  ènac enriptikìc omomorfismìc.]

Par�deigma. Se arketèc peript¸seic eÐnai bolikì na tautÐsoume to s¸ma R me to upì-

swma {x+ i0 : x ∈ R} tou C kai na jewr soume ètsi to R wc upìswma tou C (sugkrÐnete

me to Par�deigma 15.13(ii)).

Shmei¸seic kai Sqìlia

Η μελέτη ενός δακτυλίου παρέχει μια γενίκευση της αριθμητικής των ακεραίων. Το κίνητρο για την γε-

νίκευση της αριθμητικής προήλθε κυρίως από τις προσπάθειες απόδειξης του τελευταίου θεωρήματος του

Fermat. Σύμφωνα με αυτό το θεώρημα, που πιστεύεται ότι διατυπώθηκε στα τέλη της δεκαετίας του 1630

και αποδείχθηκε μόλις την δεκαετία του 1990, η εξίσωση xn+yn = zn δεν έχει λύση για θετικούς ακεραίους

x, y, z όταν n > 2.
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Το έργο του Euler (1753) για την περίπτωση n = 3 του θεωρήματος αυτού περιλάμβανε την επέκταση

της συνηθισμένης αριθμητικής των ακεραίων σε αριθμούς της μορφής a + b
√
−3, όπου a, b είναι ακέραιοι.

Επίσης, γύρω στο 1801 ο Gauss απέδειξε ότι οι αριθμοί της μορφής a+ b
√
−1, όπου a και b είναι ακέραιοι,

μπορούν να παρασταθούν μοναδικά ως γινόμενο ‘πρώτων’ αριθμών της μορφής a+b
√
−1, με ανάλογο τρόπο

με τη μοναδική παραγοντοποίηση ενός ακεραίου σε γινόμενο πρώτων αριθμών.

Μέχρι αυτό το σημείο βρισκόμαστε ακόμα στο πλαίσιο της θεωρίας αριθμών. ΄Ηταν το έργο του Kummer

και αργότερα του Dedekind που οδήγησε στην έννοια του ιδεώδους. Ο Dedekind εισήγαγε επίσης τους

όρους σώμα και μόδιο, αν και ο αρχικός ορισμός του μοδίου ήταν πιο περιορισμένος από τον σημερινό.

Ask seic

15.1 Συμπληρώστε τους συλλογισμούς στο Παράδειγμα 15.1(ii).

15.2 Ποιοί από τους πιο κάτω δακτυλίους είναι σώματα;

(i) Q, (ii) R, (iii) Z, (iv) Mn(R), n > 1.

15.3 Δείξτε ότι το σύνολο {3k : k ∈ Z} αποτελεί δακτύλιο ως προς τη συνηθισμένη πρόσθεση και πολλα-

πλασιασμό ακεραίων. Είναι ο δακτύλιος αυτός 1-δακτύλιος;

15.4 ΄Εστω R ένας 1-δακτύλιος.

(i) Δείξτε ότι (R∗, ·) αποτελεί ομάδα.

(ii) Εξετάστε κατά πόσον T = {(r, s) ∈ R × R : s = ru για κάποιο u ∈ R∗} αποτελεί σχέση

ισοδυναμίας στο R.

15.5 (i) ΄Εστω S υποδακτύλιος του δακτύλιου R. Δείξτε ότι 0S = 0R. Επιπλέον, αν a ∈ S, τότε

(−a)S = (−a)R.

(ii) ΄Εστω T υπόσωμα του σώματος F . Δείξτε ότι 1T = 1F και ότι, για a ∈ T − {0F }, ισχύει

(a−1)T = (a−1)F .

15.6 Εστω S ένα μη-κενό υποσύνολο του δακτυλίου R. Υποθέστε επίσης ότι a+(−b), ab ∈ S οποτεδήποτε

a, b ∈ S. Δείξτε ότι S είναι υποδακτύλιος του R.

15.7 Συμπληρώστε τους συλλογισμούς στο Παράδειγμα 15.8(i).

15.8 Θέτουμε ω = i
√

5 ∈ C. Θέτουμε επίσης R = {z ∈ C : z = a+ bω για κάποια a, b ∈ Z}. Δείξτε ότι (i)

R είναι υποδακτύλιος του C, και (ii) ο δακτύλιος R είναι ακέραια περιοχή.

(iii) Βρείτε τα στοιχεία του R∗.

15.9 ΄Εστω F σώμα. ΄Εστω επίσης T ένα υποσύνολο του F το οποίο περιέχει τουλάχιστον δύο στοιχεία

και ικανοποιεί και τις τρεις ιδιότητες (i), (ii) και (iii) πιο κάτω :

(i) Αν a, b ∈ T , τότε a+ b ∈ T και ab ∈ T .

(ii) Αν a ∈ T τότε −a ∈ T
(iii) Αν a ∈ T και a 6= 0F , τότε a

−1 ∈ T .

Δείξτε ότι T αποτελεί υπόσωμα του F .

15.10 Εξετάστε κατά πόσον S = {z ∈ C : z = a+ ib για κάποια a, b ∈ Q} αποτελεί υπόσωμα του C.

15.11 Εξετάστε κατά πόσον L = {x ∈ R : x = α+ β
√

7 για κάποια α, β ∈ Q} αποτελεί υπόσωμα του R.

15.12 ΄Εστω F σώμα. Δείξτε ότι η τομή οποιασδήποτε (μη-κενής) οικογένειας υποσωμάτων του F είναι

επίσης υπόσωμα του F .

15.13 ΄Εστω R,S ακέραιες περιοχές.

(i) Αν φ : R→ S είναι ένας ομομορφισμός δακτυλίων με φ(1R) 6= 0S , δείξτε ότι φ(1R) = 1S .

(ii) Αν R είναι υποδακτύλιος του S, δείξτε οτι 1R = 1S .

143



15.14 (i) ΄Εστω φ : R→ S ομομορφισμός δακτυλίων. Αν φ είναι ενριπτικός, δείξτε ότι οι δακτύλιοι imφ και

R είναι ισομορφικοί.

(ii) ΄Εστω F,K σώματα και ψ : F → K ένας ενριπτικός ομομορφισμός δακτυλίων. Δείξτε ότι ψ(1F ) =

1K και ότι imψ είναι ένα υπόσωμα του K ισομορφικό προς το F (ως δακτύλιοι).
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16. DaktÔlioi poluwnÔmwn

16.1. OrismoÐ, basikèc idiìthtec

Gia olìklhrh thn Par�grafo 16.1, me R ja sumbolÐzoume èna metajetikì 1-daktÔlio.

EpÐshc, ja gr�foume 0, 1 antÐ gia 0R, 1R gia skopoÔc aplopoÐhshc.

Orismìc. 'Ena polu¸numo epÐ tou R eÐnai mia �peirh akoloujÐa σ = (c0, c1, c2 . . .), ìpou

ci ∈ R gia ìla ta i, me thn idiìthta ìti up�rqei akèraioc n tètoioc ¸ste ci = 0 gia ìla ta

i > n.

ShmeÐwsh. 'Estw τ = (d0, d1, d2, . . .) akìmh èna polu¸numo epÐ tou R. 'Epetai ìti σ = τ

an, kai mìno an, ci = di, gia ìla ta i. [ParathroÔme ìti σ, τ eÐnai sthn pragmatikìthta

sunart seic N ∪ {0} → R me σ(i) = ci kai τ(i) = di gia ìla ta i ≥ 0.]

Sumbolismìc. To sÔnolo twn poluwnÔmwn epÐ tou R sumbolÐzetai me R[x].

Orismìc. OrÐzoume prìsjesh kai pollaplasiasmì sto sÔnolo R[x] wc ex c.

(c0, c1, . . .) + (d0, d1, . . .) = (c0 + d0, c1 + d1, . . .), kai

(c0, c1, . . .)(d0, d1, . . .) = (e0, e1, . . .)

ìpou e0 = c0d0, e1 = c0d1 + c1d0 kai pio genik� ek =
∑
cidj ìpou to �jroisma ekteleÐtai

p�nw se ìlouc touc deÐktec i, j me i+ j = k. [Parat rhsh. An ci = 0 gia ìla ta i > l kai

dj = 0 gia ìla ta j > m tìte ek = 0 gia ìla ta k > l +m.]

Je¸rhma 16.1. 'EstwR ènac metajetikìc 1-daktÔlioc. TìteR[x] eÐnai ènac metajetikìc

1-daktÔlioc wc proc thn prìsjesh kai pollaplasiasmì pou èqoume orÐsei pio p�nw.

Apìdeixh. Elègqoume ìti isqÔoun oi idiìthtec. Gia par�deigma to mhdenikì stoiqeÐo tou

R[x] eÐnai to (0, 0, . . . , 0, . . .) kai to monadiaÐo eÐnai to (1, 0, 0, . . . , 0, . . .).

Orismìc. O daktÔlioc R[x] onom�zetai o daktÔlioc poluwnÔmwn epÐ tou R.

ShmeÐwsh. (i) JewroÔme thn apeikìnish ε : R→ R[x] : r 7→ (r, 0, 0, . . . , 0, . . .), (r ∈ R).
Tìte ε eÐnai ènac enriptikìc omomorfismìc daktulÐwn. 'Epetai ìti o daktÔlioc R eÐnai

isomorfikìc proc ton upodaktÔlio R′ = {(r, 0, 0, . . . , 0, . . .) : r ∈ R} (= im ε) tou R[x].
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Sun jwc tautÐzoume ton R′ me ton R, kai to stoiqeÐo (r, 0, 0, . . . , 0, . . .) me to r, kai jewroÔ-

me ton R wc upodaktÔlio tou R[x]. ParathroÔme ìti (r, 0, 0, . . . , 0, . . .)(c0, c1, . . . , cj, . . .) =

(rc0, rc1, . . . , rcj, . . .) � sun jwc gr�foume r(c0, c1, . . . , cj, . . .) = (rc0, rc1, . . . , rcj, . . .).

(ii) Jètoume x = (0, 1, 0, 0, . . .) ∈ R[x]. 'Epetai ìti x2 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, . . .) kai ìti xi

sumpÐptei me thn akoloujÐa pou èqei 0 pantoÔ ektìc apì thn i-jèsh (shmei¸ste ìti e-

d¸ arqÐzoume me thn 0-jèsh) sthn opoÐa up�rqei to stoiqeÐo 1. Epanak�mptei dhlad  o

sunhjismènoc sumbolismìc

(c0, c1, . . . , cn, 0, 0, . . .) = (c0, 0, 0, . . .) + (0, c1, 0, . . .) + . . .+ (0, . . . , 0, cn, 0, . . .)

= c0(1, 0, 0, . . .) + c1(0, 1, 0, . . .) + . . .+ cn(0, . . . , 0, 1, 0, . . .)

= c0 + c1x+ c2x
2 + . . .+ cnx

n = f(x).

'Eqoume loipìn ìti to x den eÐnai tÐpota �llo apì apl� èna stoiqeÐo tou daktulÐou R[x]

kai den prìketai gia mia metablht . (Sto (iii) pio k�tw ja doÔme mèsa se poi� plaÐsia

mporeÐ na tou apodojeÐ o rìloc tou wc metablht .)

(iii) 'Estw a ∈ R. Jètoume eva : R[x] → R : f(x) = r0 + r1x + . . . + rnx
n 7→ r0 +

r1a + . . . + rna
n (f(x) ∈ R[x]). EÔkola mporeÐ na deiqjeÐ ìti h apeikìnish eva eÐnai ènac

omomorfismìc daktulÐwn kai onom�zetai apotÐmhsh sto a. An sumbolÐsoume to stoiqeÐo

r0 + r1a+ . . .+ rna
n tou R me f(a), blèpoume ìti k�je polu¸numo f(x) ∈ R[x] orÐzei mia

poluwnumik  sun�rthsh f : R→ R : a 7→ f(a) (= eva(f)).

Mia qr simh parat rhsh eÐnai ìti to polu¸numo f(x) = xp − x ∈ Zp[x] (p pr¸toc),

pou profan¸c den isoÔtai me to mhdenikì polu¸numo tou Zp[x], èqei thn idiìthta ìti

evα(f(x)) = 0 gia ìla ta α ∈ Zp.

(iv) Pio genik�, an R eÐnai upodaktÔlioc tou metajetikoÔ daktÔliou D kai a ∈ D, tìte

h sÔnarthsh eva : R[x] → D : f(x) = r0 + r1x + . . . + rnx
n 7→ r0 + r1a + . . . + rna

n,

(f(x) ∈ R[x]) eÐnai epÐshc omomorfismìc daktulÐwn.

'Estw t¸ra f(x) = c0 + c1x + c2x
2 + . . . + cnx

n ∈ R[x]. An to polu¸numo f(x) den

eÐnai mhdenikì (dhlad  den isoÔtai me to (0, 0, . . . , 0, . . .)), o epikefal c suntelest c tou

orÐzetai na eÐnai o cn ìpou n eÐnai o megalÔteroc deÐkthc me cn 6= 0. Se tètoia perÐptwsh

o deÐkthc n onom�zetai bajmìc tou poluwnÔmou f(x) kai sumbolÐzetai me deg(f).

'Ena polu¸numo onom�zetai monikì ìtan o epikefal c suntelest c tou eÐnai to 1. 'Ena

stajerì polu¸numo eÐnai èna polu¸numo (a0, a1, a2, . . .) ìpou ai = 0 gia i > 0. Me �lla

lìgia, ta stajer� polu¸numa eÐnai to mhdenikì polu¸numo kai ta polu¸numa bajmoÔ 0.

Apì ton orismì, o stajerìc ìroc tou poluwnÔmou f(x)g(x), ìpou f(x), g(x) ∈ R[x],

isoÔtai me to ginìmeno twn stajer¸n ìrwn twn f(x), g(x).

ParadeÐgmata 16.2. (i) R[x] oudèpote eÐnai daktÔlioc diaÐreshc. [An f(x) ∈ R[x], o

stajerìc ìroc tou poluwnÔmou xf(x) eÐnai to 0, �ra xf(x) 6= 1.]

(ii) ParathroÔme ìti (2̄x + 1̄)2 = 1̄ ston daktÔlio Z4[x]. Sunep¸c o tÔpoc deg(fg) =

deg(f) + deg(g) den isqÔei genik�.
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(iii) 'Estw ìti R eÐnai mia akèraia perioq . An f(x), g(x) ∈ R[x] eÐnai mh-mhdenik� polu¸nu-

ma, tìte o epikefal c suntelest c tou f(x)g(x) eÐnai to ginìmeno twn epikefal c suntele-

st¸n twn f(x) kai g(x). Sunep¸c, an f, g eÐnai mh-mhdenik� polu¸numa tou R[x] ìpou R eÐ-

nai akèraia perioq , tìte to polu¸numo fg eÐnai mh-mhdenikì kai deg(fg) = deg(f)+deg(g).

'Epetai ìti R[x] eÐnai epÐshc akèraia perioq .

EÔkola mporoÔme na apodeÐxoume to akìloujo apotèlesma.

Prìtash 16.3. 'Estw R, S metajetikoÐ 1-daktÔlioi. An σ : R→ S eÐnai ènac omomorfi-

smìc daktulÐwn me σ(1R) = 1S, tìte h apeikìnish σ∗ : R[x]→ S[x] :
∑
rix

i 7→
∑
σ(ri)x

i

eÐnai epÐshc ènac omomorfismìc daktulÐwn o opoÐoc ikanopoieÐ σ∗(1Rxi) = 1Sx
i gia ìla ta

i ≥ 0. [O omomorfismìc σ∗ kaleÐtai o omomorfismìc poluwnumik¸n daktulÐwn o opoÐoc

ep�getai apì ton σ.]

16.2. PoluwnumikoÐ daktÔlioi p�nw se s¸mata

Je¸rhma 16.4. 'Estw F s¸ma kai f(x), g(x) ∈ F [x] ìpou g(x) 6= 0. Tìte up�rqoun

monadik� polu¸numa q(x), r(x) ∈ F [x] tètoia ¸ste f(x) = q(x)g(x) + r(x) kai ìpou eÐte

r(x) = 0   deg(r) < deg(g).

Apìdeixh. Ja apodeÐxoume pr¸ta thn Ôparxh tètoiwn poluwnÔmwn q(x), r(x) ∈ F [x].

Jètoume S = {f(x) − m(x)g(x) : m(x) ∈ F [x]}. Profan¸c to sÔnolo S perièqei mh-

mhdenik� polu¸numa afoÔ g(x) 6= 0. An t¸ra 0 (= 0F [x]) ∈ S tìte f(x) = m1(x)g(x) gia

k�poio m1(x) ∈ F [x], kai sthn perÐptwsh aut  mporoÔme na jèsoume q(x) = m1(x) kai

r(x) = 0. Epomènwc upojètoume ìti 0 6∈ S (èqoume epÐshc tìte ìti deg(g(x)) ≥ 1). To

sÔnolo T = {k ∈ N∪{0} : k = deg(h(x)) gia k�poio h(x) ∈ S} eÐnai mh-kenì kai epomènwc
perièqei el�qisto stoiqeÐo, èstw to l. Tìte up�rqei polu¸numo r(x) ∈ S me deg(r(x)) = l.

Apì to orismì tou sunìlou S èqoume ìti r(x) = f(x)− q(x)g(x) gia k�poio q(x) ∈ F [x],

me r(x) 6= 0 afoÔ 0 6∈ S.

Isqurismìc. IsqÔei ìti deg(r(x)) < deg(g(x)).

Apìdeixh isqurismoÔ. Upojètoume ìti l = deg(r(x)) ≥ deg(g(x)) = m. 'Eqoume tìte ìti

r(x) = r0 + r1x+ . . .+ rlx
l (ìpou rl 6= 0) kai g(x) = g0 + g1x+ . . .+ gmx

m (ìpou gm 6= 0),

me l ≥ m. Jètoume s(x) = r(x)− g−1
m rlx

l−mg(x). [An l = m, orÐzoume xl−m = 1.] 'Epetai

ìti s(x) = f(x)− (q(x)+g−1
m rlx

l−m)g(x) an kei sto sÔnolo S (kai epomènwc s(x) 6= 0 apì

thn upìjesh mac). 'Omwc deg(s(x)) < deg(r(x)), pou profan¸c antif�skei me thn epilog 

tou r(x).

SunoyÐzontac, mèqri to shmeÐo autì èqoume deÐxei ìti up�rqoun polu¸numa q(x), r(x) ∈
F [x] me f(x) = q(x)g(x) + r(x) ìpou eÐte r(x) = 0   deg(r(x)) < deg(g(x)).

'Estw t¸ra q̂(x), r̂(x) ∈ F [x] me f(x) = q̂(x)g(x)+ r̂(x) ìpou r̂(x) = 0   deg(r̂) < deg(g).

'Eqoume tìte ìti r(x)− r̂(x) = (q̂(x)−q(x))g(x). An r(x)− r̂(x) 6= 0, tìte q̂(x)−q(x) 6= 0

kai epomènwc deg(r(x) − r̂(x)) ≥ deg(g(x)) pou eÐnai �topo. Sun�goume ìti r̂(x) = r(x)

kai q̂(x) = q(x).
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Pìrisma. 'Estw F s¸ma. Tìte o daktÔlioc F [x] eÐnai EukleÐdeia perioq .

Orismìc. 'Estw ìti to s¸ma K eÐnai mia epèktash tou s¸matoc F . 'Estw epÐshc ìti

f(x) = c0 + c1x+ . . .+ cnx
n ∈ F [x]. Lème ìti α ∈ K eÐnai mia jèsh mhdenismoÔ tou f(x)

sto K an evα(f) (= c0 + c1α + . . .+ cnα
n) = 0K (= 0F ).

Par�deigma. 'Estw f(x) = x2 + 1 ∈ R[x]. ParathroÔme ìti f(x) den èqei jèseic

mhdenismoÔ sto R en¸ èqei akrib¸c dÔo jèseic mhdenismoÔ sto C (jewr¸ntac to s¸ma C
wc epèktash tou s¸matoc R).

'Askhsh. 'Estw F s¸ma kai f(x) ∈ F [x] èna mh-mhdenikì polu¸numo me deg(f) = n > 0.

DeÐxte ta pio k�tw.

(i) An α ∈ F eÐnai mia jèsh mhdenismoÔ tou f(x) sto F , tìte f(x) = (x − α)q(x) gia

k�poio q(x) ∈ F [x].

(ii) To s¸ma F perièqei to polÔ n jèseic mhdenismoÔ tou f(x). (Epiplèon, an to s¸ma K

eÐnai epèktash tou s¸matoc F , tìte to K perièqei to polÔ n jèseic mhdenismoÔ tou f(x).)

Orismìc. 'Estw F s¸ma kai q1(x), q2(x) ∈ F [x]. Lème ìti q1(x) diaireÐ to q2(x), kai

gr�foume q1(x)|q2(x), an q2(x) = q1(x)s(x) gia k�poio s(x) ∈ F [x].

Orismìc. 'Estw f(x), g(x) ∈ F [x]. 'Enac mègistoc koinìc diairèthc (mkd) twn f(x) kai

g(x) eÐnai èna polu¸numo d(x) ∈ F [x] tètoio ¸ste

(i) d(x)|f(x) kai d(x)|g(x),

(ii) an c(x) ∈ F [x] me c(x)|f(x) kai c(x)|g(x), tìte c(x)|d(x),

(iii) to polu¸numo d(x) eÐnai monikì.

Profan¸c an up�rqei mkd twn f(x) kai g(x) tìte eÐnai monadikìc (kai sumbolÐzetai me

mkd(f, g)). [An d1(x), d2(x) ∈ F [x] − {0} me d1(x)|d2(x) kai d2(x)|d1(x), tìte d2(x) =

α d1(x) gia k�poio α ∈ F ∗.]

Oi daktÔlioi Z kai F[x], ìpou F s¸ma, eÐnai kai oi dÔo EukleÐdeiec perioqèc kai den eÐnai

kajìlou tuqaÐo ìti moir�zontai parìmoiec idiìthtec (koit�xte ta apotelèsmata pou ako-

loujoÔn) kai �llec, ìpwc gia par�deigma thn Ôparxh algorÐjmou (EukleÐdeioc algìrijmoc)

pou upologÐzei ton mkd kai ton ekfr�zei wc grammikì sunduasmì.

Je¸rhma 16.5. 'Estw f(x), g(x) ∈ F [x] me g(x) 6= 0. Tìte up�rqei o mkd(f, g).

Epiplèon an d(x) =mkd(f, g), tìte d(x) = a(x)f(x)+b(x)g(x) gia k�poia a(x), b(x) ∈ F [x].

Apìdeixh. Jètoume I = {s(x)f(x) + t(x)g(x) : s(x), t(x) ∈ F [x]}. Tìte f(x), g(x) ∈ I
kai, afoÔ g(x) = 0, to sÔnolo S = {k ∈ N ∪ {0} : deg(h(x)) = k gia k�poio h(x) ∈ I}
eÐnai mh-kenì. 'Estw l to el�qisto stoiqeÐo tou S. Tìte up�rqei d(x) ∈ I, ìpou d(x) eÐnai

monikì, me deg(d(x)) = l. Apì ton orismì tou sunìlou I èqoume ìti d(x) = a(x)f(x) +

b(x)g(x) gia k�poia a(x), b(x) ∈ F [x]. Ja deÐxoume ìti d(x) =mkd(f(x), g(x)). Profan¸c

ta (ii) kai (iii) ston orismì tou mkd isqÔoun. Sunep¸c arkeÐ na deÐxoume ìti d(x)|f(x)

kai d(x)|g(x). Ja deÐxoume ìti d(x)|m(x) gia ìla ta m(x) ∈ I. Upojètoume loipìn ìti
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m(x) = s(x)f(x) + t(x)g(x) ∈ I. Qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma diaÐreshc, lamb�noume

m(x) = q(x)d(x) + r(x) ìpou q(x), r(x) ∈ F [x] kai eÐte r(x) = 0   deg(r(x)) < deg(d(x)).

'Omwc r(x) = m(x) − q(x)d(x) = s(x)f(x) + t(x)g(x) − q(x)(a(x)f(x) + b(x)g(x)) =

(s(x)− q(x)a(x))f(x) + (t(x)− q(x)b(x))g(x) ∈ I. Sun�goume ìti r(x) = 0 kai epomènwc

d(x)|m(x).

Oi apodeÐxeic twn dÔo pio k�tw prot�sewn eÐnai sqedìn panomoiìtupec me tic apodeÐxeic

twn antÐstoiqwn apotelesm�twn sto Z, kai tic af noume wc �skhsh.

Prìtash 16.6. 'Estw F s¸ma kai f(x), g(x) ∈ F [x]. 'Eqoume tìte ìti mkd(f(x), g(x)) =

1 an, kai mìno an, a(x)f(x) + b(x)g(x) = 1 gia k�poia a(x), b(x) ∈ F [x].

Apìdeixh. Paremb�llontac to Je¸rhma 16.5, eÐnai arketì na deÐxoume ìti mkd(f, g) = 1

an a(x)f(x) + b(x)g(x) = 1 gia k�poia a(x), b(x) ∈ F [x]. Profan¸c to polu¸numo 1 eÐnai

monikì kai diaireÐ ta f(x) kai g(x). An t¸ra m(x) ∈ F [x] me m(x)|f(x) kai m(x)|g(x),

tìte m(x)|(a(x)f(x) + b(x)g(x)).

Prìtash 16.7. 'Estw F s¸ma kai èstw q(x), f(x), g(x) ∈ F [x]. An mkd(q(x), f(x)) = 1

kai q(x)|f(x)g(x), tìte q(x)|g(x).

Apìdeixh. Apì thn Prìtash 16.6, èqoume ìti a(x)f(x) + b(x)q(x) = 1 gia k�poia

a(x), b(x) ∈ F [x]. Sunep¸c, a(x)f(x)g(x)+b(x)q(x)g(x) = g(x). AfoÔ q(x)|b(x)q(x)g(x)

kai, apì thn upìjesh, q(x)|f(x)g(x), tìte q(x) diaireÐ to aristerì mèloc (kai epomènwc

kai to dexiì mèloc) thc teleutaÐac isìthtac.

Orismìc. 'Estw ìti to s¸ma K eÐnai mia epèktash tou s¸matoc F . 'Ena polu¸numo

f(x) ∈ F [x] kaleÐtai an�gwgo epÐ tou K an deg(f) ≥ 1 kai, epiplèon, apì thn sqèsh

f(x) = g(x)h(x) me g(x), h(x) ∈ K[x] prokÔptei ìti èna apì ta g(x), h(x) eÐnai stajerì

polu¸numo.

Par�deigma 16.8. 'Estw f(x) = x2−2 ∈ Q[x]. Tìte to polu¸numo f(x) eÐnai an�gwgo

epÐ tou Q, ìmwc den eÐnai an�gwgo epÐ tou R afoÔ f(x) = (x+
√

2)(x−
√

2) ston R[x].

Pìrisma 16.9. 'Estw F s¸ma kai èstw p(x), a1(x), . . . , an(x) ∈ F [x], me p(x) an�gwgo

epÐ tou F . An p(x)|a1(x) . . . an(x), tìte p(x)|ai(x) gia k�poio i me 1 ≤ i ≤ n.

An�logh apìdeixh me thn pio k�tw ja mporoÔsame na eÐqame d¸sei kai gia to jemeli¸dec

je¸rhma thc arijmhtik c.

Je¸rhma 16.10. 'Estw F s¸ma. K�je mh-stajerì polu¸numo f(x) ∈ F [x] diajètei

mia paragontopoÐhsh α p1(x)p2(x) . . . pr(x) ìpou α ∈ F ∗ eÐnai o epikefal c suntelest c

tou f(x), kai pi ∈ F [x] (1 ≤ i ≤ r) eÐnai (ìqi aparaÐthta diaforetik�) monik� an�gwga

polu¸numa epÐ tou F . H paragontopoÐhsh aut  eÐnai monadik  an den lhfjeÐ upìyh h seir�

me thn opoÐa emfanÐzontai oi par�gontec.
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Apìdeixh. 'Estw f(x) ∈ F [x] me deg(f(x)) ≥ 1. Ja deÐxoume pr¸ta ìti up�rqei

tètoia paragontopoÐhsh gia to f(x) qrhsimopoi¸ntac epagwg  ston bajmì tou f(x). An

deg(f(x)) = 1, tìte f(x) = αx+ β me α 6= 0F kai epomènwc èqoume f(x) = α(x+ α−1β),

ìpou profan¸c to polu¸numo x + α−1β ∈ F [x] eÐnai an�gwgo. Upojètoume t¸ra ìti

deg(f(x)) > 1 kai ìti to apotèlesma isqÔei gia ìla ta c(x) ∈ F [x] me 1 ≤ deg(c(x)) <

deg(f(x)). An to f(x) eÐnai an�gwgo den èqoume k�ti na deÐxoume, epomènwc upojètoume

ìti to f(x) den eÐnai an�gwgo. 'Epetai ìti f(x) = a(x)b(x) me a(x), b(x) ∈ F [x] kai

1 ≤ deg(a(x)), deg(b(x)) < deg(f(x)). Apì thn epagwgik  upìjesh ta a(x) kai b(x)

mporoÔn na ekfrastoÔn wc ginìmena pou èqoun thn pio p�nw morf , kai epomènwc kai

to f(x).

Ja qrhsimopoi soume epagwg  gia na apodeÐxoume kai thn monadikìthta: An deg(f(x)) = 1

profan¸c h èkfrash f(x) = α(x+α−1β) pou èqoume brei prohgoumènwc eÐnai monadik . U-

pojètoume t¸ra ìti deg(f(x)) > 1 kai ìti to apotèlesma isqÔei gia polu¸numa me (jetikì)

bajmì < deg(f(x)). 'Estw epÐshc ìti f(x) = αp1(x)p2(x) . . . pr(x) = αq1(x)q2(x) . . . qk(x)

ìpou α ∈ F ∗ eÐnai o epikefal c suntelest c tou f(x) kai pi(x), qj(x) ∈ F [x] (1 ≤ i ≤ r,

1 ≤ j ≤ k) eÐnai monik� an�gwga polu¸numa epÐ tou F . AfoÔ p1(x)|f(x), èqoume ìti

p1(x)|q1(x)q2(x) . . . qk(x) kai epomènwc p1(x)|qi(x) gia k�poio i me 1 ≤ i ≤ k apì to Pìri-

sma 16.9. AfoÔ ta p1(x) kai qi(x) eÐnai monik� kai an�gwga paÐrnoume ìti p1(x) = qi(x).

Met� apì mia pijan  anadi�taxh twn qj(x) mporoÔme na upojèsoume ìti p1(x) = q1(x).

'Epetai ìti αp2(x) . . . pr(x) = αq2(x) . . . qk(x) = g(x), ìpou g(x)
(

= f(x)
p1(x)

)
∈ F [x] kai

deg(g(x)) < deg(f(x)). An deg(g(x)) = 0 tìte g(x) = α kai h apìdeixh telei¸nei. An

deg(g(x)) ≥ 1, apì thn epagwgik  upìjesh, èqoume ìti r = k kai, epiplèon, met� apì mia

pijan  anadi�taxh twn qj(x), ìti pi(x) = qi(x) gia 2 ≤ i ≤ r.

An F eÐnai èna s¸ma kai f(x) ∈ F [x] èna polu¸numo bajmoÔ n > 0, tìte f(x) mporeÐ na

èqei   na mhn èqei jèseic mhdenismoÔ sto F . An F = C, tìte isqÔei to pio k�tw je¸rhma.

Je¸rhma 16.11 (Jemeli¸dec Je¸rhma thc 'Algebrac). An f(x) ∈ C[x] eÐnai èna po-

lu¸numo bajmoÔ n > 0, tìte f(x) èqei toul�qiston mia jèsh mhdenismoÔ sto C.

H pr¸th apìdeixh tou jewr matoc autoÔ ofeÐletai ston Gauss, ìmwc h pio apl  apìdeixh

eÐnai mèsw thc jewrÐac migadik¸n sunart sewn. 'Allec apodeÐxeic sthrÐzontai sthn jewrÐa

Galois.

Pìrisma 16.12. 'Estw f(x) ∈ R[x] èna an�gwgo polu¸numo epÐ tou R. Tìte deg f ∈
{1, 2}.

Ask seic

16.1 Θέτουμε φ : C→ C : z 7→ z̄ και g : C→ C : z 7→ 2 + 3z + 4z2 + 5z3
(z ∈ C).

(i) Εξετάστε κατά πόσον η συνάρτηση φ είναι ισομορφισμός δακτυλίων.

(ii) Δείξτε ότι ισχύει για w ∈ C : g(w) = 0 αν-ν g(w̄) = 0.

(iii) ΄Εστω f(x) ∈ R[x] και w ∈ C. Εξετάστε κατά πόσον ισχύει: evw(f(x)) = 0 αν-ν evw̄(f(x)) = 0.
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16.2 ΄Εστω F σώμα και p(x), h1(x), h2(x), f(x), g(x) ∈ F [x] με g(x) 6= 0. Δείξτε τα πιο κάτω:

(i) Αν p(x) είναι ανάγωγο και p(x)|h1(x)h2(x) τότε p(x)|h1(x) ή p(x)|h2(x).

(ii) Γράφουμε f(x) = q(x)g(x) + r(x) όπου q(x), r(x) ∈ F [x] και r(x) = 0 ή deg(r) < deg(g)

σύμφωνα με το Θεώρημα 16.4. Δείξτε ότι μκδ(f(x), g(x)) =μκδ(g(x), r(x)).

16.3 ΄Εστω F σώμα. Δείξτε ότι F [x] είναι Ευκλείδεια περιοχή.

16.4 ΄Εστω F σώμα και f(x) ∈ F [x] ένα μη-μηδενικό πολυώνυμο με deg(f) = n > 0. Δείξτε τα πιο κάτω:

(i) Αν α ∈ F και evα(f(x)) = 0F , τότε f(x) = (x− α)q(x) για κάποιο q(x) ∈ F [x].

(ii) Το σώμα F περιέχει το πολύ n θέσεις μηδενισμού του f(x).

(iii) ΄Εστω g(x) ∈ F [x] επίσης μη-μηδενικό πολυώνυμο με deg(g) ≤ n. Αν evαi
(g(x)) = evαi

(f(x))

για 1 ≤ i ≤ n+ 1, όπου α1, . . . , αn+1 είναι διακεκριμένα στοιχεία του F , τότε f(x) = g(x).

16.5 ΄Εστω f(x) ∈ R[x] ένα ανάγωγο πολυώνυμο επί του R. Δείξτε ότι deg f ∈ {1, 2}.

16.6 Τα υπόλοιπα της διαίρεσης του πολυωνύμου f(x) ∈ R[x] διά x − 3 και x − 1 ισούνται με 6 και 4

αντίστοιχα. Βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης του f(x) διά x2 − 4x+ 3.

16.7 Αν a, b, c ∈ R με a, b, c διακεκριμένα. Δείξτε ότι
(d−b)(d−c)
(a−b)(a−c) + (d−c)(d−a)

(b−c)(b−a) + (d−a)(d−b)
(c−a)(c−b) − 1 = 0 για όλα

τα d ∈ R.

16.8 ΄Εστω f(x) ∈ R[x] βαθμού 100 τέτοιο ώστε f(−1) = f(1), f(−2) = f(2), . . . , f(−50) = f(50).

Εξετάστε κατά πόσον ισχύει ότι f(−a) = f(a) για κάθε a ∈ R.
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17. Ide¸dh, epekt�seic swm�twn

17.1. Ide¸dh, DaktÔlioc phlÐko

Orismìc. 'Ena mh-kenì uposÔnolo I enìc daktulÐou R kaleÐtai ide¸dec tou R an

(i) a+ (−b) ∈ I, (ii) ar ∈ I, kai (iii) ra ∈ I

gia ìla ta a, b ∈ I kai ìla ta r ∈ R.

To ide¸dec I tou R kaleÐtai gn sio an I 6= R.

Parat rhsh 17.1. 'Estw I ide¸dec tou daktulÐou R. Tìte 0R ∈ I. EpÐshc −x ∈ I
kai x+ y ∈ I opoted pote x, y ∈ I. 'Epetai ìti (I,+) eÐnai upoom�da thc (R,+) kai ìti I

eÐnai ènac upodaktÔlioc tou R.

Par�deigma. (i) Se èna daktÔlio R, ta uposÔnola {0R} kai R eÐnai ide¸dh tou R.

(ii) An n ∈ N, tìte nZ = {nk : k ∈ Z} eÐnai ide¸dec tou Z. Up�rqoun ide¸dh tou

daktulÐou Z pou den eÐnai aut c thc morf c;

(iii) To uposÔnolo {(x2 + 1)g(x) : g(x) ∈ R[x]} tou R[x] eÐnai ide¸dec tou R[x].

(iv) An φ : R → S eÐnai ènac omomorfismìc daktulÐwn tìte kerφ eÐnai ide¸dec tou R

(koit�xte thn Prìtash 15.12).

Ask seic. (i) 'Estw R daktÔlioc. DeÐxte ìti h tom  opoiasd pote (mh-ken c) oikogè-

neiac idewd¸n tou R eÐnai epÐshc ide¸dec tou R.

(ii) 'Estw I, J ide¸dh tou daktulÐou R. Jètoume I + J = {a + b : a ∈ I, b ∈ J}. DeÐxte

ìti I + J eÐnai ide¸dec tou R.

Orismìc. 'Estw R daktÔlioc, I ide¸dec tou R kai r, s ∈ R. Lème ìti to r eÐnai isìtimo
proc to s modulo I, (sumbolismìc: r ≡ s ( mod I)), an (kai mìno an) r−s (= r+(−s)) ∈ I.

Prìtash 17.2. 'Estw ìti R eÐnai daktÔlioc kai I ide¸dec tou R. H sqèsh isotimÐac

modulo I pou èqoume orÐsei pio p�nw eÐnai mia sqèsh isodunamÐac ston R.

Apìdeixh. (i) r ≡ r ( mod I) gia ìla ta r ∈ R afoÔ r − r = 0R ∈ I.

(ii) An r, s ∈ R me r ≡ s ( mod I) tìte r − s ∈ I kai epomènwc s ≡ r ( mod I), afoÔ

s− r (= −(r − s)) ∈ I.

(iii) An r, s, t ∈ R me r ≡ s ( mod I) kai s ≡ t ( mod I), tìte r− s, s− t ∈ I kai epomènwc
r ≡ t ( mod I) afoÔ r − t (= (r − s) + (s− t)) ∈ I.
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Parat rhsh 17.3. (i) An R eÐnai daktÔlioc kai I ide¸dec tou R tìte h oikogèneia twn

kl�sewn isodunamÐac pou antistoiqoÔn sthn pio p�nw sqesh isodunamÐac (isotimÐa modulo

I) apoteloÔn mia diamèrish tou sunìlou R.

(ii) An r̄ eÐnai h kl�sh isodunamÐac tou r ∈ R wc proc thn pio p�nw sqèsh, tìte r̄ = {s ∈
R : s ≡ r ( mod I)} = {s ∈ R : s− r ∈ I} = {r + x : x ∈ I}.

Par�deigma. (i) 'Estw n ∈ N, R = Z kai I = nZ (= {r ∈ Z : n|r}). Tìte a ≡ b (

mod nZ) (ìpou a, b ∈ Z) an, kai mìno an, n|(a − b) (an-n a ≡ b ( mod n)). Epiplèon, an

r ∈ Z, tìte h kl�sh isodunamÐac tou r wc proc thn sqèsh ��≡ ( mod I)�� eÐnai akrib¸c h

kl�sh isotimÐac tou r modulo n.

(ii) 'Estw R = R[x], I ide¸dec tou R kai g(x), f(x) ∈ R[x]. ParathroÔme tìte ìti

g(x)− f(x) ∈ I an, kai mìno an, g(x) = f(x) + s(x) gia k�poio s(x) ∈ I.

Orismìc. 'Estw R daktÔlioc, I ide¸dec tou R kai a ∈ R. Jètoume a+I = {a+x : x ∈ I}.
Jètoume epÐshc R/I = {r + I : r ∈ R}.

ShmeÐwsh ston pio p�nw orismì:

(i) Blèpoume ìti r+ I = r̄, ìpou r̄ eÐnai h kl�sh isodunamÐac tou r ∈ R wc proc thn sqèsh

isodunamÐac ��≡ ( mod I)�� pou èqoume orÐsei pio p�nw. 'Eqoume epÐshc ìti ta stoiqeÐa

tou sunìlou R/I eÐnai akrib¸c oi (diakekrimènec) kl�seic isodunamÐac wc proc thn sqèsh

aut .

(ii) 'Estw r, s ∈ R. ParathroÔme tìte ìti r+ I = s+ I an-n r ∈ s+ I an-n r− s ∈ I an-n

r ≡ s ( mod I). (MporeÐ dhlad  na èqoume r + I = s+ I me r 6= s.)

Sthn sunèqeia ja mimhjoÔme ton trìpo pou orÐsame +, · sto sÔnolo Zn gia na orÐsoume

dimeleÐc pr�xeic +, · sto sÔnolo R/I ètsi ¸ste (R/I,+, ·) na eÐnai daktÔlioc.

Orismìc. 'Estw I ide¸dec tou daktulÐou R. Sto sÔnolo R/I prospajoÔme na orÐsoume

dÔo dimeleÐc pr�xeic, prìsjesh kai pollaplasiasmì (qrhsimopoi¸ntac ta Ðdia sÔmbola +, ·)
wc ex c: Gia a, b ∈ R,

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I,

(a+ I)(b+ I) = ab+ I.

(ProspajoÔme na orÐsoume dhlad  ā+ b̄ = a+ b kai ā · b̄ = ab.)

Prèpei na bebaiwjoÔme ìti oi �antistoiqÐec� +, · pou èqoume orÐsei pio p�nw eÐnai �kal�

orismènec�, ìti dhlad  pr�gmati apoteloÔn dimeleÐc pr�xeic p�nw sto sÔnolo R/I:

'Estw ìti a+ I = a′+ I kai b+ I = b′+ I, ìpou a, a′, b, b′ ∈ R. Tìte a− a′ ∈ I, b− b′ ∈ I
kai epomènwc (a+b)− (a′+b′) = (a−a′)+(b−b′) ∈ I. Sunep¸c (a+b)+I = (a′+b′)+I.

'Eqoume epÐshc ìti a = a′ + c kai b = b′ + d gia k�poia c, d ∈ I, kai epomènwc ab =

(a′ + c)(b′ + d) = a′b′ + a′d + cb′ + cd. Epeid  I eÐnai ide¸dec tou R kai c, d ∈ I èqoume

a′d, cb′, cd ∈ I, sunep¸c ab− a′b′ ∈ I. Sun�goume ìti ab+ I = a′b′ + I.
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Prìtash 17.4. 'Estw I ide¸dec tou daktulÐou R. To sÔnolo R/I apoteleÐ daktÔlio

wc proc thn prìsjesh (+) kai pollaplasiasmì (·) pou èqoume orÐsei pio p�nw.

Apìdeixh. Elègqoume ìti isqÔoun idiìthtec. Gia par�deigma an r, s, t ∈ R, tìte r̄+ (s̄+

t̄) = r̄ + (s+ t) = r + (s+ t) = (r + s) + t = (r + s) + t̄ = (r̄ + s̄) + t̄. Me parìmoio

trìpo mporoÔme na deÐxoume ìti isqÔoun kai oi upìloipec idiìthtec qrhsimopoi¸ntac touc

orismoÔc twn +, · kai tic antÐstoiqec idiìthtec tou daktulÐou R.

ShmeÐwsh 17.5. (i) To mhdenikì stoiqeÐo tou R/I eÐnai to 0R + I (= I).

(ii) An R eÐnai ènac metajetikìc 1-daktÔlioc kai I eÐnai èna gn sio ide¸dec tou R tìte

R/I eÐnai epÐshc ènac metajetikìc 1-daktÔlioc me monadiaÐo stoiqeÐo to 1R + I.

Orismìc. O daktÔlioc R/I pou mìlic èqoume kataskeu�sei kaleÐtai o daktÔlioc phlÐko

tou daktulÐou R wc proc to ide¸dec I.

ShmeÐwsh 17.6. 'Estw I ide¸dec tou daktulÐouR. 'Opwc èqoume dei (Parat rhsh 17.1),

(I,+) eÐnai upoom�da thc (R,+) kai afoÔ (R,+) eÐnai mia abelian  om�da èqoume ìti

(I,+) C (R,+). Sunep¸c mporeÐ na oristeÐ h antÐstoiqh om�da phlÐko, ta stoiqeÐa thc

opoÐac eÐnai ta sÔmploka thc upoom�dac I sthn om�da R (prosjetikìc sumbolismìc) kai

ta opoÐa profan¸c sumpÐptoun me tic kl�seic r + I pou èqoume orÐsei amèswc pio p�nw.

SÔmfwna ìmwc me ton orismì mac, èqoume ìti kai ta stoiqeÐa tou daktulÐou phlÐko R/I

eÐnai akrib¸c oi kl�seic r + I. Epiplèon, h prìsjesh pou èqoume orÐsei ston daktÔlio

phlÐko R/I sumpÐptei me thn prìsjesh (��jroisma� uposunìlwn) pou èqoume orÐsei sthn

antÐstoiqh om�da phlÐko � sugkrÐnete me thn Prìtash 14.18 (prosjetikìc sumbolismìc).

ParadeÐgmata 17.7. (i) 'Estw I ide¸dec tou daktulÐou R. H fusiologik  apeikìnish

π : R→ R/I : r 7→ r + I, (r ∈ R) eÐnai ènac epirriptikìc omomorfismìc daktulÐwn.

(ii) Jètoume p(x) = x2+1 ∈ R[x] kai I = {p(x)f(x) : f(x) ∈ R[x]}. 'Opwc èqoume dei, to I
eÐnai èna ide¸dec tou daktulÐou R[x]. Ston daktÔlio phlÐko R[x]/I, k�je stoiqeÐo eÐnai thc

morf c (a+ bx)+ I, ìpou a, b ∈ R. (Upìdeixh: QrhsimopoioÔme to Je¸rhma 16.4.) EpÐshc

an (a + bx) + I = (a′ + b′x) + I (ìpou a, a′, b, b′ ∈ R), tìte a = a′ kai b = b′. (Upìdeixh:

(a+ bx) +−(a′ + b′x) ∈ I.) An a, b, c, d ∈ R, to ginìmeno twn stoiqeÐwn (a+ bx) + I kai

(c+dx)+I ston daktÔlio R[x]/I dÐnetai me ((a+bx)+I)((c+dx)+I) = (a+bx)(c+dx)+I =

(ac+ (bc+ ad)x+ bdx2) + I. AfoÔ x2 + 1 (= x2− (−1)) ∈ I, èqoume ìti x2 + I = −1 + I.

'Etsi prokÔptei ìti ((a+ bx) + I)((c+ dx) + I) = ((ac− bd) + (bc+ ad)x) + I. SugkrÐnete

me thn prìsjesh kai ton pollaplasiasmì migadik¸n arijm¸n, kai elègxte epÐshc ìti:

(a) An a, b ∈ R (ìpou a 6= 0   b 6= 0), tìte to stoiqeÐo (a+ bx) + I eÐnai antistrèyimo ston

R[x]/I me antÐstrofo to stoiqeÐo (c+ dx) + I, ìpou c = a/(a2 + b2) kai d = −b/(a2 + b2).

'Epetai ìti o metajetikìc 1-daktÔlioc R[x]/I (profan¸c to I eÐnai gn sio ide¸dec tou

R[x]) eÐnai sthn pragmatikìthta èna s¸ma. To polu¸numo x2 + 1 ∈ R[x] eÐnai an�gwgo

epÐ tou R � sugkrÐnete me thn 'Askhsh 17.3.

(b) H sun�rthsh φ : R[x]/I → C : (a+ bx)+ I 7→ a+ ib (a, b ∈ R) eÐnai ènac isomorfismìc
daktulÐwn. [Parat rhsh: φ(x+ I) = i (ìpou i2 = −1).]
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Je¸rhma 17.8. 'Estw θ : R→ S ènac omomorfismìc daktulÐwn. Tìte R/ ker θ ∼= imθ.

Apìdeixh. Xeqn¸ntac proswrin� thn pollaplasiastik  dom  twn daktulÐwn R kai S,

h apìdeixh tou Jewr matoc 14.29 mac exasfalÐzei ìti h sun�rthsh θ̂ : R/ ker θ → imθ :

r + ker θ 7→ θ(r), (r ∈ R) eÐnai mia kal� orismènh sun�rthsh kai epiplèon θ̂ eÐnai ènac

isomorfismìc om�dwn (R/ ker θ,+) → (imθ,+). [Ex ghsh: H sun�rthsh θ mporeÐ na

jewrhjeÐ wc ènac omomorfismìc om�dwn (R,+) → (S,+). SugkrÐnete epÐshc me thn

ShmeÐwsh 17.6.] Gia r ∈ R, jètoume r = r+ ker θ. An r1, r2 ∈ R, èqoume tìte: θ̂(r1 · r2) =

θ̂(r1r2) = θ(r1r2) = (θr1)(θr2) = (θ̂r1)(θ̂r2). Apì thn pio p�nw suz thsh, èqoume epÐshc

ìti θ̂(r1 + r2) = θ̂(r1) + θ̂(r2).

ParadeÐgmata 17.9. (i) OrÐzoume θ : Z → Zn : a 7→ ā (a ∈ Z). Tìte θ eÐnai è-

nac epirriptikìc omomorfismìc daktulÐwn me ker θ = nZ. Sunep¸c Z/nZ ∼= Zn, ìpwc
anamenìtan.

(ii) Ja broÔme èna epirriptikì omomorfismì daktulÐwn θ : R[x] → C me ker θ = {(x2 +

1)f(x) : f(x) ∈ R[x]}, sugkrÐnete me to Par�deigma 17.7(ii) kai to Je¸rhma 17.8.

JewroÔme thn sun�rthsh apotÐmhshc evc : R[x] → C (ìpou c = i ∈ C). Jètoume I =

{(x2 + 1)f(x) : f(x) ∈ R[x]}. Profan¸c I ⊆ ker evc. 'Estw t¸ra g(x) ∈ ker evc. Tìte

g(x) = (x2 + 1)q(x) + r(x) gia k�poia q(x), r(x) ∈ R[x], ìpou r(x) = α0 + α1x gia k�poia

α0, α1 ∈ R. 'Epetai ìti 0 = evc(g) = evc(x
2+1)evc(q)+(α0+α1c) = α0+α1c, kai epomènwc

ta α0 kai α1 eÐnai kai ta dÔo Ðsa me mhdèn. SumperaÐnoume ìti g ∈ I, �ra I = ker evc. 'Estw

t¸ra β0 + β1i ∈ C (me β0, β1 ∈ R). ParathroÔme tìte ìti β0 + β1i = evc(β0 + β1x), ìpou

β0 + β1x ∈ R[x].

Orismìc. 'Estw R daktÔlioc kai {a1, . . . , an} èna peperasmèno uposÔnolo tou R. To

ide¸dec tou R pou par�getai apì ta a1, . . . , an (sumbolismìc: 〈a1, . . . , an〉) orÐzetai wc h

tom  ìlwn twn idewd¸n tou R pou perièqoun to uposÔnolo {a1, . . . , an}. (Profan¸c o

Ðdioc o daktÔlioc R eÐnai èna ide¸dec tou R pou perÐeqei to uposÔnolo autì.)

Parat rhsh. 'EstwR daktÔlioc kai {a1, . . . , an} ⊆ R. Tìte {a1, . . . , an} ⊆ 〈a1, . . . , an〉.
EpÐshc, an J eÐnai ide¸dec tou R me {a1, . . . , an} ⊆ J , tìte 〈a1, . . . , an〉 ⊆ J .

Prìtash 17.10. 'EstwR metajetikìc 1-daktÔlioc kai {a1, . . . , an} ⊆ R. Tìte 〈a1, . . . , an〉 =

{r1a1 + r2a2 + . . .+ rnan : r1, . . . , rn ∈ R}.

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. Jètoume I = {r1a1 +r2a2 + . . .+rnan : r1, . . . , rn ∈
R} (⊆ R). Ja deÐxoume pr¸ta ìti I eÐnai ide¸dec tou R kai ìti {a1, . . . , an} ⊆ I.

'Estw a, b ∈ I. Tìte a = x1a1 + . . . + xnan kai b = y1a1 + . . . + ynan gia k�poia

xi, yi ∈ R. 'Epetai ìti −b = (−y1)a1 + . . . + (−yn)an (∈ R). Sunep¸c a + (−b) =

(x1 +−y1)a1 + . . .+ (xn +−yn)an ∈ I. (Ex ghsh: (xi +−yi) ∈ R, 1 ≤ i ≤ n.) An r ∈ R,
tìte ar = ra = r(x1a1 + . . . + xnan) = (rx1)a1 + . . . + (rxn)an ∈ I, afoÔ rxi ∈ R gia

1 ≤ i ≤ n. Sun�goume ìti I eÐnai ide¸dec tou R.

[ShmeÐwsh: Gia na deÐxoume ìti a + −b ∈ I kai ar (= ra) ∈ I èqoume qrhsimopoi sei

di�forec idiìthtec pou isqÔoun ston daktÔlio R, gia par�deigma thn epimeristik  idiìthta.]
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An t¸ra 1 ≤ i ≤ n, èqoume ai = 0Ra1 + . . .+ 0Rai−1 + 1Rai + 0Rai+1 + . . .+ 0Ran ∈ I, kai
epomènwc {a1, . . . , an} ⊆ I. AfoÔ I eÐnai ide¸dec tou R me {a1, . . . , an} ⊆ I, èpetai ìti

〈a1, . . . , an〉 ⊆ I. Sunep¸c, gia na telei¸soume thn apìdeixh eÐnai arketì na deÐxoume ìti

opoiod pote ide¸dec tou R to opoÐo perièqei to sÔnolo {a1, . . . , an} upoqrewtik� perièqei
kai to I. (Pio eidik�, ja èqoume tìte 〈a1, . . . , an〉 ⊇ I.) Upojètoume loipìn ìti J eÐnai èna

ide¸dec tou R me {a1, . . . , an} ⊆ R. Gia opoiad pote x1, . . . , xn ∈ R èqoume ìti xiai ∈ J ,
kai epomènwc x1a1 + . . .+ xnan ∈ J . Sun�goume ìti I ⊆ J (�ra I ⊆ 〈a1, . . . , an〉).

17.2. Perioqèc kurÐwn idewd¸n, EukleÐdeiec perioqèc

Orismìc. 'Estw R metajetikìc 1-daktÔlioc. 'Ena ide¸dec J tou R onom�zetai kÔrio an

J = 〈a〉 (= {ra : r ∈ R}) gia k�poio a ∈ R. ('Eqoume dhlad  ìti to ide¸dec J eÐnai kÔrio

an mporeÐ na paraqjeÐ apì èna stoiqeÐo.)

Par�deigma 17.11. (i) To ide¸dec I = 〈12, 30〉 tou Z eÐnai èna kÔrio ide¸dec afoÔ

I = 〈6〉 (sugkrÐnete me thn apìdeixh tou Jewr matoc 9.6).

(ii) To ide¸dec I = 〈2, x〉 tou Z[x] den eÐnai kÔrio.

Orismìc. Mia perioq  kurÐwn idewd¸n (PKI) eÐnai mia akèraia perioq  me thn idiìthta

ìti k�je ide¸dec thc eÐnai kÔrio.

Par�deigma. (i) O daktÔlioc Z eÐnai perioq  kurÐwn idewd¸n.

(ii) O daktÔlioc Z[x] eÐnai mia akèraia perioq  (ParadeÐgmata 16.2(iii)), ìmwc den apoteleÐ

perioq  kurÐwn idewd¸n afoÔ up�rqoun ide¸dh ston Z[x] pou den eÐnai kÔria (Par�deig-

ma 17.11(ii)).

Je¸rhma 17.12. K�je EukleÐdeia perioq  eÐnai perioq  kurÐwn idewd¸n.

Apìdeixh. 'Estw R mia EukleÐdeia perioq . Upojètoume ìti I eÐnai ide¸dec thc R. An

I = {0R}, tìte I = 〈0R〉 kai I eÐnai kÔrio ide¸dec. 'Estw t¸ra ìti I perièqei mh-mhdenik�

stoiqeÐa. Tìte to sÔnolo S = {δ(a) : a ∈ I − {0R}} (⊆ N ∪ {0}) eÐnai èna mh-kenì, k�tw

fragmèno uposÔnolo twn akeraÐwn. 'Estw s to el�qisto stoiqeÐo tou S (arq  kal c

di�taxhc � parallag ). Tìte up�rqei b ∈ I − {0R} tètoio ¸ste δ(b) = s. Ja deÐxoume

ìti I = 〈b〉. Profan¸c 〈b〉 ⊆ I. 'Estw t¸ra a ∈ I. Tìte a = qb + r gia k�poia q, r ∈ R
ìpou eÐte r = 0, eÐte δ(r) < δ(b). 'Omwc r = a + −(qb) ∈ I. 'Epetai ìti r = 0 (mporoÔme

eÔkola na apokleÐsoume thn perÐptwsh (r 6= 0 kai) δ(r) < δ(b) apì thn epilog  tou b).

'Ara a = qb ∈ 〈b〉. Sun�goume ìti I ⊆ 〈b〉 kai epomènwc I = 〈b〉.

Pìrisma 17.13. An F eÐnai s¸ma, tìte o daktÔlioc poluwnÔmwn F [x] eÐnai mia perioq 

kurÐwn idewd¸n.

Par�deigma. Diathr¸ntac ton sumbolismì kai thn upìjesh tou Jewr matoc 16.5 (kai

thc apìdeixhc tou), jètoume I = {s(x)f(x) + t(x)g(x) : s(x), t(x) ∈ F [x]}. Tìte I eÐnai

èna (mh-mhdenikì) ide¸dec tou F [x] kai epomènwc up�rqei monikì e(x) ∈ I tètoio ¸ste I =
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〈e(x)〉. K�je stoiqeÐo tou I eÐnai grammikìc sunduasmìc twn f(x) kai g(x) kai epomènwc

to Ðdio sumbaÐnei me to e(x). Sunep¸c, e(x) =mkd(f(x), g(x)) afoÔ ikanopoioÔntai ta (i),

(ii) kai (iii) ston orismì tou mkd. Epiplèon, koit�xte thn apìdeixh tou Jewr matoc 16.5,

èqoume ìti e(x) eÐnai to monadikì monikì polu¸numo el�qistou bajmoÔ sto I.

Parat rhsh 17.14. 'Estw R metajetikìc 1-daktÔlioc, a, b ∈ R kai u ∈ R∗. Tìte

isqÔoun:

(i) 〈a〉 ⊆ 〈b〉 an, kai mìno an, a = cb gia k�poio c ∈ R.

(ii) An èna ide¸dec I tou R perièqei to u tìte I = R.

(iii) An r ∈ R, tìte 〈r〉 = 〈ur〉.

(iv) Sthn perÐptwsh pou R eÐnai akèraia perioq  èqoume ìti 〈a〉 = 〈b〉 an, kai mìno an,

a = vb gia k�poio v ∈ R∗. (Pio eidik� 〈a〉 = R an, kai mìno an, a ∈ R∗, afoÔ profan¸c

〈1R〉 = R.)

Orismìc. 'Estw R mia akèraia perioq .

(1) 'Ena stoiqeÐo p ∈ R kaleÐtai an�gwgo an p 6∈ (R∗ ∪ {0R}) kai, opoted pote p = ab me

a, b ∈ R, èqoume ìti eÐte a ∈ R∗ eÐte b ∈ R∗.

(2) R kaleÐtai perioq  monadik c paragontopoÐhshc (PMP) an isqÔoun

(i) k�je stoiqeÐo tou R pou den an kei sto sÔnolo R∗ ∪ {0R} mporeÐ na ekfrasteÐ wc

ginìmeno anag¸gwn, kai

(ii) an p1 . . . pm = q1 . . . qn, ìpou pi kai qj eÐnai an�gwga stoiqeÐa tou R, tìte m = n kai

(met� apì pijan  allag  thc di�taxhc) pi = uiqi me ui ∈ R∗ (1 ≤ i ≤ n).

ShmeÐwsh 17.15. (i) An p eÐnai an�gwgo stoiqeÐo thc akèraiac perioq c R kai u ∈ R∗,
tìte pu eÐnai epÐshc an�gwgo stoiqeÐo thc R (koit�xte thn 'Askhsh 17.4).

(ii) To Jemeli¸dec Je¸rhma thc Arijmhtik c mac lèei ìti Z eÐnai (PMP). SÔmfwna me

ton orismì mac, ta an�gwga stoiqeÐa tou Z eÐnai thc morf c ±p ìpou p eÐnai pr¸toc. (Sto
plaÐsio aut c thc suz thshc, oi paragontopoi seic 2 · 3 kai (−2)(−3) tou akeraÐou 6 eÐnai

��ousiastik� Ðdiec�� � upenjumÐzoume ìti Z∗ = {1,−1}.)

(iii) 'Estw F èna s¸ma. 'Eqoume dei ìti tìte F [x] eÐnai mia akèraia perioq . Ta antistrè-

yima stoiqeÐa tou F [x] eÐnai ta mh-mhdenik� stajer� polu¸numa. Ta an�gwga stoiqeÐa tou

F [x] eÐnai ta gnwst� mac an�gwga polu¸numa epÐ tou F (dhlad  ta mh-mhdenik� polu¸-

numa p(x) ∈ F [x] ìpou deg(p) ≥ 1 kai opoted pote p(x) = f(x)g(x) me f(x), g(x) ∈ F [x]

prokÔptei ìti èna apì ta f(x), g(x) eÐnai stajerì polu¸numo).

Par�deigma. Jètoume ω = i
√

5 ∈ C. Jètoume epÐshc R = {a + bω : a, b ∈ Z}. Sthn

'Askhsh 15.8 èqoume dei ìti R eÐnai mia akèraia perioq  kai ìti R∗ = {1,−1}. EÔkola

mporoÔme na deÐxoume ìti ta stoiqeÐa 2, 3, 1 + ω, 1− ω tou R eÐnai an�gwga. Jewr¸ntac

t¸ra thn exÐswsh 6 = 2·3 = (1+ω)(1−ω), sumperaÐnoume ìti R den eÐnai perioq  monadik c

paragontopoÐhshc. [Gia na deÐxoume ìti to 2 eÐnai an�gwgo stoiqeÐo tou R upojètoume ìti
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2 = (a+bω)(x+yω), ìpou a, b, x, y ∈ Z. 'Epetai ìti 4 = (a2 +5b2)(x2 +5y2) kai epomènwc

b = y = 0. Sun�goume ìti a = ±1   ±2 kai x = ±2   x = ±1, �ra o ènac apì touc dÔo

par�gontec an kei sto R∗ = {1,−1}. Me parìmoio trìpo deÐqnoume ìti kai ta upìloipa

stoiqeÐa 3, 1 + ω, 1− ω eÐnai an�gwga.]

ShmeÐwsh 17.16. (i) Sthn pragmatikìthta mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti (EP)⇒(PKI)⇒(PMP).

(ii) Z[x] eÐnai (PMP) (prokÔptei apì to L mma tou Gauss), ìmwc Z[x] den eÐnai (PKI)

afoÔ to ide¸dec I = 〈2, x〉 tou Z[x] den eÐnai kÔrio (Par�deigma 17.11(ii)).

(iii) Par�deigma (PKI) pou den eÐnai (EP): R = {a+b
√
−19 : eÐte a, b ∈ Z eÐte a− 1

2
, b− 1

2
∈

Z}. (T.S. Motzkin, Bulletin of the AMS, volume 55.)

Par�deigma 17.17. Ja deÐxoume ìti o upodaktÔlioc R = {a+ ib : a, b ∈ Z} tou C eÐnai

mia EukleÐdeia perioq  me EukleÐdeia sun�rthsh δ(a+ib) = a2+b2. ParathroÔme pr¸ta ìti

R eÐnai mia akèraia perioq  (giatÐ;). EpÐshc, an z = a + ib, tìte δ(z) = zz̄ = |z|2. 'Estw
t¸ra z1, z2 ∈ R − {0}. 'Eqoume tìte, δ(z1z2) = (z1z2)(z1z2) = z1z2z̄1z̄2 = z1z̄1z2z̄2 =

δ(z1)δ(z2) ≥ δ(z1), afoÔ δ(z2) ≥ 1. 'Estw t¸ra z, w ∈ R me w 6= 0. JewroÔme to

stoiqeÐo zw−1 wc stoiqeÐo tou C. 'Omwc ww̄ = |w|2 = δ(w) (≥ 1 afoÔ w 6= 0). Sunep¸c

w−1 = w̄/δ(w) ìpou δ(w) ∈ N. 'Epetai ìti zw−1 = 1
r
zw̄ gia k�poio r ∈ N kai epomènwc

zw−1 = x + iy gia k�poia x, y ∈ Q. Gr�foume x = c + u kai y = d + v ìpou c, d ∈ Z
kai u, v ∈ Q me |u|, |v| ≤ 1

2
. [Epilègoume dhlad  ��touc pio kontinoÔc akèraiouc�� sta x

kai y � se orismènec peript¸seic èqoume perissìterec apì mÐa epilogèc.] ProkÔptei tìte

ìti z = w(c + id) + w(u + iv). 'Omwc w(u + iv) ∈ R afoÔ w(u + iv) = z − w(c + id).

Epiplèon, èqoume ìti eÐte w(u + iv) = 0 (autì isqÔei an, kai mìno an, u = v = 0 afoÔ

w 6= 0) eÐte δ(w(u + iv)) = |w(u + iv)|2 = |w|2|u + iv|2 = δ(w)(u2 + v2) < δ(w), afoÔ

(u2 + v2) ≤ 1
4

+ 1
4

= 1
2
< 1, deÐqnontac ètsi ìti R eÐnai mia (EP).

Par�deigma 17.18. 'Estw R = {a+ ib : a, b ∈ Z}. Jètoume epÐshc δ(a+ ib) = a2 + b2.

Ja broÔme q, r ∈ R me δ(r) < δ(8+ i) tètoia ¸ste 10+11i = q(8+ i)+r. QrhsimopoioÔme

ton sullogismì sto Par�deigma 17.17. 'Eqoume tìte

10 + 11i

8 + i
=

10 + 11i

8 + i
· 8− i

8− i
=

91 + 78i

65
= (1 + i) +

(26

65
+

13

65
i
)

= (1 + i) +
(2

5
+

1

5
i
)
.

'Epetai ìti 10 + 11i = (1 + i)(8 + i) + (3 + 2i). Jètoume q = 1 + i, r = 3 + 2i. Tìte

q, r ∈ R kai δ(r) = 32 + 22 = 13 < 65 = δ(8 + i).

Sqìlio. Sto Kef�laio 1 (koit�xte stic Shmei¸seic kai Sqìlia) sunant same to ��je¸rh-

ma twn dÔo tetrag¸nwn�� tou Fermat. Sthn 'Askhsh 9.16 apodeÐxame thn mia kateÔjunsh

tou jewr matoc autoÔ. Gia na apodeiqjeÐ h antÐstrofh kateÔjunsh, shmantikì rìlo paÐzei

to gegonìc ìti ìti o daktÔlioc R = {a+ ib : a, b ∈ Z} eÐnai mia EP ìpwc èqoume deÐxei sto

Par�deigma 17.17.

17.3. Megistik� ide¸dh, epekt�seic swm�twn

Prìtash 17.19. 'Estw F s¸ma kai I = 〈f(x)〉 ìpou f(x) ∈ F [x] me deg(f(x)) = n > 0.

K�je stoiqeÐo tou F [x]/I ekfr�zetai me monadikì trìpo sthn morf  (α0 + α1x+ α2x
2 +
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. . .+ αn−1x
n−1) + I, ìpou α0, α1, . . . , αn−1 ∈ F .

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. 'Estw g(x) ∈ F [x]. SÔmfwna me to je¸rhma

diaÐreshc, g(x) = q(x)f(x) + r(x) ìpou q(x), r(x) ∈ F [x] kai eÐte r(x) = 0, eÐte deg(r) <

n = deg(f). Profan¸c g(x) + I = r(x) + I afoÔ g(x) − r(x) ∈ I. 'Estw t¸ra ìti

(α0 + α1x+ . . .+ αn−1x
n−1) + I = (β0 + β1x+ . . .+ βn−1x

n−1) + I (αi, βj ∈ F ). 'Eqoume
tìte ìti h(x) ∈ I, ìpou h(x) = (α0− β0) + (α1− β1)x+ . . .+ (αn−1− βn−1)xn−1(∈ F [x]).

An h(x) den eÐnai to mhdenikì polu¸numo ja eÐqame tìte deg(h) ≥ n = deg(f), (afoÔ

h(x) ∈ 〈f(x)〉), pou eÐnai �topo. Sun�goume ìti h(x) = 0 kai epomènwc αi = βi, gia

i = 0, 1, . . . , n− 1.

Orismìc. 'Ena ide¸dec I tou daktulÐou R kaleÐtai megistikì ide¸dec tou R an eÐnai

gn sio kai, epiplèon, den up�rqei ide¸dec J tou R me I $ J $ R.

Je¸rhma 17.20. 'Estw R metajetikìc 1-daktÔlioc kai M ide¸dec tou R. Tìte R/M

eÐnai s¸ma an, kai mìno an, M eÐnai megistikì ide¸dec tou R.

Apìdeixh. Upojètoume ìti R eÐnai metajetikìc 1-daktÔlioc kai M ide¸dec tou R. Pro-

fan¸c èqoume tìte ìti R/M eÐnai ènac metajetikìc daktÔlioc.

'Estw pr¸ta ìti R/M eÐnai s¸ma. Tìte M eÐnai gn sio ide¸dec afoÔ R/M perièqei

toul�qiston dÔo stoiqeÐa. Upojètoume t¸ra ìti N eÐnai ide¸dec tou R me M $ N kai ìti

a ∈ N −M . 'Eqoume tìte a + M 6= 0R + M kai epomènwc a + M ∈ (R/M)∗. 'Epetai

ìti up�rqei b ∈ R me (a + M)(b + M) = 1R + M (profan¸c 1R + M eÐnai to monadiaÐo

stoiqeÐo tou R/M). 'Omwc (a+M)(b+M) = ab+M , �ra ab+M = 1R +M . Sunep¸c

ab − 1R = m gia k�poio m ∈ M (⊆ N). 'Ara 1R = ab −m ∈ N , afoÔ ab ∈ N (N eÐnai

ide¸dec, a ∈ N kai b ∈ R). Sun�goume ìti N = R.

'Estw t¸ra ìti M eÐnai megistikì ide¸dec tou R. Profan¸c 1R 6∈M (to ide¸dec M eÐnai

gn sio). AfoÔ 1R + M 6= 0R + M èqoume ìti o metajetikìc daktÔlioc R/M eÐnai ènac

1-daktÔlioc me monadiaÐo stoiqeÐo to 1R + M . Upojètoume epÐshc ìti a ∈ R −M . ArkeÐ

na deÐxoume ìti a + M ∈ (R/M)∗. Profan¸c M perièqetai gn sia sto ide¸dec M + 〈a〉.
AfoÔ M eÐnai megistikì, èqoume ìti M + 〈a〉 = R kai epomènwc 1R = m + ra gia k�poia

m ∈ M kai r ∈ R (R eÐnai ènac 1-daktÔlioc). 'Epetai ìti 1R + M = ra + M . 'Omwc

ra+M = (r +M)(a+M) (= (a+M)(r +M) afoÔ R/M eÐnai metajetikìc daktÔlioc).

Sun�goume ìti a+M ∈ (R/M)∗ kai epomènwc R/M eÐnai s¸ma.

Prìtash 17.21. 'Estw ìti R eÐnai (PKI) kai ìti a ∈ R−{0R}. Tìte 〈a〉 eÐnai megistikì
ide¸dec tou R an, kai mìno an, a eÐnai an�gwgo stoiqeÐo tou R.

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh.

Upojètoume pr¸ta ìti 〈a〉 eÐnai megistikì ide¸dec tou R. Profan¸c a 6∈ R∗ afoÔ 〈a〉 6= R

(Parat rhsh 17.14(iv) � to ide¸dec 〈a〉 eÐnai gn sio). 'Estw t¸ra ìti a = bc gia k�poia

b, c ∈ R. Tìte 〈a〉 ⊆ 〈b〉. An b 6∈ R∗, tìte 〈b〉 eÐnai gn sio ide¸dec tou R kai 〈a〉 = 〈b〉
afoÔ to ide¸dec 〈a〉 eÐnai megistikì. Sunep¸c a = bu gia k�poio u ∈ R∗. 'Epetai ìti
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bu = a = bc, �ra b(u − c) = 0R. 'Omwc b 6= 0R afoÔ a 6= 0R. Sun�goume ìti u − c = 0R
afoÔ R eÐnai akèraia perioq . ('Ara c = u ∈ R∗.)

Upojètoume t¸ra ìti a eÐnai an�gwgo stoiqeÐo tou R. Pio eidik� a 6∈ R∗ kai epomènwc 〈a〉
eÐnai gn sio ide¸dec tou R. 'Estw J ide¸dec tou R me 〈a〉 $ J ⊆ R. Tìte J = 〈d〉 gia
k�poio d ∈ R afoÔ R eÐnai (PKI). 'Epetai ìti a = rd gia k�poio r ∈ R−R∗. AfoÔ a eÐnai
an�gwgo, èqoume ìti d ∈ R∗. Sun�goume ìti 〈d〉 = R (epomènwc 〈a〉 eÐnai megistikì).

Orismìc. 'Ena ide¸dec I enìc daktulÐou R kaleÐtai pr¸to an eÐnai gn sio kai, epiplèon,

apì ab ∈ I (ìpou a, b ∈ R) prokÔptei ìti eÐte a ∈ I, eÐte b ∈ I.

'Askhsh. 'Estw R metajetikìc 1-daktÔlioc. DeÐxte ta pio k�tw.

(i) An I eÐnai gn sio ide¸dec tou R, tìte R/I eÐnai akèraia perioq  an, kai mìno an, I eÐnai

pr¸to ide¸dec.

(ii) K�je megistikì ide¸dec tou R eÐnai kai pr¸to ide¸dec.

Gia na kataskeu�soume touc migadikoÔc apì touc pragmatikoÔc arijmoÔc �prosartoÔme�

stouc pragmatikoÔc èna stoiqeÐo i pou ikanopoieÐ i2 + 1 = 0. (SugkrÐnete me ta ParadeÐg-

mata 17.7(ii) kai 17.9(ii).) Pio k�tw genikeÔoume thn kataskeu  aut .

Je¸rhma 17.22. 'Estw F s¸ma kai p(x) ∈ F [x] èna an�gwgo polu¸numo sto F [x].

Tìte o daktÔlioc phlÐko E = F [x]/〈p(x)〉 eÐnai èna s¸ma to opoÐo perièqei (èna isomorfikì

antÐgrafo me) to F kai mia jèsh mhdenismoÔ tou p(x).

Apìdeixh. Deqìmaste thn upìjesh. T¸ra F [x] eÐnai (PKI), epomènwc h Prìtash 17.21

mac exasfalÐzei ìti 〈p(x)〉 eÐnai megistikì ide¸dec tou F [x]. Sunep¸c E = F [x]/〈p(x)〉
eÐnai s¸ma. [QrhsimopoioÔme to Je¸rhma 17.20 � profan¸c F [x] eÐnai ènac metajetikìc

1-daktÔlioc.] Jètoume I = 〈p(x)〉 kai F ′ = {c+ I : c ∈ F} ⊆ E. EÔkola parathroÔme ìti

F ′ eÐnai èna upìswma tou E kai ìti h apeikìnish c 7→ c + I apì to F sto F ′ eÐnai ènac

isomorfismìc daktulÐwn (�skhsh). Mèsw tou isomorfismoÔ autoÔ tautÐzoume to s¸ma F

me to F ′ kai me autì ton trìpo jewroÔme to F wc upìswma tou E (sugkrÐnete me thn

Parat rhsh 15.14 kai to Par�deigma 15.13(ii)). Gr�foume p(y) = c0 + c1y + . . .+ cny
n ∈

F [y], ìpou ci ∈ F kai n ≥ 1 (p eÐnai an�gwgo polu¸numo). Jètoume α = x + I ∈ E.

'Eqoume tìte (qrhsimopoi¸ntac thn taÔtish: F 3 c↔ c+ I ∈ F ′):

evα(p) = c0 + c1α + . . .+ cnα
n = (c0 + I) + (c1 + I)α + . . .+ (cn + I)αn

= (c0 + I) + (c1 + I)(x+ I) + . . .+ (cn + I)(x+ I)n

= (c0 + I) + (c1x+ I) + . . .+ (cnx
n + I) = (c0 + c1x+ . . .+ cnx

n) + I

= p(x) + I = I = 0E.

Sun�goume ìti α eÐnai mia jèsh mhdenismoÔ sto E gia to polu¸numo p(y) ∈ F [y] (⊆ E[y]).

ShmeÐwsh 17.23. DiathroÔme ton sumbolismì apì to Je¸rhma 17.22 ìpou èqoume deÐ-

xei ìti up�rqei k�poio s¸ma E kai ènac enriptikìc omomorfismìc ψ : F → E t.w. to
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polu¸numo ψ∗(p) èqei mia jèsh mhdenismoÔ α (= x + 〈p(x)〉) sto E. [Wc sun jwc, me ψ∗

sumbolÐzoume ton omomorfismì daktulÐwn F [y]→ E[y] pou ep�getai apì ton ψ (koit�xte

thn Prìtash 16.3).] 'Estw S èna sÔnolo to opoÐo eÐnai ìmoio proc to E−imψ (up�rqei dh-

lad  amfimonos manth sun�rthsh apì to S sto sumpl rwma tou imψ sto E), kai to opoÐo

eÐnai xèno proc to F . Jètoume E ′ = F ∪S. Tìte h sun�rthsh ψ mporeÐ na epektajeÐ se mia

amfimonos manth sun�rthsh apì to E ′ sto E, thn opoÐa epÐshc sumbolÐzoume me ψ. Sthn

sunèqeia ja metatrèyoume to sÔnolo E ′ se èna s¸ma to opoÐo perièqei to F wc upìswma.

Gia na to petÔqoume autì orÐzoume, gia x, y ∈ E ′, prìsjesh kai pollaplasiasmì wc ex c:

x+y = ψ−1(ψ(x)+ψ(y)) kai xy = ψ−1(ψ(x)ψ(y)), ìpou oi pr�xeic sta dexi� mèlh eÐnai oi

pr�xeic sto s¸ma E. PeriorÐzontac tic nèec pr�xeic sto F , parathroÔme ìti sumpÐptoun

me tic dosmènec pr�xeic sto arqikì s¸ma F . Epiplèon, jètontac ξ = ψ−1(α) parathroÔme

ìti evξ(p) = 0. [Ex ghsh: 0 = evαψ
∗(p) = ψ(evξ(p)).] SunoyÐzontac, me mia prosarmog 

thc apìdeixhc tou Jewr matoc 17.22, èqoume deÐxei ìti pr�gmati up�rqei èna s¸ma E ′ to

opoÐo perièqei to F wc upìswma (kai ìqi apl� perièqei èna isomorfikì antÐgrafo tou F

wc upìswma) kai mia jèsh mhdenismoÔ tou an�gwgou (epÐ tou F ) poluwnÔmou p(x) ∈ F [x].

Parat rhsh 17.24. SuneqÐzoume me thn upìjesh (kai sumbolismì) tou Jewr ma-

toc 17.22 kai me parìmoio sullogismì ìpwc sthn apìdeixh tou jewr matoc autoÔ mporoÔme

na deÐxoume (me α = x+I), ìti evα(g) = g(x)+I (∈ E) gia k�je g(y) ∈ F [y] (⊆ E[y]). Sug-

krÐnontac t¸ra me thn Prìtash 17.19 parathroÔme ìti k�je stoiqeÐo tou E = F [x]/〈p(x)〉
ekfr�zetai me monadikì trìpo sthn morf  d0 +d1α+d2α

2 + . . .+dn−1α
n−1 (= (d0 +d1x+

d2x
2 + . . .+dn−1x

n−1)+I), ìpou d0, d1, . . . , dn−1 ∈ F . H prìsjesh kai o pollaplasiasmìc

sto E dÐnontai apì touc sunhjismènouc kanìnec thc arijmhtik c me ton epiplèon perio-

rismì ìti evα(p) = 0. Sthn perÐptwsh pou F eÐnai èna peperasmèno s¸ma me akrib¸c q

stoiqeÐa, èqoume ìti E perièqei akrib¸c qn stoiqeÐa (ìpou n = deg(p)).

Par�deigma 17.25. (i) H kataskeu  tou C (= R[x]/〈x2 +1〉) : K�je migadikìc arijmìc

ekfr�zetai monadik� sthn morf  d0 + d1i (d0, d1 ∈ R) ìpou i2 = −1. [Jètoume p(y) =

y2 + 1 ∈ R[y], tìte evi(p) = i2 + 1 = 0, ìpou i = x+ 〈p(x)〉.]

(ii) Ja kataskeu�soume èna peperasmèno s¸ma me akrib¸c tèssera stoiqeÐa: XekinoÔme

me to s¸ma F = Z2 = {0, 1}. To polu¸numo p(x) = 1 + x + x2 ∈ F [x] eÐnai an�gwgo

epÐ tou F afoÔ h mình pijan  paragontopoÐhsh ja  tan se dÔo par�gontec bajmoÔ 1 kai

autì ja s maine ìti to s¸ma F perièqei jèsh mhdenismoÔ tou p(x). 'Omwc 02 + 0 + 1 6= 0

kai 12 + 1 + 1 6= 0. Jètoume E = F [x]/〈p(x)〉 kai α = x + 〈p(x)〉. 'Eqoume tìte

ìti 1 + α + α2 (= evα(p)) = 0 kai ìti E = {d0 + d1α : d0, d1 ∈ F} = {0, 1, α, 1 + α}
(qrhsimopoioÔme ta 17.22 kai 17.24). To s¸ma E èqei akrib¸c 4 stoiqeÐa. ParathroÔme

epÐshc ìti gia k�je x ∈ E isqÔei x + x = x(1 + 1) = x · 0 = 0, �ra x = −x. Jètontac

β = 1 +α = α2, paÐrnoume touc akìloujouc pÐnakec prìsjeshc kai pollaplasiasmoÔ sto

s¸ma E :

+ 0 1 α β
0 0 1 α β
1 1 0 β α
α α β 0 1
β β α 1 0

· 0 1 α β
0 0 0 0 0
1 0 1 α β
α 0 α β 1
β 0 β 1 α
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[Gia par�deigma, ββ = (1 + α)(1 + α) = (1 + α + α2) + α = 0 + α = α.]

ShmeÐwsh. An p eÐnai pr¸toc kai n ∈ N, tìte èna peperasmèno s¸ma me akrib¸c pn

stoiqeÐa mporeÐ na kataskeuasteÐ me ton Ðdio trìpo an up�rqei an�gwgo polu¸numo bajmoÔ

n ston daktÔlio Zp[x]. Sthn pragmatikìthta mporoÔme na deÐxoume ìti autì eÐnai p�nta

dunatì.

Je¸rhma 17.26. (Galois). Gia opoiond pote pr¸to p kai opoiond pote jetikì akèraio

n, up�rqei èna an�gwgo polu¸numo bajmoÔ n ston Zp[x] kai epomènwc èna peperasmèno

s¸ma me akrib¸c pn stoiqeÐa.

Ask seic

17.1 (i) ΄Εστω R δακτύλιος. Δείξτε ότι η τομή οποιασδήποτε (μη-κενής) οικογένειας ιδεωδών του R είναι

επίσης ιδεώδες του R.

(ii) ΄Εστω R δακτύλιος και I, J ιδεώδη του R. Θέτουμε I + J = {a + b : a ∈ I, b ∈ J}. Δείξτε ότι

I + J είναι ιδεώδες του R.

17.2 ΄Εστω R μεταθετικός 1-δακτύλιος. Δείξτε ότι R είναι σώμα αν, και μόνο αν, τα μόνα ιδεώδη του R

είναι το {0R} και το R.

17.3 ΄Εστω F σώμα και s(x), p(x) ∈ F [x] όπου p(x) είναι ανάγωγο επί του F . Θέτουμε I = {p(x)f(x) : f(x) ∈
F [x]}. Αν p(x) - s(x), δείξτε ότι s(x) + I είναι αντιστρέψιμο στοιχείο του δακτυλίου πηλίκο F [x]/I.

17.4 Αν p είναι ανάγωγο στοιχείο της ακέραιας περιοχής R και u ∈ R∗, δείξτε ότι pu είναι επίσης ανάγωγο

στοιχείο της R.

17.5 Θέτουμε R = {a + ib : a, b ∈ Z}. Βρείτε (qj , rj) ∈ R × R με |rj |2 < 4 τ.ω. 3 + 5i = 2qj + rj για

1 ≤ j ≤ 4.

17.6 Δείξτε ότι το ιδεώδες 〈2, x〉 του δακτυλίου Z[x] δεν είναι κύριο.

17.7 ΄Εστω R μεταθετικός 1-δακτύλιος. Δείξτε τα πιο κάτω.

(i) Αν I είναι γνήσιο ιδεώδες του R, τότε R/I είναι ακέραια περιοχή αν, και μόνο αν, I είναι πρώτο

ιδεώδες.

(ii) Κάθε μεγιστικό ιδεώδες του R είναι και πρώτο ιδεώδες.

17.8 Κατασκευάστε σώματα F1, F2 με ακριβώς 8 και 9 στοιχεία αντίστοιχα.
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LÔseic ask sewn

1.1 Τα (i), (iii) και (iv) είναι προτάσεις ενώ το (ii) δεν είναι πρόταση.

1.2 Η λύση για τα (iv), (v), (vii) προκύπτει από τους πιο κάτω αληθοπίνακες:

p q ∼p ∼q p ∧ q ∼(p ∧ q) (∼p) ∨ (∼q) p ∨ q ∼(p ∨ q) (∼p) ∧ (∼q)
α α ψ ψ α ψ ψ α ψ ψ

α ψ ψ α ψ α α α ψ ψ

ψ α α ψ ψ α α α ψ ψ

ψ ψ α α ψ α α ψ α α

p q r q ∨ r p ∧ (q ∨ r) p ∧ q p ∧ r (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)
α α α α α α α α

α α ψ α α α ψ α

α ψ α α α ψ α α

α ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ α α α ψ ψ ψ ψ

ψ α ψ α ψ ψ ψ ψ

ψ ψ α α ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

Για το (viii): Υποθέτουμε πρώτα ότι p ↔ q είναι αληθής. Αν p είναι αληθής, τότε q είναι αληθής και οι

προτάσεις p→ q, q → p είναι και οι δύο αληθείς. Παρόμοια, αν p είναι ψευδής, τότε q είναι επίσης ψευδής

και πάλι οι προτάσεις p→ q, q → p είναι και οι δύο αληθείς.

΄Εστω τώρα ότι p↔ q είναι ψευδής με την p αληθή. Τότε q είναι ψευδής και η πρόταση p→ q είναι ψευδής

δείχνοντας έτσι ότι η πρόταση ((p→ q)∧ (q → p)) είναι ψευδής. Χρησιμοποιούμε παρόμοιο συλλογισμό για

την περίπτωση που p↔ q είναι ψευδής με την p να είναι ψευδή.

1.3 Γράφουμε
√

3 = m/n (όπου m είναι ακέραιος και n φυσικός με τους m,n να έχουν το 1 ως τον μόνο

κοινό θετικό διαιρέτη). ΄Εχουμε τότε ότι 3n2 = m2
και επομένως m είναι πολλαπλάσιο του 3. [Εξήγηση:

Προφανώς, το m2
είναι πολλαπλάσιο του 3. Αν m δεν είναι πολλαπλάσιο του 3, τότε m = 3k + 1 ή

m = 3k+ 2 για κάποιο ακέραιο k (περισσότερα για το σημείο αυτό στο Κεφάλαιο 9). Αν m = 3k+ 1, τότε

m2 = 9k2 + 6k+ 1 = 1 + 3(2k+ 3k2), άρα m2
δεν είναι πολλαπλάσιο του 3 που είναι άτοπο. Παρόμοια για

την περίπτωση που m = 3k+2.] Γράφοντας τώρα m = 3k όπου k είναι ακέραιος προκύπτει ότι 3n2 = 9k2
ή,

ισοδύναμα, n2 = 3k2
. ΄Εχουμε δείξει ότι και ο ακέραιος n2

, και επομένως ο ακέραιος n, είναι πολλαπλάσιο

του 3 που είναι άτοπο.

1.4 ΄Εστω ότι υπάρχουν ρητοί r, s με
√

3 = r + s
√

2. Υπολογίζοντας το τετράγωνο για κάθε ένα από τα

μέλη της εξίσωσης αυτής παίρνουμε 3 = r2 + 2s2 + 2
√

2rs. Αν rs 6= 0, τότε από την τελευταία εξίσωση

βλέπουμε ότι
√

2 μπορεί να εκφραστεί στην μορφή a/b όπου a ακέραιος και b φυσικός, που είναι άτοπο

(έχουμε δείξει ότι
√

2 είναι άρρητος). Συνεπώς υποθέτουμε ότι rs = 0. Αν s = 0, έχουμε τότε ότι 3 = r2

που είναι άτοπο (΄Ασκηση 1.3). Απομένει λοιπόν να εξετάσουμε την περίπτωση που rs = 0 με s 6= 0.

΄Εχουμε τότε ότι r = 0 και επομένως 3 = 2s2
. Γράφοντας s = m

n (όπου m ακέραιος, n φυσικός, με τους
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m,n να μην έχουν άλλους κοινούς θετικούς διαιρέτες εκτός από το 1) προκύπτει ότι 3n2 = 2m2
. Αυτό μας

οδηγεί στο συμπέρασμα ότι m,n είναι και οι δύο άρτιοι που και πάλι είναι άτοπο. [Εξήγηση: ο αριθμός 3n2

είναι άρτιος και επομένως και ο n2
είναι άρτιος αφου το γινόμενο δύο περιττών αριθμών είναι περιττός.]

1.5 Θέτουμε a = m/n και a′ = m′/n′ (όπου m,m′ ακέραιοι και n, n′ φυσικοί). Υποθέτουμε επιπλέον ότι

b είναι άρρητος.

(i) ΄Εχουμε τότε ότι a+ a′ = mn′+nm′

nn′ , όπου mn′ + nm′ είναι ακέραιος και nn′ φυσικός. ΄Αρα a+ a′ είναι

ρητός

(ii) ΄Εχουμε aa′ = mm′/nn′, όπου mm′ ακέραιος, nn′ φυσικός. ΄Αρα aa′ είναι ρητός.

(iii) ΄Εστω ότι a + b είναι ρητός. Τότε a + b = c/d (c ακέραιος, d φυσικός). ΄Επεται (από το (i)) ότι

b (= (c/d)− a = c/d+ (−a)) είναι ρητός (αφού προφανώς −a είναι ρητός οποτεδήποτε a είναι ρητός), που

είναι άτοπο.

(iv) Υποθέτουμε ότι a 6= 0 και ότι ab είναι ρητός. Αφού a 6= 0, έχουμε ότι m 6= 0 και επομένως ο ρητός

αριθμός n/m ικανοποιεί (n/m)a = 1. ΄Επεται ότι b = 1 · b = ((n/m)a)b = (n/m)(ab) είναι ρητός (από το

(ii), αφού n/m και ab είναι και οι δύο ρητοί), που είναι άτοπο.

1.6 Η λύση για το (iii) προκύπτει από τον πιο κάτω αληθοπίνακα.

p q r p ∨ q q ∨ r (p ∨ q) ∨ r p ∨ (q ∨ r)
α α α α α α α

α α ψ α α α α

α ψ α α α α α

α ψ ψ α ψ α α

ψ α α α α α α

ψ α ψ α α α α

ψ ψ α ψ α α α

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

(i) Δεν ισχύει. Θεωρούμε την περίπτωση που r είναι ψευδής και οι p, q είναι και οι δύο αληθείς.

(ii) Δεν ισχύει. Θεωρούμε την περίπτωση που p είναι αληθής και q ψευδής.

(iv) Ισχύει. Υποθέτουμε πρώτα ότι (p∧ q)∧ r είναι αληθής. ΄Επεται ότι p∧ q και r είναι και οι δύο αληθείς

και επομένως p, q, r είναι όλες αληθείς. Συμπεραίνουμε ότι η πρόταση p ∧ (q ∧ r) είναι επίσης αληθής. Με

παρόμοιο συλλογισμό δείχνουμε ότι (p ∧ q) ∧ r είναι αληθής οποτεδήποτε p ∧ (q ∧ r) είναι αληθής.

1.7 (i) (a), (ii) (b), (iii) (b), (iv) (d), (v) (a)

1.8 ΄Οχι (n = 11 : 211 − 1 = 2047 = 23 · 89)

2.1 (i) ∅, (ii) {1}, (iii) {1, −1}, (iv) {1, 3, 7}.
[Υπόδειξη για το (iv): n+9

n+1 = 1 + 8
n+1 , χρειαζόμαστε το n+ 1 να είναι διαιρέτης του 8.]

2.2 {−2, −1, 0, 1, 2}

2.3 (i) 0, 1, 1, 2

(ii) 8, 1, 2

2.4 A×B = {(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c), (3, a), (3, b), (3, c)}

A×A = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}
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2.5 (i) Ισχύει: Προφανώς A×B = B×A οποτεδήποτε A = B. ΄Εστω τώρα ότι A×B = B×A με A 6= B.

Υποθέτουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι x ∈ B − A. Αν a είναι οποιοδήποτε στοιχείο του A, τότε

(a, x) ∈ A×B, όμως (a, x) 6∈ B ×A.

(ii) Δεν ισχύει: Θέτουμε A = {1, 2} = B και S = {(1, 1), (2, 2)} ⊆ A×B. Παρατηρούμε ότι δεν υπάρχουν

C ⊆ A και D ⊆ B με S = C ×D.

2.6 (i) x ∈ (A ∪B)′ ⇔ x 6∈ A ∪B ⇔ x 6∈ A και x 6∈ B ⇔ x ∈ A′ και x ∈ B′ ⇔ x ∈ A′ ∩B′.

(ii) x ∈ (A ∩B)′ ⇔ x 6∈ A ∩B ⇔ x 6∈ A ή x 6∈ B ⇔ x ∈ A′ ή x ∈ B′ ⇔ x ∈ A′ ∪B′.

(iii) x ∈ C − (A ∪ B) ⇔ x ∈ C ∩ (A ∪ B)′ ⇔ x ∈ C ∩ (A′ ∩ B′) ⇔ x ∈ (C ∩ A′) ∩ (C ∩ B′) ⇔
x ∈ (C −A) ∩ (C −B).

(iv) Θέτουμε A = {x : a(x)}, B = {x : b(x)}, C = {x : c(x)}. Τότε, χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 1.2(vii),

έχουμε A ∩ (B ∪ C) = {x : a(x) ∧ (b(x) ∨ c(x))} = {x : (a(x) ∧ b(x)) ∨ (a(x) ∧ c(x))} = {x : x ∈ A ∩B ή

x ∈ A ∩ C} = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),

(v) x ∈ C − (A ∩ B) ⇔ x ∈ C ∩ (A ∩ B)′ ⇔ x ∈ C ∩ (A′ ∪ B′) ⇔ x ∈ (C ∩ A′) ∪ (C ∩ B′) ⇔
x ∈ (C −A) ∪ (C −B).

(vi) x ∈ B − (B − A) ⇔ x ∈ B ∩ (B ∩ A′)′ ⇔ x ∈ B ∩ (B′ ∪ A) ⇔ x ∈ (B ∩ B′) ∪ (B ∩ A) ⇔
x ∈ ∅ ∪ (B ∩A) (= B ∩A = A ∩B).

2.7 (i)–(v): Ισχύουν όλα.

[Για το (v): x ∈ (A∪B)×C ⇔ x = (d, c) για κάποιο d ∈ A∪B και κάποιο c ∈ C ⇔ x = (a, c) ή x = (b, c),

(όπου a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C) ⇔ x ∈ (A× C) ή x ∈ (B × C) ⇔ x ∈ (A× C) ∪ (B × C)]

2.8 (i) ∃x∈Z ∀y∈Z (x ≥ y).

΄Αρνηση: ∀x∈Z ∃y∈Z (x < y), που είναι αληθής.

(ii) ∀n∈Z ∃m1,m2∈Z (2n = (2m1 + 1) + (2m2 + 1)), που είναι αληθής.

΄Αρνηση: ∃n∈Z ∀m1,m2∈Z (2n 6= (2m1 + 1) + (2m2 + 1))

2.9 (i) Το τετράγωνο οποιουδήποτε φυσικού αριθμού είναι φυσικός αριθμός. (Αληθής.)

(ii) Το άθροισμα των τετραγώνων οποιωνδήποτε δύο ακεραίων ισούται με το τετράγωνο κάποιου ακεραίου.

(Ψευδής.)

(iii) Το άθροισμα των τετραγώνων οποιωνδήποτε τριών πραγματικών αριθμών ισούται με οκτώ φορές κάποιο

πραγματικό αριθμό. (Αληθής.)

3.1 f είναι 1-1: Αν 2n1 − 1 = 2n2 − 1 όπου n1, n2 ∈ N, τότε n1 = n2.

f είναι επί: Αν y ∈ Y , τότε x = 1
2 (y + 1) ∈ N και f(x) = 2

(
1
2 (y + 1)

)
− 1 = y. Θέτουμε g : Y → N :

y 7→ 1
2 (y + 1), (y ∈ Y ). Τότε g ◦ f = iN και f ◦ g = iY , συνεπώς g = f−1

.

3.2 Είναι το γράφημα της συνάρτησης f : R→ Z : x 7→
{

1, αν x ∈ N,
0, αν x ∈ R− N.

3.3 (i) Ναι (ii) ΄Οχι (iii) 34 (iv) 4

3.4 (i) (a) g, h είναι 1-1, όχι όμως η f .
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(b) f, g, h δεν είναι επί: Παρατηρούμε ότι 3 ∈ N, όμως δεν υπάρχουν x, y ∈ N με f(x) = 3, g(y) = 3.

Επίσης 1 ∈ N, και h(x) = 2x+ 1 > 1 για όλα τα x ∈ N.

(ii) h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f = φ, όπου φ : N→ N : n 7→
{

5, (n > 100),
11, (n ≤ 100),

(όπου n ∈ N).

3.5 ΄Εστω Y1 και Y2 τα σύνολα των άρτιων και περιττών φυσικών αριθμών αντίστοιχα. Τότε f : Y1 → Y2 :

x 7→ x− 1 (x ∈ Y1), είναι αμφιμονοσήμαντη.

3.6 (i) ΄Οχι (ii) Ναι (iii) ΄Οχι (iv) 15

3.7 (i) f : N→ N : x 7→ x+ 1, (x ∈ N). (Τότε f(x) ≥ 2 για όλα τα x ∈ N.)

(ii) Θέτουμε f(x) =

{
1, αν x = 1,
1, αν x = 2,
x− 1, αν x ≥ 3.

(iii) Θέτουμε f(x) =

{
2, αν x = 1,
1, αν x = 2,
x, αν x ≥ 3,

και g(x) =

{
3, αν x = 2,
2, αν x = 3,
x, αν x ∈ N− {2, 3}.

Τότε (g ◦ f)(2) = 1 και (f ◦ g)(2) = 3.

3.8 (i) Κοιτάξτε την Πρόταση 3.6(i).

(ii) Υποθέτουμε ότι g ◦ f είναι 1-1. ΄Εστω τώρα ότι f(x1) = f(x2), όπου x1, x2 ∈ X. Αφού g είναι

συνάρτηση, έχουμε ότι g(f(x1)) = g(f(x2)). ΄Αρα (g ◦ f)(x1) = (g ◦ f)(x2) από τον ορισμό της σύνθεσης

συναρτήσεων. Τέλος, η υπόθεση μας ότι g ◦ f είναι 1-1 μας εξασφαλίζει ότι x1 = x2.

(iii) Υποθέτουμε ότι f και g είναι και οι δύο επί. ΄Εστω τώρα z ∈ Z. Αφού g είναι επί, υπάρχει y ∈ Y
τέτοιο ώστε z = g(y). Αφού f είναι επί, υπάρχει x ∈ X τέτοιο ώστε y = f(x). Συνάγουμε ότι υπάρχει

x ∈ X τέτοιο ώστε z = g(y) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) και επομένως η g ◦ f είναι επί.

(iv) Υποθέτουμε ότι η g ◦ f είναι επί. ΄Εστω z ∈ Z. Τότε z = (g ◦ f)(x) για κάποιο x ∈ X αφού g ◦ f είναι

επί. ΄Επεται ότι z = g(f(x)) όπου f(x) ∈ Y . Συμπεραίνουμε ότι g είναι επί.

Τελευταίο μέρος: Θέτουμε X = {1, 2}, Y = {α, β, γ} και Z = {d, e}. Θέτουμε επίσης f : X → Y όπου

f(1) = α, f(2) = β και g : Y → Z όπου g(α) = d, g(β) = g(γ) = e. Τότε g δεν είναι 1-1, όμως g ◦ f είναι

1-1.

3.9 (i) y ∈ f(A ∪ B) ⇔ y = f(x) για κάποιο x ∈ A ∪ B ⇔ y = f(x) για κάποιο x ∈ X, όπου (x ∈ A ή

x ∈ B) ⇔ y ∈ f(A) ή y ∈ f(B) ⇔ y ∈ f(A) ∪ f(B).

(ii) y ∈ f(A ∩ B) ⇒ y = f(x) για κάποιο x ∈ A ∩ B ⇒ y = f(x) για κάποιο x ∈ X, όπου (x ∈ A και

x ∈ B) ⇒ y ∈ f(A) και y ∈ f(B) ⇒ y ∈ f(A) ∩ f(B).

Παρατήρηση. Θεωρούμε την συνάρτηση f : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} : 1 7→ 1, 2 7→ 2, 3 7→ 1, 4 7→ 2.

Θέτουμε A = {1, 2} και B = {3, 4}. Τότε f(A ∩B) = f(∅) = ∅ και f(A) ∩ f(B) = {1, 2}.

(iii) x ∈ f−1(Γ ∪ ∆) ⇔ f(x) ∈ Γ ∪ ∆ ⇔ f(x) ∈ Γ ή f(x) ∈ ∆ ⇔ x ∈ f−1(Γ) ή x ∈ f−1(∆) ⇔
x ∈ f−1(Γ) ∪ f−1(∆).

(iv) x ∈ f−1(Γ ∩ ∆) ⇔ f(x) ∈ Γ ∩ ∆ ⇔ f(x) ∈ Γ και f(x) ∈ ∆ ⇔ x ∈ f−1(Γ) και x ∈ f−1(∆) ⇔
x ∈ f−1(Γ) ∩ f−1(∆).

(v) x ∈ f−1(Y − Γ) ⇔ f(x) ∈ Y − Γ ⇔ f(x) 6∈ Γ ⇔ x 6∈ f−1(Γ) ⇔ x ∈ X − f−1(Γ).

(vi) y ∈ f(f−1(Γ)) ⇒ y = f(x) για κάποιο x ∈ f−1(Γ) ⇒ y = f(x) όπου f(x) ∈ Γ ⇒ y ∈ Γ.

(vii) x ∈ A ⇒ f(x) ∈ f(A) ⇒ x ∈ f−1(f(A)).
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(viii) Υποθέτουμε ότι f είναι 1-1 και ότι y ∈ f(A) ∩ f(B). Τότε y = f(x1) για κάποιο x1 ∈ A (αφού

y ∈ f(A)) και y = f(x2) για κάποιο x2 ∈ B (αφού y ∈ f(B)). Από f(x1) = y = f(x2), όπου x1, x2 ∈ X,

παίρνουμε ότι x1 = x2 από την υπόθεση ότι f είναι 1-1. Συνάγουμε ότι x1 ∈ A ∩ B και επομένως

y = f(x1) ∈ f(A∩B). ΄Εχουμε δείξει ότι f(A)∩ f(B) ⊆ f(A∩B) οποτεδήποτε η f είναι 1-1. Συγκρίνετε

τέλος με την ΄Ασκηση 3.9(ii).

3.10 ΘέτουμεX = {x1, x2} και Y = {y1, y2, y3}. Θέτουμε επίσης f : X → Y όπου f(x1) = y1, f(x2) = y2

και g : Y → X όπου g(y1) = x1, g(y2) = x2 και g(y3) = x2.

4.1 Θα χρησιμοποιήσουμε μόνο ότι η πρόσθεση και πολλαπλασιασμός στο Z ικανοποιούν την προσεται-

ριστική και αντιμεταθετική ιδιότητα και ότι ισχύει επίσης η επιμεριστική ιδιότητα ως προς τις δύο αυτές

διμελείς πράξεις.

Λήμμα 1. ΄Εστω x, y, z, w ∈ Z. Τότε (x+ y) + (z + w) = (x+ z) + (y + w).

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας εδώ ότι η συνηθισμένη πρόσθεση στο Z είναι αντιμεταθετική και προσεται-

ριστική, παίρνουμε (x + y) + (z + w) = x + (y + (z + w)) = x + ((y + z) + w) = x + ((z + y) + w) =

x+ (z + (y + w)) = (x+ z) + (y + w).

Παρατηρούμε ότι: (a ◦ b) ◦ c = ((a+ b) + ab) ◦ c = (((a+ b) + ab) + c) + ((a+ b) + ab)c = (((a+ b) + ab) +

c)+((a+b)c+(ab)c) = ((a+b)+(ab+c))+((ac+bc)+a(bc)) = ((a+b)+(c+ab))+((bc+ac)+a(bc)) =

(((a+ b) + c) + ab) + (bc+ (ac+ a(bc))) = ((a+ (b+ c)) + ab) + (bc+ (ac+ a(bc))),

ενώ a◦(b◦c) = a◦((b+c)+bc) = (a+((b+c)+bc))+a((b+c)+bc) = (a+((b+c)+bc))+(a(b+c)+a(bc)) =

((a+ (b+ c)) + bc) + ((ab+ ac) + a(bc)) = ((a+ (b+ c)) + bc) + ((ab+ (ac+ a(bc)).

Θέτοντας x = a + (b + c), y = ab, z = bc και w = ac + a(bc), το αποτέλεσμα είναι τώρα άμεση συνέπεια

του Λήμματος 1.

4.2 (i) ΄Εστω A,B,C ⊆ X. Τότε, A4B = (A ∪B)− (A ∩B) = (B ∪A)− (B ∩A) = B4A.

(ii) Ελέγξτε πρώτα ότι ισχύει το εξής αποτέλεσμα.

Λήμμα 2. Πάνω στο σύνολο {0, 1} ορίζουμε την διμελή πράξη ⊕ ως εξής: 0⊕0 = 0, 0⊕1 = 1, 1⊕0 = 1

και 1⊕ 1 = 0. Τότε η διμελής πράξη ⊕ είναι προσεταιριστική.

[Στην πραγματικότητα, στο Λήμμα 2 έχουμε ορίσει πρόσθεση modulo 2. Στο Κεφάλαιο 10 θα δούμε πως

η έννοια αυτή γενικεύεται.]

Ορισμός. Αν S είναι υποσύνολο του καθολικού συνόλουX, ορίζουμε την χαρακτηριστική του συνάρτηση

χS : X → {0, 1}, με χS(t) =
{

1, αν t ∈ S,
0, αν t ∈ X − S .

΄Εχουμε τότε, για οποιαδήποτε υποσύνολα U, V του X, ότι U = V αν-ν χU = χV (αν-ν χU (t) = χV (t) για

όλα τα t ∈ X). Επιπλέον, χU4V (t) = χU (t) ⊕ χV (t) για όλα τα t ∈ X. [Εξετάζουμε τις περιπτώσεις: (i)

t ∈ U και t ∈ V , (ii) t ∈ U και t 6∈ V , (iii) t 6∈ U και t ∈ V , (iv) t 6∈ U και t 6∈ V .]

΄Εστω τώρα A,B,C ⊆ X. Από τα πιο πάνω, για κάθε t ∈ X, έχουμε χ(A4B)4C(t) = χ(A4B)(t)⊕χC(t) =

(χA(t)⊕ χB(t))⊕ χC(t) = χA(t)⊕ (χB(t)⊕ χC(t)) = χA(t)⊕ χB4C(t) = χA4(B4C)(t). Συνάγουμε ότι

χ(A4B)4C(t) = χA4(B4C)(t) για όλα τα t ∈ X, και επομένως (A4B)4C = A4(B4C).

[Σημείωση. Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες της ένωσης και τομής υποσυνόλων στην Πρόταση 2.5, μπο-

ρούμε να δώσουμε μια διαφορετική απόδειξη για την προσεταιριστική ιδιότητα.]

Τελευταίο μέρος: Το κενό σύνολο είναι ουδέτερο στοιχείο ως προς την πράξη αυτή.
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4.3 Θέτουμε S = N ∪ {0} και ορίζουμε a ∗ b = |a− b| για a, b ∈ S.

4.4 (i) Αν x, y ∈ Z με x > 0 και y > 0, τότε x+ y ∈ Z με x+ y > 0. Δεν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο στο

S ως προς την πράξη αυτή.

(ii) (a) Ναι, αφού το άθροισμα δύο μη-αρνητικών ακεραίων είναι ένας μη-αρνητικός ακέραιος.

(b) ΄Οχι, αφού −1 ∈ {x ∈ Z : x ≥ −1}, όμως −1 +−1 = −2 6∈ {x ∈ Z : x ≥ −1}.

4.5 π1 = (1 2 3), π2 = (3 4 5), π−1
1 = (3 2 1), π−1

2 = (5 4 3), π1 ◦ π2 = (1 2 3 4 5), π2 ◦ π1 = (1 2 4 5 3),

π−1
1 ◦ π−1

2 = (π2π1)−1 = (3 5 4 2 1), π−1
2 ◦ π−1

1 = (π1π2)−1 = (5 4 3 2 1), π1 ◦ (1 2 4) = (1 2 3)(1 2 4) =

(1 3)(2 4).

5.1 Ο συλλογισμός καταρρέει ήδη από την περίπτωση k = 2 : Η ευθεία l (αντίστοιχα, l′) διέρχεται από τα

σημεία M1, M2 (αντίστοιχα, M2, M3). Το M2 είναι πράγματι κοινό σημείο για τις l και l′, όμως οι ευθείες

αυτές μπορεί να μην έχουν άλλα κοινά σημεία (M2 = Mk, αφού k = 2). ΄Εχουμε δηλαδή ότι δεν ισχύει:

p(2) αληθής ⇒ p(3) αληθής.

5.2 (i) Θέτουμε p(n) : 1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1) = n2
. Προφανώς p(1) είναι αληθής. Υποθέτουμε ότι p(k)

είναι αληθής, όπου k ∈ N. ΄Εχουμε τότε, 1 + 3 + . . . + (2k − 1) + (2k + 1) = k2 + (2k + 1) = (k + 1)2
.

Συνάγουμε ότι p(k + 1) είναι αληθής, και επομένως p(n) είναι αληθής για όλα τα n ∈ N από την (ΡΙ).

(ii) Θέτουμε p(n) : 12 + 22 + . . . + n2 = 1
6n(n + 1)(2n + 1). Παρατηρούμε πρώτα ότι p(1) είναι αληθής.

Υποθέτουμε ότι p(k) είναι αληθής για κάποιο k ∈ N. Τότε 12 + 22 + . . .+ k2 + (k+ 1)2 = 1
6k(k+ 1)(2k+

1) + (k + 1)2 = (k + 1)( 1
6k(2k + 1) + (k + 1)) = 1

6 (k + 1)(2k2 + 7k + 6) = 1
6 (k + 1)(k + 2)(2k + 3) =

1
6 (k + 1)(k + 2)(2(k + 1) + 1). Το αποτέλεσμα είναι άμεση συνέπεια της (ΡΙ).

(iii) Θέτουμε p(n) : 1·2+2·3+. . .+n(n+1) = 1
3n(n+1)(n+2). Τότε p(1) είναι αληθής. Επιπλέον, αν p(k)

είναι αληθής, όπου k ∈ N, έχουμε 1·2+2·3+. . .+k(k+1)+(k+1)(k+2) = 1
3k(k+1)(k+2)+(k+1)(k+2) =

1
3 (k + 1)(k + 2)(k + 3). ΄Εχουμε, δηλαδή, ότι p(k + 1) είναι αληθής. Χρησιμοποιούμε, τέλος, την (ΡΙ).

(iv) Θέτουμε p(n) : 1
1·3 + 1

3·5 + . . . + 1
(2n−1)(2n+1) = n

2n+1 . Παρατηρούμε πρώτα ότι p(1) είναι αληθής.

Αν τώρα p(k) είναι αληθής για κάποιο k ∈ N έχουμε,
1

1·3 + 1
3·5 + . . . + 1

(2k−1)(2k+1) + 1
(2k+1)(2k+3) =

k
2k+1 + 1

(2k+1)(2k+3) = 2k2+3k+1
(2k+1)(2k+3) = (2k+1)(k+1)

(2k+1)(2k+3) = k+1
2k+3 , άρα p(k+ 1) είναι αληθής. Χρησιμοποιούμε και

πάλι την (ΡΙ).

5.3 ΄Εστω, για κάθε n ∈ N, η πρόταση p(n) : Για τον ακέραιο n, υπάρχει an ∈ Z με 10n = 9an + 1.

΄Εχουμε, 101 = 9(1) + 1, συνεπώς p(1) είναι αληθής (θέτουμε a1 = 1). Υποθέτουμε τώρα ότι p(k) είναι

αληθής για κάποιο k ∈ N. (΄Εχουμε υποθέσει δηλαδή ότι, για το συγκεκριμένο k, υπάρχει ακέραιος ak με

10k = 9ak + 1.) ΄Επεται ότι 10k+1 = 10(10k) = 10(9ak + 1) = 9 · 10 · ak + 9 + 1 = 9(10ak + 1) + 1.

Θέτουμε ak+1 = 10ak + 1. Τότε ak+1 ∈ Z αφού ak ∈ Z και, επιπλέον, 10k+1 = 9ak+1 + 1. Συνοψίζοντας,

έχουμε δείξει ότι για κάθε k ∈ N ισχύει: p(k+ 1) είναι αληθής οποτεδήποτε p(k) είναι αληθής. Η (ΡΙ) μας

εξασφαλίζει ότι p(n) είναι αληθής για όλα τα n ∈ N (και επομένως για όλα τα n ∈ Z με n > 0).

5.4 ΄Εστω, για κάθε n ∈ N, η πρόταση p(n) : 2n > n3
. Παρατηρούμε πρώτα ότι 210 = 1024 > 1000 = 103

,

άρα p(10) είναι αληθής. Υποθέτουμε τώρα ότι p(k) είναι αληθής για κάποιο k ∈ N με k ≥ 10. ΄Εχουμε

τότε, 2k+1 (= 2(2k)) > 2k3 = (k + 1)3 + k3 − 3k2 − 3k − 1 > (k + 1)3 + k3 − 3k2 − 3k − 4 = (k + 1)3 +

(k − 4)(k2 + k + 1) > (k + 1)3
, αφού k ≥ 10. ΄Εχουμε δείξει ότι για όλα τα k ∈ N με k ≥ 10 ισχύει: p(k)

αληθής ⇒ p(k + 1) αληθής. Χρησιμοποιούμε, τέλος, την κατάλληλη γενίκευση της (ΡΙ).

5.5 (i) (I1)⇒ (W). Υποθέτουμε ότι ισχύει το (I1). ΄Εστω τώρα ότι T είναι ένα μη-κενό υποσύνολο του N.

Θέλουμε να δείξουμε ότι το T έχει ελάχιστο στοιχείο. Προχωρούμε με απαγωγή σε άτοπο και υποθέτουμε
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ότι T δεν έχει ελάχιστο στοιχείο. ΄Επεται ότι 1 6∈ T (διαφορετικά το 1 θα ήταν το ελάχιστο στοιχείο του

T ). Θέτουμε S = {a ∈ N : a < t για όλα τα t ∈ T}. ΄Εχουμε δει ότι 1 ∈ S. ΄Εστω τώρα a ∈ N τέτοιο ώστε

x ∈ S για όλους τους φυσικούς x με 1 ≤ x ≤ a. ΄Επεται ότι a+ 1 6∈ T (αν a+ 1 ήταν στοιχείο του T , τότε

a+ 1 θα ήταν το ελάχιστο στοιχείο του T ). Αυτός ο συλλογισμός δείχνει ότι a+ 1 ∈ S αν για τον φυσικό

a ισχύει ότι x ∈ S για όλους τους ακέραιους x με 1 ≤ x ≤ a. Υπενθυμίζουμε επίσης ότι 1 ∈ S. Το αξίωμα

(I1) μας εξασφαλίζει τώρα ότι S = N. ΄Αρα T = ∅ (άτοπο).

(ii) (W) ⇒ (I1). Υποθέτουμε ότι ισχύει η (W). ΄Εστω τώρα V ένα υποσύνολο του N με τις ιδιότητες

(Ι) 1 ∈ V και (ΙΙ) (για όλα τα a ∈ N), αν x ∈ V για κάθε φυσικό x με 1 ≤ x ≤ a, τότε a + 1 ∈ V . Ο

σκοπός μας είναι να δείξουμε ότι V = N, και για να το πετύχουμε αυτό προχωρούμε με απαγωγή σε άτοπο.

Θέτουμε T = N − V και υποθέτουμε ότι T 6= ∅. Η αρχή της καλής διάταξης μας εξασφαλίζει ότι T έχει

ελάχιστο στοιχείο, έστω το b (∈ T ⊆ N). ΄Ομως b 6= 1 (άρα b > 1) αφού έχουμε υποθέσει ότι 1 ∈ V . ΄Επεται

ότι b − 1 ∈ N και b − 1 6∈ T . Συνεπώς b − 1 ∈ V . Στην πραγματικότητα αυτός ο συλλογισμός δείχνει ότι

x ∈ V για όλους τους φυσικούς x με 1 ≤ x ≤ b−1 (έχουμε δείξει ότι b−1 ≥ 1). Από την ιδιότητα (ΙΙ) του

συνόλου V συμπεραίνουμε ότι b ∈ V (άτοπο, αφού b ∈ T = N− V ). Συνάγουμε ότι T = ∅ και επομένως

V = N.

5.6 Υποθέτουμε ότι a, r ∈ R με r 6= 1. ΄Εστω, για κάθε n ∈ N, η πρόταση p(n) :
∑n
j=0 ar

j = a(1−rn+1)
(1−r) .

Τότε p(1) είναι αληθής αφού a + ar = a(1 + r) = a(1−r2)
1−r . [΄Εχουμε ότι 1 − r2 = (1 + r)(1 − r).]

Υποθέτουμε τώρα ότι k ∈ N και ότι p(k) είναι αληθής. [Υποθέτουμε δηλαδή ότι
∑k
j=0 ar

j = a(1−rk+1)
(1−r) .]

Τότε
∑k+1
j=0 ar

j = (
∑k
j=0 ar

j) + ark+1 = a(1−rk+1)
(1−r) + a(1−r)rk+1

(1−r) = a−ark+1+ark+1−ark+2

(1−r) = a(1−rk+2)
(1−r) .

΄Εχουμε δείξει ότι p(k + 1) είναι αληθής οποτεδήποτε p(k) είναι αληθής. Η (ΡΙ) μας εξασφαλίζει ότι p(n)

είναι αληθής για όλα τα n ∈ N.

5.7 (i) Θεωρούμε, για κάθε n ∈ N, την πρόταση p(n) : 5n − 3n + 2n = 4r για κάποιο r ∈ Z (το οποίο

εξαρτάται από το n). Τότε p(1) είναι αληθής αφού 5− 3 + 2 = 4. Υποθέτουμε τώρα ότι p(k) είναι αληθής

για κάποιο k ∈ N. ΄Ομως τότε, 5k+1 − 3k+1 + 2(k + 1) − (5k − 3k + 2k) = 4 · 5k − 2(3k − 1), που είναι

πολλαπλάσιο του 4, αφού 3k − 1 είναι άρτιος. ΄Επεται ότι p(k+ 1) είναι αληθής. Χρησιμοποιούμε τέλος την

(ΡΙ).

(ii) Για κάθε n ∈ N, έστω p(n) η πρόταση στην ΄Ασκηση 5.7(ii). Προφανώς p(1) είναι αληθής. ΄Εστω τώρα

k ∈ N. Υποθέτουμε ότι p(k) είναι αληθής. Στο σχήμα μας με τις k ευθείες, επισυνάπτουμε την (k+1)-οστή

ευθεία, σύμφωνα με τους περιορισμούς που έχουμε, και παρατηρούμε ότι τα σημεία τομής έχουν αυξηθεί

ακριβώς κατά k. Συνεπώς έχουμε τώρα ακριβώς
1
2k(k − 1) + k = 1

2k(k + 1) σημεία τομής. ΄Επεται ότι

p(k + 1) είναι αληθής. Χρησιμοποιούμε και πάλι την (ΡΙ).

5.8 Παρατηρούμε πρώτα ότι 14 = 8 · 1 + 3 · 2, άρα p(14) είναι αληθής. ΄Εστω τώρα m ∈ N με m ≥ 14.

Υποθέτουμε ότι p(m) είναι αληθής, δηλαδή ότι m = 8k + 3l για κάποια k, l ∈ N ∪ {0}.

Ισχυρισμός: ΄Εχουμε ότι είτε k ≥ 1 ή l ≥ 5.

Απόδειξη ισχυρισμού: Αν k < 1 και l < 5, τότε 8k + 3l ≤ 12.

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις, 8k+ 3l+ 1 = 8(k− 1) + 3(l+ 3) σε περίπτωση που k ≥ 1, και 8k+ 3l+ 1 =

8(k + 2) + 3(l − 5) σε περίπτωση που l ≥ 5, συνάγουμε ότι p(m+ 1) είναι αληθής. Χρησιμοποιούμε τέλος

την κατάλληλη γενίκευση της (ΡΙ).

6.1 R1 δεν είναι σχέση ισοδυναμίας, αφού (1, 3) ∈ R1 όμως (3, 1) 6∈ R1.

R2 είναι μια σχέση ισοδυναμίας.

6.2 (i) ΄Οχι [΄Εχουμε ότι (2, 0), (0,−2) ∈ R1, όμως (2,−2) 6∈ R1.]
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(ii) ΄Οχι [΄Εχουμε ότι 0 ∈ Z και (0, 0) 6∈ R2.]

(iii) Ναι [(a) ΄Εχουμε ότι (a, a) ∈ R3 για όλα τα a ∈ Z αφού 2|(a− a) και 3|(a− a).

(b) Αν (a, b) ∈ R3, τότε 2|(a− b) και 3|(a− b). ΄Αρα 2|(b− a) και 3|(b− a), και επομένως (b, a) ∈ R3.

(c) Αν (a, b) και (b, c) ∈ R3, τότε 2|((a− b) + (b− c)) και 3|((a− b) + (b− c)). ΄Αρα 2|(a− c) και 3|(a− c),
και επομένως (a, c) ∈ R3.]

Για c ∈ Z, παρατηρούμε ότι (2|c και 3|c) αν-ν 6|c. Συνεπώς c̄ = {6k + c : k ∈ Z}. Παρατηρούμε επίσης ότι

η συλλογή ∆ = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄} αποτελεί διαμέριση του Z.

(iv) ΄Οχι [΄Εχουμε ότι (2, 3) ∈ R4, όμως (3, 2) 6∈ R4.]

(v) ΄Οχι [΄Εχουμε ότι 0 ∈ Z όμως (0, 0) 6∈ R5.]

(vi) ΄Οχι [΄Εχουμε ότι (4, 6), (6, 9) ∈ R6, όμως (4, 9) 6∈ R6.]

6.3 ΄Οχι [Παρατηρούμε ότι ∅, A ∈ P(A) και ∅ 6= A, αφού A είναι μη-κενό. Προφανώς (∅, A) ∈ R, όμως

(A,∅) 6∈ R.]

6.4 (i) ΄Εστω (r, s) ∈ S. ΄Εχουμε ότι rs = sr, άρα (r, s) ∼ (r, s).

(ii) ΄Εστω ότι (r, s) ∼ (t, u), όπου (r, s), (t, u) ∈ S. Τότε ru = st και επομένως ts = ur. ΄Επεται ότι

(t, u) ∼ (r, s).

(iii) ΄Εστω ότι (r, s) ∼ (t, u) και (t, u) ∼ (v, w), όπου (r, s), (t, u), (v, w) ∈ S. Τότε ru = st και tw = uv.

΄Επεται ότι ruw (= stw) = suv, άρα (rw−sv)u = 0, όπου u 6= 0. Συμπεραίνουμε ότι rw = sv και επομένως

(r, s) ∼ (v, w).

6.5 (i) ΄Εστω (a, b) ∈ R2 − {(0, 0)}. Θέτοντας λ = 1 (> 0), βλέπουμε ότι (a, b) ∼ (a, b).

(ii) ΄Εστω (a, b), (c, d) ∈ R2 − {(0, 0)} με (a, b) ∼ (c, d). Τότε a = λc και b = λd για κάποιο λ ∈ R με

λ > 0. ΄Ομως 1/λ ∈ R με 1/λ > 0 και, επιπλέον, c = (1/λ)a και d = (1/λ)b. ΄Επεται ότι (c, d) ∼ (a, b).

(iii) ΄Εστω (a, b), (c, d), (e, f) ∈ R2 − {(0, 0)} με (a, b) ∼ (c, d) και (c, d) ∼ (e, f). Υπάρχουν λ, µ ∈ R
με λ > 0, µ > 0 τέτοια ώστε a = λc, b = λd, c = µe, d = µf . ΄Ομως λµ ∈ R με λµ > 0 και, επιπλέον,

ισχύουν a = (λµ)e και b = (λµ)f .

Ο μοναδιαίος κύκλος είναι ένα παράδειγμα γεωμετρικού τόπου στο xy-επίπεδο το οποίο ικανοποιεί τις

προϋποθέσεις.

6.6 (i) Αν a ∈ R, τότε a− a = 0 ∈ Q και επομένως a ∼ a.

(ii) Αν a, b ∈ R με a ∼ b τότε b− a ∈ Q. ΄Επεται ότι (a− b) = −(b− a) ∈ Q και επομένως b ∼ a.

(iii) ΄Εστω a, b, c ∈ R με a ∼ b και b ∼ c. Τότε b−a και c−b ∈ Q, και επομένως c−a = (c−b)+(b−a) ∈ Q.

΄Επεται ότι a ∼ c.

Τελευταίο μέρος: Παρατηρούμε πρώτα ότι ā ⊆ R − Q οποτεδήποτε a ∈ R − Q, και ότι c̄ = Q για όλα τα

c ∈ Q. Η συλλογή {ā}a∈R−Q αποτελεί μια διαμέριση του συνόλου R−Q. [Δύο σύνολα από την συλλογή

αυτή είτε συμπίπτουν είτε είναι ξένα μεταξύ τους. Επιπλέον, η ένωση των συνόλων της συλλογής αυτής

μας δίνει ολόκληρο το R−Q.]

6.7 Η σχέση R1 είναι μια σχέση ισοδυναμίας. Οι αντίστοιχες κλάσεις ισοδυναμίας είναι: 1 = {(1), (1 2)} =

(1 2), (1 3) = {(1 3), (1 2 3)} = (1 2 3) και (2 3) = {(2 3), (1 3 2)} = (1 3 2).

Η σχέση R2 δεν αποτελεί σχέση ισοδυναμίας: Για παράδειγμα (α, α) 6∈ R2 οποτεδήποτε α ∈ S3 αφού

α−1α = (1) 6∈ H2.
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6.8 (i) Είναι μια σχέση ισοδυναμίας: Παρατηρούμε πρώτα ότι R1 ∩R2 ⊆ S × S αφού R1, R2 είναι διμελείς

σχέσεις στο S. Μεταβατική ιδιότητα: ΄Εστω (a, b), (b, c) ∈ R1 ∩ R2. Τότε, για i = 1, 2, (a, c) ∈ Ri αφού

(a, b), (b, c) ∈ Ri, και Ri είναι σχέση ισοδυναμίας. ΄Επεται ότι (a, c) ∈ R1 ∩ R2. Παρόμοιος συλλογισμός

για τις άλλες δύο ιδιότητες.

(ii) Δεν είναι σχέση ισοδυναμίας: Θεωρούμε για παράδειγμα τις σχέσεις R1 = {(x, y) ∈ Z× Z : 2|(x− y)}
και R2 = {(x, y) ∈ Z×Z : 3|(x− y)}. ΄Εχουμε τότε ότι (1, 3) και (3, 6) ανήκουν στο σύνολο R1 ∪R2 όμως

(1, 6) 6∈ R1 ∪R2.

7.6 (i) (Απόδειξη προσεταιριστικής ιδιότητας του πολλαπλασιασμού μιγαδικών αριθμών.) ΄Εστω z1, z2, z3 ∈
C με z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, z3 = x3 + iy3, (xi, yi ∈ R). ΄Εχουμε τότε:

z1(z2z3) = (x1 + iy1)((x2 + iy2)(x3 + iy3)) = (x1 + iy1)((x2x3 − y2y3) + i(x2y3 + y2x3)) = (x1(x2x3 −
y2y3)− y1(x2y3 + y2x3)) + i(x1(x2y3 + y2x3) + y1(x2x3 − y2y3)), και

(z1z2)z3 = ((x1 + iy1)(x2 + iy2))(x3 + iy3) = ((x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2))(x3 + iy3) = ((x1x2 −
y1y2)x3 − (x1y2 + y1x2)y3) + i((x1x2 − y1y2)y3 + (x1y2 + y1x2)x3).

Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού πραγματικών αριθμών (όπως επι-

μεριστική ιδιότητα, · είναι αντιμεταθετικός, + είναι προσεταιριστική), βλέπουμε ότι οι δύο εκφράσεις είναι

ίσες.

(Παρόμοια μπορούμε να δείξουμε ότι η πρόσθεση στο C ικανοποιεί την προσεταιριστική ιδιότητα.)

(ii) (a) ΄Εστω z = x+ iy ∈ C, (όπου x, y ∈ R). Θέτουμε z′ = −x+ i(−y) (∈ C). Τότε z+ z′ = 0, από τον

ορισμό της πρόσθεσης στο C. Αν τώρα z+z1 = 0 για κάποιο z1 ∈ C, έχουμε ότι z′+(z+z1) = z′+0 = z′

και επομένως (z′ + z) + z1 = z′. ΄Ομως z′ + z = 0, άρα z1 = z′.

(b) Θέτουμε e = 1 + i0 ∈ C. Τότε ze = z για όλα τα z ∈ C, από τον ορισμό του πολλαπλασιασμού στο

C (θέτουμε, για παράδειγμα, z = x + iy). Υποθέτουμε τώρα ότι ze′ = z για όλα τα z ∈ C. ΄Ομως τότε

ee′ = e όπου ee′ = e′e = e′.

(c) ΄Εστω z = x+ iy ∈ C με (x, y) 6= (0, 0). Θέτοντας w =
(

x
x2+y2

)
+ i
( −y
x2+y2

)
παρατηρούμε ότι zw = 1 (=

wz). ΄Εστω τώρα w′ ∈ C με zw′ = 1. Τότε w(zw′) = w(1) = w. ΄Ομως w(zw′) = (wz)w′ = 1w′ = w′.

7.7 (i) ΄Εστω z1, z2, z3 ∈ C.

Αυτοπαθής: z1 − z1 = 0 ∈ R.

Συμμετρική: Αν (z1, z2) ∈ R1, τότε z1 − z2 ∈ R, και επομένως z2 − z1 (= −(z1 − z2)) ∈ R.

Μεταβατική: ΄Εστω ότι (z1, z2), (z2, z3) ∈ R1. Τότε z1 − z2, z2 − z3 ∈ R και επομένως z1 − z3 =

(z1 − z2) + (z2 − z3) ∈ R.

(ii) a = R, (iii) {iβ : β ∈ R}, (iv) Ευθείες στο xy-επίπεδο παράλληλες με τον x-άξονα.

8.1 Θέτουμε f : A→ B : (r, θ) 7→ r cos θ + i r sin θ, (r ∈ R με r > 0, και 0 ≤ θ < 2π).

Η συνάρτηση f είναι αμφιμονοσήμαντη.

8.2 Προφανώς τα σύνολα (N × N) × (Z × Q) και N × N × Z × Q είναι όμοια. Τα σύνολα N, Z και Q
είναι αριθμήσιμα (κοιτάξτε το Παράδειγμα 8.9 και το Πόρισμα 8.13). Παρεμβάλλοντας το Πόρισμα 8.12

βλέπουμε πρώτα ότι τα σύνολα N× N και Z×Q είναι και τα δύο αριθμήσιμα, και επομένως και το σύνολο

(N× N)× (Z×Q) είναι επίσης αριθμήσιμο.

8.3 Θέτουμε C = B−A. Τότε A∪B = A∪C, όπου τα σύνολα A και C είναι ξένα μεταξύ τους. Υποθέτουμε

ότι A ∼ N και ότι f : A → N είναι μια αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση. Αν C = ∅, τότε A ∪ B = A και η
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συνάρτηση f είναι μια αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση από το A ∪ B στο N. Υποθέτουμε επομένως για το

υπόλοιπο της λύσης ότι C 6= ∅.

(i) Αν B είναι πεπερασμένο, τότε C είναι επίσης πεπερασμένο και αφού, από την υπόθεση μας C 6= ∅,

έχουμε ότι C = {c1, . . . , cm} για κάποιο m ∈ N. Παρατηρούμε τότε ότι η συνάρτηση h : A ∪ B → N :

h(x) =

{
i, αν x = ci ∈ C, (1 ≤ i ≤ m),
m+ f(x), αν x ∈ A, είναι αμφιμονοσήμαντη.

(ii) ΄Εχουμε ήδη καλύψει την περίπτωση που C είναι πεπερασμένο στο τμήμα (i), επομένως μπορούμε να

υποθέσουμε ότι C είναι άπειρο. ΄Εχουμε τότε ότι C ∼ N. [Εξήγηση: Το σύνολο C είναι προφανώς

αριθμήσιμο αφού οποιαδήποτε ένριψη από το B στο N όταν περιοριστεί στο C εξακολουθεί να είναι μια ένριψη

(κοιτάξτε το Θεώρημα 8.4). Τώρα C δεν είναι πεπερασμένο και επομένως είναι αριθμήσιμα άπειρο.] ΄Εστω

g : C → N μια αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση. Ορίζουμε h : A∪B → N με h(x) =

{
2f(x)− 1, αν x ∈ A,
2g(x), αν x ∈ C.

Η συνάρτηση h είναι αμφιμονοσήμαντη.

8.4 8.1(i): Η ταυτοτική συνάρτηση iA είναι αμφιμονοσήμαντη.

8.1(ii): Αν f : A → B είναι αμφιμονοσήμαντη τότε f είναι αντιστρέψιμη και f−1 : B → A είναι αμφιμονο-

σήμαντη.

8.1(iii): Αν f : A→ B και g : B → C είναι αμφιμονοσήμαντες, τότε και g◦f : A→ C είναι αμφιμονοσήμαντη.

8.10: Σημείωση: Αν {B1, . . . , Bm}, όπουm ∈ N μεm > 1, είναι μια πεπερασμένη συλλογή υποσυνόλων ενός

καθολικού συνόλου τότε, σύμφωνα με τους ορισμούς που έχουμε δώσει, τα σύνολα ∪mi=1Bi και (∪m−1
i=1 )∪Bm

είναι ίσα.

΄Εστω τώρα n ∈ N, και έστω (Ai)
n
i=1 μια (πεπερασμένη) συλλογή αριθμήσιμων συνόλων. Για κάθε k ∈ N

με 1 ≤ k ≤ n, θεωρούμε την πρόταση p(k) : ‘‘η ένωση ∪ki=1Ai είναι ένα αριθμήσιμο σύνολο’’. Προφανώς

p(1) είναι αληθής. Υποθέτουμε τώρα ότι p(k) είναι αληθής για κάποιο k ∈ N με 1 ≤ k < n. Με άλλα λόγια

έχουμε υποθέσει ότι ∪ki=1Ai είναι ένα αριθμήσιμο σύνολο, όπου 1 ≤ k < n. Από την Πρόταση 8.8, η ένωση

(∪ki=1Ai) ∪ Ak+1 είναι ένα αριθμήσιμο σύνολο. ΄Ομως ∪k+1
i=1Ai = (∪ki=1Ai) ∪ Ak+1. ΄Εχουμε δείξει ότι αν

p(k) είναι αληθής, όπου k ∈ N με 1 ≤ k < n, τότε p(k + 1) είναι αληθής. Συνάγουμε ότι η πρόταση p(n)

είναι αληθής.

8.5 (i) ΄Εστω k ∈ Z. Θέτουμε f(k) =
{

2k, αν k ≤ 0,
1− 2k, αν k > 0.

(ii) Χρησιμοποιώντας την συνάρτηση f από το (i), ορίζουμε g : R→ R−N με g(x) =

{
x, αν x ∈ R− Z,
f(x), αν x ∈ Z.

Τότε η συνάρτηση g είναι αμφιμονοσήμαντη: Προφανώς g είναι επιρριπτική αφού R−N = (R−Z)∪ (Z−N).

΄Εστω τώρα ότι g(x1) = g(x2) όπου x1, x2 ∈ R. Αν g(x1) ∈ R−Z, τότε x1, x2 ∈ R−Z αφού g(y) ∈ Z για

όλα τα y ∈ Z. ΄Επεται ότι x1 = g(x1) = g(x2) = x2. Αν g(x1) ∈ Z, τότε x1, x2 ∈ Z, αφού g(y) ∈ R − Z
οποτεδήποτε y ∈ R − Z. ΄Επεται ότι f(x1) = g(x1) = g(x2) = f(x2) και επομένως x1 = x2, αφού f είναι

ενριπτική.

8.6 Ορισμός. Αν m ∈ N και (ai)
m
i=1 (= (ai)) μια (πεπερασμένη) ακολουθία ακεραίων, ορίζουμε h((ai)) =

|a1|+ |a2|+ . . .+ |am|+m (∈ N).

΄Εστω τώρα T το σύνολο όλων των πεπερασμένων ακολουθιών ακέραιων αριθμών. Προφανώς, για κάθε

n ∈ N, το υποσύνολο T (n) του T που ορίζεται με T (n) = {(ai) ∈ T : h((ai)) = n} είναι πεπερασμένο.

Επιπλέον, έχουμε ότι T = ∪n∈NT (n). Το αποτέλεσμα είναι τώρα άμεση συνέπεια της Πρότασης 8.14.

8.7 (i) Η συνάρτηση g : N× N → S : (a, b) 7→
√

2a3b, (a, b ∈ N) είναι επιρριπτική. Από το Θεώρημα 8.11

υπάρχει επίρριψη f : N → N × N. Συνεπώς η συνάρτηση g ◦ f : N → S είναι επιρριπτική. Το αποτέλεσμα

είναι τώρα άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 8.4.
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(ii) Παρατηρούμε ότι T = T1 ∪ T2 όπου T1 = {x ∈ R : x =
√

2α3β5γ για κάποια α, β, γ ∈ N} και

T2 = {x ∈ R : x = −
√

2α3β5γ για κάποια α, β, γ ∈ N}. Τα σύνολα T1, T2 είναι αριθμήσιμα με παρόμοιο

συλλογισμό όπως στο (i). Επομένως το σύνολο T είναι αριθμήσιμο (Πρόταση 8.8).

8.8 ΄Εστω, για κάθε n ∈ N, η πρόταση p(n) : ‘‘υπάρχουν μοναδικά ορισμένα στοιχεία a1, . . . , an ∈ A

τέτοια ώστε a1 = xA (όπου το xA είναι το στοιχείο που έχει επιλεγεί από το ίδιο το σύνολο A), και για

κάθε k = 2, . . . , n το στοιχείο ak είναι το στοιχείο που έχει επιλεγεί από το σύνολο A − {a1, . . . , ak−1}’’.
Προφανώς η πρόταση p(1) είναι αληθής. Υποθέτουμε τώρα ότι η πρόταση p(m) είναι αληθής για κάποιο

m ∈ N. ΄Εστω am+1 το στοιχείο που έχει επιλεγεί από το σύνολο A−{a1, . . . , am}. [Προφανώς το σύνολο

A−{a1, . . . , am} είναι μη-κενό αφού A είναι άπειρο.] Αφού τα a1, . . . , am έχουν προσδιοριστεί με μοναδικό

τρόπο, το ίδιο συμβαίνει και με το στοιχείο am+1. ΄Εχουμε δείξει ότι p(m + 1) είναι αληθής οποτεδήποτε

p(m) είναι αληθής. ΄Επεται ότι p(n) είναι αληθής για όλα τα n ∈ N. Πιο ειδικά, τα στοιχεία a1, . . . , an
είναι διακεκριμένα για κάθε n ∈ N και, επιπλέον, το σύνολο B = {ai : i ∈ N} είναι ένα αριθμήσιμα άπειρο

υποσύνολο του A.

8.9 ΄Εστω f : A1 → A2 και g : B1 → B2 αμφιμονοσήμαντες συναρτήσεις. Θέτουμε h : A1×B1 → A2×B2 :

(x, y) 7→ (f(x), g(y)), (x ∈ A1, y ∈ B1). Η συνάρτηση h είναι αμφιμονοσήμαντη: Αν h((x1, y1)) =

h((x2, y2)), όπου x1, x2 ∈ A1 και y1, y2 ∈ B1, τότε ((f(x1), g(y1)) = (f(x2), g(y2)) και επομένως f(x1) =

f(x2) και g(y1) = g(y2) από τον ορισμό του καρτεσιανού γινομένου. ΄Επεται ότι x1 = x2 και y1 = y2

(και επομένως (x1, y1) = (x2, y2)) αφού οι συναρτήσεις f και g είναι και οι δύο ενριπτικές. Αν τώρα

(z, w) ∈ A2 × B2, τότε z ∈ A2 και w ∈ B2 και επομένως z = f(x) και w = g(y) για κάποια x ∈ A1 και

y ∈ B1 αφού οι συναρτήσεις f και g είναι και οι δύο επιρριπτικές. ΄Επεται ότι (z, w) = h((x, y)).

8.10 Παρατηρούμε πρώτα ότι L είναι ένα μη-κενό υποσύνολο του δυναμοσυνόλου P(S). Τα μεγιστικά

στοιχεία του L είναι ακριβώς όλα τα υποσύνολα του S που είναι της μορφής S − {t} για κάποιο t ∈ S.

9.1 (i) Αν a|b και b|c, τότε υπάρχουν k, l ∈ Z με c = kb και b = la. Συνεπώς, c = k(la) = (kl)a, όπου

kl ∈ Z.

(ii) Αν d|a και d|b, τότε υπάρχουν e, f ∈ Z με a = ed και b = fd. ΄Εχουμε τότε ότι sa+tb = s(ed)+t(fd) =

(se)d+ (tf)d = (se+ tf)d, όπου se+ tf ∈ Z.

9.2 Παρατηρούμε ότι 2|((n+ 1)! + 2), 3|((n+ 1)! + 3), . . . , (n+ 1)|((n+ 1)! + (n+ 1)). Συνεπώς κανένας

από αυτούς τους πιο πάνω ακέραιους είναι πρώτος.

9.3 ΄Εστω n ∈ N. Χρησιμοποιώντας αλγοριθμική διαίρεση λαμβάνουμε διαδοχικά: 6n + 8 = 1(4n + 5) +

(2n+3), 4n+5 = 1(2n+3)+(2n+2) και 2n+3 = 1(2n+2)+1. ΄Επεται ότι μκδ(6n+8, 4n+5) =μκδ(4n+

5, 2n+ 3) =μκδ(2n+ 3, 2n+ 2) = 1.

9.4 ΄Εστω a, b, c ∈ Z με μκδ(a, b) = 1 και a|bc. Τότε υπάρχουν s, t ∈ Z με sa+ tb = 1. ΄Αρα sac+ tbc = c

όπου bc = ra για κάποιο r ∈ Z. ΄Επεται ότι (sc+ tr)a = c όπου sc+ tr ∈ Z.

9.5 ΄Εστω m,n, a ∈ Z με μκδ(m,n) = 1, m|a και n|a. Τότε sm+ tn = 1 για κάποια s, t ∈ Z. Επομένως

sma + tna = a, όπου a = qm = rn για κάποια q, r ∈ Z. Συμπεραίνουμε ότι (sr + tq)(mn) = a, όπου

sr + tq ∈ Z.

9.6 (i) Προφανώς c/e, d/e ∈ Z αφού e|c και e|d. Από το Θεώρημα 9.6 έχουμε ότι e = wc+ zd για κάποια

w, z ∈ Z. Συνεπώς, 1 = w(c/e) + z(d/e). Το Λήμμα 9.8 μας εξασφαλίζει τώρα ότι μκδ(c/e, d/e) = 1.

173



(ii) ΄Εστω (c, d) ∈ S με d > 0. Θέτουμε e =μκδ(c, d). Τότε c = c′e και d = d′e για κάποια c′, d′ ∈ Z. Από

το (i) έχουμε ότι μκδ(c′, d′) = 1. Επιπλέον ισχύει (c, d) ∼ (c′, d′), όπου d′ > 0. Αν d < 0, παρατηρούμε ότι

(c, d) ∼ (−c′,−d′), όπου −d′ > 0 και μκδ(−c′,−d′) =μκδ(c, d) = 1. Υποθέτουμε τώρα ότι (a, b) ∼ (a′, b′)

όπου b > 0, b′ > 0 και μκδ(a, b) = 1 =μκδ(a′, b′). ΄Εχουμε τότε ότι ab′ = ba′. ΄Επεται ότι b|b′ και b′|b
(΄Ασκηση 9.4). ΄Επεται ότι b = b′ (αφού b > 0 και b′ > 0). Συνάγουμε ότι 0 = ab′−ba′ = ab−ba′ = b(a−a′)
και επομένως a = a′ επίσης.

9.7 Αφού d|m και d|n, έχουμε ότι m/d, n/d ∈ Z. ΄Ομως 1 = (md )x+(nd )y. Χρησιμοποιούμε το Λήμμα 9.8.

9.8 Χρησιμοποιώντας το θεώρημα διαίρεσης λαμβάνουμε διαδοχικά : 64 = 2(24) + 16, 24 = 1(16) + 8,

16 = 2(8) + 0. ΄Επεται ότι μκδ(64, 24) =μκδ(24, 16) =μκδ(16, 8)=8. ΄Εχουμε επίσης ότι 8 = 24 − 16 =

24− (64− 2(24)) = −1(64) + 3(24).

9.9 Θέτουμε e =εκπ(a, b). Τότε e ∈ N, και c = qe + r για κάποια q, r ∈ Z με 0 ≤ r < e. ΄Ομως a|c και

a|e, άρα a|r. Παρόμοια b|r. Συνάγουμε ότι r = 0, αφού η περίπτωση r > 0 αποκλείεται από τον ορισμό του

εκπ.

9.10 Θέτουμε c =μκδ(b,m). Αφού a ≡ b ( mod m), έχουμε ότι m|(a − b) ή, ισοδύναμα, a = b + qm για

κάποιο q ∈ Z. Από τα πιο πάνω έχουμε ότι c > 0 και, επιπλέον, c|a και c|b. ΄Εστω τώρα x ∈ Z με x|a και

x|m. Τότε x|b επίσης, και επομένως x|μκδ(b,m). Συνάγουμε ότι c =μκδ(a,m).

9.11 Από την ισοτιμία 6 ≡ −1 ( mod 7) λαμβάνουμε 6184 ≡ (−1)184 ( mod 7), άρα 6184 ≡ 1 ( mod 7).

΄Επεται ότι 6184 = 7k + 1 για κάποιο k ∈ Z. Θέτουμε r = 1.

9.12 ΄Εστω a ∈ Z και p πρώτος. Αν p|a2
, τότε p|a. [Εξήγηση: Υποθέτουμε ότι p - a. Τότε μκδ(a, p) = 1

και 1 = sa + tp για κάποια s, t ∈ Z. Συνεπώς a = sa2 + tpa όπου p|sa2
και p|tpa, που είναι άτοπο.

Εναλλακτικά θα μπορούσαμε να παρατηρήσουμε ότι μια παραγοντοποίηση σε γινόμενο πρώτων για το a2

προκύπτει εύκολα από την αντίστοιχη παραγοντοποίηση για το a, και να χρησιμοποιήσουμε την μοναδικότητα

της παραγοντοποίησης αυτής.]

Υποθέτουμε πρώτα ότι n = m2
για κάποιοm ∈ Z. Τότε

√
n = |m| ∈ Z ⊆ Q. ΄Εστω τώρα ότι

√
n ∈ Q. Τότε

υπάρχουν r, s ∈ Z με s ≥ 1 και μκδ(r, s) = 1 τέτοιοι ώστε
√
n = r/s (χρησιμοποιούμε την ΄Ασκηση 9.6(ii)).

Συνάγουμε ότι s = 1 και n = r2
. [Εξήγηση: Αν s > 1, τότε p|s για κάποιο πρώτο p και επομένως p|r2

,

αφού r2 = ns2
. ΄Αρα p|r επίσης, που είναι άτοπο.]

9.13 (i) Υποθέτουμε ότι ab > 1, αφού το αποτέλεσμα είναι προφανές για a = 1 = b. ΄Εστω ότι ab = c2

για κάποιο c ∈ N. ΄Εχουμε τότε ότι στην παραγοντοποίηση ab = pγ11 p
γ2
2 . . . pγnn , όπου pi είναι πρώτοι και

γi ∈ N (συγκρίνετε με την Παρατήρηση 9.14), όλοι οι φυσικοί γi είναι άρτιοι. Επιπλέον, στις αντίστοιχες

παραγοντοποιήσεις για τα a και b δεν υπάρχουν κοινοί πρώτοι αφού μκδ(a, b) = 1.

(ii) Παρόμοια με το τμήμα (i): Αν ab = cn, τότε τα γi είναι πολλαπλάσια του n.

9.14 Προφανώς 100 = 1 ≡ 1 ( mod 3) και 10 ≡ 1 ( mod 3). ΄Επεται ότι 10k ≡ 1 ( mod 3) για κάθε

k ∈ N∪ {0}. ΄Εστω τώρα x ∈ N. Τότε x = a0100 + a1101 + a2102 + . . .+ ar10r για κάποια r, a0, . . . , ar ∈
N ∪ {0}, με 0 ≤ ai ≤ 9 για 1 ≤ i ≤ r, και ar 6= 0. [΄Εχουμε δηλαδή x = arar−1 . . . a0.] ΄Ομως ai10i ≡ ai
( mod 3) για i = 0, 1, . . . , r. Συνάγουμε ότι x ≡ a0 + a1 + . . . + ar ( mod 3). Επομένως 3|x αν-ν x ≡ 0 (

mod 3) αν-ν a0 + a1 + . . .+ ar ≡ 0 ( mod 3) αν-ν 3|(a0 + a1 + . . .+ ar).

[Παρόμοια, 10k ≡ 1 ( mod 9) για όλα τα k ∈ N ∪ {0}. Συνεπώς x ≡ a0 + a1 + . . . + ar ( mod 9), και 9|x
αν-ν 9|(a0 + a1 + . . .+ ar).]

174



9.15 Γράφουμε την εξίσωση στη μορφή y3 = (2x + 1)(2x − 1). Αφού x είναι ακέραιος, οι παράγοντες

2x + 1, 2x − 1 είναι περιττοί ακέραιοι. Επίσης μκδ(2x + 1, 2x − 1) διαιρεί το 2 που είναι η διαφορά τους.

Συνεπώς μκδ(2x + 1, 2x − 1) = 1 (αφού δεν μπορεί να είναι το 2). ΄Εχουμε δηλαδή ότι 2x + 1, 2x − 1

είναι σχετικά πρώτοι και το γινόμενο τους είναι κύβος. ΄Επεται ότι 2x + 1, 2x − 1 είναι και οι δύο κύβοι

(΄Ασκηση 9.13). ΄Ομως από την λίστα των κύβων . . ., −8, −1, 0, 1, 8, 27, . . . είναι φανερό ότι οι μόνοι δύο

κύβοι που έχουν διαφορά 2 είναι οι 1 και −1. Συνάγουμε ότι x = 0, και επομένως δεν υπάρχουν λύσεις της

εξίσωσης με x και y και τα δύο μη-μηδενικά.

9.16 Δεχόμαστε την υπόθεση. Τότε οι ακέραιοι a, b δεν μπορούν να είναι και οι δύο περιττοί και επίσης

δεν μπορούν να είναι και οι δύο άρτιοι. Υποθέτουμε χβγ ότι a είναι άρτιος και b περιττός. Τότε a = 2m

και b = 2n+ 1 για κάποια m,n ∈ Z. Συνεπώς, p = a2 + b2 = 4m2 + 4n2 + 4n+ 1 ≡ 1 ( mod 4).

10.1 (i) {0̄, 4̄}, (ii) {0̄}, (iii) {0̄, 2̄, 4̄, 6̄}, (iv) {7̄}

Παρατήρηση: Τα στοιχεία 3̄ και 5̄ είναι αντιστρέψιμα στο Z8.

10.2 ΄Εστω ότι a · b = 0 στο Zp με a, b ∈ Z∗p. Τότε (a)−1(a · b) = (a)−1 · 0 = 0 και επομένως b (=

((a)−1 · a) · b) = 0, που είναι άτοπο.

10.3 (i) (a) 5, (b) 3

(ii) Θα δείξουμε ότι ο ακέραιος a ικανοποιεί a · 5 = 1 και στο Z6 και στο Z7 αν-ν a = 17 + 42r για κάποιο

r ∈ Z.

(⇒) Υποθέτουμε ότι a · 5 = 1 και στο Z6 και στο Z7. ΄Επεται ότι a = 5 στο Z6 και a = 3 στο Z7 (από

το (i), και την μοναδικότητα του αντιστρόφου). ΄Επεται ότι 6|(a− 5) και 7|(a− 3) και επομένως υπάρχουν

q1, q2 ∈ Z με a− 5 = 6q1 και a− 3 = 7q2. ΄Εχουμε τότε 7a− 35 = 42q1 και 6a− 18 = 42q2, από το οποίο

προκύπτει ότι a− 17 = 42(q1 − q2) = 42r για κάποιο r ∈ Z.

(⇐) ΄Εστω τώρα ότι a = 17 + 42r όπου r ∈ Z. Τότε a = 17 και στο Z6 και στο Z7. Συνάγουμε ότι a = 5

στο Z6 και a = 3 στο Z7 και επομένως a · 5 = 1 και στο Z6 και στο Z7.

10.4 Χρησιμοποιώντας τον Ευκλείδειο αλγόριθμο λαμβάνουμε διαδοχικά 121 = 2(56) + 9, 56 = 6(9) + 2,

9 = 4(2) + 1 και 2 = 2(1) + 0. Συνεπώς μκδ(121, 56) = 1 και το 56 είναι αντιστρέψιμο στο Z121. Μέσω

της διαδικασίας ανταναίρεσης λαμβάνουμε επίσης, 1 = 9 − 4(2) = 9 − 4(56 − 6(9)) = 25(9) − 4(56) =

25(121− 2(56))− 4(56) = 25(121) +−54(56). ΄Επεται ότι 1 = −54 · 56 = 67 · 56 (= 56 · 67) στο Z121 και

επομένως (56)−1 = 67 στο Z121.

10.5 (i) Προφανώς {a+ c : c ∈ Zn} ⊆ Zn. ΄Εστω τώρα x ∈ Zn. Τότε x = (a+−a) + x = a+ (−a+ x) =

a+ (−a+ x) ∈ {a+ c : c ∈ Zn}, αφού −a+ x ∈ Zn.

(ii) Προφανώς {b · c : c ∈ Zn} ⊆ Zn. Η υπόθεση ότι μκδ(b, n) = 1 μας εξασφαλίζει ότι υπάρχει v ∈ Zn με

v · b = 1 (= b · v). ΄Εστω x ∈ Zn. Τότε x = (b · v) · x = b · (v · x) ∈ {b · c : c ∈ Zn}.

(iii) φ ενριπτική: φ(x1) = φ(x2) (με x1, x2 ∈ S)⇒ b·x1 = b·x2⇒ v·(b·x1) = v·(b·x2)⇒ (v·b)·x1 = (v·b)·x2

⇒ 1 · x1 = 1 · x2 ⇒ x1 = x2.

φ επιρριπτική: y ∈ bS ⇒ y = b · d για κάποιο d ∈ S ⇒ y = φ(d).

10.6 Γράφουμε d =μκδ(a, n). Υποθέτουμε πρώτα ότι υπάρχει y ∈ Zn με a·y = b στο Zn. Τότε ay = qn+b

για κάποιο q ∈ Z. Από d|a και d|n, έπεται ότι d|b.
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Υποθέτουμε τώρα ότι d|b, έστω b = kd με k ∈ Z. ΄Ομως υπάρχουν s, t ∈ Z με d = sa+ tn, έχουμε δηλαδή

b = kd = k(sa + tn). Συνάγουμε ότι aks = b − ktn ≡ b ( mod n). Με άλλα λόγια x = ks είναι μια λύση

της εξίσωσης.

10.7 Θα δείξουμε ότι 17|(4555 + 5554). ΄Εχουμε 555 = 32(17) + 11 = 34(16) + 11. Από μικρό θεώρημα

Fermat, 416 ≡ 1 ( mod 17). Συνεπώς 4555 = (416)34411 ≡ 411 = (42)54 ≡ (−1)54 = −4 ( mod 17).

΄Εχουμε επίσης, 5554 ≡ 114 ≡ (−6)4 = 362 ≡ 22 = 4 ( mod 17).

10.8 Θέτουμε n = pq και A = {i ∈ N : 1 ≤ i < n}. Θέτουμε επίσης B = {k ∈ A : p|k} και C = {k ∈
A : q|k}. ΄Εχουμε τότε ότι B ∩ C = ∅, διότι εκπ(p, q) = n( = pq). Συνεπώς, φ(n) = |A| − |B| − |C| =

(pq − 1) − (q − 1) − (p − 1) = pq − p − q + 1 = (p − 1)(q − 1) = m. Αφού ed ≡ 1 ( mod m), υπάρχει

t ∈ Z τέτοιο ώστε ed = 1 + tm = 1 + t(p − 1)(q − 1). ΄Εστω τώρα x ∈ Z. Αν x ≡ 0 ( mod p), είναι

προφανές ότι xed ≡ x ( mod p). Υποθέτουμε τώρα ότι p - x. Από το μικρό θεώρημα Fermat, xp−1 ≡ 1 (

mod p). Συνεπώς, xed = x1+t(p−1)(q−1) = x(xp−1)t(q−1) ≡ x ( mod p). ΄Αρα, xed ≡ x ( mod p) για όλα τα

x ∈ Z. Με παρόμοιο συλλογισμό μπορούμε να δείξουμε ότι xed ≡ x ( mod q) για όλα τα x ∈ Z. ΄Επεται ότι

p|(xed − x) και q|(xed − x) και, αφού μκδ(p, q) = 1, έχουμε ότι pq|(xed − x).

11.3 Συγκρίνετε με την Πρόταση 11.5: ΄Εχουμε, z2 = z1(cos(π6 )+i sin(π6 )) = z1(
√

3
2 +i( 1

2 )) = (2+i)(
√

3
2 +

1
2 i) = (

√
3− 1

2 ) + i(1 +
√

3
2 ).

11.4 (i) Θέτουμε G = {rot0 (= iR2), rot(π/2), rotπ, rot(3π/2)}∪{ref0, ref(π/2), refπ, ref(3π/2)}. Παρατηρού-

με πρώτα ότι G ⊆ Σ(∆) και επομένως |Σ(∆)| ≥ 8, αφού το σύνολο G έχει ακριβώς 8 στοιχεία.

΄Εστω τώρα f ∈ Σ(∆). Τότε υπάρχουν 4 πιθανές εικόνες f(1) για την κορυφή 1 του ∆ αφού η f απεικονίζει

κορυφή του ∆ σε κορυφή του ∆. Αν η κορυφή 2 είναι ‘γειτονική’ προς την κορυφή 1 τότε και η κορυφή f(2)

θα είναι ‘γειτονική’ προς την f(1) αφού d(1,2) = d(f(1), f(2)). [Εύκολα βλέπουμε ότι για οποιαδήποτε

κορυφή του ∆, η ‘απέναντι’ κορυφή είναι σε απόσταση 2 ενώ οι ‘γειτονικές’ κορυφές είναι σε απόσταση
√

2.]

Συνεπώς, με δεδομένο ότι έχει καθοριστεί η εικόνα f(1), υπάρχουν μόνο δύο πιθανές εικόνες f(2) για την

κορυφή 2. ΄Ομως, από την στιγμή που έχουν καθοριστεί οι εικόνες f(1) και f(2), οι ιδιότητες της f μας

εξασφαλίζουν ότι καθορίζονται με μοναδικό τρόπο και οι υπόλοιπες εικόνες f(3) και f(4). Συνάγουμε ότι

|Σ(∆)| ≤ 8 και επομένως |Σ(∆)| = 8 και G = Σ(∆).

(ii) Με παρόμοιο συλλογισμό όπως στο τμήμα (i), βρίσκουμε ότι Σ(∆) = {rot0, rotπ, ref0, refπ}. [Υπόδειξη:

Οι κορυφές του ορθογωνίου βρίσκονται πάνω σε ένα κύκλο με κέντρο το O(0, 0) και ακτίνα 5. Επιπλέον,

σταθεροποιώντας οποιαδήποτε από τις κορυφές του ορθογωνίου, παρατηρούμε ότι οι υπόλοιπες 3 κορυφές

βρίσκονται σε απόσταση 6, 8 και 10 από την κορυφή αυτή. Συνεπώς, αν ξέρουμε την εικόνα μιας από τις

κορυφές, τότε οι εικόνες των υπόλοιπων κορυφών καθορίζονται με μοναδικό τρόπο.]

11.5 Παρατηρούμε πρώτα ότι |G| = 8 και επομένως G = {rot(πk/4) : 0 ≤ k ≤ 7}. [Εξήγηση: Από την

Πρόταση 11.10 ξέρουμε ότι κάθε στοιχείο του συνόλου G επάγει μια μετάθεση του συνόλου των κορυφών

του ∆. Επιπλέον, η δράση οποιαδήποτε περιστροφής γύρο από το σημείο O(0, 0) καθορίζεται πλήρως από την

εικόνα οποιασδήποτε από τις κορυφές του ∆. Θέτοντας g = rot(πk/4) βλέπουμε ότι G = {gk : 0 ≤ k ≤ 7}].

΄Εστω τώρα f, h ∈ G. Τότε f = gi και h = gj για κάποια i, j ∈ Z με 0 ≤ i, j ≤ 7. ΄Εχουμε τότε από το

θεώρημα διαίρεσης, ότι i+ j = 8l + r για κάποια l, r ∈ Z με 0 ≤ r ≤ 7. Συνεπώς φ(f ◦ h) = φ(gi ◦ gj) =

φ(gi+j) = φ(gr) = ζr = ζ8l+r = ζi+j = ζiζj = φ(gi)φ(gj) = φ(f)φ(h).

Τα υπόλοιπα στοιχεία του συνόλου G που μπορούν να παίξουν τον ρόλο του g πιο πάνω είναι τα g3
, g5

και

g7
.

11.6 (i) Θέτουμε ω = cos( 2π
6 ) + i sin( 2π

6 ) (= 1
2 + 1

2

√
3i). Τότε ω6 = 1 και C6 = {1, ω, ω2, ω3, ω4, ω5}.

[Συγκρίνετε με την Πρόταση 11.7.]
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(ii) T = {ω, ω5} είναι το σύνολο των πρωταρχικών 6ων
ριζών της μονάδας. [Παρατηρούμε ότι 1 = (ω2)3 =

(ω3)2 = (ω4)3
.]]

11.7 Από το θεώρημα διαίρεσης, 131 = (21)(6) + 5. Τώρα ω6 = 1 και π6 = (1), η ταυτοτική απεικόνιση.

΄Επεται ότι ω131 = (ω6)21ω5 = ω5
και π131 = (π6)21π5 = π5

. Θέτουμε s = t = 5.

11.8 (i) Κοιτάξτε την Πρόταση 11.7.

(ii) ΄Εστω z, u ∈ Cn. Τότε zn = 1 = un. Χρησιμοποιώντας την αντιμεταθετική ιδιότητα του πολλαπλασια-

σμού στο C, έχουμε (zu)n = znun = 1. ΄Αρα zu ∈ Cn.

(iii) Από την ΄Ασκηση 7.6, αφού u 6= 0, υπάρχει v ∈ C με uv = 1 = vu. Για να δείξουμε ότι v ∈ Cn, αρκεί
να παρατηρήσουμε ότι 1 = (uv)n = unvn = vn (χρησιμοποιούμε και πάλι ότι ο πολλαπλασιασμός στο C
είναι αντιμεταθετικός, μαζί με την υπόθεση μας ότι un = 1).

(iv) ΄Εστω x μια πρωταρχική n-οστή ρίζα της μονάδας και k ∈ {1, 2, . . . , n}. Προφανώς xn = 1. ΄Εχουμε

τότε (xk)n = xkn = (xn)k = 1. Συνεπώς {1, x, . . . , xn−1} ⊆ Cn. Αφού το σύνολο Cn έχει ακριβώς

n στοιχεία, αρκεί να δείξουμε ότι τα στοιχεία x, . . . , xn−1, xn (= 1) είναι διακεκριμένα. Υποθέτουμε ότι

xr = xs με 1 ≤ s < r ≤ n. Συμβολίζουμε με v το μοναδικό στοιχείο του C με xv = 1 (= vx), κοιτάξτε

την ΄Ασκηση 7.6. ΄Εχουμε τότε ότι 1 = (xv)s = xsvs = xrvs = xr−sxsvs = xr−s(xv)s = xr−s όπου

1 ≤ r − s < n, που προφανώς αντιφάσκει με την υπόθεση μας ότι x είναι μια πρωταρχική n-οστή ρίζα της

μονάδας.

11.9 ΄Εστω (z, w) ∈ C12 × C12. Παρατηρούμε ότι (z, w) ∈ R1 αν-ν zw−1 ∈ C4 αν-ν (zw−1)−1 ∈ C4

(΄Ασκηση 11.8(iii)) αν-ν wz−1 ∈ C4 αν-ν z−1w ∈ C4 αν-ν (z, w) ∈ R2. ΄Εχουμε δηλαδή ότι R1 = R2 (για

να το δείξουμε αυτό έχουμε χρησιμοποιήσει επίσης ότι ο πολλαπλασιασμός μιγαδικών αριθμών ικανοποιεί

την αντιμεταθετική ιδιότητα). Για την συνέχεια θέτουμε R = R1 (= R2).

΄Εστω τώρα a, b, c ∈ C12. ΄Εχουμε τότε

(1) aa−1 = 1 ∈ C4, άρα (a, a) ∈ R.

(2) (a, b) ∈ R ⇒ ab−1 ∈ C4 ⇒ (ab−1)−1 ∈ C4 (΄Ασκηση 11.8(iii)) ⇒ ba−1 ∈ C4 ⇒ (b, a) ∈ R.

(3) (a, b) ∈ R και (b, c) ∈ R ⇒ ab−1, bc−1 ∈ C4 ⇒ ac−1 (= ab−1bc−1) ∈ C4 (΄Ασκηση 11.8(iii)) ⇒
(a, c) ∈ R.

Θέτουμε ω = cos( 2π
12 ) + i sin( 2π

12 ) ∈ C. Οι διακεκριμένες κλάσεις ισοδυναμίας ως προς την σχέση R είναι

τα υποσύνολα {1, ω3, ω6, ω9}, {ω, ω4, ω7, ω10} και {ω2, ω5, ω8, ω11} του C12.

11.8Θέτουμε d =μκδ(m,n). Αν zd = 1 όπου z ∈ C, τότε zm = 1 = zn και επομένως Cd ⊆ Cm∩Cn. ΄Εστω

τώρα z ∈ C με z ∈ Cm ∩ Cn. Τότε d = sm + tn για κάποια s, t ∈ Z, και επομένως zd = (zm)s(zn)t = 1.

Συνάγουμε ότι ισχύει επίσης Cm ∩ Cn ⊆ Cd, άρα Cm ∩ Cn = Cd.

12.2 (i) και (ii): Κοιτάξτε αντίστοιχα την Παράγραφο 4.2 και την Παράγραφο 11.1 (Πρόταση 11.2 και

Παρατήρηση 11.3).

(iii), (iv): Προκύπτουν εύκολα από τις ιδιότητες της πρόσθεσης και πολλαπλασιασμού στα R και C.

(v) Κοιτάξτε την Παράγραφο 11.2 (χρησιμοποιούμε εδώ ότι ο πολλαπλασιασμός στο C είναι προσεταιριστι-

κός).

(vi) Κοιτάξτε τις Προτάσεις 10.2 και 10.5. Για να δείξουμε ότι ο πολλαπλασιασμός που έχουμε ορίσει στο

Zn αποτελεί διμελή πράξη στο Z∗n : ΄Εστω a, b ∈ Z∗n. Από τον ορισμό του συνόλου Z∗n, υπάρχουν u, v ∈ Zn
με a ·u = 1 (= u ·a) και b ·v = 1 (= v ·b). Τώρα v ·u (= vu) ∈ Zn και (v ·u) ·(a ·b) = v ·(u ·a) ·b = (v ·1) ·b =
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v · b = 1 (= (a · b) · (v · u)). Συνάγουμε ότι a · b ∈ Z∗n. [Χρησιμοποιήσαμε εδώ ότι ο πολλαπλασιασμός στο

Zn ικανοποιεί την προσεταιριστική ιδιότητα, όπως επίσης και την Πρόταση 5.5.]

(vii) Ο πολλαπλασιασμός πινάκων είναι διμελής πράξη στο σύνολο GL(n,R) : Αν A,B ∈ GL(n,R) τότε

det(A) 6= 0 και det(B) 6= 0, συνεπώς det(AB) = det(A) det(B) 6= 0. ΄Αρα AB ∈ GL(n,R). [Χρη-

σιμοποιήσαμε ότι P ∈ Mn(R) είναι αντιστρέψιμος αν-ν det(P ) 6= 0]. Εναλλακτικά, θα μπορούσαμε να

χρησιμοποιήσουμε παρόμοιο συλλογισμό με αυτό που δώσαμε για το τμήμα (vi) της άσκησης. Ο ταυτοτικός

πίνακας είναι το ουδέτερο στοιχείο της GL(n,R)

Από τον ορισμό του αντίστροφου πίνακα, ο αντίστροφος του A ∈ GL(n,R) αποτελεί συμμετρικό στοιχείο

του A στην GL(n,R). Τέλος, από το μάθημα της γραμμικής άλγεβρας, ξέρουμε ότι ο πολλαπλασιασμός

πινάκων ικανοποιεί την προσεταιριστική ιδιότητα.

(viii) ΄Εστω f, g ∈ Σ(∆). Τότε f ◦ g ∈ O(R2), από το (ii) αφού f, g ∈ O(R2), και (f ◦ g)(∆) =

{(f ◦ g)(u) : u ∈ ∆} = {f(g(u)) : u ∈ ∆}. ΄Ομως {g(u) : u ∈ ∆} = g(∆) = ∆, αφού g ∈ Σ(∆). Συνεπώς,

(f◦g)(∆) = {f(v) : v ∈ ∆} = ∆, αφού f ∈ Σ(∆). ΄Αρα (f◦g) ∈ Σ(∆). Η ταυτοτική απεικόνιση iR2 ∈ Σ(∆)

είναι το ουδέτερο στοιχείο της Σ(∆). Η f είναι μια αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση και η αντίστροφη της,

έστω η h : R2 → R2
, επίσης ανήκει στην O(R2), συγκρίνετε με το τμήμα (ii). Επιπλέον, h(∆) = h(f(∆)) =

h({f(u) : u ∈ ∆}) = {h(f(u)) : u ∈ ∆} = {(h ◦ f)(u) : u ∈ ∆} = {iR2(u) : u ∈ ∆} = ∆, και επομένως

h ∈ Σ(∆). Χρησιμοποιούμε, τέλος, ότι η σύνθεση συναρτήσεων είναι προσεταιριστική.

12.3 ΄Εστω a, b ∈ G. Τότε ba ∈ G και (ba)2 = 1G. ΄Αρα, ab = (ab)1G = (ab)(ba)(ba) = a(b2)aba =

a1Gaba = a2ba = 1Gba = ba (χρησιμοποιούμε την Πρόταση 5.5).

12.4 Προφανώς {hg : g ∈ G} ⊆ G αφού G είναι ομάδα και h ∈ G. ΄Εστω τώρα f ∈ G. ΄Εχουμε ότι

h−1 ∈ G και επομένως h−1f ∈ G. ΄Αρα f = 1Gf = (hh−1)f = h(h−1f) ∈ {hg : g ∈ G}. Συνάγουμε ότι

G ⊆ {hg : g ∈ G}.

12.5 (i) Αν x,y ∈ R2
τότε ||f(x)− f(y)|| = ||(x + a)− (y + a)|| = ||x− y||.

(ii) ΄Εστω T μια κίνηση με T (0) = w (∈ R2). Θέτουμε S : R2 → R2 : x 7→ x −w, (x ∈ R2
). Τότε S ◦ T

είναι μια κίνηση αφού, για όλα τα x, y ∈ R2
έχουμε ||(S ◦ T )(x)− (S ◦ T )(y)|| = ||S(T (x))− S(T (y))|| =

|T (x)−T (y)|| = ||x−y||, χρησιμοποιώντας διαδοχικά ότι S είναι μια κίνηση και μετά ότι T είναι μια κίνηση.

Επιπλέον, (S ◦ T )(0) = 0 και επομένως S ◦ T ∈ O(R2), από την Πρόταση 11.11. Η συνάρτηση S είναι

προφανώς αμφιμονοσήμαντη, με αντίστροφη συνάρτηση S−1 : R2 → R2 : x 7→ x + w (x ∈ R2
), η οποία

επίσης είναι μεταφορά. Θέτουμε T1 = S−1
και T2 = S ◦ T .

(iii) Παρατηρούμε πρώτα ότι iR2 ∈ K(R2). Με συλλογισμό όπως στο τμήμα (ii) βλέπουμε ότι η σύνθεση

δύο κινήσεων είναι μια κίνηση. Επίσης από το τμήμα (ii) βλέπουμε ότι κάθε κίνηση είναι αμφιμονοσήμαντη

συνάρτηση (αφού κάθε μεταφορά και κάθε στοιχείο της O(R2) είναι αμφιμονοσήμαντες συναρτήσεις) και

επομένως υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση, η οποία επίσης είναι μια κίνηση. [Εξήγηση: Αν T είναι μια

κίνηση, και x,y ∈ R2
έχουμε ||x − y|| = ||(TT−1)(x) − (TT−1)(y)|| = ||T (T−1(x)) − T (T−1(y))|| =

||T−1(x)− T−1(y)||.]

12.6 (i) Αν a ≡ ±1 ( mod p), τότε a2 ≡ 1 ( mod p) από την Πρόταση 9.19.

΄Εχουμε επίσης, a2 ≡ 1 ( mod p)⇒ p|(a2−1)⇒ p|(a−1)(a+1)⇒ p|(a−1) ή p|(a+1)⇒ a ≡ 1 ( mod p)

ή a ≡ −1 ( mod p).

(ii) Προφανώς το αποτέλεσμα ισχύει στην περίπτωση p = 3. Υποθέτουμε τώρα ότι p είναι πρώτος με

p > 3. Από το (i), τα μόνα στοιχεία της Z∗p (= {1, 2, . . . , p− 1}) που ικανοποιούν g = g−1
(ή, ισοδύναμα,

g2 = 1) είναι τα 1 και p− 1 (= −1), όπου 1 6= p− 1 στο Zp (αφού p > 3). [Χρησιμοποιήσαμε εδώ

ότι u2 = (u)2
στο Zp οποτεδήποτε u ∈ Z.] ΄Επεται ότι τα υπόλοιπα p − 3 στοιχεία της Z∗p (δηλαδή τα

στοιχεία του συνόλου Z∗p − {1, p− 1}) προκύπτουν ως ζεύγη {g, g−1} με g 6= g−1
(παρατηρούμε ότι p− 3
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είναι άρτιος). Συνεπώς το γινόμενο των στοιχείων του συνόλου Z∗p − {1, p− 1} ισούται με 1 στο Zp
(χρησιμοποιούμε ότι ο πολλαπλασιασμός στο Zp είναι αντιμεταθετικός και προσεταιριστικός). Συνάγουμε

ότι (p− 1)! = 1 · (p− 1) = (p− 1) = −1 στο Zp (ή, ισοδύναμα, (p− 1)! ≡ −1 ( mod p)).

12.7 Παρατηρούμε πρώτα ότι k ∈ S. ΄Εστω t το ελάχιστο στοιχείο του S (αρχή καλής διάταξης). Προφανώς

1 ≤ t ≤ k. Υποθέτουμε ότι 1 ≤ t < k. Τότε 2 ≤ 1 + t ≤ k και ρt(i1) = i1+t 6= i1, αφού τα σύμβολα

i1, i2, . . . , ik είναι διακεκριμένα. ΄Επεται ότι ρt 6= iX που προφανώς αντιφάσκει με την επιλογή του t ως

ελάχιστου στοιχείου του S. Συνάγουμε ότι t = k.

12.8 ΄Εστω ότι H αποτελεί ομάδα ως προς την ίδια πράξη της G. Πιο ειδικά H 6= ∅. ΄Εχουμε ότι

1H = 1H1H . ΄Ομως 1H ∈ G, επομένως υπάρχει a ∈ G με 1Ha = 1G (= a1H). Συνεπώς, 1G = 1Ha =

(1H1H)a = 1H(1Ha) = 1H1G = 1H . ΄Εστω τώρα h ∈ H. Υπάρχει h1 ∈ H (⊆ G) (το μοναδικό αντίστροφο

του h στην H), τέτοιο ώστε hh1 = 1H = h1h. ΄Επεται ότι hh1 = 1G = h1h, έχουμε δηλαδή ότι h1 είναι

επίσης το μοναδικό αντίστροφο του στοιχείου h ∈ H, θεωρώντας τώρα το h ως στοιχείο της G. Συνάγουμε

ότι (h−1)H = h1 = (h−1)G.

12.9 Αρκεί να δείξουμε ότι το γινόμενο δύο αντιμεταθέσεων είναι γινόμενο 3-κύκλων. Θέτουμε X =

{1, 2, . . . , n}. ΄Εστω a, a1, a2 διακεκριμένα στοιχεία του συνόλουX. Τότε (a1 a2)(a1 a2) = (1) = (a a1 a2)3

και (a a1)(a1 a2) = (a a1 a2). Παρατηρούμε επίσης ότι (a1 a2) = (a a1)(a a2)(a a1). Υποθέτουμε τώρα

ότι {b1, b2} ⊆ X με {b1, b2} ∩ {a1, a2} = ∅. Αφού n ≥ 5, υπάρχει c ∈ X − {a1, a2, b1, b2}. ΄Εχουμε

τότε, (b1 b2)(a1 a2) = (c b1)(c b2)(c b1)(c a1)(c a2)(c a1) = ((c b1)(c b2))((c b1)(c a1))((c a2)(c a1)) =

(c b2 b1)(c a1 b1)(c a1 a2).

12.10 ΄Εστω ∅ 6= H ⊆ G, όπου G ομάδα πεπερασμένης τάξης.

Αν H ≤ G, τότε προφανώς h1h2 ∈ H για όλα τα h1, h2 ∈ H.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι h1h2 ∈ H οποτεδήποτε h1, h2 ∈ H. Υπάρχει στοιχείο a ∈ H (αφού H 6= ∅).

Τότε τα στοιχεία a1 (= a), a2
, a3

, . . . (που ανήκουν όλα στο υποσύνολο H από την ιδιότητα του συνόλου

H) δεν μπορούν να είναι όλα διαφορετικά μεταξύ τους αφού H είναι ένα πεπερασμένο σύνολο (G είναι

πεπερασμένης τάξης). ΄Επεται ότι at = as για κάποια s, t ∈ N με s < t. Συνεπώς at−s = 1G. [Εξήγηση:

G είναι ομάδα με a ∈ G, άρα (a−1)s (= a−s) ∈ G.] Τώρα t− s ∈ N και επομένως at−s ∈ H, πάλι από την

ιδιότητα του υποσυνόλου H. Συνάγουμε ότι 1G ∈ H, έχουμε δηλαδή ότι το a0
επίσης ανήκει στο σύνολο

H. Θέτουμε r = t − s (∈ N). Τότε r − 1 ∈ N ∪ {0} και επομένως ar−1 ∈ H. Παρατηρούμε όμως ότι

aar−1 = a1ar−1 = ar = 1G = ar−1a. ΄Εχουμε δείξει ότι a−1 (= ar−1) ∈ H. Τέλος, από την υπόθεση μας,

η διμελής πράξη στην G (η οποία είναι προσεταιριστική) αποτελεί επίσης διμελή πράξη πάνω στο υποσύνολο

H. Συμπεραίνουμε ότι H ≤ G.

Παρατήρηση. Θέτοντας Z+ = {x ∈ Z : x > 0}, παρατηρούμε ότι η συνηθισμένη πρόσθεση (+) των

ακεραίων είναι μια διμελής πράξη πάνω στο σύνολο Z+
, όμως (Z+,+) δεν αποτελεί υποομάδα της (Z,+).

12.11 (a) (i) ΄Αμεση συνέπεια του ορισμού της υποομάδας.

(ii) Προφανώς SL(n,R) ⊆ GL(n,R) αφού detC 6= 0 για όλα τα C ∈ SL(n,R). Ο πίνακας In είναι

το μοναδιαίο στοιχείο της GL(n,R) και In ∈ SL(n,R) αφού det(In) = 1. ΄Εστω A,B ∈ SL(n,R).

Τότε AB ∈ SL(n,R) αφού det(AB) = det(A) · det(B) = 1 · 1 = 1. Επίσης A−1 ∈ SL(n,R) αφού

det(A−1) = 1/det(A) = 1.

(iii) ΄Αμεση συνέπεια της Πρότασης 11.2 και της Παρατήρησης 11.3.

(iv) Παρατηρούμε πρώτα ότι 0 ∈ Q (⊆ R). Επίσης, αν a, b ∈ Q τότε προφανώς a+ b ∈ Q και −a ∈ Q.
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(v) Προφανώς H ⊆ Sn και (1) ∈ H. ΄Εστω α, β ∈ H. Τότε α(1) = 1 και β(1) = 1, συνεπώς (α ◦ β)(1) =

α(β(1)) = α(1) = 1 και α−1(1) = α−1(α(1)) = (α−1 ◦ α)(1) = (1). ΄Επεται ότι αβ ∈ H και α−1 ∈ H.

(vi) Παρατηρούμε ότι (1 2 3)−1 = (1 3 2) και (1 2)−1 = (1 2). Η κλειστότητα προκύπτει εύκολα. (Τα

υποσύνολα τα οποία εξετάζουμε προφανώς είναι υποσύνολα της S3.)

(vii) Παρατηρούμε ότι An ⊆ Sn και (1) ∈ An. ΄Εστω α, β ∈ An. Τότε sgn(αβ) = sgn(α)sgn(β) =

(+1)(+1) = +1. ΄Επεται ότι αβ ∈ An. Επίσης +1 = sgn((1)) = sgn(αα−1) = sgn(α)sgn(α−1) =

sgn(α−1). ΄Αρα α−1 ∈ An.

(viii) ΄Εχουμε ότι n = kl για κάποιο l ∈ N. Αν x ∈ Ck τότε xn = (xk)l = 1, και επομένως x ∈ Cn.

Χρησιμοποιούμε τώρα την Παρατήρηση κάτω από τον ορισμό της υποομάδας, και το Παράδειγμα 12.1(v).

(ix) Θέτουμε H = {gk : k ∈ Z}. Παρατηρούμε πρώτα ότι H ⊆ G. Επίσης 1G ∈ H, αφού 1G = g0
και

0 ∈ Z. ΄Εστω τώρα a, b ∈ H. ΄Εχουμε επομένως ότι a = gk1 και b = gk2 για κάποια k1, k2 ∈ Z. Τότε,

k1 + k2 ∈ Z, −k1 ∈ Z και, επιπλέον, ab = gk1gk2 = gk1+k2 και a−1 = (gk1)−1 = g−k1 . ΄Αρα ab ∈ H και

a−1 ∈ H.

(b) Προφανώς T ⊆ GL(2,R) αφού detP 6= 0 οποτεδήποτε P ∈ T . Παρατηρούμε πρώτα ότι

(
1 0
0 1

)
∈ T .

΄Εστω τώρα A,B ∈ T . Τότε A =
(
a c
0 b

)
και B =

(
a′ c′

0 b′

)
όπου a, b, c, a′, b′, c′ ∈ R με ab 6= 0 και a′b′ 6= 0.

Συνεπώς AB =

(
aa′ ac′ + cb′

0 bb′

)
∈ T αφού (aa′)(bb′) = (ab)(a′b′) 6= 0. Επίσης A−1 = 1

(ab)

(
b −c
0 a

)
∈ T ,

(αφού ba 6= 0). ΄Επεται ότι AB ∈ T και A−1 ∈ T . Συνάγουμε ότι T ≤ GL(2,R).

(c) Παρατηρούμε ότι O(n,R) ⊆ GL(n,R) αφού όλα τα στοιχεία του συνόλου O(n,R) είναι αντιστρέψιμοι

πίνακες. Προφανώς In ∈ O(n,R). ΄Εστω τώρα A,B ∈ O(n,R). Τότε AAt = In = AtA και BBt = In =

BtB. Συνεπώς (AB)(AB)t = AB(BtAt) = A(BBt)At = AAt = In = Bt(AtA)B = (BtAt)(AB) =

(AB)t(AB). ΄Αρα AB ∈ O(n,R). ΄Εχουμε επίσης, At(At)t = In = (At)tAt και επομένως A−1 (= At) ∈
O(n,R). Συνάγουμε ότι O(n,R) ≤ GL(n,R).

12.12 Υποθέτουμε ότι G είναι ομάδα πεπερασμένης τάξης με τάξη άρτιο αριθμό και, επιπλέον, ότι G δεν

περιέχει στοιχείο τάξης 2. Τότε g 6= g−1
για όλα τα g ∈ G − {1G}. [Εξήγηση: Αν g ∈ G − {1G} με

g = g−1
, τότε g2 = 1G με g1 6= 1G και επομένως o(g) = 2.] ΄Επεται ότι τα στοιχεία της G είναι το 1G και

ζεύγη της μορφής {g, g−1} όπου g 6= g−1
. Αφού G είναι πεπερασμένη, συμπεραίνουμε ότι |G| = 1 + 2k για

κάποιο k ∈ N, που είναι άτοπο.

12.13 (i) ΄Εστω ότι υπάρχει q ∈ Q με Q = 〈q〉. Προφανώς q 6= 0. ΄Ομως q/2 ∈ Q, άρα q/2 = rq για

κάποιο r ∈ Z. [Σημείωση: ΄Εχουμε ότι r · q = rq (πολλαπλασιασμός ρητών στην περίπτωση μας εδώ) —

συγκρίνετε με τον ορισμό του συμβόλου r · q στην Παράγραφο 12.3.] Πολλαπλασιάζοντας (συνηθισμένος

πολλαπλασιασμός στο Q) και τα δύο μέλη της εξίσωσης q/2 = rq με το q−1 (∈ Q), παίρνουμε 1/2 = r με

r ∈ Z, που είναι άτοπο.

(ii) Z∗7 = 〈3〉 = {3, 2, 6, 4, 5, 1}, άρα (Z∗7, ·) είναι κυκλική.

(iii) ΄Εχουμε ότι C12 = 〈ω〉. Παρατηρούμε ότι 〈ω3〉 = {1, ω3, (ω3)2, (ω3)3} = {1, ω3, ω6, ω9} και 〈ω5〉 =

〈ω〉 = C12 (συγκρίνετε με την συζήτηση στην σελίδα 110).

12.14 Θέτουμε r =εκπ(m,n). Τότε m|r και n|r. Από τον ορισμό, (ab)r = (ab)(ab) . . . (ab), r φορές.

΄Ομως ab = ba, άρα (ab)r = arbr = 1G (υπάρχουν k, l ∈ N με r = km = ln). ΄Επεται ότι o(ab) ≤ r.

΄Εστω τώρα t ∈ N με (ab)t = 1G. Παρεμβάλλοντας την υπόθεση μας ότι ab = ba, βλέπουμε ότι atbt = 1G.

Επομένως at = b−t ∈ 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {1G}. ΄Εχουμε δηλαδή ότι at = 1G και b−t = 1G. Επομένως,

bt = (b−t)−1 = (1G)−1 = 1G. Από την Παρατήρηση 12.28(ii), έχουμε ότι m|t και n|t. Συνεπώς t ≥ r.

Συνάγουμε ότι o(ab) ≥ r, και επομένως o(ab) = r.
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12.15 Για k ∈ N ισχύει, (gm)k = 1G αν-ν n|mk αν-ν (nd )|(md )k αν-ν (nd )|k, αφού μκδ(nd ,
m
d ) = 1. ΄Εχουμε,

δηλαδή, ότι (gm)k = 1G αν, και μόνο αν, k είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του
n
d . Συνάγουμε ότι o(gm) = n

d .

12.16 (i) ρ = (1 4 5 6 7 8 3)(2)(9), σ = (1 3 9)(2 5 6 7 4)(8), ρσ = (1)(2 6 8 3 9 4)(5 7). Τύποι κύκλων:

(7, 1, 1), (5, 3, 1), (6, 2, 1) αντίστοιχα.

(ii) ΄Εχουμε ότι ρ = (1 4 5 6 7 8 3) = (1 3)(1 8)(1 7)(1 6)(1 5)(1 4), σ = (1 3 9)(2 5 6 7 4) =

(1 9)(1 3)(2 4)(2 7)(2 6)(2 5) και ρσ = (2 6 8 3 9 4)(5 7). Παρατηρούμε ότι sgn(ρ) = +1 = sgn(σ). ΄Εχουμε

επίσης ότι o(ρ) = 7 = o(σρσ−1) από την ΄Ασκηση 12.7, και o(σ) =εκπ(3, 5) = 15 και o(ρσ) =εκπ(2, 6) = 6,

από την ΄Ασκηση 12.14. [Παρατήρηση: Αφού ρ είναι ένας 7-κύκλος τότε, από την Πρόταση 12.12, και η

σρσ−1
είναι επίσης ένας 7-κύκλος.]

(iii) τστ−1 = τ(1 3 9)τ−1τ(2 5 6 7 4)τ−1 = (1 2 9)(4 5 3 7 6)

(iv) Δεν υπάρχει τέτοιο π αφού οι μεταθέσεις σ και (1 2 3)(4 5 6) δεν έχουν τον ίδιο τύπο κύκλων.

΄Εστω ότι υπάρχει γ ∈ S9 με γρσγ−1 = (1 2)(3 4 5 6 7 8). Αφού οι κύκλοι (2 6 8 3 9 4) και

(5 7) είναι ξένοι μεταξύ τους, θα είχαμε τότε γ(1 2 6 8 3 9 4)(5 7)γ−1 = γ(5 7)(2 6 8 3 9 4)γ−1 =

γ(5 7)γ−1γ(2 6 8 3 9 4)γ−1 = (γ(5) γ(7))(γ(2) γ(6) γ(8) γ(3) γ(9) γ(4)). Ελέγξτε, για παράδειγμα, ότι

γ = (1 9 7 2 3 6 4 8 5) ικανοποιεί την σχέση αυτή.

12.17 ΄Εστω α ∈ {ω, ω2} ⊆ C3 όπου ω = cos(2π/3) + i sin(2π/3). ΄Εχουμε τότε ότι o(1, 1̄) = 1,

o(1, 5̄) = 2, o(α, 1̄) = 3 και o(α, 5̄) = 6. [Εξήγηση για το o(α, 5̄) : Παρατηρούμε πρώτα ότι (α, 5̄)6 =

(α6, (5̄)6) = (1, 1̄) = 1G, όπου G = C3 × Z∗5. ΄Αρα o(α, 5̄) ≤ 6. ΄Εστω τώρα ότι (α, 5̄)r = (1, 1̄) για

κάποιο r ∈ N. Τότε (αr, (5̄)r) = (1, 1̄) και επομένως αr = 1 και (5̄)r = 1̄. Από την Παρατήρηση 12.28(ii),

έχουμε ότι 3|r και 2|r αφού o(α) = 3 και o(5̄) = 2. ΄Επεται ότι 6|r αφού μκδ(2, 3) = 1 (΄Ασκηση 9.5(ii)).

Συνάγουμε ότι r ≥ 6 και επομένως o(α, 5̄) = 6.]

12.19 Χρωματίζοντας τα τετράγωνα μαύρα και άσπρα εναλλάξ, όπως σε μια σκακιέρα, το χρώμα της κενής

θέσης αλλάζει σε κάθε βήμα. Αφού οι κενές θέσεις συμπίπτουν στις δύο διατάξεις που εξετάζουμε, και

επομένως το χρώμα της κενής θέσης παραμένει το ίδιο, για να είναι δυνατή η συγκεκριμένη μετάβαση πρέπει

υποχρεωτικά να εμπλέκει μια άρτια μετάθεση (αφού θα είναι σύνθεση άρτιου πλήθους αντιμεταθέσεων) του

συνόλου X = {1, 2, 3, . . . , 15}.

13.1 Θέτουμε a = (1 2) και b = (1 3)(4 5). Παρατηρούμε ότι o(a) = 2 = o(b). ΄Εχουμε επίσης ότι

ab = (1 3 2)(4 5) και επομένως o(ab) = 6, δίνοντας έτσι την σχέση ababab = bababa. Ελέγχοντας ότι τα

πιο κάτω 12 γινόμενα μας δίνουν διακεκριμένες μεταθέσεις στην S5, συνάγουμε ότι H = {(1), a, ab, aba,

abab, ababa, ababab, b, ba, bab, baba, babab}.

13.2 (i) Χρησιμοποιούμε τις Προτάσεις 12.12 και 12.14: Θεωρούμε την αντιμετάθεση (i j) ∈ Sn, όπου

0 ≤ i < j ≤ n. Τότε (i j) = (j − 1 j) . . . (i + 1 i + 2)(i i + 1)(i + 1 i + 2) . . . (j − 1 j). [Για παράδειγμα

στην S8, έχουμε (2 7) = (6 7)(5 6)(4 5)(3 4)(2 3)(3 4)(4 5)(5 6)(6 7).]

13.4 (i) Παρατηρούμε πρώτα ότι φ(gk) = (φg)k ισχύει για k = 0 και k = 1. [Εξήγηση: Για k = 0 :

φ(g0) = φ(1G) = 1H = (φg)0
. Για k = 1 : φ(gk) = φ(g) = (φg)1

.] ΄Εστω τώρα m ≥ 1. Υποθέτουμε ότι

φ(gm) = (φg)m. ΄Εχουμε τότε φ(gm+1) = φ(gmg) = φ(gm)φ(g) = (φg)m(φg) = (φg)m+1
. Από το αξίωμα

της επαγωγής έχουμε ότι φ(gk) = (φg)k για όλα τα k ∈ N.

΄Εστω τώρα k ∈ Z με k < 0. Τότε k = −r για κάποιο r ∈ N. ΄Εχουμε τότε φ(gk) = φ(g−r) = φ((g−1)r) =

(φ(g−1))r = ((φg)−1)r = (φg)−r = (φg)k, (έχουμε χρησιμοποιήσει την Πρόταση 13.5). Συνάγουμε ότι

φ(gk) = (φg)k για όλα τα k ∈ Z.

(ii) ΄Εστω k ∈ N. Παρατηρούμε, αφού φ είναι ενριπτικός, ότι gk = 1G αν-ν φ(gk) = φ(1G) (= 1H) αν-ν

(φg)k = 1H . Θέτουμε S1 = {k ∈ N : gk = 1G} και S2 = {k ∈ N : (φg)k = 1H}. Τότε S1 = S2. Πιο
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ειδικά, S1 6= ∅ αν-ν S2 6= ∅, και σε τέτοια περίπτωση τα σύνολα S1 και S2 έχουν το ίδιο ελάχιστο στοιχείο.

(΄Εχουμε επίσης ότι S1 = ∅ αν-ν S2 = ∅). Συνάγουμε ότι τα στοιχεία g και φ(g) έχουν την ίδια τάξη.

13.6 Η ομάδα (R−{0}, ·) δεν περιέχει στοιχεία τάξης 4. [Εξήγηση: Αν x4 = 1 με x ∈ R, τότε x ∈ {1,−1}.
΄Ομως, o(1) = 1 και o(−1) = 2.] Από την άλλη, η ομάδα (C− {0}, ·) περιέχει ακριβώς 2 στοιχεία τάξης 4

(τα i και −i). Συγκρίνετε τώρα με την ΄Ασκηση 13.4.

13.7 (i) Δεν είναι ισομορφικές, αφού η Z4 περιέχει στοιχείο τάξης 4 (το 1), όχι όμως η Z∗8 (συγκρίνετε με

την ΄Ασκηση 12.4(ii)).

(ii) Παρατηρούμε ότι και οι δύο ομάδες είναι κυκλικές τάξης 4. [΄Εχουμε ότι Z4 = 〈1〉 και Z∗10 = 〈3〉.] Είναι

τώρα άμεση συνέπεια της Πρότασης 13.12 ότι οι δύο ομάδες είναι ισομορφικές.

13.8 ΄Εστω π, ρ ∈ S10. Τότε φ(πρ) = sgn(πρ) = sgn(π) sgn(ρ) = (φπ)(φρ). ΄Εχουμε επίσης ότι kerφ =

A10 και imφ = C2.

13.9 ΄Εστω g ∈ C9 και h ∈ C13 με o(g) = 9 και o(h) = 13. Τότε C9 = 〈g〉, C13 = 〈h〉 και φ(g) = hk για

κάποιο k ∈ Z με 0 ≤ k ≤ 12. ΄Εχουμε τότε, 1 = φ(1) = φ(g9) = (φg)9 = (hk)9 = h9k
. ΄Επεται ότι 13|9k

και επομένως 13|k (όπου 0 ≤ k ≤ 12), αφού μκδ(9, 13) = 1. Συνάγουμε ότι k = 0 και φ είναι ο τετριμμένος

ομομορφισμός που απεικονίζει όλα τα στοιχεία της C9 στο 1.

13.10 Θα δείξουμε το εξής αποτέλεσμα: ΄Εστω H,K κυκλικές ομάδες (πεπερασμένης) τάξης m και n

αντίστοιχα. Τότε η ομάδα H ×K είναι κυκλική αν-ν μκδ(m,n) = 1. [Συγκρίνετε με την Πρόταση 13.12 —

προφανώς |H ×K| = mn.]

Υποθέτουμε ότι H = 〈a〉 και K = 〈b〉 όπου a ∈ H με o(a) = m και b ∈ K με o(b) = n.

(⇒) ΄Εστω ότι μκδ(m,n) = d > 1. ΄Εστω επίσης (u, v) ∈ H × K. Τότε u = ai και v = bj για κάποια

i, j ∈ Z, και επομένως um = (ai)m = 1H και vn = (bj)n = 1K . Επιπλέον d|m, d|n και (u, v)mn/d =

(umn/d, vmn/d) = ((um)n/d, (vn)m/d) = (1H , 1K). ΄Επεται ότι o((u, v)) ≤ mn
d < mn και επομένως H ×K

δεν είναι κυκλική.

(⇐) ΄Εστω τώρα ότι μκδ(m,n) = 1. Αρκεί να δείξουμε ότι o((a, b)) = mn (προφανώς (a, b) ∈ H × K).

Παρατηρούμε πρώτα ότι (a, b)mn = (amn, bmn) = ((am)n, (bn)m) = (1H , 1K). Επομένως o((a, b))|mn, από
την Παρατήρηση 12.28(ii). Θέτουμε r = o((a, b)). ΄Εχουμε τότε ότι (a, b)r = (1H , 1K), άρα (ar, br) =

(1H , 1K). Συνεπώς, ar = 1H και br = 1K . ΄Επεται ότι m|r και n|r (πάλι από την Παρατήρηση 12.28(ii))

και, αφού μκδ(m,n) = 1, έχουμε ότι mn|r. Συνάγουμε ότι o((a, b)) = mn και επομένως η ομάδα H ×K
είναι κυκλική.

13.11 (i) ΄Εστω πρώτα ότι G είναι αβελιανή και ότι x, y ∈ G. Τότε, φ(xy) = (xy)−1 = y−1x−1 =

x−1y−1 = (φx)(φy) και επομένως φ είναι ομομορφισμός. Η συνάρτηση φ είναι ενριπτική αφού φ(x) = φ(y)

⇒ x−1 = y−1 ⇒ (x−1)−1 = (y−1)−1 ⇒ x = y. Είναι επίσης επιρριπτική αφού, για κάθε y ∈ G, έχουμε

y = (y−1)−1 = φ(y−1), όπου y−1 ∈ G (έχουμε ότι G είναι ομάδα και y ∈ G).

΄Εστω τώρα ότι φ ∈ Aut(G). Αν x, y ∈ G, τότε x = φ(x−1) και y = φ(y−1), όπου x−1, y−1 ∈ G. Συνεπώς,

xy = (φx−1)(φy−1) = φ(x−1y−1) = φ((yx)−1) = yx. ΄Αρα G είναι αβελιανή.

(ii) ΄Εστω K = 〈g〉 κυκλική άπειρης τάξης (όπου g ∈ G), και φ ∈ Aut(K). Τότε g (= g1) = φ(gs) για

κάποιο s ∈ Z, αφού φ είναι επιρριπτική και G = {gr : r ∈ Z}. ΄Εχουμε επίσης ότι φ(g) = gt για κάποιο

t ∈ Z. ΄Επεται ότι g1 = φ(gs) = (φg)s = (gt)s = gts. Επομένως ts = 1 και t ∈ {−1, 1}, αφού οι δυνάμεις

gr, όπου r ∈ Z, είναι διακεκριμένες από την υπόθεση μας. Και οι δύο αυτές επιλογές για το t μας δίνουν

αυτομορφισμούς της G :
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t = 1 : φ(gr) = (φg)r = gr, η ταυτοτική απεικόνιση από την G στην G,

t = −1 : φ(gr) = (φg)r = (g−1)r = g−r = (gr)−1
, είναι πράγματι αυτομορφισμός της G από το τμήμα (i)

της άσκησης.

Συμπεραίνουμε ότι |Aut(K)| = 2 και επομένως Aut(K) ∼= C2, αφού Aut(K) = {i, α} με α = α−1
.

13.12 [Υπενθύμιση. ΄Εστω f : V → W ένας R-ισομορφισμός R-διανυσματικών χώρων. ΄Εστω επίσης

w1, w2 ∈ W και λ ∈ R. Τότε w1 = f(v1) και w2 = f(v2) για κάποια v1, v2 ∈ V . Θέτουμε g = f−1
. Τότε

g(w1 + w2) = g(f(v1) + f(v2)) = g(f(v1 + v2)) = (g ◦ f)(v1 + v2) = v1 + v2 = f−1(w1) + f−1(w2) =

g(w1) + g(w2). Επιπλέον, g(λw1) = g(λf(v1)) = g(f(λv1)) = (g ◦ f)(λv1) = λv1 = λf−1(w1) = λg(w1).

Αυτό δείχνει ότι f−1 : W → V είναι επίσης R-ισομορφισμός.]

(i) Από μαθήματα γραμμικής άλγεβρας, η σύνθεση δύο R-ισομορφισμών και η αντίστροφη απεικόνιση ενός

R-ισομορφισμού από το R2
στο R2

είναι στοιχεία του IR(R2). ΄Εχουμε επίσης ότι iR2 ∈ IR(R2) και iR2 είναι

το ουδέτερο στοιχείο της ομάδας αυτής. (Ο προσεταιρισμός ισχύει στην σύνθεση συναρτήσεων.)

(ii) ΄Εστω ê = (e1, e2) η φυσιολογική διατεταγμένη R-βάση ((1, 0), (0, 1)) του R2
. Αν f ∈ IR(R2), θέτουμε

[f ]ê =
(
a11 a12
a21 a22

)
∈ M2(R), όπου f(e1) = a11e1 + a21e2 και f(e2) = a12e1 + a22e2. ΄Εχουμε τότε ότι

[f ]ê ∈ GL(2,R) για κάθε f ∈ IR(R2) αφού, στην περίπτωση που f είναι R-ισομορφισμός, τα διανύσματα

f(e1), f(e2) είναι R-γραμμικά ανεξάρτητα. Θέτουμε ψ : IR(R2)→ GL(2,R) : f 7→ [f ]ê, (f ∈ IR(R2)). Και

πάλι από τα μαθήματα γραμμικής άλγεβρας έχουμε ότι ψ(g◦f) = [g]ê[f ]ê, και επομένως ψ είναι ομομορφισμός

ομάδων. Επιπλέον η συνάρτηση ψ είναι αμφιμονοσήμαντη. Από την Πρόταση 11.10, συγκρίνετε επίσης με

την ΄Ασκηση 12.11(c), έχουμε ότι η ομάδα O(2,R) αποτελείται ακριβώς από όλους τους πίνακες της μορφής

Aφ, Bφ όπου φ ∈ R με 0 ≤ φ < 2π. ΄Ομως, με φ όπως προηγουμένως, έχουμε ότι rotφ, refφ ∈ IR(R2)

όπου ψ(rotφ) = Aφ και ψ(refφ) = Bφ.

13.13 Για κάθε f ∈ D2n, ορίζουμε f̂ : X → X με f̂(κ) = f(κ), (κ ∈ X). Από το Παράδειγμα 12.23,

έχουμε ότι f̂ είναι καλά ορισμένη και ότι f̂ είναι μια μετάθεση του X. Προφανώς, Sym(X) ∼= Sn. Θέτουμε

χ : D2n → Sym(X) : f 7→ f̂ , (f ∈ D2n). ΄Εστω τώρα f, g ∈ D2n. Τότε χ(g ◦ f) = h για κάποιο h ∈
Sym(X). Αν κ ∈ X, τότε h(κ) = (g ◦ f)(κ) = g(f(κ)), άρα h(κ) = ĝ(f̂(κ)) = (ĝ ◦ f̂)(κ). Συμπεραίνουμε

ότι χ(g ◦ f) = ĝ ◦ f̂ = (χg) ◦ (χf), άρα χ είναι ομομορφισμός ομάδων. Επιπλέον, αν χ(f) = χ(g), έχουμε

ότι f(κ) = g(κ) για κάθε κ ∈ X και επομένως f = g και πάλι από το Παράδειγμα 12.23. ΄Επεται ότι ο

ομομορφισμός ομάδων χ είναι ενριπτικός.

13.14 Χρησιμοποιώντας την τρίτη σχέση, βλέπουμε ότι κάθε στοιχείο της H μπορεί να εκφραστεί στην

μορφή AiBj για κάποια i, j ∈ Z. Χρησιμοποιώντας τώρα τις πρώτες δύο σχέσεις, προκύπτει ότι είναι αρκετό

να περιοριστούμε στις τιμές 0 ≤ i ≤ 3 και 0 ≤ j ≤ 1. Συνεπώς |H| ≤ 8. Αφού όμως οι πίνακες AiBj

(0 ≤ i ≤ 3, 0 ≤ j ≤ 1) είναι διακεκριμένοι, συνάγουμε ότι |H| = 8.

Παρατηρούμε ότι H έχει ακριβώς 1 στοιχείο τάξης 2 ενώ η D8 έχει ακριβώς 5 στοιχεία τάξης 2. [Το

στοιχείο A2
(

=
(−1 0

0 −1

))
είναι το μόνο στοιχείο της υποομάδας 〈A〉 της H που έχει τάξη 2. ΄Εστω τώρα

C ∈ {AiB : 0 ≤ i ≤ 3}. Τότε C2 = AiBAiB = AiA−iBB = B2 = A2
, και επομένως o(C) 6= 2. Στην

πραγματικότητα o(C) = 4, αφού C4 = I2 και o(C) 6∈ {1, 2}.] Επομένως Q8 6∼= D8.

13.15 Θέτουμε S3 = {αi : 1 ≤ i ≤ 6}, όπου α1 = (1), α2 = (1 2), α3 = (1 3), α4 = (2 3), α5 = (1 2 3)

και α6 = (1 3 2). ΄Εστω επίσης φ η αριστερή κανονική αναπαράσταη της S3. Τότε

φ(α1) = (α1)(α2)(α3)(α4)(α5)(α6), φ(α2) = (α1 α2)(α3 α6)(α4 α5),

φ(α3) = (α1 α3)(α2 α5)(α4 α6), φ(α4) = (α1 α4)(α2 α6)(α3 α5),

φ(α5) = (α1 α5 α6)(α2 α3 α4), φ(α6) = (α1 α6 α5)(α2 α4 α3).
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14.1 (i) ΄Εστω a, b, c ∈ G. ΄Εχουμε τότε

(1) aa−1 = 1G ∈ H, άρα (a, a) ∈ R.

(2) (a, b) ∈ R ⇒ ab−1 ∈ H ⇒ (ab−1)−1 ∈ H (αφού H ≤ G) ⇒ ba−1 ∈ H ⇒ (b, a) ∈ R.

(3) (a, b) ∈ R και (b, c) ∈ R ⇒ ab−1, bc−1 ∈ H ⇒ ac−1 (= ab−1bc−1) ∈ H (αφού H ≤ G) ⇒ (a, c) ∈ R.

Αν x ∈ G, τότε x̄ = {y ∈ G : (y, x) ∈ R} = {y ∈ G : yx−1 ∈ H} = {y ∈ G : y ∈ Hx}. [Για την τελευταία

ισότητα έχουμε χρησιμοποιήσει την Πρόταση 14.8.] Επομένως οι αντίστοιχες κλάσεις ισοδυναμίας είναι

ακριβώς τα δεξιά σύμπλοκα της H στην G.

(ii) Θέτουμε G = C12 και H = C4. Προφανώς H ≤ G. ΄Εχουμε επίσης ότι G = 〈ω〉 και H = 〈ω3〉 =

{1, ω3, ω6, ω9} όπου ω = cos(2π
12 ) + i sin( 2π

12 ) ∈ C. [Ελέγξτε ότι o(ω) = 12 και o(ω3) = 4.] Οι αντίστοιχες

κλάσεις ισοδυναμίας είναι τα δεξιά σύμπλοκα της H στην G (που στην περίπτωση αυτή συμπίπτουν με τα

αριστερά σύμπλοκα της H στην G αφού G είναι αβελιανή):

H1 = {1, ω3, ω6, ω9} = Hω3 = Hω6 = Hω9,

Hω = {ω, ω4, ω7, ω10} = Hω4 = Hω7 = Hω10

Hω2 = {ω2, ω5, ω8, ω11} = Hω5 = Hω8 = Hω11.

14.2 (i) Από το Πόρισμα 12.13, αν x, y ∈ Sn είναι συζυγή, τότε x, y έχουν τον ίδιο τύπο κύκλων.

Υποθέτουμε τώρα ότι x, y ∈ Sn και x, y έχουν τον ίδιο τύπο κύκλων. ΄Εστω π1 . . . πr και ρ1 . . . ρr οι

πλήρεις παραγοντοποιήσεις των x, y ως γινόμενα κύκλων ξένων μεταξύ τους, όπου μήκοςπi ≥ μήκοςπi+1

και μήκος ρi ≥ μήκος ρi+1 για όλα τα i με 1 ≤ i ≤ r. ΄Εχουμε τότε, για κάθε i, ότι ο κύκλος πi έ-

χει το ίδιο μήκος με τον κύκλο ρi (δηλαδή πi είναι ένας k(i)-κύκλος αν-ν ρi είναι ένας k(i)-κύκλος).

Συνοψίζοντας, έχουμε διευθετήσει της πλήρεις παραγοντοποιήσεις για τις μεταθέσεις x, y στην μορφή

x = (a1 . . . ak(1)) . . . (c1 . . . ck(r)) και y = (a′1 . . . a
′
k(1)) . . . (c

′
1 . . . c

′
k(r)). Παρατηρούμε ότι υπάρχει g ∈ Sn

με g(a1) = a′1, . . . , g(ck(r)) = c′k(r), και επομένως gxg−1 = g(a1 . . . ak(1))g
−1 . . . g(c1 . . . ck(r))g

−1 =

(g(a1) . . . g(ak(1))) . . . (g(c1) . . . g(ck(r))) = y.

(ii) Από το τμήμα (i), στην S4 έχουμε τις εξής κλάσεις συζυγίας (ακριβώς μια για κάθε τύπο κύκλων)

αντιπρόσωπος (1 2 3 4) (1 2 3)(4) (1 2)(3 4) (1 2)(3)(4) (1)(2)(3)(4)
πλήθος στοιχείων 6 8 3 6 1

Παρατηρούμε πρώτα ότι οι υποομάδες {1}, V4, A4 και S4 της S4 είναι όλες κανονικές υποομάδες, αφού

αποτελούνται όλες από την ένωση κλάσεων συζυγίας. ΄Εστω τώρα N μια τυχαία κανονική υποομάδα της

S4. Τότε (1) ∈ N , |N | |24 και N είναι ένωση κλάσεων συζυγίας. ΄Ομως τα μόνα αθροίσματα από τον

κατάλογο αριθμών 1, 3, 6, 6, 8 τα οποία περιέχουν το 1 και είναι διαιρέτες του 24 είναι τα εξής: 1, 1 + 3,

1 + 3 + 8, 1 + 3 + 6 + 6 + 8. Συνάγουμε ότι {1}, V4, A4, S4 είναι οι μόνες κανονικές υποομάδες της S4.

14.3 (14.22)(i) ΄Εστω G ομάδα και H ≤ G με [G : H] = 2. Αν g ∈ H, τότε gH = H = Hg. Αν g ∈ G−H,

τότε G = H ∪Hg = H ∪ gH με H ∩Hg = ∅ και H ∩ gH = ∅ (υπάρχουν ακριβώς 2 διακεκριμένα δεξιά

και 2 διακεκριμένα αριστερά σύμπλοκα της H στην G). ΄Επεται ότι Hg = G−H = gH. ΄Εχουμε δείξει ότι

Hg = gH για όλα τα g ∈ G. Το αποτέλεσμα είναι άμεση συνέπεια της Πρότασης 14.17.

(14.22)(iii) ΄Εστω n ≥ 2. Θέτουμε P = {π ∈ Sn : π είναι περιττή}. Αν σ ∈ P , τότε σ = (1 2)(1 2)σ ∈
(1 2)An, αφού (1 2)σ ∈ An. ΄Επεται ότι P ⊆ (1 2)An. Προφανώς (1 2)An ⊆ P .

(14.22)(iv) Από την Πρόταση 13.6, ξέρουμε ότι ker θ ≤ G. ΄Εστω τώρα g ∈ G και h ∈ ker θ. ΄Εχουμε τότε

φ(g−1hg) = φ(g−1)φ(h)φ(g) = (φg)−11Hφ(g) = 1H . ΄Αρα g−1hg ∈ ker θ.
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(14.25)(ii) Παρατηρούμε ότι V4 ⊆ A4 ⊆ S4. ΄Εστω τώρα π ∈ V4. ΄Εχουμε τότε ότι g−1πg ∈ V4 οποτεδήποτε

g ∈ S4 (και επομένως οποτεδήποτε g ∈ A4) από την ΄Ασκηση 14.2.

(a) Το σύνολο {(1), (1 2 3), (1 3 2)} (αντίστοιχα, {(1), (1 2)}) αποτελεί ένα σύστημα δεξιών αντιπροσώπων

της V4 στην A4 (αντίστοιχα, της A4 στην S4). ΄Επεται ότι το υποσύνολο {(1), (1 2), (1 2 3), (1 2 3)(1 2) (=

(1 3)), (1 3 2), (1 3 2)(1 2) (= (2 3))} της S4 αποτελεί ένα σύστημα δεξιών αντιπροσώπων της V4 στην

S4.

(14.30)(iv) Θέτουμε φ : GL(n,R)→ R∗ :m 7→ det(m),m ∈ GL(n,R). [Η συνάρτηση φ είναι καλά ορισμένη

αφού κάθε αντιστρέψιμος τετραγωνικός πίνακας με συντελεστές από το R έχει μη-μηδενική ορίζουσα, η οποία

είναι ένας πραγματικός αριθμός.]

΄Εστω τώρα m1,m2 ∈ GL(n,R). Τότε φ(m1m2) = det(m1m2) = (detm1)(detm2) = (φm1)(φm2),

συνεπώς φ είναι ομομορφισμός ομάδων. Τώρα αν α ∈ R∗ τότε α = φ(mα) όπουmα είναι ο διαγώνιος πίνακας

D(α, 1, 1, . . . , 1). Προφανώς ο πίνακας mα είναι αντιστρέψιμος, αφού det(mα) = α ( 6= 0). Επομένως φ είναι

επιρριπτικός. Τέλος, παρατηρούμε ότι kerφ = {m ∈ GL(n,R) : φ(m) = 1} = {m ∈ GL(n,R) : det(m) =

1} = SL(n,R).

14.4 Από την υπόθεση, H CG και επομένως K = G/H είναι μια ομάδα τάξης 2. ΄Επεται ότι, h2 = 1K για

όλα τα h ∈ K. Πιο ειδικά, (gH)2 = 1K (= 1GH). ΄Ομως (gH)2 = g2H, άρα g2H = 1GH. Συνάγουμε ότι

g2 ∈ H.

14.5 Παρατηρούμε πρώτα ότι (g1, . . . , gp) ∈ L ⇒ g1g2 . . . gp = 1G ⇒ g2 . . . gp = g−1
1 ⇒ g2 . . . gpg1 = 1G

⇒ (g2, . . . , gp, g1) ∈ L ⇒ π(g1, . . . , gp) ∈ L. Συνεπώς π είναι πράγματι μια συνάρτηση από το L στο L.

Επιπλέον, αν (x1, . . . , xp) ∈ L, τότε (xp, x1, . . . , xp−1) ∈ L αφού x1 . . . xp−1 = x−1
p . ΄Ομως (x1, . . . , xp) =

π(xp, x1, . . . , xp−1) άρα π είναι επιρριπτική, και αφού L είναι πεπερασμένο σύνολο συμπεραίνουμε ότι π είναι

αμφιμονοσήμαντη. ΄Εχουμε δηλαδή ότι π ∈ Sym(L). Επιπλέον, o(π)|p θεωρώντας την π ως στοιχείο της

ομάδας Sym(L), αφού πp = iL.

(i), (ii): Αν gp = 1G, όπου g ∈ G, τότε προφανώς (g, g, . . . , g) ∈ L και το στοιχείο αυτό σταθεροποιείται

από την L. Αντίστροφα, αν x = (x1, . . . , xp) ∈ L και π(x) = x, έχουμε ότι (x1, x2, . . . , xp−1, xp) =

(x2, x3, . . . , xp, x1), συνεπώς x1 = x2 = x3 = . . . = xp−1 = xp = h για κάποιο h ∈ G (έχουμε, δηλαδή,

x = (h, h, . . . , h) όπου hp = 1G). Συμπεραίνουμε, αφού p είναι πρώτος, ότι τα στοιχεία του συνόλου L

που σταθεροποιούνται από την π είναι το (1G, 1G, . . . , 1G) και όλα τα στοιχεία της μορφής (g, g, . . . , g) με

o(g) = p. Θεωρώντας τώρα μια πλήρη παραγοντοποίηση της π ως γινόμενο κύκλων ξένων μεταξύ τους και

παρεμβάλλοντας την ΄Ασκηση 12.14 συμπεραίνουμε, αφού o(π)|p, ότι τα υπόλοιπα στοιχεία του συνόλου L

(αν υπάρχουν τέτοια) περιέχονται σε p-κύκλους. [Σημείωση: Στην ειδική περίπτωση που |G| = 2 = p, τότε

G είναι κυκλική, άρα G = 〈g〉 για κάποιο g ∈ G με o(g) = 2. ΄Εχουμε τότε ότι L = {(1G, 1G), (g, g)} και

π = iL.]

(iii) Για να βρούμε το πλήθος των p-άδων του συνόλου Gp που ανήκουν στο σύνολο L παρατηρούμε ότι

σε κάθε μια από τις πρώτες p− 1 θέσεις μιας τέτοιας p-άδας μπορούμε να τοποθετήσουμε τυχαίο στοιχείο

της G, όμως από την στιγμή που έχει γίνει η επιλογή για τις πρώτες p − 1 θέσεις, η τελευταία θέση

καθορίζεται με μοναδικό τρόπο. Συνεπώς |L| = |G|p−1
. ΄Εστω τώρα s το πλήθος των στοιχείων του L που

σταθεροποιούνται από την π. Τότε s ≥ 1, αφού (1G, 1G, . . . , 1G) ∈ L.

΄Εχουμε επίσης ότι |L| (= |G|p−1) = s + kp για κάποιο k ∈ N ∪ {0}, από το τμήμα (ii), αφού τα υπόλοιπα

στοιχεία του L περιέχονται σε p-κύκλους. ΄Ομως p ||G| και επομένως p ||L|. Συνάγουμε ότι p|s και επομένως

s ≥ p αφού s ≥ 1. Από το τμήμα (ii), προκύπτει τώρα άμεσα ότι υπάρχει g ∈ G με o(g) = p.

14.6 (i) ΄Εχουμε ότι {a, c} ⊆ D12 αφού και το a και το c αποτελούν συμμετρίες του κανονικού εξαγώνου.

Παρατηρούμε επίσης ότι ac = rotπ/3refπ/3 = ref2π/3 = refπ/3rot−π/3 = ca−1
. ΄Επεται ότι akc = ca−k

για κάθε k ∈ Z. ΄Εχουμε επίσης ότι o(a) = 6 και o(c) = 2, επομένως κάθε στοιχείο της 〈a, c〉 μπορεί

να εκφραστεί στην μορφή aicj όπου 0 ≤ i ≤ 5 και 0 ≤ j ≤ 1. Αν τώρα m, i ∈ Z με 0 ≤ m, i ≤ 5,
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έχουμε (ai)−1amai = am και (aic)−1am(aic) = c−1a−iamaic = c−1amc = camc = a−mc2 = a−m ∈ 〈a〉.
Συνάγουμε ότι 〈a〉C 〈a, c〉.

(ii) Από το Παράδειγμα 13.3(ii), έχουμε ότι D12 = 〈rotπ/3, ref0〉. ΄Εχουμε επίσης ότι {rotπ/3, refπ/3} ⊆
D12 και επομένως 〈rotπ/3, refπ/3〉 ≤ D12. Από την άλλη {rotπ/3, ref0} ⊆ 〈rotπ/3, refπ/3〉, αφού ref0 =

refπ/3 ◦ rotπ/3 ∈ 〈rotπ/3, refπ/3〉. Συνάγουμε ότι D12 (= 〈rotπ/3, ref0〉) ≤ 〈rotπ/3, refπ/3〉 και επομένως

D12 = 〈rotπ/3, refπ/3〉.

΄Εχουμε ότι |D12| = 12 (κοιτάξτε το Παράδειγμα 12.23 και τον ορισμό που το ακολουθεί). Προφανώς

〈a〉 = {ak : 0 ≤ k ≤ 5}, άρα |〈a〉| = 6 (= o(a)). Συνεπώς υπάρχουν ακριβώς δύο σύμπλοκα της 〈a〉 στην
D12. Παρατηρούμε επίσης ότι c 6∈ 〈a〉, συγκρίνετε με την συζήτηση στο Παράδειγμα 13.3(ii). ΄Επεται ότι

D12 = 〈a〉 ∪ 〈a〉c = 〈a〉 ∪ c〈a〉. [Βλέπουμε για ακόμη μια φορά ότι 〈a〉CD12 αφού [D12 : 〈a〉] = 2.]

(iii) Θέτουμε x = refπ/3 και y = ref0. Τότε {x, y} ⊆ D12 και επομένως 〈x, y〉 ≤ D12. Από την άλλη,

xy = refπ/3 ◦ ref0 = rotπ/3 και επομένως {rotπ/3, ref0} ⊆ 〈x, y〉. ΄Επεται ότι D12 ≤ 〈x, y〉.

14.7 Θέτουμε X = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Παρατηρούμε ότι o(α) = 6, o(β) = 2 άρα α6 = iX = β2
. ΄Εχουμε

επίσης ότι αβ = (1 2 3 4 5 6)(2 6)(3 5) = (1 2)(3 6)(4 5) και βα−1 = (2 6)(3 5)(6 5 4 3 2 1) =

(1 2)(3 6)(4 5) = αβ.

Ισχυρισμός. Ισχύει ότι |H1| = 12 και H1 = {αiβj : 0 ≤ i ≤ 5, 0 ≤ j ≤ 1}.

Απόδειξη ισχυρισμού. Παρατηρούμε πρώτα ότι για 1 ≤ i ≤ 5 έχουμε αi(1) = i+ 1 και επομένως β 6∈ 〈α〉 =

{iX , α, α2, . . . , α5}. Συνεπώς, υπάρχουν τουλάχιστον δύο διακεκριμένα δεξιά σύμπλοκα της 〈α〉 στην H1,

τα 〈α〉 και 〈α〉β. ΄Επεται ότι |H1| ≥ 12. Χρησιμοποιώντας τώρα την σχέση αβ = βα−1
, βλέπουμε ότι

βαr = α−rβ για όλα τα r ∈ Z (συγκρίνετε με το Παράδειγμα 13.3). Συμπεραίνουμε ότι κάθε στοιχείο της

H1 μπορεί να εκφραστεί στην στην μορφή αlβm, για κάποια l,m ∈ Z. Από τις σχέσεις α6 = iX = β2
,

προκύπτει ότι H1 = {αiβj : 0 ≤ i ≤ 5, 0 ≤ j ≤ 1} και επομένως |H1| ≤ 12. Συνάγουμε ότι |H1| = 12 και

ότι τα στοιχεία αiβj της S6, όπου 0 ≤ i ≤ 5 και 0 ≤ j ≤ 1, πρέπει υποχρεωτικά να είναι διακεκριμένα (κάτι

που μπορούμε να επαληθεύσουμε υπολογίζοντας τα 12 αυτά γινόμενα μεταθέσεων).

΄Αμεση συνέπεια της πιο πάνω συζήτησης είναι ότι H1 = 〈α〉 ∪ 〈α〉β = 〈α〉 ∪ β〈α〉.

(ii) Διατηρούμε τον συμβολισμό από το Παράδειγμα 13.3(ii), και ορίζουμε φ : D12 → H1 : aibj 7→ αiβj

(0 ≤ i ≤ 5, 0 ≤ j ≤ 1). Από τα πιο πάνω, η συνάρτηση φ είναι αμφιμονοσήμαντη. Επιπλέον, φ είναι

ομομορφισμός ομάδων. [Εξήγηση: Στην H1 ισχύουν οι σχέσεις α6 = iX , β2 = iX και αβ = βα−1
,

συγκρίνετε τώρα με το Παράδειγμα 13.7.]

Ερώτηση: Υπάρχει κάποια σχέση μεταξύ του ομομορφισμού φ που έχουμε ορίσει εδώ με τον ενριπτικό

ομομορφισμό ομάδων χ στην λύση της ΄Ασκησης 13.13;

(iii) Υπόδειξη: ΄Ελέγξτε, χρησιμοποιώντας την σχέση β(α2)r = (α2)−rβ για όλα τα r ∈ Z, ότι H2 =

{iX , α2, α4, β, α2β, α4β} και ότι η συνάρτηση θ : D12 → H2 : aibj 7→ (α2)iβj , (0 ≤ i ≤ 5, 0 ≤ j ≤ 1) είναι

ένας επιρριπτικός ομομορφισμός ομάδων. [Για το τελευταίο ελέγξτε, θέτοντας x = α2
, y = β, ότι ισχύουν

οι σχέσεις x6 = iX , y2 = iX και xy = yx−1
. Συγκρίνετε και πάλι με το Παράδειγμα 13.7.]

14.8 (i) ΄Εστω k ∈ N. Παρατηρούμε πρώτα ότι xk = 1G αν-ν (xk)−1 = 1G αν-ν x−k = 1G αν-ν

(x−1)k = 1G. ΄Εχουμε επίσης, (y−1xy)k = y−1xky, αφού (y−1xy)k = (y−1xy)(y−1xy) . . . (y−1xy), k

φορές. ΄Επεται ότι xk = 1G αν-ν y−1xky = 1G αν-ν (y−1xy)k = 1G. [Εναλλακτικά, ελέγξτε ότι η

συνάρτηση φ : G→ G : g 7→ y−1gy, (g ∈ G) είναι ένας αυτομορφισμός της G.]

(ii) Από το τμήμα (i), τα στοιχεία yx και y−1(yx)y (= xy) έχουν την ίδια τάξη.

14.9 Αν |G| = 1, τότε G ∼= C1. Επιπλέον, αν |G| = p όπου p πρώτος, τότε G ∼= Cp (κοιτάξτε το

Πόρισμα 14.12 και την Πρόταση 13.12). Απομένει να εξετάσουμε τις περιπτώσεις |G| ∈ {4, 6, 10}.

Περίπτωση |G| = 4 : Αν G είναι κυκλική, τότε G ∼= C4 (∼= (Z4,+)). ΄Εστω τώρα ότι G δεν είναι κυκλική.

Αφού στην G δεν υπάρχει στοιχείο τάξης 4, το θεώρημα Lagrange μας εξασφαλίζει ότι g2 = 1G για όλα
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τα g ∈ G, και επομένως η ομάδα G είναι αβελιανή (΄Ασκηση 12.3). ΄Εστω a, b ∈ G− {1G} με a 6= b. Τότε

o(a) = 2 και [G : 〈a〉] = 2. Τώρα b 6∈ 〈a〉 = {1G, a}, συνεπώς G = 〈a〉∪〈a〉b = {1G, a, b, ab} (= 〈a, b〉), όπου
ab = ba και o(a) = 2 = o(b). Παρατηρούμε ότι υπάρχει τέτοια ομάδα G, αφού η ομάδα Klein πληροί όλες

τις πιο πάνω προϋποθέσεις. Τέλος, ελέγξτε ότι η συνάρτηση φ : C2 × C2 → G : (1,−1)i(−1, 1)j 7→ aibj ,

(0 ≤ i, j ≤ 1) είναι ισομορφισμός ομάδων, συγκρίνετε με το Παράδειγμα 13.7. (Θέτοντας ρ = (1,−1) και

σ = (−1, 1) παρατηρούμε ότι οι σχέσεις ρ2 = (1, 1) = σ2
και ρσ = σρ καθορίζουν πλήρως τον πίνακα

πολλαπλασιασμού της C2 × C2.) Συνάγουμε ότι G ∼= C2 × C2 αν G δεν είναι κυκλική.

Περίπτωση |G| = 6 : Αν G είναι κυκλική, τότε G ∼= C6. ΄Εστω τώρα ότι G δεν είναι κυκλική. Αφού 2|6 και

3|6, το θεώρημα Cauchy μας εξασφαλίζει ότι υπάρχουν a, b ∈ G με o(a) = 3 και o(b) = 2. ΄Εχουμε τότε ότι

〈a〉∩ 〈b〉 = {1G} από το θεώρημα Lagrange, αφού η τάξη της υποομάδας 〈a〉∩ 〈b〉 της G διαιρεί και το 2 και

το 3, και επομένως τον μκδ(2, 3). ΄Επεται ότι b 6∈ 〈a〉, και επομένως G = 〈a〉 ∪ 〈a〉b, με 〈a〉 ∩ 〈a〉b = ∅ και

〈a〉CG. Επιπλέον, ισχύει ότι ab 6= ba. [Εξήγηση για τον τελευταίο ισχυρισμό: Αν ab = ba, παρεμβάλλοντας

την ΄Ασκηση 12.14, θα είχαμε ότι o(ab) =εκπ(3, 2) = 6 και επομένως G (= 〈ab〉) είναι κυκλική, που είναι

άτοπο.]

Σχόλιο: Η ομάδα S3 (με a = (1 2 3), b = (2 3)) πληροί όλες τις πιο πάνω προϋποθέσεις.

Τώρα b−1ab ∈ 〈a〉 αφού 〈a〉 C G. ΄Επεται ότι b−1ab = a−1 (= a2). [Εξήγηση: ΄Εχουμε ότι b−1ab = ai

για κάποιο i ∈ {0, 1, 2}. Αν i = 0, τότε b−1ab = 1G ή, ισοδύναμα, a = 1G που είναι άτοπο. Παρόμοια

από b−1ab = a προκύπτει ότι ab = ba, που πάλι είναι άτοπο.] Τέλος, θέτοντας ρ = rot2π/3 και σ = ref0,

ελέγξτε ότι η συνάρτηση θ : D6 → G : ρiσj 7→ aibj , (0 ≤ i ≤ 2, 0 ≤ j ≤ 1) είναι ισομορφισμός ομάδων.

Συνάγουμε ότι G ∼= D6 στην περίπτωση που η ομάδα G δεν είναι κυκλική.

Περίπτωση |G| = 10 : Από το θεώρημα Cauchy υπάρχουν στοιχεία a, b ∈ G με o(a) = 5 και o(b) = 2.

΄Εχουμε τότε ότι [G : 〈a〉] = 2 και επομένως 〈a〉CG. Επίσης b 6∈ 〈a〉 αφού o(b) - 5, άρα G = 〈a〉 ∪ 〈a〉b και

G = 〈a, b〉. Αφού 〈a〉 CG έχουμε ότι b−1ab ∈ 〈a〉 και, αφού o(a) = o(bab−1), έχουμε ότι b−1ab = ar για

κάποιο r ∈ N με 1 ≤ r ≤ 4. ΄Ομως a = b2ab2 = b−2ab2 = b−1b−1abb = b−1arb = (b−1ab)r = (ar)r = ar
2

.

Συμπεραίνουμε ότι ar
2−1 = 1G και επομένως 5|((r + 1)(r − 1). Συνοψίζοντας, έχουμε ότι b−1ab = ar για

κάποιο r ∈ N με 1 ≤ r ≤ 4 και όπου 5|(r + 1) ή 5|(r − 1).

Περίπτωση 5|(r−1) : Τότε r = 1 και ισχύει ab = ba. ΄Ομως ab ∈ G και o(ab) = 10 (΄Ασκηση ΄Ασκηση 12.14).

Συνεπώς G ∼= C10 στην περίπτωση αυτή.

Περίπτωση 5|(r + 1) : Τότε r = 4 και b−1ab = a4 (= a−1) ή, ισοδύναμα, ab = ba−1
. Μπορούμε τώρα να

δείξουμε ότι G ∼= D10 (συγκρίνετε με το Παράδειγμα 13.7).

14.14 ΄Εστω πρώτα ότι HK ≤ G. Αν x ∈ HK, τότε x−1 ∈ HK, άρα x−1 = hk για κάποια h ∈ H και

k ∈ K. Συνεπώς, x = (x−1)−1 = (hk)−1 = k−1h−1 ∈ KH (αφού k−1 ∈ K, h−1 ∈ H). ΄Αρα HK ⊆ KH.

Με παρόμοιο τρόπο δείχνουμε ότι KH ⊆ HK.

΄Εστω τώρα ότι HK = KH. Θα χρησιμοποιήσουμε την Πρόταση 12.19. Παρατηρούμε πρώτα ότι 1G (=

1G1G) ∈ HK, άρα HK 6= ∅. Υποθέτουμε ότι a, b ∈ HK. Τότε a = h1k1 και b = h2k2 για κάποια

h1, h2 ∈ H και k1, k2 ∈ K. ΄Επεται ότι ab−1 = (h1k1)(h2k2)−1 = h1k1k
−1
2 h−1

2 = (h1h3)k3 ∈ HK. (Αφού

HK = KH, έχουμε ότι k1k
−1
2 h−1

2 = h3k3 για κάποια h3 ∈ H και k3 ∈ K.)

14.15 (i) ΄Εστω G ομάδα, H ≤ G καιKCG. Προφανώς 1G (= 1G1G) ∈ HK (έχουμε ότι 1G ∈ H∩K αφού

H,K είναι υποομάδες της G). Συνεπώς HK είναι ένα μη-κενό υποσύνολο της G. ΄Εστω τώρα x, y ∈ HK.

Τότε x = h1k1 και y = h2k2 για κάποια h1, h2 ∈ H και k1, k2 ∈ K. ΄Εχουμε, xy−1 = (h1k1)(h2k2)−1 =

h1k1k
−1
2 h−1

2 = h1h
−1
2 (h2k1k

−1
2 h−1

2 ) ∈ HK. Χρησιμοποιούμε τέλος την Πρόταση 12.19.

(ii) Από την ΄Ασκηση 14.14, έχουμε ότι HK = KH. Από την Πρόταση 13.1, θέτοντας S = H ∪ K,

βλέπουμε ότι hk ∈ 〈H ∪ K〉 για όλα τα h ∈ H και k ∈ K και επομένως HK ⊆ 〈H ∪ K〉 (αφού HK =

{hk : h ∈ H, k ∈ K} από τον ορισμό του γινομένου υποσυνόλων. Για να δείξουμε ότι 〈H ∪ K〉 ⊆ HK

αρκεί να παρατηρήσουμε ότι HK ≤ G με H ⊆ HK και K ⊆ HK (και επομένως H ∪K ⊆ HK).

187



(iii) Αν h ∈ H, k ∈ K και g ∈ G, τότε g−1hkg = g−1hgg−1kg ∈ HK.

14.16 Προφανώς η συνάρτηση θ είναι επιρριπτική. ΄Εστω τώρα i, j ∈ Z με 0 ≤ i, j ≤ 11. Τότε aiaj = ar

για κάποιο r ∈ Z με 0 ≤ r ≤ 11 και μπορούμε να βρούμε αυτό το r χρησιμοποιώντας μόνο την σχέση

a12 = 1G. ΄Επεται ότι bibj = br αφού στην ομάδα K ισχύει η σχέση b12 = 1K . Συνεπώς, θ(aiaj) =

θ(ar) = br = bibj = θ(ai)θ(aj) δείχνοντας έτσι ότι θ είναι ομομορφισμός. Από σχετικά αποτελέσματα

έχουμε ότι {1K}, 〈b2〉 (= {1, b2}) και 〈b〉 (= K) είναι όλες οι υποομάδες της K. Παρατηρούμε επίσης ότι

ker θ = {x ∈ G : θ(x) = 1K} = {1G, a4, a8} = 〈a4〉 και, επιπλέον, ότι θ(〈a4〉) = {1K}, θ(〈a2〉) = 〈b2〉 και
θ(〈a〉) = 〈b〉. Συγκρίνετε με το Θεώρημα 14.33 και το Πόρισμα 14.35. [Σχόλιο: Θεωρούμε την υποομάδα

〈a3〉 (= {1G, a3, a6, a9}) της G. Παρατηρούμε ότι θ(〈a3〉) = 〈b〉, όμως η 〈a3〉 δεν περιέχει το ker θ.]

14.17 Από το Θεώρημα 14.31 έχουμε, HN/N ∼= H/H ∩N = H/H ∩M ∼= HM/M .

[Η ΄Ασκηση 14.15 μας εξασφαλίζει ότι HN και HM είναι πράγματι ομάδες.]

15.1 Ορισμός. Αν W είναι υποσύνολο του καθολικού συνόλου S, ορίζουμε την χαρακτηριστική του

συνάρτηση χW : S → Z2, με χW (t) =

{
1, αν t ∈W,
0, αν t ∈ S −W .

΄Εχουμε τότε, για οποιαδήποτε υποσύνολα U, V του S, ότι U = V αν-ν χU = χV (αν-ν χU (t) = χV (t) για

όλα τα t ∈ S). Επιπλέον, ως προς την πρόσθεση (+) και πολλαπλασιασμό (·) στο Z2, έχουμε ότι χU⊕V (t) =

χU (t) + χV (t) και χU�V (t) = χU (t) · χV (t) για όλα τα t ∈ S. Από τις ιδιότητες του δακτυλίου (Z2,+, ·)
προκύπτουν οι αντίστοιχες ιδιότητες για την τριάδα (P(S),⊕,�). Για παράδειγμα, για την προσεταιριστική

ιδιότητα ως προς την ‘πρόσθεση’ ⊕ :

΄Εστω A,B,C ⊆ S. Από τα πιο πάνω, για κάθε t ∈ S έχουμε, χρησιμοποιώντας ότι η πρόσθεση που

έχουμε ορίσει στο Z2 ικανοποιεί την προσεταιριστική ιδιότητα, ότι χ(A⊕B)⊕C(t) = χ(A⊕B)(t) + χC(t) =

(χA(t) + χB(t)) + χC(t) = χA(t) + (χB(t) + χC(t)) = χA(t) + χB⊕C(t) = χA⊕(B⊕C)(t). Συνάγουμε ότι

χ(A⊕B)⊕C(t) = χA⊕(B⊕C)(t) για όλα τα t ∈ S, και επομένως (A⊕B)⊕ C = A⊕ (B ⊕ C).

Η τριάδα (P(S),�,�) δεν αποτελεί δακτύλιο αφού γενικά δεν υπάρχουν τα συμμετρικά στοιχεία ως προς

την ‘πρόσθεση’ �. (Το κενό σύνολο αποτελεί ουδέτερο στοιχείο ως προς την �.)

15.2 Οι δακτύλιοι Q, R είναι σώματα, όχι όμως οι δακτύλιοι Z και Mn(R), n > 1.

15.3 Παρατηρούμε πρώτα ότι το σύνολο 3Z αποτελεί αβελιανή ομάδα ως προς την συνηθισμένη πρόσθεση

ακεραίων. [Το άθροισμα δύο πολλαπλασίων του 3 είναι πολλαπλάσιο του 3. Επίσης, 0 ∈ 3Z και αν m ∈ 3Z
τότε m = 3k για κάποιο k ∈ Z. ΄Ομως τότε 3(−k) ∈ 3Z και 3k + 3(−k) = 3(k + −k) = 0.] Επιπλέον,

τα (ii) και (iii) στον ορισμό του δακτυλίου κληρονομούνται από τον δακτύλιο Z (ως προς την συνηθισμένη

πρόσθεση και πολλαπλασιασμό).

15.4 (i) ΄Εστω r, s ∈ R∗. Τότε υπάρχουν τα r−1, s−1 ∈ R∗ όπου rr−1 = 1R = r−1r και s−1s = 1R =

ss−1
. ΄Επεται ότι (s−1r−1)(rs) = 1R = (rs)(s−1r−1) και επομένως rs ∈ R∗. Προφανώς 1R ∈ R∗ αφού

1R1R = 1R. Ο προσεταιρισμός κληρονομείται από τον R.

(ii) Παρατηρούμε ότι r = r1R για όλα τα r ∈ R και επομένως (r, r) ∈ T . Αν (r, s) ∈ T , όπου r, s ∈ R, τότε

s = ru για κάποιο u ∈ R∗ και επομένως r = su−1
όπου u−1 ∈ R∗. Τέλος, υποθέτουμε ότι (r, s), (s, t) ∈ T .

Τότε s = ru και t = sv για κάποια u, v ∈ R∗. Συνεπώς t = sv = (ru)v = r(uv), όπου uv ∈ R∗.

15.5 (i) ΄Εχουμε ότι 0S + 0S = 0S στο S, όμως S ⊆ R και S,R έχουν την ίδια πρόσθεση. ΄Επεται ότι η

σχέση 0S+0S = 0S ισχύει στοR. Προσθέτοντας το αντίθετο του 0S στονR και στα δύο μέλη της τελευταίας
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ισότητας, προκύπτει ότι 0S = 0R. ΄Εστω a ∈ S. ΄Εχουμε τότε ότι a + (−a)S = 0S (= 0R) = (−aS) + a.

΄Επεται ότι (−a)S = (−aR) από την μοναδικότητα του αντίθετου στοιχείου.

(ii) Από το (i) ξέρουμε ότι 0T = 0F , αφού T είναι υποδακτύλιος του F . ΄Επεται ότι 1T 6= 0F (= 0T )

(αφού T είναι 1-δακτύλιος) και επομένως υπάρχει το (1−1
T )F . Η σχέση 1T 1T = 1T ισχύει και στο σώμα F .

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της τελευταίας ισότητας με το (1−1
T )F προκύπτει ότι 1T = 1F . ΄Εστω

τώρα a ∈ T − {0F }. Τότε a ∈ T − {0T } και επομένως υπάρχει το (a−1)T ∈ T (⊆ F ) όπου (a−1)Ta =

1T (= 1F ) = a(a−1)T . Από την μοναδικότητα του αντίστροφου στο F προκύπτει ότι (a−1)T = (a−1)F .

15.6 ΄Εστω t ∈ S. Τότε t + (−t) ∈ S και επομένως 0R ∈ S. ΄Εχουμε επίσης ότι −t = 0R + (−t) ∈ S.
Επιπλέον, αν s ∈ S, τότε s + t = s + (−(−t)) ∈ S. Το αποτέλεσμα είναι τώρα άμεση συνέπεια της

Πρότασης 15.7.

15.7 Χρησιμοποιούμε την ΄Ασκηση 15.6. Προφανώς mZ 6= ∅. ΄Εστω a, b ∈ mZ. Τότε a = mk1 και

b = mk2 για κάποια k1, k2 ∈ Z. Συνεπώς a+(−b) = mk1 +m(−k2) = m(k1−k2) ∈ mZ αφού k1−k2 ∈ Z.
Επίσης, ab = (mk1)(mk2) = m(mk1k2) ∈ mZ αφού mk1k2 ∈ Z.

15.8 (i) Προφανώς R 6= ∅. ΄Εστω z1, z2 ∈ R. Τότε z1 = a1 + b1ω και z2 = a2 + b2ω για κάποια

ai, bj ∈ Z. ΄Εχουμε τότε ότι z1 + (−z2) = (a1−a2) + (b1− b2)ω ∈ R, αφού a1−a2, b1− b2 ∈ Z. Επιπλέον,

z1z2 = (a1a2 + b1b2ω
2) + (a1b2 + b1a2)ω = (a1a2 − 5b1b2) + (a1b2 + b1a2)ω ∈ R. Χρησιμοποιούμε τώρα

την ΄Ασκηση 15.6.

(ii) ΄Εχουμε ότι R είναι υποδακτύλιος του σώματος C και, επιπλέον, 1 ∈ R.

(iii) ΄Εστω ότι a+ bω ∈ R∗, όπου a, b ∈ Z. Τότε υπάρχουν x, y ∈ Z με (a+ bω)(x+ yω) = 1. ΄Επεται ότι

1 = |(a+bω)(x+yω)| = |a+bω||x+yω|. ΄Ομως |a+bω|2 = |a+b
√

5i|2 = a2+5b2, και |x+yω|2 = x2+5y2
.

΄Εχουμε δηλαδή (a2 +5b2)(x2 +5y2) = 1, όπου a2 +5b2, x2 +5y2 ∈ N. ΄Επεται ότι a2 +5b2 = 1 με a, b ∈ Z.
Συνάγουμε ότι R∗ = {1,−1}, αφού a ∈ {1,−1} και b = 0.

15.9 Το σύνολο T αποτελεί υποδακτύλιο του F (Πρόταση 15.7) και επομένως T είναι ένας μεταθετικός

δακτύλιος (ως προς τις ίδιες πράξεις του σώματος F ). Επιπλέον έχουμε ότι 0T = 0F από την Παρατήρη-

ση 15.9. ΄Εστω τώρα a ∈ T με a 6= 0F (το σύνολο T περιέχει τουλάχιστον δύο στοιχεία). Από το (iii)

έχουμε ότι a−1 ∈ T , άρα από το (i) προκύπτει ότι 1F = aa−1 ∈ T . ΄Επεται ότι T είναι ένας 1-δακτύλιος

αφού το 1F είναι προφανώς ένα ουδέτερο στοιχείο του T ως προς το πολλαπλασιασμό και 1F 6= 0F (= 0T ).

Τέλος, η ιδιότητα (iii) μας εξασφαλίζει ότι κάθε μη-μηδενικό στοιχείο του T είναι αντιστρέψιμο.

15.10 Προφανώς 1 + 0i ∈ S ⊆ C. Χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες του σώματος C και την ΄Ασκηση 15.6

βλέπουμε ότι S είναι ένας μεταθετικός 1-δακτύλιος ως προς την πρόσθεση και πολλαπλασιασμό στο C. ΄Εστω

τώρα z ∈ S − {0}. Τότε z = a + ib για κάποια a, b ∈ Q με (a, b) 6= (0, 0). Θέτουμε w = 1
a2+b2 (a − ib).

Τότε w ∈ S και zw = 1 = wz.

15.12 ΄Εστω Aλ, λ ∈ Λ (όπου Λ σύνολο δεικτών) μια οικογένεια υποσωμάτων του F . Χρησιμοποιούμε

την ΄Ασκηση 15.9 και παρατηρούμε πρώτα ότι {0F , 1F } ⊆ ∩λ∈ΛAλ. ΄Εστω τώρα a, b ∈ ∩λ∈ΛAλ. Τότε

a, b ∈ Aλ για όλα τα λ ∈ Λ και επομένως a+ b, ab, −a ∈ Aλ για όλα τα λ ∈ Λ αφού Aλ αποτελεί υπόσωμα

του F . ΄Επεται ότι a + b, ab, −a ∈ ∩λ∈ΛAλ. Επιπλέον, αν a 6= 0F , τότε a−1 ∈ Aλ για όλα τα λ ∈ Λ

(χρησιμοποιήσαμε και πάλι εδώ την Παρατήρηση 15.9) και επομένως a−1 ∈ ∩λ∈ΛAλ.

Σημείωση. Με παρόμοιο τρόπο, χρησιμοποιώντας τώρα την Πρόταση 15.7, μπορούμε να δείξουμε ότι η

τομή μιας οικογένειας υποδακτυλίων ενός δακτυλίου R είναι υποδακτύλιος του R.

15.13 Από τον ορισμό της ακέραιας περιοχής έχουμε, πιο ειδικά, ότι R, S είναι μεταθετικοί 1-δακτύλιοι.
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(i) ΄Εχουμε ότι φ(1R) = φ(1R1R) = (φ1R)(φ1R). Συνεπώς, 0S = (φ1R)(φ1R) − (φ1R) = (φ1R)((φ1R) −
1S). ΄Ομως (φ1R) 6= 0S και S είναι ακέραια περιοχή. ΄Επεται ότι φ(1R) = 1S .

(ii) Θεωρούμε τον ομομορφισμό δακτυλίων φ : R → S : r 7→ r (r ∈ R). Τότε φ(1R) 6= 0S αφού 1R 6=
0R (= 0S). Παρεμβάλλοντας το (i), συνάγουμε ότι 1R = φ(1R) = 1S . [Εναλλακτικά, παρατηρούμε ότι

0S = 1R − 1R = 1R1R − 1R1S = 1R(1R − 1S).]

15.14 (i) Η συνάρτηση φ̂ : R→ imφ : r 7→ φ(r) είναι αμφιμονοσήμαντη και, επιπλέον, ένας ομομορφισμός

δακτυλίων από τις ιδιότητες της φ.

(ii) Παρατηρούμε πρώτα ότι ψ(1F ) 6= 0K , αφού ψ είναι ενριπτικός ενώ επίσης ισχύουν ψ(0F ) = 0K και

0F 6= 1F . Η ΄Ασκηση 15.13(i) μας εξασφαλίζει ότι ψ(1F ) = 1K , αφού κάθε σώμα είναι ακέραια περιοχή.

΄Επεται ότι {0K , 1K} ⊆ imψ (⊆ K). Συνεπώς, για να δείξουμε ότι imψ αποτελεί υπόσωμα του K αρκεί

να δείξουμε ότι ισχύει το (iii) στην ΄Ασκηση 15.9. (Τα (i) και (ii) ισχύουν αφού imψ είναι υποδακτύλιος

του K από την Πρόταση 15.12.) ΄Εστω λοιπόν a ∈ imψ με a 6= 0K . Τότε a = ψ(r) για κάποιο r ∈ F με

r 6= 0F (ψ είναι ενριπτικός). Από τις ιδιότητες ενός σώματος, υπάρχει r−1 ∈ F με 1F = rr−1
. ΄Επεται ότι

1K = ψ(1F ) = ψ(rr−1) = (ψr)(ψr−1) (= (ψr−1)(ψr)). Συνάγουμε ότι το στοιχείο a (= ψ(r)) του imψ

είναι αντιστρέψιμο στο imψ, αφού ψ(r−1) (= a−1) ∈ imψ. Για να δείξουμε ότι imψ ∼= F , χρησιμοποιούμε

το τμήμα (i) της άσκησης.

16.1 (i) Προφανώς η συνάρτηση φ είναι αμφιμονοσήμαντη. ΄Εστω τώρα z, w ∈ C. Τότε φ(z + w) =

z + w = z +w = φ(z) + φ(w), και φ(zw) = zw = z w = φ(z)φ(w). Συνεπώς φ είναι επίσης ομομορφισμός

δακτυλίων.

(ii) ΄Εστω w ∈ C. ΄Εχουμε τότε: g(w) = 0 ⇔ g(w) = 0 (= 0) ⇔ 2 + 3w + 4w2 + 5w3 = 0 ⇔ g(w) = 0.

(iii) ΄Εστω f(x) = a0+a1x+. . .+anx
n ∈ R[x]. Με παρόμοιο συλλογισμό όπως στο τμήμα (ii): evw((f(x)) =

0⇔ evw((f(x)) = 0 (= 0)⇔ a0 +a1w+ . . .+anwn = 0⇔ a0 +a1w+ . . .+an(w)n = 0⇔ evw((f(x)) = 0.

16.2 (ii) Υπάρχει ο μκδ(f, g) αφού g 6= 0. ΄Εστω d =μκδ(f, g). ΄Εχουμε τότε:

(a) το πολυώνυμο d ∈ F [x] είναι μονικό,

(b) d|f και d|g, επομένως d|r αφού r = f − qg, και

(c) ανm ∈ F [x] μεm|g καιm|r, τότεm|f επίσης (αφού f = qg+r) και επομένωςm|d, (αφού d =μκδ(f, g)).

16.3 Προφανώς ο δακτύλιος F [x] είναι ακέραια περιοχή αφού F είναι σώμα. Θέτουμε δ : F [x] − {0} →
N ∪ {0} : f(x) 7→ deg(f), (f(x) 6= 0). ΄Εστω f, g ∈ F [x] − {0}. ΄Εχουμε τότε ότι δ(g) ≥ 0 και, επιπλέον,

δ(fg) = deg(fg) = deg(f) + deg(g) ≥ deg(f) = δ(f). Το αποτέλεσμα είναι τώρα άμεση συνέπεια του

Θεωρήματος 16.4.

16.4 (i) ΄Εστω α ∈ F μια θέση μηδενισμού του f(x). Τότε x−α ∈ F [x]−{0}. Από το θεώρημα διαίρεσης

υπάρχουν q(x), r(x) ∈ F [x] με f(x) = q(x)(x− α) + r(x) όπου είτε r(x) = 0 ή deg(r) < deg(x− α) = 1.

΄Επεται ότι r(x) είναι ένα σταθερό πολυώνυμο, έστω r(x) = β όπου β ∈ F . Συνεπώς, 0F = evα(f) =

evα((x−α)q(x)+β) = evα((x−α)q(x))+evα(β) = evα(x−α)evα(q(x))+evα(β) = 0F evα(q(x))+β = β.

Συνάγουμε ότι β = 0F και επομένως f(x) = (x− α)q(x).

(ii) Προχωρούμε με επαγωγή στο n = deg(f).

Αν n = 1, τότε f(x) = γ + δx (γ, δ ∈ F με δ 6= 0F ). Αν α ∈ F είναι μια θέση μηδενισμού του f(x), τότε

0F = γ + δα ή, ισοδύναμα, α = −γδ−1
(μοναδική λύση).

΄Εστω τώρα ότι n > 1. Αν f(x) δεν έχει θέσεις μηδενισμού, η απόδειξη τελειώνει, αφού 0 ≤ n. Υποθέτουμε

λοιπόν ότι α ∈ F είναι μια θέση μηδενισμού του f(x). Από το (i) προκύπτει ότι f(x) = (x − α)q(x) για
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κάποιο q(x) ∈ F [x] με deg(q) = n− 1 (≥ 1). Αν τώρα β ∈ F (όπου β 6= α) είναι μια άλλη θέση μηδενισμού

του f(x), έχουμε ότι 0F = evβ(f(x)) = evβ((x−α)q(x)) = evβ(x−α)evβ(q(x)) = (β−α)evβ(q(x)), όπου

β − α 6= 0F . Συμπεραίνουμε, αφού F είναι ακέραια περιοχή, ότι οποιαδήποτε άλλη θέση μηδενισμού του

f(x) εκτός (πιθανά) από την α, είναι θέση μηδενισμού του q(x). Από την επαγωγική υπόθεση, q(x) έχει

το πολύ deg(q) = n− 1 θέσεις μηδενισμού στο F . Συνάγουμε ότι f(x) έχει το πολύ n θέσεις μηδενισμού

στο F .

(iii) Θέτουμε h(x) = f(x) − g(x) ∈ F [x]. Τότε evαi(h(x)) = evαi(f(x)) − evαi(g(x)) = 0F . ΄Επεται ότι

α1, . . . , αn+1 είναι n+1 διακεκριμένες θέσεις μηδενισμού του h(x) ∈ F [x], όπου είτε h(x) είναι ένα σταθερό

πολυώνυμο ή 1 ≤ deg(h) ≤ n. Χρησιμοποιούμε το τμήμα (ii) της άσκησης για το 2o
ενδεχόμενο.

16.5 ΄Εστω f(x) ∈ R[x] ένα ανάγωγο πολυώνυμο επί του R. Από το θεμελιώδες θεώρημα της άλγεβρας

(και την ΄Ασκηση 16.4(i)), βλέπουμε ότι το f(x) μπορεί να εκφραστεί ως γινόμενο πολυωνύμων του C[x]

βαθμού 1. Επιπλέον, από την ΄Ασκηση 16.1(iii), οι μη-πραγματικές θέσεις μηδενισμού του f(x) στο C (αν

υπάρχουν τέτοιες) προκύπτουν ως ζεύγη μιγαδικών αριθμών {w,w} όπου w ∈ C − R. Συνεπώς, στον

δακτύλιο C[x], έχουμε (αν w ∈ C−R) ότι (x−w)|f(x) αν-ν (x−w)|f(x) αν-ν (x−w)(x−w)|f(x), αφού

μκδ(x − w, x − w) = 1. ΄Ομως (x − w)(x − w) = x2 − (w + w)x + ww ∈ R[x], αφού w + w,ww ∈ R.

Συνοψίζοντας, υπάρχουν δύο ενδεχόμενα για το ανάγωγο (επί του R) πολυώνυμο f(x) ∈ R[x].

(i) Υπάρχει α ∈ R με evα(f) = 0. Τότε f = β(x− α) για κάποιο β ∈ R, άρα deg(f) = 1.

(ii) Δεν υπάρχει α ∈ R με evα(f) = 0. Τότε υπάρχει w ∈ C − R με evw(f) = 0 = evw(f). ΄Αρα

f(x) = β(x2 − (w + w)x+ ww) για κάποιο β ∈ R, και deg(f) = 2.

16.6 ΄Εχουμε, f(x) = (x2 − 4x+ 3)q(x) + (ax+ b), όπου a, b ∈ R. Από την υπόθεση, ev3(f) = f(3) = 6

και f(1) = 4. ΄Επεται ότι a = 1, b = 3.

16.7 Θεωρούμε το πολυώνυμο f(x) = (x−b)(x−c)
(a−b)(a−c) + (x−c)(x−a)

(b−c)(b−a) + (x−a)(x−b)
(c−a)(c−b) − 1 ∈ R[x]. Τότε f(x) = 0

ή f(x) είναι πολυώνυμο βαθμού το πολύ 2. Αν f(x) είναι μη-μηδενηκο, τότε έχει το πολύ 2 ρίζες, όμως

παρατηρούμε ότι a, b, c είναι τρεις διαφορετικές ρίζες του f(x). ΄Αρα f(x) = 0 και επομένως f(d) = 0 για

όλα τα d ∈ R.

16.8 Θεωρούμε το πολυώνυμο g(x) = f(x)−f(−x) ∈ R[x]. Τότε g(x) είναι βαθμού το πολύ 99 όμως έχει

τουλάχιστον 100 θέσεις μηδενισμού.

17.1 (i) ΄Εστω (Iλ)λ∈Λ, όπου Λ είναι ένα σύνολο δεικτών, μια οικογένεια ιδεωδών του R. ΄Εστω επίσης

r ∈ R και a, b ∈ (∩λ∈ΛIλ). Παρατηρούμε ότι, για κάθε λ ∈ Λ, ισχύουν (a) 0R ∈ Iλ, (b), a− b ∈ Iλ και (c)

ra, ar ∈ Iλ.

(ii) Παρατηρούμε ότι 0R = 0R + 0R ∈ I + J , αφού 0R ∈ I και 0R ∈ J . ΄Εστω τώρα x1, x2 ∈ I + J και

r ∈ R. Τότε xi = ai + bi (i = 1, 2) όπου ai ∈ I, bj ∈ J . Επομένως, x1 − x2 = (a1 + b1) − (a2 + b2) =

(a1−a2)+(b1−b2) ∈ I+J , αφού a1−a2 ∈ I και b1−b2 ∈ J . Επιπλέον, rx1 = r(a1+b1) = ra1+rb1 ∈ I+J ,

αφού ra1 ∈ I και rb1 ∈ J . Παρόμοια, x1r ∈ I + J .

17.2 ΄Εστω R μεταθετικός 1-δακτύλιος. Υποθέτουμε πρώτα ότι R είναι σώμα. Αν I 6= {0R} είναι ιδεώδες

του R, τότε υπάρχει r ∈ R∗ ∩ I, αφού κάθε μη-μηδενικό στοιχείο του R είναι αντιστρέψιμο. ΄Επεται ότι

1R = r−1r ∈ I, αφού r−1 ∈ R και r ∈ I. Συνάγουμε ότι I = R στην περίπτωση αυτή. Υποθέτουμε τώρα

ότι {0R}, R είναι τα μόνα ιδεώδη του R. Αρκεί να δείξουμε ότι R∗ = R−{0R} για να δείξουμε ότι R είναι

σώμα. ΄Εστω a ∈ R−{0R}. Τότε 〈a〉 = R, αφού προφανώς 〈a〉 6= {0R}. ΄Επεται ότι 1R ∈ 〈a〉. Συνάγουμε

ότι 1R = ta (= at) για κάποιο t ∈ R.
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17.3 ΄Εχουμε ότι μκδ(p(x), s(x)) = 1 και επομένως 1 = a(x)p(x) + b(x)s(x) για κάποια a(x), b(x) ∈ F [x].

΄Επεται ότι 1 = a(x) p(x) + b(x) s(x) στον δακτύλιο πηλίκο F [x]/I, όπου p(x) = 0. Συνάγουμε ότι

1 = b(x) s(x) (= s(x) b(x)).

17.4 ΄Εστω p ανάγωγο στοιχείο της ακέραιας περιοχής R και u ∈ R∗. ΄Εστω επίσης q = pu ∈ R. Θα

δείξουμε ότι q είναι ανάγωγο στοιχείο της R. Παρατηρούμε πρώτα ότι q 6= 0R αφού q = pu με p 6= 0R (p

είναι ανάγωγο) και u 6= 0R (u είναι αντιστρέψιμο). Επίσης q 6∈ R∗. [Εξήγηση: Αν q ∈ R∗, θα είχαμε ότι

p (= qu−1) ∈ R∗ ως γινόμενο στοιχείων του R∗.] ΄Εστω τώρα q = ab με a, b ∈ R. ΄Εχουμε τότε pu = ab

ή, ισοδύναμα, p = (ab)u−1 = a(bu−1). Αφού p είναι ανάγωγο συμπεραίνουμε ότι είτε a ∈ R∗ ή bu−1 ∈ R∗.
΄Ομως bu−1 ∈ R∗ αν-ν b ∈ R∗, αφού u, u−1 ∈ R∗.

17.5 ΄Εχουμε, 3 + 5i (= 2( 3
2 + 5

2 i) = 2((1 + 2i) + ( 1
2 + 1

2 i)) ) = 2(1 + 2i) + (1 + i) = 2(2 + 2i) + (−1 + i) =

2(1 + 3i) + (1− i) = 2(2 + 3i) + (−1− i). [΄Εστω z = 3 + 5i. Χρησιμοποιούμε ότι z = 2w + r με |r| < 2

αν-ν z/2 = w + r/2 με |r/2| < 1. Για ποια a+ bi (με a, b ∈ Z) ισχύει ότι |z/2− (a+ bi)| < 1;]

17.6 Θέτουμε I = 〈2, x〉 ⊆ Z[x]. Ο δακτύλιος Z[x] είναι ένας μεταθετικός 1-δακτύλιος και επομένως,

σύμφωνα με την Πρόταση 17.10, I = {2a(x) +xb(x) : a(x), b(x) ∈ Z[x]}. ΄Επεται ότι I αποτελείται ακριβώς

από τα πολυώνυμα του Z[x] που έχουν άρτιο σταθερό όρο. Πιο ειδικά, τα σταθερά πολυώνυμα 1, −1 του

Z[x] δεν ανήκουν στο I. ΄Εστω τώρα ότι I = 〈d(x)〉 για κάποιο d(x) ∈ Z[x]. Αφού 2 ∈ I, υπάρχει

f(x) ∈ Z[x] με 2 = f(x)d(x). Συμπεραίνουμε ότι d(x) = c για κάποιο c ∈ Z. [Εξήγηση: Z[x] είναι ακέραια

περιοχή και επομένως deg(f) + deg(d) = 0. ΄Επεται ότι τα f(x), d(x) είναι σταθερά πολυώνυμα.] Από c|2
και c 6∈ {−1, 1}, προκύπτει ότι c ∈ {2,−2}. Συνάγουμε ότι x = 2g(x) για κάποιο g(x) ∈ Z[x], που είναι

άτοπο.

17.7 ΄Εστω R μεταθετικός 1-δακτύλιος.

(i) ΄Εστω I γνήσιο ιδεώδες του R. Τότε ο δακτύλιος πηλίκο R/I είναι ένας μεταθετικός 1-δακτύλιος.

Υποθέτουμε πρώτα ότι R/I είναι ακέραια περιοχή. ΄Εστω επίσης a, b ∈ R με ab ∈ I. ΄Εχουμε τότε ότι στον

R/I ισχύει 0R + I (= I) = ab + I = (a + I)(b + I). Η υπόθεση μας ότι R/I είναι ακέραια περιοχή μας

εξασφαλίζει ότι είτε a+ I = 0R/I (= 0R + I) είτε b+ I = 0R + I. ΄Ομως a+ I = I αν-ν a ∈ I και b+ I = I

αν-ν b ∈ I. Συμπεραίνουμε ότι I είναι πρώτο ιδεώδες.

Υποθέτουμε τώρα ότι το ιδεώδες I είναι πρώτο. Τότε R/I είναι ένας μεταθετικός 1-δακτύλιος, και για να

δείξουμε ότι R/I είναι ακέραια περιοχή, αρκεί να δείξουμε ότι το γινόμενο δύο μη-μηδενικών στοιχείων του

R/I είναι μη-μηδενικό. ΄Εστω c, d ∈ R με (c + I)(d + I) = 0R/I (= 0R + I). ΄Επεται ότι cd + I = 0R + I

και επομένως cd ∈ I. Συνεπώς, αφού I είναι πρώτο ιδεώδες, έχουμε ότι είτε c ∈ I ή d ∈ I. ΄Ομως c ∈ I
αν-ν c+ I = 0R + I (= 0R/I) και d ∈ I αν-ν d+ I = 0R + I. Συνάγουμε ότι R/I είναι ακέραια περιοχή.

(ii) ΄Εστω M μεγιστικό ιδεώδες του R (πιο ειδικά M είναι γνήσιο ιδεώδες του R). Το Θεώρημα 17.20 μας

εξασφαλίζει ότι R/M είναι σώμα. ΄Επεται ότι R/M είναι ακέραια περιοχή. Χρησιμοποιούμε τέλος το τμήμα

(i) της άσκησης.

17.8 (i) Το πολυώνυμο x3+x+1 (αντίστοιχα, x3+x2+1) είναι ανάγωγο επί του Z2, αφού είναι βαθμού 3 και

δεν έχει θέση μηδενισμού στο Z2. Θέτουμε F1 = Z2[x]/〈x3 +x+1〉 (αντίστοιχα, F ′1 = Z2[x]/〈x3 +x2 +1〉).
Τότε το F1 (αντίστοιχα, το F ′1) είναι ένα σώμα με ακριβώς 8 στοιχεία (κοιτάξτε τις Προτάσεις 17.19, 17.21

και το Θεώρημα 17.20). Τα 8 διακεκριμένα στοιχεία του F1 δίνονται με (α0 + α1x+ α2x
2) + 〈x3 + x+ 1〉,

όπου (α0, α1, α2) ∈ (Z2)3
.

(ii) Το πολυώνυμο x2 + 1 ∈ Z3[x] είναι ανάγωγο επί του Z3 αφού είναι βαθμού 2 και δεν έχει θέση

μηδενισμού στο Z3. Τότε F2 = Z3[x]/〈x2 + 1〉 είναι ένα σώμα με ακριβώς 9 στοιχεία.
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