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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ

N множина натуральних чисел

N0 N ∪ {0}

N0 N ∪ {0,∞}

Rn n-вимiрний евклiдовий простiр

Sn n-вимiрна сфера

T n n-вимiрний тор

M ö стрiчка Мьобiуса

RP 2 проективна площина

I вiдрiзок [0, 1]

Wr слабка Cr-топологiя, 0 ≤ r ≤ ∞

Sr сильна Cr-топологiя, 0 ≤ r ≤ ∞

dom(F ) область визначення локального потоку F

φF вiдображення зсуву векторного поля F

func(F ) область визначення вiдображення зсуву φF

Sh(F ) образ вiдображення зсуву φF



ВСТУП

Актуальнiсть теми. Групи автоморфiзмiв «геометричних» структур на мно-

говидах вiдiграють значну роль не лише в математичних, а й в фiзичних дослi-

дженнях. Наприклад, групи Лi природно виникають як групи рухiв простору

та симетрiї твердих тiл (iзометрiї рiманових многовидiв), напр. [159]. Зокрема,

добре вiдомо, що група рухiв евклiдового простору R3 є базовою для класи-

чної ньютонiвської механiки, група Лоренца (iзометрiї простору Мiнковсько-

го) — для теорiї вiдносностi, напр. [171], групи дифеоморфiзмiв, що зберiгають

об’єм рiманового многовиду виникають в гамiльтоновiй механiцi, напр. [148],

а групи контактних дифеоморфiзмiв пов’язанi з розв’язками рiвняння Ейлера

iдеальної нестисної рiдини з рiвняннями Бернуллi нестисної рiдини, [34], i т.д.

З точки зору ерлангенської програми Ф. Клейна пiд «геометричною» стру-

ктурою на многовидi M природно розумiти довiльну дiю γ якої-небудь групи G

на M . Така дiя дає розбиття ∆γ многовиду M на орбiти. Бiльш того, γ iндукує

дiї γE на рiзноманiтних просторах E, природно пов’язаних з M , причому роз-

биття E на орбiти дiї γE часто дає бiльш суттєву iнформацiю про γ нiж саме

розбиття ∆γ. Зокрема, може статись, що дiя γ є транзитивною, тобто ∆γ має

лише одну орбiту, в той час як γE матиме багато орбiт.

Розглянемо кiлька прикладiв.

1. Нехай Fn(M) = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ M,xi ̸= xj}— n-й конфiгурацiй-

ний простiр M , що складається з попарно рiзних впорядкованих n-к точок з

M . Тодi γ iндукує на Fn(M) дiю γn групи G за формулою γn(x1, . . . , xn) =
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(γ(x1), . . . , γ(xn)). Розбиття простору Fn(M) на орбiти дiї γn описує впоряд-

кованi n-ки попарно рiзних точок з M , якi переводяться одна в одну деяким

елементом з G.

2. Нехай M — гладкий многовид, ρ— рiманова метрика на M i Iso(M,ρ) —

група iзометрiй M вiдносно метрики ρ. Тодi Iso(M,ρ) також дiє на дотичному

просторi TM за формулою g(x, v) = (g(x), Txg(v)), де x ∈ M , v ∈ TxM i

g ∈ Iso(M,ρ). Розбиття TM на орбiти цiєї дiї показує якi дотичнi вектори

переводяться один в одного iзометрiями M .

3. Нехай G— група Лi i Ψ — дiя G на собi внутрiшнiми автоморфiзмами, тобто

Ψ(g, h) = ghg−1. Тодi одиниця групи e є нерухомою точкою Ψ, а тому ця дiя

iндукує дiю групи G на дотичному просторi TeG (алгебрi Лi групи G). Ця iнду-

кована дiя називається приєднаною i позначається через Ad. Вона грає основну

роль для розумiннi структури групи Лi.

Знову припустимо, що γ — це дiя групи G на многовидi M . Тодi очевидно, що

g(ω) = ω для кожного g ∈ G та довiльної орбiти ω ∈ ∆γ. Позначимо через

Aut(∆γ) — групу всiх гомеоморфiзмiв (або дифеоморфiзмiв) M , якi лишають

iнварiантним розбиття ∆γ, тобто h(ω) також є орбiтою γ для кожного h ∈

Aut(∆γ) та кожної орбiти ω ∈ ∆γ, хоча, взагалi кажучи, h(ω) ̸= ω.

Нехай також Aut0(∆γ) — пiдгрупа в Aut(∆γ), що складається з автоморфi-

змiв, що лишають iнварiантною кожну орбiту дiї γ. Тодi γ iндукує вiдображен-

ня iγ : G→ Aut0(∆γ), яке є вкладенням, якщо γ є ефективною дiєю. Зрозумiло

також, що природна дiя Aut0(∆γ) на M має тi ж самi орбiти, що i γ.

Для вивчення дiї γ в багатьох задачах зручно розглядати замiсть G групу

Aut0(∆γ), або навiть Aut(∆γ). Крiм того, так як Aut0(∆γ) майже завжди є

нескiнченно вимiрною, то природно вивчати її гомотопiчний тип, тобто дефор-

мацiї многовиду, якi лишають iнварiантною кожну орбiту. Гомотопiчнi групи

Aut0(∆γ) можуть давати корисну iнформацiю як про дiю γ так i про групу G.
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Вiдмiтимо, що iснують ситуацiї, коли вкладення iγ є гомотопiчною еквiвален-

тнiстю.

Таким чином маємо наступну задачу: описати гомотопiчний тип групи ав-

томорфiзмiв многовиду, що лишають iнварiантною кожну орбiту заданої дiї

групи. В загальному випадку ця проблема дуже складна i її розв’язки вiдомi

лише в невеликiй кiлькостi випадкiв.

Приклад. Нехай Sn ⊂ Rn+1 — одинична сфера. Очевидно, що її група iзоме-

трiй, Iso(Sn), є ортогональною групою O(n + 1) i дiє транзитивно на Sn. Тодi

при n = 1, 2, 3 вкладення O(n+ 1) в D(Sn) є гомотопiчною еквiвалентнiстю.

Для n = 1 це твердження тривiальне, для n = 2 воно доведене S. Smale [134], а

для n = 3 — в роботi A. Hatcher [45].

D. Gabai [37] також довiв, що для довiльного замкнутого гiперболiчного 3-

многовиду M вкладення Iso(M) ⊂ D(M) є гомотопiчною еквiвалентнiстю.

Бiльш того, для великого класу рiманових 3-многовидiв M встановлено, що

вкладення Iso(M) ⊂ D(M) iндукує бiєкцiї мiж компонентами зв’язностi цих

груп, тобто що кожен дифеоморфiзм M iзотопний iзометрiї, причому рiзнi iзо-

метрiї попарно не iзотопнi, див. [6, 13–15, 19, 121, 122]. Для многовидiв додатної

кривини, останнiй факт доведений D. McCullough [102].

В данiй дисертацiйнiй роботi сформульована вище задача розв’язується для

широкого класу дiй групи R, тобто для потокiв. Отриманi результати застосову-

ються до вивчення гомотопiчних типiв стабiлiзаторiв та орбiт гладких функцiй

на многовидах (зокрема на поверхнях) вiдносно правих та право-лiвих дiй груп

дифеоморфiзмiв.

Групи дифеоморфiзмiв, що зберiгають шари шарувань, зокрема орбiти век-

торного поля, вивчаються дуже iнтенсивно. В книзi G. Reeb в книзi [119] (1952

р.) поставив наступне питання: нехай M — n-вимiрний многовид i F — поле до-

тичних площин до M розмiрностi n−q. За яких умов F гомотопне iнтегров-
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ному полю, тобто полю, що є дотичним до деякого шарування?

Частковi результати в цьому напрямку були отриманi Х. Цишангом, С. П. Но-

вiковим [167], J. Wood [146], A. Phillips [112,113], R. Bott [16]. В цих роботах було

побудовано певнi гомотопiчнi iнварiанти, що були перешкодами до гомотопностi

поля площин iнтегровному полю.

Нехай Γrp — псевдогрупа локальних Cr-дифеоморфiзмiв Rp. В роботi A. Haef-

liger [41, 42] побудовано класифiкуючi простори FΓrp для оснащених шарувань

корозмiрностi p класу Cr для «вiдкритого» (некомпактного, або компактного

з межею) многовиду M . W. Thurston [141] аналогiчно до цих робiт отримав

гомотопiчну класифiкацiю шарувань корозмiрностi > 1 з точнiстю до конкор-

дантностi вже для замкнутих многовидiв.

Позначимо через Dr
K(Rp) — групу Cr-дифеоморфiзмiв Rp з компактними носiя-

ми. Нехай Dr
K(Rp) — група шляхiв в Dr

K(Rp), що закiнчуються в idRp, аBDr
K(Rp) —

її класифiкуючий простiр. Далi в роботi [140] W. Thurston довiв, що 1) FΓ∞
p

є (p + 1)-зв’язним, 2) FΓ0
p є стягуваним, 3) iснує вiдображення BDr

K(Rp) →

Ωp(FΓrp), яке iндукує iзоморфiзм груп цiлочисельних гомологiй. Вiн також до-

вiв, що 4) для замкнутого p-многовидуM тотожна компонента зв’язностi D∞
id (M)

його групи C∞-дифеоморфiзмiв є простою групою, див. також. J. Mather [98,99]

Результати 1), 2) та 4) незалежно отримав J. Mather [94]. Далi в його робо-

тах [95–97] було показано, що тотожна компонента Dr
id(M) групи Cr-дифеомор-

фiзмiв p-многовиду M з порожньою межею є досконалою (спiвпадає зi своїм ко-

мутантом) для p+ 2 ≤ r ≤ ∞. Разом з результатами статтi D. B. A. Epstein [30]

звiдси випливало, що група Dr
id(M) є простою (не має нетривiальних нормаль-

них дiльникiв). Звiдси також випливало, що класифiкуючий простiр FΓrp для

шарувань з оснащеним нормальним розшаруванням є (p+1)-зв’язним. Крiм то-

го в роботi [101] J. Mather навiв приклад групи Dp+1
id (M p) яка не є досконалою.

Зрозумiло, що група дифеоморфiзмiв D(F), що зберiгає шари якого-небудь

шарування F на многовидi M взагалi кажучи не є простою — наприклад будь-



11

яка її пiдгрупа, що є нерухомою на деякому шарi ω шарування F є її нор-

мальним дiльником. З iншого боку результати J. Mather та D. B. A. Epstein

вдалось узагальнити на шарування, напр. W. Ling [67], A. Banyaga [7], T. Rybi-

cki [123–125], K. Fukui та H. Imanishi [36], K. Abe та K. Fukui [3], J. Lech та

T. Rybicki [64], J. Lech [63]. В цих роботах показано досконалiсть деяких груп

дифеоморфiзмiв та гомеоморфiзмiв, що зберiгають шари шарувань.

В роботi J. A. Álvarez López та Ю. Курдюкова [5] вивчались деформацiї ди-

феоморфiзмiв, що лишають iнварiантним шарування на многовидi.

Для шарувань з особливостями ситуацiя значно складнiша. Тому найчастiше

розглядаються шарування многовидiв орбiтами дiй компактних груп Лi, або

шарування множинами рiвня деякого вiдображення, а також групи еквiварiан-

тних (тобто комутуючих з заданою дiєю) дифеоморфiзмiв.

Наприклад, нехай G— компактна група Лi, що дiє ортогональними перетво-

реннями на Rn, i P (Rn)G — алгебра многочленiв, що приймають постiйнi зна-

чення уздовж орбiт цiєї дiй. Тодi класична теорема Гiльберта стверджує, що

алгебра P (Rn)G скiнченно породжена, див. [151]. В роботi G. W. Schwarz [128]

доведено, що якщо ρ1, . . . , ρk — сiм’я твiрних P (Rn)G, то будь-яка G-iнварiан-

тна C∞-функцiя на α : Rn → R є гладкою функцiєю вiд ρ1, . . . , ρk, тобто може

бути представлена у виглядi α(x) = β(ρ1(x), . . . , ρk(x)), де β : Rk → R— де-

яка C∞-функцiя, див. також J. Mather [100]. Цей результат узагальює теореми

H. Whitney [145] для випадку G = Z2 та G. Glaeser [39] для випадку, коли G є

симетричною групою перестановок з n-елементiв.

Дифеоморфiзми, що лишають iнварiантними орбiти лiнiйних векторних полiв

вивчались в C. Camacho та A. L. Neto [17].

В статтях C. Lazarov та H. Shulman [61, 62] дослiджувались перешкоди до

iснування дiй груп Лi i, зокрема, потокiв, що є трансверсальними до заданого

шарування на многовидi та лишають його iнварiантним.

В роботi K. Abe [1] описано гомотопiчний тип тотожної компоненти D∞
G (M)0



12

групи D∞
G (M) дифеоморфiзмiв зв’язного замкнутого многовиду M , що кому-

тують з заданою гладкою дiєю групи Лi G за умови, що фактор простiр M/G

гомеоморфний до вiдрiзка [0, 1]. Цей результат був сформульований в термiнах

просторiв шляхiв деякої трiйки просторiв, що визначається заданою дiєю, i його

важко застосовувати до реальних обчислень. K. Abe та K. Fukui [2] обчислили

першу групу гомологiй H1D∞
G (M)0.

T. Rybicki [126] довiв досконалiсть тотожної компоненти H∞
G (M)0 групи еквi-

варiантних гомеоморфiзмiв за умови, коли dim(M/G) ≥ 1 i G дiє вiльно.

H. Bernstein та D. W. Morris [8] розглядали трiйки Γi ⊂ Xi ⊂ Gi, i = 0, 1,

де Gi — однозв’язна розв’язна група Лi, Xi — зв’язна пiдгрупа i Γi — замкнута

дискретна пiдгрупа в Gi, Вiдмiтимо, що тодi на просторi Gi/Γi, i = 0, 1, виникає

шарування Fi подвiйними сумiжними класами виду ΓigXi. В згаданiй статтi

автори описали структуру неперервних вiдображень f : G/Γ0 → G/Γ1, що

переводять шари шарування F0 в шари шарування F1.

Структура дисертацiйної роботи та опис результатiв. В данiй дисер-

тацiйнiй роботi розглядаються питання деформацiї вiдображень, що зберiгають

орбiти потокiв на многовидах. Отриманi результати застосовуються до вивчен-

ня гомотопiчних типiв стабiлiзаторiв та орбiт гладких функцiй на компактних

поверхнях та многовидах бiльших розмiрностей вiдносно дiй груп дифеоморфiз-

мiв. Запропонований пiдхiд до їх вивчення є специфiчним для одновимiрного

випадку.

В роздiлi 1 наводяться деякi вiдомi означення та теореми, що будуть викори-

стовуватись на протязi всiєї роботи. Зокрема, пiдроздiл 1.1 мiстить означення

слабких та сильних Cr-топологiй на просторах гладких вiдображень, а також

розглядаються рiзнi типи деформацiй; пiдроздiл 1.2 — деякi результати про

векторнi поля, потоки, та їх регулярнi розширення; в пiдроздiлi 1.3 розгляда-

ється структура гладких функцiй на поверхнях з iзольованими критичними то-

чками, шарування множинами рiвня та графи Кронрода-Рiба; в пiдроздiлi 1.4
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вивчається права дiя групи дифеоморфiзмiв поверхнi M на просторi гладких

функцiй на нiй та встановлюються зв’язки мiж стабiлiзаторами функцiй та ди-

феоморфiзмами, що лишають iнварiантими шарування таких функцiй та граф

Кронрода-Рiба; пiдроздiл 1.5 мiстить iнформацiю про твiрнi груп гомеотопiй

та груп Тореллi компактних поверхонь, а також про гомотопiчний тип тотожних

компонент їх груп дифеоморфiзмiв.

В роздiлi 2 вводиться поняття вiдображення зсуву та вивчаються простi вла-

стивостi його ядра та образа. Нехай M — многовид, F — векторне поле на ньому

i (Ft) — вiдповiдний потiк поля F . Тодi на M виникає сингулярне шарування

орбiтами поля F , якi є зв’язними i мають розмiрностi 1 (регулярнi орбiти) та 0

(особливi точки, тобто точки в яких F = 0).

Припустимо, що вiдображення h : M →M лишає iнварiантною кожну орбiту

потоку (Ft). Таким чином, для кожної точки x ∈ M її образ h(x) належить

орбiтi ox точки x. Тому можна спробувати поставити у вiдповiднiсть точцi x

час αh(x) мiж точками x та h(x) уздовж орбiти ox. Таким чином

h(x) = Fαh(x)(x) = F(x, αh(x)). (0.1)

Функцiю α назвемо функцiєю зсуву для вiдображення h, яке, в свою чергу,

називатимемо зсувом уздовж орбiт потоку F за допомогою функцiї αh. Подiбнi

iдеї були використанi в [20, 48, 56, 111, 142, 155] для перепараметризацiї мiрозбе-

рiгаючих потокiв та вивчення їх змiшуючих властивостей. В цих роботах вима-

галось, щоб функцiя αh була вимiрною. Зокрема, вона може бути розривною, а

її значення на множинах мiри нуль взагалi iгноруються. В [109] дослiджувалась

неперервнiсть функцiй зсуву.

Ми працюватимемо в основному в категорiї C∞, а тому вимагатимемо, щоб

αh була гладкою для гладких h. Одна з основних технiчних проблем полягає в

доведеннi неперервностi та гладкостi функцiй зсуву в околах нерухомих точок.

Зробимо кiлька зауважень з приводу побудови функцiї αh.
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1) Взагалi кажучи, αh однозначно задається лише в неперiодичних точках.

Якщо x ∈ M — перiодична перiоду θ, то αh(x) визначена лише з точнiстю до

постiйного доданку виду nθ, n ∈ Z, в той час як для нерухомої точки x значення

αh(x) можна взяти довiльним дiйсним числом.

У застосуваннях до ергодичної теорiї ця проблема не виникає: об’єднання перi-

одичних та нерухомих точок є iнварiантною множиною, а отже для ергодичних

потокiв має мiру нуль (або в нетиповому випадку мiру 1). Тому значеннями αh

на цiй множинi можна знехтувати. В деяких роботах також припускалось, що

множина нерухомих точок взагалi є порожньою, напр. [155, с. 357].

2) Якщо x є регулярною (навiть перiодичною) точкою, то αh(x) все ж можна

коректно означити лише на деякому околi точки x.

3) З представлення (0.1) випливає, що коли αh є гладкою, то вiдображення

h є iзотопним до тотожного вiдображення за допомогою гладкої гомотопiї, яка

лишає iнварiантними обiти потоку F. Наприклад, можна використати таку го-

мотопiю: ht(x) = F (x, t · αh(x)).

Це приводить до розгляду вiдображення φF : C∞(M,R) → C∞(M,M),

φF (α)(x) = F(x, α(x)),

яке ми називатимемо вiдображенням зсуву уздовж орбiт потоку F. Таким

чином, для α ∈ C∞(M,R) вiдображення φF (α) : M → M зсовує кожну точку

x ∈ M уздовж її орбiти на час α(x), причому цей час гладко залежить вiд x.

Якщо α = C — постiйна функцiя, то φF (α) = FC — є одним з дифеоморфiзмiв,

що визначають потiк, але в загальному випадку φF (α) не є навiть бiєкцiєю.

Вiдображення φF (α) : M → M називатиметься зсувом уздовж орбiт потоку

F, а функцiя α— його функцiєю зсуву . В пiдроздiлi 2.1 вiдображення зсуву

визначається для неперервних потокiв, а також для локальних Cr-потокiв.

Позначимо через Sh(F ) — образ вiдображення φF в C∞(M,M). Тодi пробле-

ма побудови гладкої функцiї зсуву для даного вiдображення h зводиться до
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перевiрки того, чи належить h до Sh(F ).

Бiльш загально, нехай V ⊂ M — пiдмноговид розмiрностi dimM (можливо

з межею). Такi пiдмноговиди зручно називати D-пiдмноговидами, див. роз-

дiл 1. Тодi можна визначити локальне вiдображення зсуву φF,V : C∞(V,R) →

C∞(V,M) за аналогiчною формулою:

φF,V (α)(x) = F(x, α(x)).

В багатьох випадках зручнiше розглядати саме локальнi вiдображення зсуву.

Образ φF,V позначатимемо через Sh(F, V ).

Скажемо, що гладка функцiя θ : V → R є функцiєю перiодiв для потоку F

на множинi V , або просто P -функцiєю якщо F(x, θ(x)) = x для всiх x ∈ V .

Множину всiх P -функцiй потоку F на V позначимо через P (F, V ). Тодi не-

важко бачити, що φF,V (θ) = idV тодi i лише тодi, коли θ є P -функцiєю i, що

φF,V (α) = φF,V (β) тодi i лише тодi, коли α − β є P -функцiєю, див. лему 2.2.3.

Звiдси, зокрема, випливає, що P (F, V ) є адитивною пiдгрупою в C∞(V,R), а вi-

дображення зсуву φF,V iндукує бiєкцiю мiж фактор-групою C∞(V,R)/P (F,M)

та образом Sh(F, V ). Тому P (F, V ) називатиметься ядром вiдображення φF,V .

В пiдроздiлi 2.2 дослiджуються простi властивостi ядра вiдображення зсу-

ву, встановлюється зв’язок мiж P -функцiями та дiєю кола, а також дається

невеликий огляд робiт, в яких дослiджувались P -функцiї.

В пiдроздiлi 2.3 дослiджується змiна ядра та образа вiдображення зсуву

при спряженнi потоку та при його перепараметризацiї.

Пiдроздiл 2.4 мiстить характеризацiю зсувiв, що є дифеоморфiзмами. Зокре-

ма для h = φF (α) та z ∈ M дотичне вiдображення Tzh : TzM → Th(z)M буде

iзоморфiзмом тодi i лише тодi, коли похiдна Лi F (α) функцiї α уздовж век-

торного поля F , що породжує потiк, задовольняє нерiвнiсть: F (α) ̸= −1, див.

лему 2.4.1.

Позначимо через E(F ) — пiдмножину в C∞(M,M), що складається з вiдобра-
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жень h, якi задовольняють наступнi двi умови:

(i) h лишає iнварiантною кожну орбiту поля F , зокрема, h(z) = z для кожної

особливої точки z ∈M поля F .

(ii) якщо z ∈M — особлива точка поля F , то вiдповiдне дотичне вiдображення

Tzh : TzM → TzM є iзоморфiзмом.

Нехай також D(F ) — пiдмножина в E(F ), що складається з дифеоморфiзмiв.

Таким чином D(F ) — це група дифеоморфiзмiв M , що лишають iнварiантним

кожну орбiту поля F .

Для кожного r ≥ 0 нехай Eid(F )r позначає компоненту лiнiйної зв’язностi про-

стору E(F ) вiдносно слабкої топологiї Wr. Вiдмiтимо, що Eid(F )r складається з

усiх вiдображень h якi є гомотопними в E(F ) до тотожного вiдображення idM

за допомогою такої гомотопiї H : M × I →M , що частиннi похiднi H по x ∈M

до порядку r включно неперервно залежать вiд t, див §1.1. Тодi

Eid(F )∞ ⊂ · · · ⊂ Eid(F )r+1 ⊂ Eid(F )r ⊂ · · · ⊂ Eid(F )0.

Тодi з зауваження 3) та леми 2.4.1, очевидно, випливає, що образ Sh(F ) вiдоб-

раження φF мiститься в Eid(F )∞.

В роздiлi 3 наводяться приклади обчислень ядра та образа вiдображення

зсуву для лiнiйних векторних полiв на R1 та R2. Зокрема доведено, що для

таких полiв Sh(F ) = Eid(F )0. Крiм того наведено приклади вироджених (не-

лiнiйних) векторних полiв, для яких Sh(F ) ̸= Eid(F )∞. В подальших роздiлах

буде розвинена технiка, що дозволить довести тотожнiсть Sh(F ) = Eid(F )0 для

всiх лiнiйних векторних полiв, див. теорему 6.9.1.

Роздiл 4 присвячено вивченню структри ядра вiдображення зсуву для не-

перервних потокiв на топологiчних многовидах. Основнi результати — теоре-

ми 4.1.1 та 4.1.2. Теорема 4.1.1, зокрема, стверджує, що якщо множина Fix(F)

нерухомих точок потоку F є нiде не щiльною в V , то множина P (F, V ) всiх P -

функцiй цього потоку складається, або лише з нульової функцiї, або з цiлочи-
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сельних кратних деякої невiд’ємної функцiї θ : V → R, яка є строго додатною

на множинi регулярних точок потоку, хоча в нерухомих точках вона може бути

нульовою. Теорема 4.1.2 показує, що коли потiк є спряженим до C1-потоку, то

така функцiя θ є строго додатною на всьому V .

В пiдроздiлi 4.2 формулюються наслiдки з цих теорем. Зокрема, вiдобра-

ження зсуву φF,V буде локально iн’єктивним вiдносно вiдкрито компактної то-

пологiї (а значить i вiдносно довiльної Cr-топологiї) на C∞(V,R) тодi i лише тодi,

коли множина його нерухомих точок є нiде не щiльною в V , див. наслiдок 4.2.8.

Крiм того, якщо φF,V є локальним гомеоморфiзмом на свiй образ, то вiдобра-

ження φF : C∞(V,R) → Sh(F, V ) є або гомеоморфiзмом, або Z-накриваючим

вiдображенням. Зокрема, якщо V є компактним, то Sh(F, V ) є або стягуваним,

або гомотопiчно еквiвалентним до кола, див. наслiдок 4.2.9.

Решта роздiлу присвячена доведенню теорем 4.1.1 та 4.1.2. В пiдроздiлi 4.3

встановлюються простi властивостi P -функцiй; в пiдроздiлi 4.4 дається дове-

дення теореми 4.1.1; в пiдроздiлi 4.5 — план доведення теореми 4.1.2; в пiд-

роздiлi 4.6 встановлюються певнi спiввiдношення мiж дiаметрами та перiо-

дами перiодичних орбiт потоку (лема 4.6.3); в пiдроздiлi 4.7 цi спiввiдноше-

ння уточнюються для потокiв, породжених векторними полями класу C1 (те-

орема 4.7.1) i далi, в пiдроздiлi 4.8, даються достатнi умови необмеженостi

перiодiв послiдовностi перiодичних точок, що збiгається до нерухомої точки

(теорема 4.8.1).

Роздiл 5 мiстить достатнi умови для того, щоб Sh(F ) = Eid(F )r для деякого

r. В пiдроздiлi 5.1 доведено наступний результат: нехай h : M → M — глад-

ке вiдображення, що лишає iнварiантною кожну орбiту потоку i є гомотопним

до тотожного вiдображення за допомогою гомотопiї, яка лишає iнварiантними

орбiти потоку F. Тодi, αh можна визначити на множинi всiх регулярних точок

потоку F, хоча αh може i не продовжуватись до неперервної функцiї на всьо-

му M , (теорема 5.1.1). Крiм того, αh також залежить вiд конкретної гомотопiї
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мiж h та idM . Далi, в пiдроздiлi 5.2, наведено достатнi умови, за яких глад-

ка функцiя зсуву для вiдображення h ∈ E(F ) на множинi регулярних точок

продовжується до гладкої функцiї на всьому M , див. теорему 5.2.2. Цi умови

вимагають певної гладкостi вiд гомотопiї, що з’єднує h та idM .

В пiдроздiлi 5.3 показано, що спiввiдношення Sh(F, V ) = Eid(F, V )r зберiга-

ється, якщо множину V зменшити «правильним» чином (лема 5.3.1). Зокрема,

якщо z — iзольована iзольована особлива точка i Sh(F, V ) = Eid(F, V )r для де-

якого її околу V , то ця ж тотожнiсть виконується для будь-якого меншого її

околу W ⊂ V , наслiдок 5.3.2.

В пiдроздiлi 5.4 даються достатнi умови, для того, щоб тотожнiсть Sh(F, V ) =

Eid(F, V )r наслiдувалась реуглярними розширеннями поля F .

Припустимо, що множина нерухомих точок потоку є нiде не щiльною. Як вiд-

мiчалось вище, тодi вiдображення зсуву буде локально iн’єктивним. В роздiлi 6

дослiджуються умови за яких вiдображення зсуву φF,V є локальним гомеомор-

фiзмом на свiй образ вiдносно сильних C∞-топологiй. Еквiвалентно, достатньо

перевiрити вiдкритiсть вiдображення зсуву на свiй образ вiдносно цих топологiй

(S∞,∞).

Якщо V є компактним, то, згiдно наслiдку 4.2.9, звiдси випливає, що образ

Sh(F, V ) є або стягуваним, або гомотопiчно еквiвалентним до кола. Бiльш того,

якщо додатково Sh(F, V ) = Eid(F, V )r для деякого r, то, згiдно наслiдку 4.2.9,

такий само гомотопiчний тип має Did(F, V )r. Ця iдея є ключовим застосуванням

вiдображення зсуву до обчислення гомотопiчного типу групи дифеоморфiзмiв,

що лишають iнварiантними орбiти потоку.

В пiдроздiлi 6.1 показано, що вiдкритiсть вiдображення зсуву на свiй образ

еквiвалентна наявностi неперервного оберненого вiдображення, визначеного в

як завгодно малому околi тотожного вкладення iV : V ⊂ M в Sh(F, V ). Пiд-

роздiл 6.2 мiстить контрприклади. Там, зокрема, доведено, що для iррацiо-

нального потоку на торi та подiбних потокiв вiдображення зсуву φF не є вiдкри-
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тим на свiй образ. Основна причина полягає в тому, що тотожне вiдображення

можна апроксимувати зсувами на як завгодно великi функцiї, (лема 6.2.1). В

пiдрозiдiлi 6.3 встановлено, що для S∞,∞-вiдкритостi «глобального» вiдоб-

раження зсуву φF достатньо вимагати Sr,d(r)-вiдкритiсть кожного з локальних

вiдображень зсуву φFVi
, де {Vi}i∈Λ — деяке локально скiнченне покриття M D-

пiдмноговидами, d : N0 → N0 — довiльна функцiя (теорема 6.3.1).

В пiдроздiлi 6.4 доведена наступна теорема 6.4.1: нехай W — довiльний вiд-

критий окiл V , F |W — обмеження F на W , φF,W,V — вiдображення зсуву на

V локального потоку поля F |W i Sh(F,W, V ) — образ цього вiдображення в

C∞(V,W ) ⊂ C∞(V,M). Вiдмiтимо, що Sh(F,W, V ) ⊂ Sh(F, V ). Тодi вiдобра-

ження зсуву φF,V буде Sr,s-вiдкритим у тому i лише у тому випадку, коли

вiдображення φF,W,V є Sr,s-вiдкритим, а його образ Sh(F,W, V ) є Ss-вiдкритим

в φF,V .

Так як W може бути довiльним вiдкритим околом V , то можна вважати, що

V таW є малими околами деякої точки z i мiстяться в однiй локальнiй картi. Це

вже дозволяє звести перевiрку вiдкритостi φF,W,V до випадку векторних полiв

в Rn, а отже проводити конкретнi обчислення.

Достатнi умови для Ss-вiдкритостi Sh(F,W, V ) в Sh(F, V ) отриманi в наступ-

них двох пiдроздiлах. В пiдроздiлi 6.5 розглядається випадок, коли V та W

є малими околами регулярної точки. Основний результат теорема 6.5.1 ствер-

джує, що Sh(F,W, V ) є Wr,r-вiдкритим в Sh(F, V ) для кожного r ≥ 1 тодi i

тiльки тодi, коли виконується одна з наступних умов:(a) z є неперiодичною i

нерекурентною; (b) z є перiодичною i паросток в точцi z вiдображення першого

повернення Пуанкаре R : (B, z) → (B, z) є перiодичним; (c) z є перiодичною

i дотичне вiдображення TzR : TzB → TzB має хоча б одне власне значення λ

таке, що |λ| ̸= 1.

В пiдроздiлi 6.6 аналогiчна задача розв’язується для околiв нерухомої то-

чки потоку. Для пари V ⊂ W , де V —D-пiдмноговид i W — його вiдкритий
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окiл, вводиться властивiсть регулярного перетину межi вiдносно потоку F,

див. означення 6.6.1. Основна лема 6.6.2 стверджує, що ця умова гарантує Ss-

вiдкритiсть Sh(F,W, V ) в Sh(F, V ). В цьому пiдроздiлi також описанi типи пар

V ⊂ W , що задовольняють умову регулярного перетину межi, див. леми 6.6.3,

6.6.7, 6.6.4 та 6.6.8. Пiдроздiл 6.7 дає умови вiдкритостi вiдображення зсуву

для регулярних розширень векторних полiв. Пiдроздiл 6.8 мiстить пiдсумок

результатiв, отриманих в роздiлi 6, (наслiдок 6.8.1).

В пiдроздiлi 6.9, на основi обчислень роздiлу 3, дослiджується вiдображення

зсуву для всiх лiнiйних векторних полiв. Основний результат показує, що для

таких полiв Sh(F ) = Eid(F )0. Бiльш того, φF не буде гомеоморфiзмом на свiй

образ лише для полiв, що задаються лише матрицями з суто уявним спектро,

який не є пропорцiйним цiлочисельному, див. теорему 6.9.1.

В пiдроздiлi 6.10 описується вiдображення зсуву редукованих гамiльтоно-

вих векторних полiв однорiдних многочленiв на площинi f : R2 → R. Зокрема,

показано, що для такого поля має мiсце тотожнiсть Sh(F ) = Eid(F )1, причо-

му Eid(F )1 ̸= Eid(F )0 тодi i лише тодi, коли f є добутком хоча б двох рiзних

незвiдних над R квадратичних форм, див. теорему 6.10.3.

В роздiлi 7 наведено результати про гомотопiчнi еквiвалентностi мiж прави-

ми та лiво-правими стаблiзаторами, а також мiж вiдповiдними правими та лiво-

правими орбiтами широкого класу гладких функцiй на компактних многовидах,

див. теореми 7.1.1 та 7.2.3.

Роздiл 8 мiстить обчислення гомотопiчних типiв стабiлiзаторiв та орбiт ши-

рокого класу гладких функцiй на поверхнях.

Нехай M — компактна поверхня i P — числова пряма R або коло S1. Нагада-

ємо, що група D(M) дифеоморфiзмiв M природно дiє справа на C∞(M,P ) за

наступною формулою: якщо h ∈ D(M) i f ∈ C∞(M,P ), то

h · f = f ◦ h−1.
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Для f ∈ C∞(M,P ) нехай S(f) = {h ∈ D(M) | f ◦ h = f}— стабiлiзатор i

O(f) = {f ◦ h |h ∈ D(M)}— орбiта функцiї f вiдносно цiєї дiї. Позначимо

також через Sid(f)r (вiдповiдно Of(f)r), r ≥ 0, компоненту зв’язностi idM (вiд-

повiдно f) в S(f) (вiдповiдно в O(f)) вiдносно топологiї W∞.

Вивченню правої дiї груп гомеоморфiзмiв та дифеоморфiзмiв компактних по-

верхонь M на просторах функцiй, диференцiальних форм та векторних полiв

останнiм часом присвячено багато робiт. Цi питання стимульованi застосування-

ми до симплектичної топологiї та гамiльтонових систем. Питання класифiкацiї

орбiт функцiй Морса та бiльш загальних класiв функцiй з iзольованими осо-

бливостями розглядаються в роботах A. В. Болсiнова та А. Т. Фоменко див.

книгу [150] та бiблiографiю в нiй, роботах А. А. Ошемкова [169], В. В. Шар-

ко [131, 175], Є. В. Кулiнiча [59], О. О. Пришляка [118, 172], С. I. Максимен-

ка [160,162], О. А. Кадубовського [154], I. А. Юрчук [176], Є. О. Полуляха [115],

I. А. Юрчук та Є. О. Полуляха [116]. Пiдхiд до класифiкацiї, використаний в

цих роботах полягав у тому, що функцiям ставилися у вiдповiднiсть певнi графи

з додатковою iнформацiєю i цi графи повнiстю описували орбiти вiдповiдного

класу функцiй.

Вiдповiднiсть мiж потоками та функцiями Морса на поверхнях дослiджена в

роботах Д. П. Личака [158] та Д. П. Личака та О. О. Пришляка [68]. K. Ikegami

та O. Saeki [52], а також B. Kalmar [54] обчислили групи кобордизмiв функцiй

Морса на компактних поверхнях, див. також K. Ikegami [51].

Природно постають питання про вищi гомотопiчнi групи простору функцiй

Морса на поверхнях. В статтi О.О.Кудрявцевої та Д. А. Пермякова [157] до-

ведено, що цей простiр гомотопiчно еквiвалентний деякому «бiльш простому»

простору «оснащених» функцiй.

Опишемо структуру роздiлу 8. В пiдроздiлi 8.1 вводяться спецiальнi типи

критичних точок S, P i N гладких функцiй на поверхнях та дослiджуються їх

властивостi. Нехай f : R2 → R— однорiдний многочлен степеня ≥ 2. Припусти-
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мо також, що вiн не має кратних множникiв. У цьому випадку 0 ∈ R2 є його

єдиною критичною точкою. При цьому 0 є S-точкою, якщо f має лiнiйнi мно-

жники, P-точкою, якщо f є незвiдною над R квадратичною формою i N-точкою,

якщо f є добутком бiльше нiж двох квадратичних форм. В першому випадку 0

є сiдлом, в другому — невиродженим екстремумом i в третьому — виродженим

локальним екстремумом, див. лему 8.1.9.

Пiдроздiл 8.2 мiстить формулювання основних результатiв роздiлу, див. те-

ореми 8.2.1-8.2.4. Ми доводитимемо лише першi двi. Цi теореми дають iнфор-

мацiю про гомотопiчний тип Sid(f) та Of(f) за умови, що функцiя f : M → P

задовольняє певнi три аксiоми (A1)-(A3). Зокрема, за виключенням кiлькох про-

стих випадкiв, Sid(f) є стягуваним, πnOf(f) = πnM для n ≥ 3, π2Of(f) = 0,

а фундаментальна група π1Of(f) має скiнчено порождену абелеву пiдгрупу

(майже завжди вiльну) скiнченного iндексу.

Аксiома (A1) вимагає, щоб f приймала постiйнi значення на кожнiй компонен-

тi межi ∂M , аксiома (A2) — щоб кона критична точка f належала одному з типiв

S, P, або N, а аксiома (A3) — щоб природне вiдображення p : D(M) → O(f),

p(h) = f ◦ h було розшаруванням Серра.

Iдея доведення цих теорем полягає в наступному спостереженнi. Припусти-

мо, що M є орiєнтовною. Тодi ця поверхня має симплектичну структуру, а отже

для функцiї f можна побудувати гамiльтонове векторне поле F . При цьому f є

постiйною уздовж орбiт поля F , причому особливi точки F спiвпадають з кри-

тичними точками f . Це дозволяє ототожнити Sid(f) з Did(F ). З iншого боку,

завдяки аксiомi (A2) можна показати, що F задовольняє умови наслiдку 6.8.1,

а значить Did(F ) = Sid(f) є або стягуваним, або гомотопiчно еквiвалентним до

кола. Цi мiркування узагальнюються i для неорiєнтоних поверхонь переходом

до орiєнтового дволистного накриття. Крiм того, з аксiоми (A3) випливає iсну-

вання точної послiдовностi гомотопiчних груп розшарування p : D(M) → O(f),
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шар якого є S(f). Так як гомотопiчний тип групи D(M) добре вiдомий, див.

пiдроздiл 1.5, то це дозволяє обчислити гомотопiчнi групи πnO(f) для n ≥ 2.

Для обчислення фундаментальної групи потрiбно дослiджувати дiю S(f) на

графi Кронрода-Рiба функцiї f .

Доведення теореми 8.2.1 про гомотопiчний тип Sid(f) дається в пiдроздi-

лi 8.3, а теореми 8.2.2 про гомотопiчний тип Of(f) — в пiдроздiлi 8.7.

В останньому роздiлi 9 дається нове доведення теореми класифiкацiї ком-

понент зв’язностi простору функцiй Морса на поверхнях отримане автором

в [72, 86]. С. В. Матвєєв (див. роботу О. О. Кудрявцевої [156]) та В. В. Шар-

ко [174] отримали класифiкацiю компонент зв’язностi простору функцiй Морса

на компактних поверхнях якi приймають значення в числовiй прямiй i є постiй-

ними на кожнiй компонентi зв’язностi поверхнi. В своїй кандидатськiй дисерта-

цiї автор дав класифiкацiю компонент зв’язностi простору морсiвських вiдоб-

ражень з орiєнтовних компактних поверхонь в коло [161]. В роботi [72] автор

також отримав незалежне доведення обох класифiкацiй, використовуючи твiрнi

груп гомеотопiй поверхонь, а в [86] узагальнив цей результат на вiдображення

Морса орiєнтовних поверхонь в коло, обмеження яких на кожну компоненту

межi є або постiйним, або накриваючим вiдображенням.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Тема ди-

сертацiйної роботи пов’язана з тематикою наукових дослiджень вiддiлу топо-

логiї Iнституту математики НАН України. Частина результатiв дисертацiйної

роботи виконана в рамках програми НАН України “Сучаснi методи дослiджень

математичних моделей в проблемах природничих наук” № 0107U002333, НДР

”Топологiя многовидiв та їх застосування"№00106U000658, а також пiдтрима-

на грантом Президента України для докторантiв, № Ф-26/418-2008 та грантом

Мiнiстерства освiти та Науки України № M/150-2009.

Метою дисертацiї є:

• опис структури множини функцiй перiоду неперервних потокiв на тополо-
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гiчних многовидах;

• обчислення гомотопiчного типу компонент зв’язностi груп дифеоморфiз-

мiв, що лишають iнварiантними орбiти векторного поля на многовидi;

• доведення гомотопiчної еквiвалентностi мiж правими та право-лiвими ста-

бiлiзаторами, а також мiж вiдповiдними орбiтами широкого класу глаких

функцiй на компактних многовидах;

• обчислення гомотопiчного типу стабiлiзаторiв та орбiт широкого класу глад-

ких функцiй на компактних поверхнях вiдносно дiй груп дифеоморфiзмiв

цих поверхонь;

• нове доведення класифiкацiї компонент зв’язностi простору функцiй Морса

на компактних поверхнях.

Об’єкт дослiдження — рiзнi класи гладких вiдображень многовидiв та їх го-

мотопiчнi (деформацiйнi) властивостi.

Предметом дослiдження є:

• гладкi функцiї на поверхнях;

• векторнi поля на многовидах та гладкi вiдображення многовидiв в себе, що

лишають iнварiантними орбiти цих полiв;

• вiдображення зсуву уздовж орбiт векторного поля.

Методи дослiдження. Для вивчення вiдображень, що лишають iнварiан-

тними орбiти векторного поля використовується вiдображення зсуву уздовж

орбiт поля. Воно також застосовується для обчислення гомотопiчного типу ста-

бiлiзаторiв та орбiт деяких класiв гладких функцiй на поверхнях.

Наукова новизна одержаних результатiв. Всi отриманi в дисертацiї ре-

зультати є новими i основнi з них є такi:

• вперше визначено та детально дослiджено вiдображення зсуву векторного

поля — його ядро, образ, властивiсть бути локальним гомеоморфiзмом, а

також питання, коли зсув є дифеоморфiзмом;

• для векторних полiв на компактних многовидах, якi є лiнiйними в околi
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кожної своєї особливої точки, та задовольняють деякi глобальнi топологi-

чнi умови, вперше доведено, тотожна компонента зв’язностi групи дифео-

морфiзмiв, якi лишають iнварiантними орбiти цього поля є або стягуваною,

або гомотопiчно еквiвалентна до кола;

• аналогiчна задача вперше розв’язана для «редукованих» гамiльтонових

векторних полiв однорiдних многочленiв двох змiнних в околi кожної своєї

особливої точки;

• для широкого класу гладких функцiй з квазiоднорiдними особливостями

на компактних многовидах доведено гомотопiчну еквiвалентнiсть мiж пра-

вими та лiво-правими стабiлiзаторами, а також мiж вiдповiдними правими

та лiво-правими орбiтами;

• для гладких функцiй з однорiдними особливостями з компактної поверхнi

в пряму та коло вперше обчислено гомотопiчний тип стабiлiзаторiв та орбiт

цих функцiй вiдносно правої дiї групи дифеоморфiзмiв поверхнi;

• отримано нове доведення теореми класифiкацiї компонент зв’язностi про-

стору функцiй Морса локально постiйнi на межi з компактної поверхнi в

пряму та коло. Цей результат також вперше поширено на функцiї з орiєн-

товних поверхонь в коло, обмеження яких на кожну компоненту межi є або

постiйним, або накриваючим.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiйної

роботи мають теоретичний характер. Отриманi в дисертацiї науковi результа-

ти можуть бути використанi як в математичних дослiдженнях, так i в фiзицi,

бiологiї тощо, де виникають динамiчнi системи та теорiя особливостей.

Особистий внесок здобувача. Всi результати, наведенi в дисертацiйнiй

роботi, отриманi здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiдалися на

• семiнарах вiддiлу топологiї Iнституту математики НАН України; керiвник

семiнару — член-кореспондент НАН України, доктор фiз.-мат. наук, про-
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фесор, зав. вiддiлом топологiї В. В. Шарко;

• семiнарi кафедри геометрiї Харкiвського нацiонального унiверситету iме-

нi В. Н. Каразiна; керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України,

доктор фiз.-мат. наук, професор, зав. кафедрою геометрiї О. А. Борисенко;

• Українських математичних конгресах, (Київ, 2001 та 2009 роки);

• Мiжнароднiй конференцiї з геометрiї i топологiї, (Черкаси, 2001);

• Мiжнароднiй конференцiї Fundamental Mathematics Today, присвяченiй 10-

рiччю Московського Незалежного Унiверситету, (Москва, 2001);

• Мiжнароднiй конференцiї "Геометрiя в Одесi", (Одеса, 2005 та 2008);

• Мiжнароднiй конференцiї Foliation-2005, (м. Лодзь, Польща, 2005);

• Мiжнароднiй конференцiї Groups, Homotopy and Configuration Spaces: Con-

ference in honor of Fred Cohen, (м. Токiо, Японiя, 2005);

• Мiжнароднiй конференцiї Manifolds at Melbourne, (м. Мельбурн, Австралiя,

2006);

• Мiжнароднiй конференцiї Topology, Dynamics and Computations, (м. Бен-

длєво, Польща, 2006);

• 8-th Conference on Geometry and Topology of Manifolds, (м. Перемишль,

Польща, та м. Львiв, 2007);

• Algebraic topology: Old and New M.M.Postnikov Memorial conference, (м. Бен-

длєво, Польща, 2007);

• Topological theory of fixed points, (м. Бендлєво, Польща, 2007);

• Мiжнароднiй конференцiї Боголюбiвськi читання, (м. Киiв, Україна, 2007);

• Мiжнароднiй конференцiї Analysis and Topology, (м. Львiв, Україна, 2008);

• 9-th Conference on Geometry and Topology of Manifolds, (м. Кракiв, Польща,

2008);

• Мiжнароднiй конференцiї Infinite-Dimensional Analysis and Topology, (с. Ярем-

че, Україна, 2009);

• Мiжнароднiй конференцiї Geometry “in large”, topology and applications, при-
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свяченiй 90-рiччю з дня народження О. В. Погорєлова, (м. Харкiв, 2009);

• Conference on Algebraic Topology - CAT’09, (м. Варшава, Польща, 2009);

• Knots, Contact geometry and Floer homology, (м. Токiо, Японiя, 2010);

• Automorphism groups of Topological structures, (м. Ейлат, Iзраiль, 2010);

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 20 роботах у фа-

хових виданнях з перелiку, що затверджений ВАК України, [70,72–75,78,80,84–

92,152, 163, 165, 166] та 9 тезах конференцiй [69, 71, 76, 77, 79, 81–83,164]. З них 1

монографiя [152] у спiвавторствi з I. Ю. Власенко та Є. О. Полуляхом, у якiй

автору належать роздiли 4 та 5, 14 статей у наукових журналах, 5 статей у

збiрниках наукових праць.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, перелiку умовних

скорочень, 9 роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що мiстить 176

найменування (на 20 сторiнках). Повний обсяг роботи становить 303 сторiнок.

Подяки. Користуючись нагодою, висловлюю щиру подяку моєму науковому

консультантовi Шарко Володимиру Васильовичу за пiдтримку, увагу i допомо-

гу в роботi. Також щиро вдячний О. О. Пришляку, Д. В. Болотову, I. Ю. Вла-

сенку, В. В. Круглову, М. О. Панкову, Є. О. Полуляху, I. А. Юрчук та iншим

науковцям, якi брали участь у роботi семiнару вiддiлу топологiї, та зробили

низку важливих зауважень i порад пiд час моїх доповiдей та при написаннi

дисертацiї.



Роздiл 1 ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI

1.1 Топологiї на просторах вiдображень

D-пiдмноговиди. Нехай M — гладкий многовид розмiрностi m. Приклеїмо до

∂M комiр ∂M × [0, 1) за тотожним вiдображенням ∂M × 0 → ∂M . Позна-

чимо отриманий многовид через M ′ i назвемо його ∂-розширенням M , див.

Рис. 1.1.1. Якщо ∂M = ∅, то вважатимемо, що M ′ = M . Очевидно, M є за-

мкнутою пiдмножиною M ′, ∂M ′ = ∅ i M ′ має гладку структуру, вiдносно якої

вiн дифеоморфний внутрiшностi IntM .

Означення 1.1.1. Замкнута пiдмножина V ⊂M називатиметься D-пiдм-

ноговидом, якщо знайдеться такий m-вимiрний пiдмноговид V ′ ⊂ M ′ (мо-

жливо з непорожньою межею), що V = M ∩V ′, а перетин ∂M ∩∂V ′ є транс-

версальним, див. Рис. 1.1.1.

Нехай V ⊂ M —D-пiдмноговид. Позначимо через IntV внутрiшнiсть V в M .

Тодi IntV = V \ ∂V ′. Будемо також говорити, що V є D-околом для кожної

точки z ∈ IntV .

Очевидно, що якщо V ∩ ∂M = ∅, то V є многовидом з межею. В противному

випадку V є многовидом з кутами у якого ∂M ∩ ∂V ′ є множиною “кутiв”,

[93]. Також зрозумiло, що M є D-пiдмноговидом самого себе i що кожна точка

z ∈ IntM (z ∈ ∂M) має як завгодно малi D-околи дифеоморфнi замкнутому

m-диску (m-пiвдиску).
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Нехай N — iнший гладкий многовид i f : V → N — вiдображення. Скажемо,

що f належить класу Cr, r ∈ N0, (є вкладенням, зануренням, тощо) якщо

воно продовжується до Cr вiдображення (вкладення, занурення, тощо) U →

N ′ деякого околу U ⊂ M ′ множини V в M ′ у вiдповiдне ∂-розширення N ′

многовиду N .

Добре вiдомо, що f належить класу Cr тодi i лише тодi, коли обмеження

f |IntV \∂M належить тому ж класу Cr, а всi його частиннi похiднi (до порядку r

включно) неперервно продовжуються на все V , див. напр. [35,104,129,144] для

многовидiв з межею, та [18,24,93] для многовидiв з кутами.

Рис. 1.1.1: D-пiдмноговиди V та W

Позначимо через Cr(V,N), r ∈ N0, множину усiх Cr вiдображень V → N . Тодi

аналогiчно до попереднього в Cr(V,N) можна ввести слабку Wr та сильну Sr

топологiї.

Якщо V є компактним, то Wr та Sr спiвпадають для всiх r ∈ N0. Для пiд-

множини X ⊂ Cr(V,N) i r ∈ N0 позначимо через
(
X
)r
W

(вiдповiдно
(
X
)r
S
)

топологiчний простiр X з iндукованою Wr (вiдповiдно Sr) топологiєю.

Топологiї на просторах неперервних вiдображень. Нехай M та N — то-

пологiчнi простори. Найбiльш уживаними топологiями на просторi неперервних

вiдображень C(M,N) є так званi слабка W0 та сильна S0, див. [173]. Нагадаємо

їх означення.

Для неперервного вiдображення f : M → N позначимо через

Γf = {(x, f(x)) : x ∈M} ⊂M ×N

його графiк . Тодi слабка топологiя W0 на C(M,N) породжується наступними
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пiдмножинами:

N (K,U) = {f ∈ C(M,N) : f(K) ⊂ U},

де K — пробiгає сукупнiсть усiх компактних пiдмножин в M , а U — сукупнiсть

усiх вiдкритих пiдмножин в N . Цю топологiю також називають компактно

вiдкритою.

Сильна топологiя S0 на C(M,N) породжується множинами виду:

N (V ) = {f ∈ C(M,N) : Γf ⊂ V },

де V — пробiгає сукупнiсть усiх вiдкритих пiдмножин в добутку M ×N .

Зауваження 1.1.2. Припустимо, що M є компактним простором. Тодi слабка

та сильна топологiї на C(M,N) спiвпадають. Якщо додатково N є метричним

простором, то цi топологiї також спiвпадають з рiвномiрною топологiєю на

C(M,N).

Топологiї на просторах гладких вiдображень. Нехай тепер M та N —

многовиди (можливо з кутами, [93]) класу Cr. Тодi для кожного k = 0, . . . , r

простiр Ck(M,N) можна надiлити слабкою та сильною топологiями класу Ck,

якi ми позначатимемо через Wk та Sk вiдповiдно, [173].

Топологiї W0 та S0 означенi вище, а топологiї Wk та Sk для k ≥ 1 визначаю-

ться наступним чином. Позначимо через Jk(M,N) — многовид k-струменiв Ck

вiдображень h : M → N . Поставимо у вiдповiднiсть кожному такому h його

k-струменеве продовження jkh : M → Jk(M,N). Тодi вiдповiднiсть h 7→ jkh

є вкладенням Ck(M,N) ⊂ C(M,Jr(M,N)). Надiлимо C(M,Jk(M,N)) тополо-

гiєю W0 (вiдповiдно S0). Тодi iндукована на Ck(M,N) топологiя називається

Wk (вiдповiдно Sk). Для r = ∞, топологiя W∞ породжується топологiями Wk

(вiдповiдно Sk) для k <∞.
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Нагадаємо також менш формальне означення топологiй Wr. Для простоти

можна вважати, що M ⊂ Rm i N ⊂ Rn для достатньо великих m,n. Нехай

f = (f1, . . . , fm) : Rm ⊃ M → N ⊂ Rn

— Cr вiдображення. Для кожної компактної пiдмножини K ⊂ M i цiлого не-

вiд’ємного числа r ≥ 0 визначимо r-норму f на K за допомогою наступної

формули

∥f∥rK =
m∑
j=1

∑
|i|≤r

sup
x∈K

|Difj(x)|, (1.1)

де i = (i1, . . . , in), |i| = i1 + · · · + in, а Di = ∂|i|

∂x
i1
1 ···∂xinn

. Тодi для фiксованого r

норми ∥f∥rK визначають слабку Wr-топологiю на C∞(M,N).

Пiдмножину X ⊂ Cr(M,N) називатимемо Wk-вiдкритою (вiдповiдно Wk-за-

мкнутою), якщо вона вiдкрита (вiдповiдно замкнута) в топологiї Wk на Cr(M,N).

Нехай далi U, V iншi Cr многовиди i Y ⊂ Cr(U, V ) iнша пiдмножина. Вiдобра-

ження G : X → Y назвемо Wk,l-неперервним (вiдповiдно Wk,l-вiдкритим, Wk,l-

гомеоморфiзмом тощо), якщо G є неперервним (вiдповiдно вiдкритим, гомео-

морфiзмом тощо) якщо надiлити X топологiєю Wk, а Y топологiєю Wl.

Аналогiчнi означення можна сформулювати для сильних топологiй Sk. На-

ступна лема описує стандартний приклад Wk,l-неперервних вiдображень.

Лема 1.1.3. Нехай V ⊂ Rn — вiдкрита пiдмножина, k = (k1, . . . , kn), |k| =
n∑
i=1

ki, ∂xk = ∂xk11 · · · ∂xknn i

D : C∞(V,R) → C∞(V,R), D(α) =
∂|k|α

∂xk
,

— вiдповiдне вiдображення диференцiювання. Тодi D є Wr+|k|,r-неперервним

для всiх r ≥ 0.

Експоненцiйний закон. Слабка топологiя добре узгоджена з деформацiями

вiдображень.
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Нехай K — ще один топологiчний простiр i F : M × K → N — неперервне

вiдображення. Тодi для кожного k ∈ K iндуковане вiдображення Fk = F (·, k) :

M → N також неперервне. Iншими словами, F iндукує вiдображення

f : K → C(M,N), f(k) = Fk.

Таким чином вiдповiднiсть F 7→ f є вiдображенням

exp : C(M ×K,N) → C(K, C(M,N)). (1.2)

Навпаки, кожне вiдображення f : K → C(M,N) iндукує вiдображення F :

M ×K → N за формулою F (x, k) = f(k)(x), але при цьому F не обов’язково є

неперервним.

Теорема 1.1.4 (Експоненцiйний закон). (напр. [60]). Надiлимо простори вi-

дображень в (1.2) вiдповiдними компактно вiдкритими топологiями. Припу-

стимо також, що K є хаусдорфовим локально компактним простором. Тодi

вiдображення exp є гомеоморфiзмом “на”.

Зауваження 1.1.5. Якщо позначати простiр C(M,N) через NM , то теоре-

ма 1.1.4 означатиме, що має мiсце гомеморфiзм NM×K ≈ (NM)K , за умови, що

вiдповiднi простори вiдображень надiленi компактно вiдкритими топологiями.

Це пояснює назву експоненцiйний закон.

k-гомотопiї. Вiдмiтимо дуже важливий частинний випадок теореми 1.1.4. Не-

хай K = I — вiдрiзок. Тодi неперервне вiдображення F : M × I → N — це го-

мотопiя i згiдно теореми 1.1.4 вона еквiвалентна неперервному вiдображенню

f : I → C(M,N), тобто шляху у просторi C(M,N).

Припустимо тепер, що M та N — Cr-многовиди, 0 ≤ r ≤ ∞, i нехай F :

M×I → N — така гомотопiя, що для кожного t ∈ I, вiдображення Ft = F (·, t) :

M → N належить класу Cr. Тодi ми отримуємо вiдображення

f : I → Cr(M,N) ⊂ C(M,N), f(t) = Ft.
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З неперервностi F та експоненцiйного закону слiдує, що f є неперервним вiд-

ображенням в Cr(M,N) з iндукованою топологiєю W0, але воно не зобов’язане

бути неперервним навiть у топологiю W1 на Cr(M,N).

Назвемо F k-гомотопiєю, якщо вiдображення f є неперервним у топологiю

Wk на Cr(M,N), що iндукована з C(M,Jk(M,N)). Очевидно, що неперервнiсть

f у цю топологiю означає, що k-струмiнь jkFt вiдображення Ft неперервно за-

лежить вiд t.

Опишемо k-гомотопiї в термiнах самого вiдображення F . Припустимо, що в

локальних координатах F є вiдображенням

F = (F 1, . . . , F n) : Rm × I → Rn.

Тодi F є k-гомотопiєю у тому i лише у тому випадку, коли для кожного цiлочи-

сельного мультиiндексу α = (α1, . . . , αn), αi ≥ 0, |α| =
∑n

i=1 αi ≤ r, та кожної

координатної функцiї F j її вiдповiдна частинна похiдна

∂|α|F j

∂xα
(x1, . . . , xn, t)

є неперервною функцiєю на Rm × I.

Вiдмiтимо простi властивостi k-гомотопiй.

(1) 0-гомотопiя — це те ж саме, що гомотопiя.

(2) Кожна l-гомотопiя є також k-гомотопiєю для k ≤ l.

(3) Кожне Ck вiдображення F : M × I → N є k-гомотопiєю.

Деформацiї. Крiм однопараметричних сiмей вiдображень (k-гомотопiй) ми

також будемо розглядати такi багато-параметричнi сiм’ї в яких гладкiсть по

рiзних параметрах може бути рiзна. Це приводить до поняття (S;T, k)-дефор-

мацiй, якi ми зараз означимо.

Нехай T — топологiчний простiр iM,S,N — гладкi многовиди. Для пiдмножи-

ни H ⊂ Ck(M,N) позначимо через Ck(S,H) простiр усiх таких Ck вiдображень
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F : M × S → N , що вiдображення Fσ = F (·, σ) : M → N належить до H для

кожного σ ∈ S. Зокрема Ck(S,H) ⊂ Ck(M × S,N).

Означення 1.1.6. Нехай H ⊂ C∞(M,N) — пiдмножина. Неперервне вiдобра-

ження

F : M × S × T → N (1.3)

називатиметься (S;T, k)-деформацiєю в H якщо

(1) для кожного (σ, τ) ∈ S × T вiдображення F(σ,τ) = F (·, σ, τ) : M → N

належить до H;

(2) для кожного τ ∈ T вiдображення Fτ = F (·, ·, τ) : M × S → N є гладким

(C∞), а iндуковане вiдображення

(M × S) × T → Jk(M × S,N), (x, σ, τ) 7→ jkFτ(x, σ)

є неперервним.

Грубо кажучи, S є простором C∞-параметрiв, а T — є простором “майже” Ck-

параметрiв для деформацiї F . Часто “простiр параметрiв” S×T позначатимемо

через P .

Очевидно, що F можна розглядати як вiдображення

f : T → C∞(S,H) ⊂ C∞(M × S,N), f(τ)(σ)(x) = F (x, σ, τ).

Нехай S = ∗— точка, тодi F : M × T → N i f : T → H. Припустимо також,

що простiр T є локально компактним. Тодi за експоненцiйним законом (див. те-

орему 1.1.4) неперервнiсть F еквiвалентна неперервностi f в топологiї W0 на H.

Тому з наведеного вище опису топологiї Wk випливає, що (∗;T, k)-деформацiя

це та саме, що неперервне вiдображення T → H в топологiю Wk простору H.

(∗;T, k)-деформацiю також називатимемо (T, k)-деформацiєю. Якщо T = I —

вiдрiзок, то (I, k)-деформацiя F : M × I → N є k-гомотопiєю.

Навпаки, нехай T = ∗— це точка. Тодi F : M × S → N є C∞ вiдображенням,
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яке за означенням належить до C∞(S,H). У цьому випадку число k не грає

ролi, а тому називатимемо F просто (S, C∞)-деформацiєю.

Наступна лема очевидна.

Лема 1.1.7. Нехай F — (S ′;T ′, k)-деформацiя визначена за формулою (1.3). Не-

хай також S ′ та N ′ — гладкi многовиди, T ′ — iнший топологiчний простiр,

µ : S ′ → S та u : N → N ′ — гладкi вiдображення i ρ : T ′ → T – неперервне

вiдображення. Тодi вiдображення

F : M × S ′ × T ′ → N ′, F (x, σ, τ) = u ◦ F (x, µ(σ), ρ(τ))

є (S ′;T ′, k)-деформацiєю.

Збереження гладкостi. Нехай A,B,C,D— гладкi многовиди, X ⊂ C∞(A,B)

та Y ⊂ C∞(C,D) — деякi пiдмножини i F : X → Y — вiдображення. Скажемо,

що F зберiгає гладкiсть, якщо для довiльної (S, C∞)-деформацiї Ω : A×S → B

вiдображення

Λ : C × S → D, Λ(c, σ) = F (Ωσ)(c),

також є гладким.

Вiдмiтимо, що вiдображення, яке зберiгає гладкiсть не обов’язково зберiгає

клас диференцiйовностi.

1.2 Потоки i векторнi поля

НехайM — хаусдорфовий топологiчний простiр. Потоком наM називається дiя

адитивної групи (R,+), тобто таке неперервне вiдображення F : M × R → M ,

що

F0 = idM , Fs ◦ Ft = Fs+t (1.4)

для всiх x ∈M та s, t ∈ R.



36

Означення 1.2.1. Нехай U ⊂ M × R— вiдкрита пiдмножина, що мiстить

M × 0. Локальним потоком на U називається неперервне вiдображення

F : U →M , що задовольняє наступнi умови:

(i) якщо (x, 0) ∈ U , то F(x, 0) = x;

(ii) якщо (x, s) i (F(x, s), t) ∈ U , то (x, s+ t) ∈ U i виконується рiвнiсть

F(x, s+ t) = F(F(x, s), t);

(iii) для кожної точки x ∈ M перетин (x × R) ∩ U є вiдкритим зв’язним

iнтервалом.

Для точки x ∈ M її орбiта вiдносно (локального) потоку F позначатиметься

через ox := F(x× R), а множина всiх нерухомих точок потоку — через Fix(F).

Локальний потiк векторного поля. Нехай r ≥ 1,M — зв’язний Cr многовид

розмiрностi m i F — векторне поле класу Cr на M дотичне до ∂M . Таким чином

в кожнiй точцi x ∈ M ми маємо дотичний вектор F (x) ∈ TxM , який гладко

залежить вiд точки x.

Добре вiдомо, що для кожної точки x ∈M знайдеться максимальний вiдкри-

тий окiл (ax, bx) ⊂ R точки 0 ∈ R i таке Cr-вiдображення ox : (ax, bx) → M ,

що
d
dtox(t) = F (ox(t)), t ∈ (a, b), ox(0) = x. (1.5)

При цьому множина dom(F ) = ∪
x∈M

x × (ax, bx) є вiдкритим зв’язним околом

M × 0 в M × R i має мiсце наступне твердження:

Лема 1.2.2. Вiдображення F : M ×R ⊃ dom(F ) −→M визначене за форму-

лою F(x, t) = ox(t) є локальним потоком.

Множину dom(F ) називатимемо областю визначення локального потоку F.

Говоритимемо також, що F породжує локальний потiк F. Якщо dom(F ) =

M × R, то F називається повним потоком.
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Приклад 1.2.3. Нехай F (x) = x2 ∂
∂x — векторне поле на R. Тодi область визна-

чення його локального потоку F має вигляд dom(F ) = {(x, t) ∈ R2 | xt ̸= 1},

див. Рис. 1.2.1, а сам потiк визначається за формулою:

F : dom(F ) → R, F(x, t) =
x

1 − xt
.

Цей потiк є неповним.

xt=1

Рис. 1.2.1: Область визначення локального потоку поля x2 ∂
∂x

Приклад 1.2.4. Векторне поле F (x) = ∂
∂x породжує повний потiк F(x, t) =

x+ t.

Приклад 1.2.5. Нехай F = R або C, A— (m ×m)-матриця з коефiцiєнтами з

F. Тодi лiнiйне векторне поле F (x) = Ax породжує повний потiк F(x, t) = eAtx,

де eB — експонента матрицi B.

Нагадаємо, що носiєм supp F векторного поля F називається замикання його

множини регулярних точок, тобто supp F = {x |F (x) ̸= 0}.

Теорема 1.2.6. напр. [170]. Кожне векторне поле F з компактним носiєм

(зокрема векторне поле на компактному многовидi) завжди породжує повний

потiк.

Теорема про випрямлення орбiт векторного поля. Назвемо точку z ∈M

регулярною для поля F якщо F (z) ̸= 0. В противному випадку, при F (z) = 0,

точка z називатиметься сингулярною або особливою. Множину всiх особливих

точок поля F позначатимемо через Fix(F).
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Регулярна точка z поля F називається перiодичною якщо iснує таке τ > 0,

що F(z, τ) = z. Найменше серед усiх таких τ називається перiодом точки z

вiдносно потоку F i позначатиметься через Per(z). В протилежному випадку z

називається неперiодичною.

Вiдмiтимо, що якщо z ∈ M є або перiодичною, або нерухомою точкою F , то

z × R ⊂ dom(F ). Крiм того z ∈ Fix(F) тодi i тiльки тодi, коли z є нерухомою

для F, тобто F(z, t) = z для всiх t ∈ R.

Наступне твердження описує структуру векторного поля в околi регулярної

точки.

Теорема 1.2.7. [147,170]. Нехай z ∈M — регулярна точка векторного поля F

класу Cr, (r ≥ 1). Тодi iснує окiл U точки z i таке Cr-вкладення h : U → Rm,

що h(z) = 0, а iндуковане векторне поле G = h∗F на образi h(U) та його

локальний потiк G задаються формулами:

G(x) = ∂
∂x1
, G(x, t) = (x1 + t, x2, . . . , xm),

де x = (x1, x2, . . . , xm).

Регулярнi розширення векторних полiв. Нехай M,N — гладкi зв’язнi мно-

говиди розмiрностейm та n вiдповiдно. Тодi будь-яке векторне поле F наM×N

можна представити як суму векторних полiв G + H, де G направлене уздовж

M , а H — уздовж N . Iншими словами,

F (x, y) = (G(x, y), H(x, y)),

де (x, y) ∈M ×N , G(x, y) ∈ TxM i H(x, y) ∈ TyN .

Пояснимо це бiльш детально. Нехай

pM : M ×N →M, pN : M ×N → N

стандартнi проекцiї. Тодi дотичнe розшарування T (M×N) iзоморфне сумi Уiтнi

T (M ×N) ≈ p∗M(TM) ⊕ p∗N(TN),
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а тому векторне поле F , тобто перерiз дотичного розшарування T (M × N),

можна представити як пряму суму перерiзiв G та H iндукованих розшарувань

p∗M(TM) та p∗N(TN) вiдповiдно.

Залишається вiдмiтити, що перерiз, наприклад, iндукованого розшарування

p∗M(TM), потрiбно мислити як векторне поле уздовж проекцiї pM , тобто як

вiдображення G : M×N → TM , що ставить у вiдповiднiсть точцi (x, y) деякий

дотичний вектор в G(x, y) в точцi x, i аналогiчно для p∗N(TN):

p∗M(TM)

��

// TM

��
M ×N

pM //

G
99ssssss

M

p∗N(TN)

��

// TN

��
M ×N

pN //

H
99t

t
t

t
t

N

Означення 1.2.8. Нехай G— векторне поле на M i F — векторне поле на

M ×N . Скажемо, що F є регулярним розширенням поля G, якщо

F (x, y) = (G(x), H(x, y)), (1.6)

тобто його «компонента G уздовж M × y не залежить вiд y ∈ N».

Якщо друга компонента H не залежить вiд x ∈M , тобто

F (x, y) = (G(x), H(y)),

деякого векторного поля H на M , то F називатиметься добутком полiв G

i H.

Якщо у регулярного розширення (1.6) H ≡ 0, тобто

F (x, y) = (G(x), 0),

то F називатиметься тривiальним розширенням поля G.

Розмiрнiсть n = dimN називатиметься розмiрнiстю регулярного розши-

рення F .

Очевидно, що регулярне розширення регулярного розширення є також регу-

лярним розширенням.
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Приклад 1.2.9. Нехай G(x) = x ∂
∂x — векторне поле на R i α, β : R3 → R—

довiльнi гладкi функцiї. Тодi векторне поле

F (x, y, z) = x ∂
∂x + α(x, y, z) ∂

∂y + β(x, y, z) ∂
∂z ,

визначене на R3 = R× R2, є регулярним розширенням G.

Приклад 1.2.10. З теореми про дiйсну форму Жордана матрицi випливає,

що кожне ненульове лiнiйне векторне поле на Rn є регулярним розширенням

лiнiйного векторного поля, породженого однiєю з наступних матриць:

(λ), ( 0 1
0 0 ) ,

(
a b
−b a

)
, λ, a, b ∈ R. (1.7)

Нехай G— векторне поле на M , F — регулярне, а Ḡ— тривiальне розширення

поля G на M ×N , тобто

F (x, y) = (G(x), H(x, y)), Ḡ(x, y) = (G(x), 0),

для деякого гладкого перерiзу H : M × N → p∗N(TN). Позначимо через F, Ḡ

та G— локальнi потоки, а через φF , ψ̄Ḡ та ψG — вiдображення зсуву полiв F ,

Ḡ та G вiдповiдно. Нехай також Fix(F), Fix(Ḡ), Fix(G) — множини особливих

точок F , Ḡ та G вiдповiдно. Тодi має мiсце наступна проста лема, доведення

якої залишається читачевi.

Лема 1.2.11. Мають мiсце наступнi спiввiдношення:

Fix(F) ⊂ Fix(Ḡ) = Fix(G) ×N, (1.8)

dom(F ) ⊂ dom(Ḡ) = dom(G) ×N, (1.9)

F(x, y, t) = (G(x, t),H(x, y, t)), (1.10)

Ḡ(x, y, t) = (G(x, t), y), (1.11)

для деякого гладкого вiдображення H : dom(Ḡ) → N .
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Лема 1.2.12. Нехай V m ⊂ M i V n ⊂ N — вiдкритi зв’язнi пiдмножини,

V m+n = V m × V n, S — зв’язний гладкий многовид розмiрностi dimS = d,

T — лiнiйно зв’язний топологiчний простiр,

Ω : V m+n × S × T → Rm × Rn (1.12)

— (S;T, k)-деформацiя в E(F, V m+n) i

Ψ = pM ◦ Ω : V m × V n × S × T →M

— проекцiя. Тодi виконуються наступнi твердження.

1) Ψ є (V n × S;T, k)-деформацiєю в E(G, V m).

2) Припустимо, що Ω має неперервну функцiю зсуву

Λ : V m+n × S × T ⊃ A −→ R, (1.13)

визначену на деякiй пiдмножинi A в V m+n × S × T . Тодi Λ є функцiєю зсуву

для Ψ вiдносно G.

Доведення. 1) Твердження про те, що Ψ є (V n×S;T, k)-деформацiєю в C∞(V m,M)

випливає з леми 1.1.7.

Покладемо P = S × T i ρ = (σ, τ). Потрiбно показати, що Ψ(y,ρ) ∈ E(G, V m)

для кожного (y, ρ) ∈ V n × P , тобто

(i) Ψ(y,ρ) зберiгає iнварiантними орбiти поля G, тобто для кожного x ∈ V m,

iснує таке t ∈ R, що Ψ(y,ρ)(x) = G(x, t);

(ii) Ψ(y,ρ) є локальним дифеоморфiзмом в кожнiй точцi x ∈ Fix(G) ∩ V m.

(i) Так як Ωρ зберiгає орбiти поля F , то iснує tx,y ∈ R таке, що

Ω(x, y, ρ) = F(x, y, tx,y) =
(
G(x, tx,y),H(x, y, tx,y)

)
.

Тому Ψ(y,ρ)(x) = pm ◦ Ω(x, y, ρ) = G(x, tx,y).

(ii) Нехай x ∈ Fix(G) ∩ V m, тобто G(x) = 0 Тодi

F (x, y) = (G(x), H(x, y)) = (0, H(x, y))
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для кожного y ∈ N . Звiдси випливає, що орбiта o(x,y) поля F , що проходить

через (x, y) дотикається до x × N у всiх точках, а тому o(x,y) ⊂ x × N . Так як

Ωρ зберiгає орбiти поля F , то

Ωρ(x× V n) ⊂ x×N. (1.14)

Розглянемо два випадки.

(a) Припустимо, що (x, y) є особливою точкою поля F , тобто G(x) = 0 i

H(x, y) = 0. Так як Ωρ ∈ E(F, V m+n), то, за означенням, Ωρ(x, y) = (x, y)

i Ωρ є локальним дифеоморфiзмом в точцi (x, y). Тодi з (1.14) випливає, що

дотичний простiр TyV
n = T(x,y)(x × V n) є iнварiантним вiдносно дотичного

вiдображення T(x,y)Ωρ, а тому образ T(x,y)Ωρ(TxV
m) трансверсального простору

TxV
m = T(x,y)(V

m × y) є трансверсальним до TyV n, див. рис. 1.2.1. Це якраз i

Рис. 1.2.1

означає, що дотичне вiдображення TxΨ(y,ρ) = Tx(pM ◦Ωρ) є iзоморфiзмом, тобто

Ψ(y,ρ) є локальним дифеоморфiзмом в точцi x.

(b) Припустимо, що H(x, y) ̸= 0, тобто (x, y) є регулярною точкою для F .

Тодi за наслiдком 5.1.7 iснують окiл Wm ⊂ V m точки x, окiл W n ⊂ V n точки y

i C∞ функцiя зсуву β : Wm ×W n → R для Ωρ, що

Ωρ(x̄, ȳ) = F(x̄, ȳ, β(x̄, ȳ)) = (G(x̄, β(x̄, ȳ)), H(x̄, ȳ, β(x̄, ȳ)),

для всiх (x̄, ȳ) ∈ Wm × W n. Зокрема, Ψ(y,ρ)(x̄) = G(x̄, β(x̄, y)) для кожного

x̄ ∈ Wm. Таким чином, обмеження Ψ(y,ρ)|Wm належить до образу вiдображення

зсуву Sh(G,Wm) ⊂ E(G,Wm), а тому Ψ(y,ρ) є локальним дифеоморфiзмом в

точцi x.
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2) Припустимо, що Ω має функцiю зсуву (1.13). Тодi з тотожностi

Ω(x, y, ρ) = F(x, y,Λ(x, y, ρ)), (x, y, ρ) ∈ A,

випливає, що Ψ(x, y, ρ) = pm ◦ Ω(x, y, ρ) = G(x,Λ(x, y, ρ)).

1.3 Гладкi функцiї на поверхнях

Функцiї Морса. Нехай f : Rn → R— така C2-функцiя, що початок координат

0 ∈ Rn є критичною точкою f . Для простоти вважатимемо, що f(0) = 0. Тодi

ряд Тейлора функцiї f в точцi 0 починається з членiв другого порядку, тобто:

f(x) = 1
2 Q(x) + o(|x|2),

де Q(x) — квадратична форма, матриця, H(f, 0), якої складається з других

частинних похiдних f в точцi 0 i називається гессiаном f в точцi 0, тобто

H(f, 0) =
(

∂2f
∂xi∂xj

)
. Ця точка називається невиродженою критичною точкою

для f , якщо Q є невиродженою квардратичною формою, (або, що те ж саме,

гессiан H(f, 0) є невиродженою матрицею).

Вiдома лема М. Морса стверджує, що в околi невиродженої критичної точки

iснують локальнi координати y = (yi), в яких f(y) = Q(y), тобто f спiвпадає зi

своїм многочленом Тейлора порядку 2. Зрозумiло, що означення невироджено-

стi не залежить вiд локальних координат i, що невироджена критична точка є

iзольованою.

Вiдмiтимо, що лiнiйною замiною координат функцiю f , як квардатичну фор-

му, можна звести до суми квадратiв, тобто вважати що

f(y1, . . . , yλ, yλ+1, . . . , yn) = −y21 − . . .− y2λ + y2λ+1 + . . .+ y2n.

Число мiнусiв, λ, у такому представленнi не залежить вiд вибору системи коор-

динат i називається iндексом невиродженої критичної точки 0. Вiдмiтимо, що
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невироджена критична точка iндексу λ функцiї f має iндекс n− λ для функцiї

g = −f . Це показує, що iндекс залежить вiд вибору орiєнтацiї R.

Нехай тепeр M — гладкий многовид, P — або числова пряма R, або коло S1 i

f : M → P — C2-вiдображення, яке задовольняє умови (i) та (ii). Воно назива-

ється вiдображенням Морса, якщо всi його критичнi точки є невиродженими.

Тобто для кожної критичної точки z ∈ Σf i деякого (а тому i довiльного) ло-

кального представлення

f : (M, z)
α
⊃ (Rn, 0)

f̄−−−→ (R, 0)
β
⊂ (P, f(z)), (1.15)

точка 0 ∈ Rn є невиродженою критичною точкою для f̄ , де α та β — локаль-

нi карти в точках z та f(z) вiдповiдно. Вiдмiтимо, що в такiй ситуацiї iндекс

невиродженої критичної точки може приймати два значення: λ або n − λ, в

залежностi вiд того зберiгає чи змiнює β орiєнтацiю. Якщо ж зафiксувати орi-

єнтацiю P i розглядати лише представлення (1.15), в яких β зберiгає орiєнтацiю,

то iндекс невиродженої критичної точки визначений однозначно.

Нехай далi C∞
∂ (M,P ) — пiдмножина в C∞(M,P ), що складається з f , якi при-

ймають постiйнi значення на кожнiй компонентi межi ∂M (але, взагалi кажучи,

рiзнi на рiзних компонентах).

Позначимо через M∂(M,P ) пiдмножину в C∞
∂ (M,P ), що складається з усiх

вiдображень Морса. М. Морс довiв, що M∂(M,P ) є вiдкритою i всюди щiльною

в C∞
∂ (M,P ) вiдносно топологiї S∞.

Скажемо, що вiдображення Морса f : M → P є вiдображенням загального

положення, якщо кожна критична множина рiвня f мiстить рiвно одну кри-

тичну точку. Бiльш того, f називатиметься простим, якщо кожна критична

компонента деякої множини рiвня f мiстить рiвно одну критичну точку. Оче-

видно, кожне вiдображення Морса загального положення є простим.

Функцiї з iзольованими критичними точками. Нехай тепер f : M → P —

C∞-вiдображення, що задовольняє наступнi умови:
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(i) f приймає постiйне значення на кожнiй компонентi межi ∂M ,

(ii) всi критичнi точки f є iзольованими i мiстяться в IntM .

Як i вище, через C∞
∂ (M,P ) ми позначатимемо простiр всiх C∞-вiдображень

f : M → P , що задовольняють лише умову (i).

Множиною рiвня функцiї f : M → P називатимемо множину виду f−1(c) для

деякого c ∈ P . Нехай ω— або множина рiвня, або її компонента зв’язностi. Ска-

жемо, ω є критичною, якщо вона мiстить критичну точку f . В протилежному

випадку ω називатиметься регулярною.

Нехай z ∈ IntM . Тодi в деяких локальних координатах бiля z в M та бiля

f(z) в P вiдображення f можна розглядати як функцiю

(M, z) ⊃ (Rm, 0)
f̄−−−→ (R, 0) ⊂ (P, f(z)) (1.16)

таку, що z = 0 ∈ Rm i f̄(0) = 0 ∈ R.

Скажемо, що z є локальним екстремумом для f , якщо вона є локальним екс-

тремумом для f̄ . Зафiксуємо раз i назавжди орiєнтацiю P i обмежимось лише

такими представленнями (1.16), для яких вкладення R ⊂ P зберiгає орiєнта-

цiю. Тодi z називатиметься локальним максимумом (мiнiмумом) f , якщо ним

є 0 ∈ Rm для f̄ .

Структура функцiї в околi iзольованої критичної точки на поверх-

нi.. Нехай тепер M — поверхня (2-вимiрний многовид) i f : M → P — гладке

вiдображення, що задовольняє умови (i) та (ii). Припустимо, що z ∈ IntM є

iзольованою критичною точкою f . Тодi iснує такий паросток гомеоморфiзму

h : (C, 0) → (C, 0), що f̄ ◦ h(z) = ±|z|2, якщо 0 є локальним екстремумом, [22],

або f̄ ◦ h(z) = Re(zn) для деякого n ∈ N, в протилежному випадку, [118]. Якщо

0 не є локальним екстремумом для f , то число n не залежить вiд часткового

вибору h, i в цьому випадку z називатиметься (узагальненим) n-сiдлом.

Кожнiй iзольованiй критичнiй точцi z ∈ Σf припишемо число indf(z) насту-

пним чином. Якщо z є локальним екстремумом, то покладемо indf(z) = 1. Якщо
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ж z є n-сiдлом, то покладемо indf(z) = 1 − n. Тодi має мiсце такий результат,

що є наслiдком теореми Пуанкаре-Хопфа.

Теорема 1.3.1. Якщо f задовольняє умови (i) та (ii), то

χ(M) =
∑
z∈Σf

indf(z).

Функцiї Морса на поверхнях. Нехай f : M → P — вiдображення Морса.

Тодi f може мати лише три типи критичних точок: локальнi мiнiмуми, 2-сiдла

та локальнi максимуми, вiдповiдно iндексiв 0, 1 та 2. Цi iндекси не слiд плутати

з iндексами indf визначеними вище. Позначимо через ci = ci(f), i = 0, 1, 2,

число критичних точок f iндексу i. Тодi теорема 1.3.1 перетворюється на так

звану рiвнiсть Морса:

χ(M) = c0 − c1 + c2. (1.17)

Шарування ∆f функцiї f . Далi ми знову вважатимемо, що M — компактна

поверхня i f : M → P — вiдображення, яке задовольняє умови (i) та (ii).

Тодi f визначає на M одновимiрне шарування ∆f з особливостями: пiдмно-

жина ω ⊂M буде шаром шарування ∆f тодi i лише тодi, коли ω є або крити-

чною точкою f , або зв’язною компонентою множини f−1(c) \ Σf для деякого

c ∈ P . Таким чином, шари ∆f — одновимiрнi пiдмноговиди в M та особливi

точки f .

Приклад шарування ∆f бiля локальних екстремумiв, 1-, та 3-сiдел, зобра-

жений на Рис. 1.3.1. Вiдповiднi критичнi компоненти лiнiй рiвня f зображенi

жирними лiнiями.

Позначимо через ∆reg
f об’єднання всiх шарiв ∆f , гомеоморфних до кола, а

через ∆cr
f — об’єднання всiх iнших шарiв. Тодi з властивостi (i) випливає, що

∂M ⊂ ∆reg
f .
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a) локальний екстремум b) 1-сiдло c) 3-сiдло

ind = 1 ind = 0 ind = −2

Рис. 1.3.1: Iзольованi критичнi точки

Шари в ∆reg
f (вiдповiдно в ∆cr

f ) називатимуться регулярними (вiдповiдно кри-

тичними). Аналогiчно, зв’язнi компоненти ∆reg
f (вiдп. ∆cr

f ) називатимемо регу-

лярними (критичними) компонентами ∆f .

Очевидно, що кожен критичний шар ∆cr
f або гомеоморфний вiдкритому iн-

тервалу, або є критичною точкою f . Якщо f має хоча б одну критичну точка

або ∂M = ∅, то кожна регулярна компонента ∆f дифеоморфна до S1 × (0, 1).

Через D(∆f) позначатимемо групу дифеоморфiзмiв h поверхнi M таких, що

h(ω) = ω для кожного шару ω шарування ∆f , а через D+(∆f) — пiдгрупу в

D(∆f), що складається з дифеоморфiзмiв, якi зберiгають орiєнтацiю кожного

одновимiрного шару ∆f .

КР-граф. Нехай f : M → P — гладка функцiя, що задовольняє умови (i)

та (ii) сформульованi на початку §1.3.

Розглянемо розбиття M на зв’язнi компоненти лiнiй рiвня f . Тодi вiдповiдний

простiр, який ми надалi позначатимемо через Γf , має структуру одновимiрного

CW-комплексу i називається графом Кронрода-Рiба, або просто КР-графом f ,

див. Рис. 1.3.2. Цей граф виявляється дуже корисним для вивчення функцiй,

див. [57–59,72,132,133,150].

Таким чином, f розкладається у композицiю вiдображень

f = f ∗ ◦ pf : M
pf−−→ Γf

f∗−−→ P,



48

де pf : M → Γf — фактор-вiдображення, а f ∗ — iндуковане вiдображення.

Рис. 1.3.2: Шарування ∆f та КР-граф Γf функцiї f

Вiдмiтимо, що вершини Γf мають наступнi три типи: (a) зв’язнi компоненти

межi ∂M ; (b) локальнi екстремуми f , тобто критичнi точки iндексiв 0 та 2;

(c) критичнi компоненти лiнiй рiвня f .

Очевидно, що ребра (вiдп. вершини) графа Γf є образами регулярних (вiдп.

критичних) компонент ∆f . Вершини, що вiдповiдають компонентам межi ∂M

називатимемо ◦-вершинами i позначатимемо на КР-графi колами ◦.

Назвемо вiдображення Морса f вiдображенням загального положення, якщо

кожна лiнiя рiвня f мiстить не бiльше однiєї критичної точки. Скажемо, що f

є простим, якщо кожна компонента кожної лiнiї рiвня f мiстить не бiльше

однiєї критичної точки. Таким чином кожне вiдображення Морса загального

положення є простим.

Якщо M є орiєнтовною, то КР-граф простого вiдображення Морса f мiстить

лише вершини степеня 1 та 3. Якщо ж M — неорiєнтовна, то Γf також може

мати вершини степеня 2. Ми називатимемо їх ∗-вершинами i позначатимемо на

КР-графi зiрочкою ∗.

Нехай f, g : M → P — вiдображення Морса. Пiд iзоморфiзмом мiж їх КР-

графами розумiтимемо гомеоморфiзм Γg → Γf , що зберiгає орiєнтацiю ребер та

множини ◦- та ∗-вершин.

Скажемо, що вiдповiднi КР-вiдображення f ∗ та g∗ еквiвалентнi , якщо iснує

зберiгаючий орiєнтацiю дифеоморфiзм ϕ : P → P та iзоморфiзм α : Γg → Γf
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такi, що в наступнiй дiаграмi правий квадрат є комутативним:

M
pg−−→ Γg

g∗−−→ P

h

y α

y ϕ

y
M

pf−−→ Γf
f∗−−→ P

(1.18)

Говоритимемо, що f та g еквiвалентнi , якщо iснує такий дифеоморфiзм h

поверхнi M , що f ◦ h = ϕ ◦ g. В цьому випадку iснує єдина еквiвалентнiсть α

мiж КР-вiдображеннями f та g така, що вся дiаграма (1.18) є комутативною.

Наступна лема добре вiдома.

Лема 1.3.2. [59, 150, 156, 175]. Два простi вiдображення Морса f та g, якi

мають еквiвалентнi КР-вiдображення, є еквiвалентними.

1.4 Дiя групи дифеоморфiзмiв

Вiдмiтимо, що група D(M) дифеоморфiзмiв M природно дiє справа на просторi

C∞(M,P ) за формулою: якщо h ∈ D(M) i f ∈ C∞(M,P ), то

f · h = f ◦ h.

Для f ∈ C∞(M,P ) нехай S(f) = {h ∈ D(M) | f ◦ h = f}— стабiлiзатор i

O(f) = {f ◦ h |h ∈ D(M)}— орбiта функцiї f вiдносно цiєї дiї.

Для r ≥ 0 позначимо через Sid(f)r — компоненту лiнiйної зв’язностi тотожно-

го вiдображення idM в S(f) вiдносно топологiї Wr. Таким чином Sid(f)r скла-

дається з усiх дифеоморфiзмiв h, що є r-iзотопними до idM в S(f). Аналогiчно

можна визначити тотожнi компоненти D+
id(∆f)

r та Did(∆f)
r.

Лема 1.4.1. Якщо f задовольняє умови (i) та (ii), то

D+
id(∆f)

r = Did(∆f)
r = Sid(f)r, 0 ≤ r ≤ ∞.

Доведення. Так як D(∆f) ⊂ D+(∆f) ⊂ S(f), то

D+
id(∆f)

r ⊂ Did(∆f)
r ⊂ Sid(f)r.



50

Таким чином досить довести, що Sid(f)r ⊂ D+
id(∆f)

r.

Нехай h ∈ Sid(f)r. Тодi iснує така r-iзотопiя F : M × I → M , що F0 = idM ,

F1 = h i Ft ∈ S(f) тобто f ◦ Ft = f , t ∈ I.

Тому Ft(Σf) = Σf i Ft(f−1(c)) = f−1(c) для всiх c ∈ P . Бiльш того, так як

множина Σf є дискретною i F0 = idM , то Ft(z) = z для кожної точки z ∈ Σf

i Ft також лишає iнварiантними зв’язнi компоненти f−1(c) \ Σf та зберiгає їх

орiєнтацiї. Тому Ft ∈ D+
id(∆f)

r. Зокрема, h = F1 ∈ D+
id(∆f)

r.

Лема 1.4.2. (1) Якщо D+(∆f) ̸= D(∆f), то D(∆f)/D+(∆f) ≈ Z2. Iншими

словами, кожен h ∈ D(∆f) одночасно зберiгає або змiнює орiєнтацiї всiх

одновимiрних шарiв ∆f .

(2) Нехай M — орiєнтовна поверхня i h ∈ S(f) — такий дифеоморфiзм, що

h(ω) = ω для деякого одновимiрного шару ω шарування ∆f . Тодi h зберiгає

орiєнтацiю M у тому i лише у тому випадку, коли h зберiгає орiєнтацiю

ω. Зокрема,

D+(∆f) = D(∆f) ∩ D+(M). (1.19)

Доведення. (1) Нехай h ∈ D(∆f). Позначимо через A+ (вiдп. A−) об’єднання

всiх одновимiрних шарiв у яких h зберiгає (вiдп. змiнює) орiєнтацiю. Тодi A+∩

A− = ∅, а A+ ∪ A− = M \ Σf є зв’язною множиною, так як множина Σf

критичних точок f є дискретною. Неважко бачити, що A+ та A− є вiдкритими,

а тому одна з цих множин порожня, а iнша спiвпадає з M \ Σf . Таким чином

h ∈ D(∆f) одночасно зберiгає або змiнює орiєнтацiї всiх шарiв шарування ∆f .

(2) Не втрачаючи загальностi, можна вважати, що h має нерухому точку z ∈

ω. Тодi h зберiгає орiєнтацiю M у тому i лише у тому випадку, коли зберiгає

орiєнтацiю вiдповiдне дотичне вiдображення Tzh : TzM → TzM

Нехай v— довiльний ненульовий дотичний вектор до ω в точцi z i gradf(z) —

вектор градiєнт f в точцi z вiдносно якої-небудь рiманової метрики на M . Тодi

пара (gradf(z), v) утворює базис TzM . Так як f ◦ h = f , то Th(gradf(z)) =
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gradf(z). Бiльш того, з умови h(ω) = ω випливає, що Th(v) = αv для деякого

α ̸= 0. Тому h зберiгатиме орiєнтацiю TzM тодi i лише тодi, коли α > 0, тобто

коли h зберiгає орiєнтацiю ω.

Дiя S(f) на Γf . Вiдмiтимо, що кожен дифеоморфiзм h ∈ S(f) переставляє

шари ∆f i навiть iндукує гомеоморфiзм Γf , а отже ми маємо природний гомо-

морфiзм λ : S(f) → Aut(Γf).

Очевидно, що h ∈ ker(λ) тодi i лише тодi, коли h зберiгає кожен регулярний

шар ∆reg
f . Тому D+(∆f) ⊂ D(∆f) ⊂ ker(λ). Бiльш того, твердження (1.19)

леми 1.4.2 показує, що для орiєнтовних поверхонь D+(∆f) = ker(λ).

З iншого боку, легко побудувати приклад функцiї f : M → R на неорiєнтовнiй

поверхнi i дифеоморфiзму h ∈ ker(λ), який переставляє критичнi шари ∆f .

Лема 1.4.3. Мають мiсце наступнi рiвностi:

D+(∆f) ∩ Did(M) = D(∆f) ∩ Did(M) = ker(λ) ∩ Did(M),

D+(∆f) ∩ Did(M,Σf) = D(∆f) ∩ Did(M,Σf) = ker(λ) ∩ Did(M,Σf).

Доведення. Нехай h ∈ ker(λ) ∩ Did(M). Тодi, h зберiгає всi регулярнi шари ∆f

та їх орiєнтацiю i є iзотопним до idM . Тому за теоремою 8.5.1 h також зберiгає

всi критичнi шари та їх орiєнтацiю, тобто h ∈ D+(∆f).

Лема 1.4.4. 1) Припустимо, що виконується одна з наступних умов:

(i) M є орiєнтовною;

(ii) f має хоча б одну критичну точку, що є не 1-сiдлом, див. Рис. 1.3.1 b).

Тодi

ker(λ) ∩ Did(M,Σf) = S(f) ∩ Did(M,Σf).

2) Якщо жодна з вказаних умов не виконується, то M = K — це пляшка

Клейна, а f : K → S1 — вiдображення, кожна критична точка z якого є 1-

сiдлом. Таким чином, з топологiчної точки зору, f є розшаруванням, кожен
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шар якого, є незв’язним об’єднанням кiл. Тодi можна побудувати приклад

функцiї f , що належить до (S(f) \ ker(λ)) ∩ Did(M,Σf).

Доведення. 1) Покажемо, що

ker(λ) ∩ Did(M,Σf) ⊃ S(f) ∩ Did(M,Σf).

Нехай h ∈ S(f) ∩ Did(M,Σf) i λ(h) — автоморфiзм графа Γf , iндукований h.

Потрiбно довести, що λ(h) = idΓf
i що h зберiгає орiєнтацiю всiх регулярних

шарiв ∆f .

Спочатку доведемо, що λ(h) = idΓf
. Вiдмiтимо, що h iндукує тотожний ав-

томорфiзм першої групи гомологiй H1(Γf). Дiйсно, очевидно, що iснує таке

вiдображення sf : Γf → M , що sf ◦ pf = idΓf
, див. напр. [156]. Тобто наступна

дiаграма є комутативною:

Γf sf
//

idΓf
,,

λ(h)
��

M

h
��

pf
// Γf

λ(h)
��

Γf
sf //

idΓf

22M
pf // Γf

Тодi на рiвнi перших гомологiй отримуємо комутативну дiаграму, в якiй рядки

є точними:

0 −−→ H1(Γf)
sf−−→ H1(M,Σf)

pf−−→ H1(Γf) −−→ 0

λ(h)1

y yh1=id

yλ(h)1
0 −−→ H1(Γf)

sf−−→ H1(M,Σf)
pf−−→ H1(Γf) −−→ 0

Так як дифеоморфiзм h iзотопний до idM вiдносно Σf , то h1 = idH1(M,Σf ), а тому

λ(h)1 = idH1(Γf ), причому h зберiгає вершини КР-графа Γf функцiї f . Звiдси

випливає, що λ(h) = idΓf
.

Покажемо, що кожна з умов (i) та (ii) гарантує, що h зберiгає орiєнтацiю

регулярних шарiв ∆f . Згiдно твердження (1) леми 1.4.2 достатньо показати, що

h зберiгає орiєнтацiю хоча б одного шару.
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(i). Нехай M є орiєнтовною. Так як h iзотопний до тотожного вiдображення,

то h зберiгає орiєнтацiю M , а тому з твердження (2) леми 1.4.2 випливає, що h

зберiгає орiєнтацiю всiх шарiв ∆f .

(ii) Припустимо, що f має хоча б одну критичну точку, що є не 1-сiдлом.

Якщо f має локальний екстремум z, то h зберiгає орiєнтацiю в точцi z, а отже

i орiєнтацiю всiх шарiв ∆f в декому околi z.

Отже нехай f має лише сiдла, причому iснує n-сiдло y з n ≥ 2. Згiдно (i)

можна вважати, що M є неорiєнтовною. Нехай γ — довiльний регулярний шар

∆f , тобто проста замкнута крива, на якiй f приймає постiйне значення i h(γ) =

γ. Припустимо також, що h змiнює орiєнтацiю γ. Це означає, що γ iзотопна собi

iз змiненою орiєнтацiєю. Тодi лише два наступнi випадки.

a) γ обмежує 2-диск D. Так як f |D : D → S1 гомотопне нулю i f приймає

постiйне значення на межi γ = ∂D, то всерединi D повинен бути деякий ло-

кальний екстремум z функцiї f , що суперечить припущенню.

b) γ не обмежує 2-диску. Вiдмiтимо, що негомотопнi нулю простi замкну-

тi кривi, якi є iзотопнi собi iз змiненою орiєнтацiєю, iснують лише на пляшцi

Клейна. Таким чином, M = K. Так як χ(M) = 0, iндекси всiх сiдел ≤ 0, причо-

му iндекс indf(y) = −1 < 0, то згiдно теореми 1.3.1 повинна iснувати критична

точка з додатним iндексом, тобто локальний екстремум. Але це протирiчить

припущенню.

2) Якщо не виконана жодна з умов (i) та (ii), то M є неорiєнтовною, а всi

критичнi точки f є 1-сiдлами, тобто мають iндекси 0. Тому з теореми 1.3.1

випливає, що χM = 0, а тому M є або стрiчкою Мьобiуса M ö, або пляшкою

Клейна K. Якби M = M ö, то з того, що f приймає постiйне значення на ∂M

випливало б, що f має локальний екстремум, що суперечить припущенню. Тому

M = K i P = S1, iнакше f мало б локальнi екстремуми.

Нехай S1 = {z ∈ C | |z| = 1}— одиничне коло в комплекснiй площинi i
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ϕ : S1 × I → S1 — iзотопiя, визначена за формулою: ϕ(z, t) = e2πiz. Нехай далi

f : K → S1 — стандартне розшарування на кола. Тодi iзотопiя ϕ накривається

такою iзотопiєю h : K × I → K, що h0 ∈ idK i f ◦ ht = ϕt ◦ f . Так як ϕ1 = idS1,

то f ◦ h1 = f , тобто h ∈ S(f) ∩ Did(M,Σf). З iншого боку, легко бачити, що h1

змiнює орiєнтацiї всiх компонент зв’язностi всiх шарiв f−1(c), c ∈ S1, шарування

∆f . Iншими словами, h ̸∈ ker(λ).

1.5 Групи дифеоморфiзмiв поверхонь

Група гомеотопiй поверхнi з межею. Нехай M̂ — зв’язна замкнута орiєн-

товна поверхня i X = {x1, . . . , xn}— скiнченна множина попарно рiзних точок з

M̂ . Тодi розширеною групою гомеотопiй Mn(M) поверхнi M називають групу

класiв iзотопiї дифеоморфiзмiв M̂ , що лишають X iнварiантним. Фарбованою

групою гомеотопiй PMn(M) поверхнi M називається група класiв iзотопiї ди-

феоморфiзмiв M̂ , що є нерухомими на X. Групи M0(M̂) та PM0(M̂) познача-

тимемо через M(M̂) та PM(M̂) вiдповiдно.

Нехай M — зв’язна поверхня з межею ∂M , що складається з n компонент

зв’язностi V1, . . . , Vn. Розглядаючи цi компоненти як «точки» ми можемо ото-

тожнити групи M(M) та PM(M) з Mn(M̂) та PMn(M̂) вiдповiдно.

Нагадаємо множини твiрних для M(M) та PM(M) описанi в [9, 38] для орi-

єнтовних поверхонь та в [55] для неорiєнтовних.

Орiєнтовнi поверхнi. Припустимо, що M орiєнтовна поверхня. Розглянемо

наступнi три типи дифеоморфiзмiв M :

(1) Нехай D(M) — дифеоморфiзм, що змiнює орiєнтацiю M .

(2) Нехай αi, βi, γi, δi, ϵi — простi замкнутi кривi, зображенi на Рис. 1.5.1a), де

жирнi крапки позначають зв’язнi компоненти межi ∂M роздiленi на двi части-

ни — додатнi та вiд’ємнi. Будемо говорити, що цi кривi утворюють конфiгурацiю

C. Позначимо через tαi
, tβi, tγi, tδj , tϵi вiдповiднi скручування Дена.
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(3) Для кожної пари i < j = 1, . . . , n нехай σij — проста замкнута крива, що

розбиває M на двi компоненти так, що одна з них є сферою з трьома дiрками,

одна з яких — це σij, а двi iншi — компоненти Vi та Vj межi ∂M , див. Рис. 1.5.1b).

Нехай bij — дифеоморфiзм M з носiєм в S, що переставляє Vi та Vj. Очевидно,

що b2ij є скручуванням Дена tσij уздовж σij.

Теорема 1.5.1. [9,38]. Група M(M) породжується класами iзотопiй наступ-

них дифеоморфiзмiв:

(i) {D(M), bij : i, j = 1, . . . , n} if g = 0;

(ii) {tl,D(M), bij : l ∈ C, i, j = 1, . . . , n} if g ≥ 1.

Група PM(M) породжується класами iзотопiй наступних дифеоморфiзмiв:

(i) {D(M), b2ij = tσij : i, j = 1, . . . , n} if g = 0;

(ii) {tl,D(M) : l ∈ C, i, j = 1, . . . , n} if g ≥ 1.

a) b)

Рис. 1.5.1: Конфiгурацiя C. Орiєнтований випадок

Неорiєнтовнi поверхнi. Припустимо, що M є неорiєнтовною роду g, див.

Рис. 1.5.1, де затемненi диски позначають вклеєнi стрiчки Мьобiуса.

Розглянемо наступнi чотири типи дифеоморфiзмiв M :

(1) Нехай y— Y -дифеоморфiзм M . Якщо g ≥ 3, ми додатково будемо при-

пускати, що y2 є скручуванням Дена уздовж двосторонньої роздiляючої кривої

обидвi компоненти доповнення до якої є неорiєнтованими поверхнями.

(2) та (3) Аналогiчно до орiєнтовного випадку, ми визначимо конфiгурацiю C

простих замкнутих кривих αi, βi, γi, δi, ϵi, див. Рис. 1.5.1, кривих σij, та вiдпо-

вiднi скручування Дена та дифеоморфiзми bij.
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(4) Нехай νi — граничний зсув компоненти межi Vi уздовж петлi µ якщо g є

непарним i уздовж петлi µ1, якщо g є парним числом, див. Рис. 1.5.2. Також

якщо g є парним, то позначимо через ωi граничний зсув компоненти Vi уздовж

петлi µ2.

Теорема 1.5.2. [55]. Група M(M) породжується наступними дифеоморфi-

змами

(i) {νk, bij : i, j, k = 1, . . . , n, i < j}, якщо g = 1;

(ii) {tβ0, y, νk, bij : i, j, k = 1, . . . , n, i < j}, якщо g = 2;

(iii) {tl, y, νk, bij : l ∈ C, i, j, k = 1, . . . , n, i < j}, якщо g ≥ 3 i є непарним;

(iv) {tl, y, νk, ωk, bij : l ∈ C, i, j, k = 1, . . . , n, i < j}, якщо g ≥ 4 i є парним.

Замiнюючи кожен дифеоморфiзм bij на b2ij = tσij ми отримаємо систему твiр-

них для PM(M).

Рис. 1.5.1: Конфiгурацiя C для g = 2r+ 1 та g = 2r+ 2. Неорiєнтовний випадок

Рис. 1.5.2: Граничнi зсуви для g = 2r + 1 та g = 2r + 2

Група Тореллi T (M). Нехай M — замкнута орiєнтовна поверхня. Тодi гру-
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пою Тореллi поверхнi M називають пiдгрупу T (M) в PM(M) = M(M), що

складається з дифеоморфiзмiв, якi тривiально дiють на групi гомологiй H1(M).

Очевидно, що T (M) є нормальною пiдгрупою PM(M).

Нехай тепер ∂M ̸= ∅. Заклеїмо кожну компоненту межi ∂M 2-диском i

позначимо отриману поверхню через M̂ . Тодi ми отримаємо епiморфiзм j :

PM(M) → PM(M̂), iндукований вкладенням M ⊂ M̂ , див. [9]. Визначимо

групу Тореллi T (M) ⊂ PM(M) поверхнi M як прообраз j−1(T (M̂)).

Наступна теорема описує твiрнi групи ker j.

Теорема 1.5.3. [9,10]. Нехай αi та βi — кривi конфiгурацiї C на M . Для кож-

ної компоненти Vj межi ∂M нехай αik (βik) — проста замкнута крива, яка

разом з αi (βi) обмежує в M цилiндр з дiркою Vi. Тодi ядро j породжується

наступними дифеоморфiзмами: sik = αi ◦ α1
ik та rik = βi ◦ β1

ik.

Теорема 1.5.4. [11, 53, 103, 117]. Група Тореллi T (M) поверхнi M породжена

наступними типами дифеоморфiзмiв:

(a) скручування Денаs уздовж простих замкнутих кривих, що розбивають

M (якщо g = 2 то такi скручування породжують всю групу T (M), [103]);

(b) добутки скручувань Дена виду tγ1 ◦ t−1
γ2

, де простi замкнутi кривi γ1 та

γ2 є орiєнтовнимим, диз’юнктними та гомологiчними.

Доведення. Ця теорема була доведена для замкнутих поверхонь [117] та повер-

хонь, межа яких є непорожньою i зв’язною [53]. В дiйсностi вона має мiсце для

довiльних орiєнтовних поверхонь завдяки наступним аргументам.

Нехай t ∈ T (M). Так як M̂ є замкнутою, то j(t) породжується дифеоморфi-

змами типiв (a) та (b). Вiдмiтимо, що вiдповiднi кривi, можна вибрати так, щоб

вони лежали в M , а тому j(t) iндукує такий дифеоморфiзм t1 поверхнi M , що

t−1
1 ◦ t ∈ ker j. За теоремою 1.5.3 цей дифеомоорфiзм породжений дифеоморфi-

змами sik та rik, якi, очевидно, належать типу (b).
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Гомотопiчний тип групи Did(M,n) для компактних поверхонь. Нехай

M — компактна поверхня i x1, . . . , xn ⊂ IntM — n попарно рiзних точок. По-

значимо через D(M,n) — групу дифеоморфiзмiв M , що лишають iнварiантною

множину цих точок. Надiлимо D(M,n) топологiєю W∞. Таким чином, якщо n—

число критичних точок функцiї f , то D(M,n) = D(M,Σf) i D(M) = D(M, 0).

Гомотопiчний тип груп Did(M,n) для випадку коли M є орiєнтовною i за-

мкнутою описаний в статтi C. J. Earle та J. Eells [26]. Для довiльних компа-

ктних поверхонь M гомотопiчний тип Did(M) обчислений в роботах C. J. Earle,

A. Schatz [27] та A. Gramain [40]. Цi результати легко узагальнюються на випа-

док груп Did(M,n), при цьому точки xi замiняються на компоненти межi.

Теорема 1.5.5. Нехай M — зв’язна компактна поверхня i Mb — поверхня, отри-

мана стягуванням b зв’язних компонент ∂M в точки. Тодi має мiсце гомо-

топiчна еквiвалентнiсть Did(Mb, n + b) ∼ Did(M,n), тобто кожну точку

можна замiнити на дiрку. Наприклад,

Did(S
2, 2) ∼ Did(D

2, 1) ∼ Did(S
1 × I).

Таким чином достатньо обчислити гомотопiчнi типи Did(M). Ця iнформацiя

зiбрана в наступнiй таблицi 1.1, де M ö позначає стрiчку Мьобiуса, а K —

пляшку Клейна.

M S2, RP 2 D2, S1 × I, M ö, K T 2 iншi випадки

Гомотопiчний тип Did(M) SO(3) S1 T 2 точка

Табл. 1.1: Гомотопiчний тип Did(M)

Зокрема, мають мiсце такi твердження:

(a) простiр Did(M) стягуваний тодi i тiльки тодi, коли χ(M) < 0;

(b) π2Did(M) = 0 i πkDid(M) = πkM для всiх k ≥ 3. Таким чином, Did(M)

є асферичним для асферичних поверхонь (тобто всiх поверхонь крiм S2,

RP 2).
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(c) якщо група Did(M) стягувана, то для кожного n ≥ 1 група Did(M,n)

також стягувана.

Лема 1.5.6. Нехай f : M → P — вiдображення, що задовольняє умови (i)

та (ii) i n— загальне число критичних точок f . Якщо f має хоча б одну

сiдлову точку, то група Did(M,n) є стягуваною.

Доведення. За умовою, n ≥ 1. Тому, якщо χ(M) ≤ 0, то стягуванiсть групи

Did(M,n) випливає з теореми 1.5.5. Отже досить розглянути випадок, коли

χ(M) ≥ 1, тобто коли M = S2, D2, або RP 2.

Тодi вiдображення f гомотопне нулю, а тому воно має точки максимуму i

мiнiмуму. Тому для S2 та RP 2 число критичних точок повинно бути не меншим

за 3, а дляD2 — не меншим 2. У всiх цих випадках, група Did(M,n) є стягуваною

згiдно теореми 1.5.5.

1.6 Висновки

В даному роздiлi дисертацiйної роботи були сформульованi деякi означення та

теореми, що є важливими для розумiння наступних роздiлiв, i якi використо-

вуватимуться для доведення результатiв дисертацiї.



Роздiл 2 ВIДОБРАЖЕННЯ ЗСУВУ

В цьому роздiлi вводиться поняття вiдображення зсуву для (локальних) пото-

кiв, векторних полiв та паросткiв векторних полiв, яке вперше було розглянуто

в [70]. Ми вивчаємо простi властивостi ядра та образа вiдображення зсуву, а

також даємо необхiдну i достатню умову того, що зсув буде дифеоморфiзмом.

2.1 Вiдображення зсуву для потокiв

Неперервнi потоки. Нехай M — топологiчний простiр i F : M × R → M —

неперервний потiк наM . Тодi для кожної пiдмножини V ⊂M можна визначити

вiдображення φF,V : C(V,R) → C(V,M) за формулою:

φF,V (γ)(x) = F(x, γ(x)), (2.1)

для γ ∈ C(V,R) i x ∈ V . Назвемо його вiдображенням зсуву уздовж орбiт

потоку F на множинi V .

Таким чином, вiдображення φF,V (γ) «зсовує» кожну точку x уздовж її орбiти

ox на час γ(x), який неперервно залежить вiд x. Якщо γ ≡ t— постiйна функцiя,

то φF,V (γ) спiвпадає з обмеженням вiдображення потоку Ft на V .

Локальнi Cr-потоки. Бiльш загально, нехай F : M × R ⊃ U → M — ло-

кальний потiк класу Cr. Для кожного Cr-пiдмноговиду V ⊂M позначимо через

func(F, V )r пiдмножину в Cr(V,R), що складається з функцiй α : V → R, гра-

фiки яких мiстяться в U , тобто

func(F, V )r = {α ∈ Cr(V,R) | (x, α(x)) ∈ U , x ∈ V }.
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Тодi можна визначити вiдображення зсуву для локального потоку F за анало-

гiчною формулою:

φrF,V : Cr(V,R) ⊃ func(F, V )r −→ C(V,M), φrF,V (α)(x) = F(x, α(x)).

Зокрема вiдображення зсуву можна визначити для векторного поля.

Образ вiдображення зсуву. Образ φrF,V в Cr(V,M) позначатимемо через

Sh(F, V )r:

Sh(F, V )r := φrF,V (func(F, V )r) ⊂ Cr(V,M).

Лема 2.1.1. 1) Sh(F ) є пiднапiвгрупою в C(M,M), а перетин Sh(F ) ∩H(M)

є пiдгрупою в H(M).

2) Бiльш загально, нехай G ⊂ C(M,M) — пiднапiвгрупа i A ⊂ C(M,R) —

адитивна пiдгрупа, що задовольняють умови:

(a) A є iнварiантною вiдносно правої дiї G, тобто α ◦ g ∈ A для всiх α ∈ A i

g ∈ G;

(b) φF (A) ⊂ G;

(с) G ∩ H(M) є пiдгрупою в H(M).

Тодi φF (A) — пiднапiвгрупа в C(M,M), а φF (A) ∩H(M) — пiдгрупа.

Доведення. 1) Нехай α, β, γ ∈ C(M,R), f = φF (α), g = φF (β) i h = φF (γ),

причому h ∈ H(M). Потрiбно показати, що f ◦ g i h−1 ∈ Sh(F ). Розглянемо

функцiї

σf◦g = α ◦ g + β, (2.2)

σh−1 = −γ ◦ h−1. (2.3)

Тодi легко перевiрити, що φF (σf◦g) = f ◦ g i φF (σh−1) = h−1.

2) Припустимо, що α, β, γ ∈ A. Тодi з умови (b) випливає, що f, g ∈ G i

h ∈ G∩H(M). Для доведення твердження 2) досить показати, що σf◦g, σh−1 ∈ A.

З (a) випливає, що α ◦ g ∈ A, а отже σf◦g ∈ A. Крiм того, з (c) отримуємо, що

h−1 ∈ G ∩H(M), а тому з (a) отримуємо, що σh−1 ∈ A.
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Наслiдок 2.1.2. Якщо M є Cr-многовидом, а потiк F належить класу Cr,

то Sh(F )r є напiвгрупою, а Sh(F )r ∩ Dr(M) — групою.

2.2 Ядро вiдображення зcуву

Нехай iV : V ⊂M вiдображення включення. Множина

P (F, V )r := (φrF,V )−1(iV )

назватиметься ядром вiдображення зсуву φrF,V . Таким чином, θ ∈ Cr(V,R) на-

лежить до P (V )r тодi i лише тодi, коли

F(x, θ(x)) = x, ∀x ∈ V.

Тому такi функцiї називатимемо функцiями перiодiв або просто P -функцiями

вiдносно потоку F на V .

Зауваження 2.2.1. Якщо зрозумiло, про який потiк F йде мова, то ми позна-

чатимемо P (F, V )r через P (V )r. Бiльш того, в цьому роздiлi для r = 0 множини

P (V )0 та Sh(F, V )0 позначатимуться через P (V ) та Sh(F, V ) вiдповiдно, а вi-

дображення φ0
F,V — через φF,V .

В наступних роздiлах ми розглядатимемо лише C∞-вiдображення i там P (V )

та Sh(F, V ) позначатимуть P (V )∞ та Sh(F, V )∞ вiдповiдно.

Приклад 2.2.2. Нехай F : C × R → C— потiк на комплекснiй площинi, ви-

значений за формулою F(z, t) = e2πitz. Орбiти цього потоку — це концентричнi

кола з центром в початку координат 0, який є единою нерухомою точкою. Тодi

P (C) = {n}n∈Z. (2.4)

Дiйсно, F(z, n) = e2πinz = z для кожного n ∈ Z. Тому ядро вiдображення

зсуву P (C) мiстить всi постiйнi функцiї, що приймають цiлi значення, тобто

Z ⊂ P (C). Навпаки, якщо θ ∈ P (C), тобто e2πiθ(z)z = z, то ця функцiя по-

винна приймати лише цiлочисельнi значення, а тому вона є константою на всiй

площинi C, що доводить (2.4).
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Елементарнi властивостi P -функцiй.

Лема 2.2.3. Для α, β ∈ func(F, V ) наступнi умови є еквiвалентними:

(i) φF,V (α) = φF,V (β), (ii) α− β ∈ P (V ).

Iншими словами F(x, α(x)) = F(x, β(x)) тодi i лише тодi, коли F(x, α(x) −

β(x)) = x для всiх x ∈ V .

Наслiдок 2.2.4. P (V ) є пiдгрупою адитивної групи C(V,R), а φF,V iндукує

бiєкцiю мiж фактор-групою C(M,R)/P (V ) та образом Sh(F, V ).

Зауваження 2.2.5. Нехай r ≥ 0. Якщо r ≥ 1 то вважатимемо, що M є мно-

говидом, V — пiдмноговидом, а F— потоком класу Cr. Тодi φrF,V є композицiєю

вiдображень

φrF,V = j ◦ p : Cr(V,R)
p−→ Cr(M,R)/P (V )r

j−→ Sh(F, V )r,

де p— це фактор-вiдображення, а j — є бiєкцiєю.

Надiлимо простори Cr(V,R) та Sh(F, V )r топологiями Уiтнi Wr або Sr, а фа-

ктор-простiр Cr(M,R)/P (V ) iндукованою фактор-топологiєю. Тодi p стає непе-

рервним вiдображенням, а j — неперервною бiєкцiєю, яка, взагалi кажучи, не є

гомеоморфiзмом.

Один з основних результатiв дисертацiї описує широкi класи C∞-потокiв для

яких j : C∞(M,R)/P (V ) → Sh(F, V )∞ є гомеоморфiзмом вiдносно S∞-тополо-

гiй.

Лема 2.2.6. Нехай x ∈ V , ox — орбiта точки x i θ ∈ P (V ). Тодi θ є локально

постiйною на перетинi ox ∩ V .

Зокрема, якщо x— неперiодична точка, то θ|ox∩V = 0.

Припустимо, що x – перiодична точка i нехай ω— довiльна зв’язна компо-

нента ox ∩ V . Тодi θ(y) = n ·Per(x), (y ∈ ω), для деякого n ∈ Z, що залежить

вiд ω.
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Доведення. Нехай x ∈ V — точка, яка не є нерухомою. Розглянемо вiдображен-

ня R ∋ t 7→ F(x, t) ∈ ox. Якщо x— неперiодична точка, то це вiдображення є

бiєкцiєю, а тому тотожнiсть F(x, θ(x)) = x рiвносильна тому, що θ(x) = 0.

Якщо ж x— перiодична перiоду θ, то θ(x) = nx · θ для деякого nx ∈ Z. Ана-

логiчно, θ(y) = ny · θ для будь-якої iншої точки y ∈ ox ∩ V i деякого ny ∈ Z.

Таким чином обмеження θ|ox∩V є неперервною функцiєю, що може приймати

лише дискретну множину значень {nθ}n∈Z, а тому θ є постiйною на компонен-

тах зв’язностi ox ∩ V .

Регулярнi i нерегулярнi P -функцiї. Нехай x ∈ V , ox — орбiта цiєї точки i

θ ∈ P (V ). Згiдно леми 2.2.6 θ постiйна на компонентах зв’язностi ox ∩ V , але,

взагалi кажучи, вона не обов’язково постiйна на всьому перетинi ox ∩ V , див.

нижче приклад 2.2.9. Тому має сенс наступне означення.

Означення 2.2.7. P -функцiя θ : V → R називатиметься регулярною, якщо

θ є постiйною на всьому перетинi ox ∩ V для кожної точки x ∈ V .

Позначимо через RP (V ) множину всiх регулярних P -функцiй на V . Тодi,

очевидно, RP (V ) є пiдгрупою в P (V ).

Зауваження 2.2.8. Якщо для кожної перiодичної орбiти o перетин o ∩ V є

зв’язним (наприклад, коли V є F-iнварiантною), то кожна P -функцiя на V є

регулярною.

Наведемо приклади нерегулярних P -функцiй.

Приклад 2.2.9. Нехай F : C × R → C— неперервний потiк на комплекснiй

площинi C, визначений за формулою:

F(z, t) =


e2πi t/|z|

2

z, z ̸= 0,

0, z = 0.
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Очевидно, що орбiти F— це початок координат 0 ∈ C та концентричнi кола з

центром в 0. Крiм того, θ = |z|2 є P -функцiєю на C i

RP (C) = P (C) = {nθ}n∈Z.

Нехай Vi, (i = 1, 2, 3) пiдмножина в C зображена на рис. 2.2.1. Таким чином, V1

є вiдкритим iнтервалом, скажiмо (−1, 1), на дiйснiй осi, V2 — це об’єднання двох

замкнутих трикутникiв зi спiльною вершиною 0, V3 — є об’єднанням трикутника

i iнтервалу (−1, 0] дiйсної осi, що мають спiльну точку 0, а V4 — незв’язним

об’єднанням двох трикутникiв.

V1 V2 V3 V4

Рис. 2.2.1: Пiдмножини на яких є нерегулярнi P -функцiї

Зокрема, IntV1 = ∅, IntV2 є незв’язною, а IntV3 є нiде не щiльною в V . Для

кожної пари m,n ∈ Z визначимо функцiю θm,n : Vi → R за формулою

θm,n(z) =


−m|z|, ℜ(z) ≤ 0,

n|z|, ℜ(z) > 0.

Очевидно, що

P (Vi) = {θm,n}m,n∈Z ≈ Z⊕ Z,

але

RP (Vi) = {θm,m}m∈Z ≈ Z.

Таким чином не кожна P -функцiя на Vi є регулярною.

Нижче ми покажемо, що якщо V є вiдкритою зв’язною пiдмножиною, то кож-

на P -функцiя на V є регулярною i P (V ) iзоморфна групi Z.

Зауваження 2.2.10. Вiдмiтимо, що потiк F в прикладi 2.2.9 не належить на-

вiть класу C1 в точцi 0 i що θ(0) = 0. Далi ми покажемо, що це явище суттєво
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вiдрiзняє C1 потоки вiд неперервних потокiв, що навiть топологiчно не евiва-

лентнi до C1: якби F був спряженим до C1-потоку, то, за теоремою 4.1.2 (див.

нижче) ми б мали, що кожна P -функцiя на зв’язнiй вiдкритiй пiдмножинi V ,

що не є тотожним нулем, повинна бути строго вiдмiнною вiд нуля V .

Лема 2.2.11. [89]. Вiдповiдностi V 7→ P (V )r та V 7→ RP (V )r є контра-

варiантними функторами з категорiї пiдмножин в M в категорiю абелевих

груп. Зокрема, їх обмеження на пiдкатегорiю вiдкритих пiдмножин в M є

передпучками.

P -функцiї та дiя кола. Наступне просте твердження показує застосування

P -функцiй до перепараметризацiї потоку у дiю кола:

Лема 2.2.12. Якщо θ : M → R— P -функцiя, то наступне вiдображення

G : M × R →M, G(x, t) = F(x, t θ(x)) (2.5)

є потоком на M таким, що G1 = idM . Тому G iндукує дiю кола R/Z.

Доведення. Дiйсно, G1(x) = F(x, θ(x)) = x.

Припустимо, що iснує дiя кола, орбiти якої спiвпадають з орбiтами потоку F.

Тодi кожна орбiта F є або перiодичною, або нерухомою. Бiльш того, наступна

теорема M. Newman показує, що для многовиду M множина Fix(F) повинна

бути нiде не щiльною:

Теорема 2.2.13 ( [108], також [25, 106, 135]). Якщо компактна група Лi ефе-

ктивно дiє на зв’язному многовидi M , то множина Fix(F) нерухомих точок

цiєї дiї нiде не щiльна в M i не розбиває M .

Припустимо, що Fix(F) = ∅, тобто всi точки є перiодичними F. Назвемо

такий потiк P -потоком. Тодi визначена функцiя

λ : M → (0,+∞), λ(x) = Per(x).
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Вона вивчалась багатьма авторами. Можна показати, що λ є напiвнеперервною

знизу i що множина B точок її неперервностi є вiдкритою в M , див. [105] та [31,

§5]. Таким чином, λ є P -функцiєю на B.

Опишемо типовi ситуацiї, коли λ є розривною.

Скажемо, що λ є необмеженою в точцi x ∈ M , якщо знайдеться послiдов-

нiсть точок {xi}i∈N, що збiгається до x, причому lim
i→∞

Per(xi) = ∞. Якщо ж

знайдеться C > 0 таке, що Per(z) < C для всiх точок z з деякого околу точки

x, то λ називатиметься обмеженою в точцi x.

Якщо λ є обмеженою в кожнiй точцi x ∈ M , то називатимемо λ локально

обмеженою функцiєю, i говоритимемо, що потiк має властивiсть PB. В проти-

лежному випадку говоритимемо, що λ є локально необмеженою, а потiк F має

властивiсть PU .

Якщо потiк F належить класу C1, то замiсть перiодiв можна розглядати дов-

жини орбiт вiдносно деякої рiманової метрики на M .

Першi приклади PU -потокiв були отриманi [120]. Вiн побудував PU -потiк

класу C∞ на некомпактному многовидi. Далi [31] побудував дiйсний аналiти-

чний PU -потiк на некомпактному 3-многовидi, [136,137] — C∞ PU -потiк на ком-

пактному 5-многовидi S3 × S1 × S1, а та [33] — PU -потiк на компактному 4-

многовидi, що визначався системою алгебраїчних рiвнянь, а векторне поле, яке

породжувало цiй потiк такою було полiномiальним, див. також [143].

Наступний приклад розшарування Зейферта показує, що якщо λ є розривною,

то iнодi її можна так перевизначити множинi точок розриву, що вона стане

неперервною P -функцiєю.

Приклад 2.2.14. Нехай D2 ⊂ C— замкнутий одиничний 2-диск центром в

початку координат, S1 = ∂D2 — одиничне коло i T = D2×S1 — заповнений тор.

Зафiксуємо n ≥ 2 i визначимо потiк на T за формулою:

F : T × R → T, F(z, τ, t) = (ze2πit/k, τe2πit),
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для (z, τ, t) ∈ D2 × S1 × R.

Легко бачити, що кожна точка (z, τ) ∈ T є перiодичною. Бiльш того, Per(z, τ) =

k якщо z ̸= 0 ∈ D2 i Per(0, τ) = 1. Таким чином, функцiя Per : T 2 → R є роз-

ривною на центральнiй орбiтi 0 × S1, але вона стає навiть гладкою якщо її

перевизначити на 0 × S1 поклавши рiвною k. Отримана нова функцiя θ ≡ k є,

очевидно, регулярною P -функцiєю i P (T )0 = {nk}n∈Z.

Вiдмiтимо, що в цьому прикладi F є надбудовою перiодичного гомеоморфiзму

h : D2 → D2 повороту на 2π/k.

Бiльш загально, нехай h : M → M — гомеоморфiзм зв’язного многовиду M

такий, що вiдповiдна надбудова F для h на M × S1 є P -потоком. Це означає,

що кожна точка x ∈ M є перiодичною для h. [105] показав, що тодi h сам

повинен бути перiодичним. Нехай k— перiод h. Тодi перiоди орбiт потоку F

обмеженi зверху числом k, а отже F є PB-потоком. Бiльш того, аналогiчно до

прикладу 2.2.14, можна показати, що P (M) = {nk}n∈Z.

[31] також довiв, що якщо M — компактний орiєнтовний 3-многовид, то будь-

який P -потiк класу Cr, (1 ≤ r ≤ ω), має властивiсть BP i навiть iснує Cr-дiя

кола на M з тими ж самими орбiтами. В дiйсностi, Epstein показав, що стру-

ктура одновимiрних Cr-шарувань, (1 ≤ r ≤ ∞), на компактних орiєнтовних 3-

многовидах подiбна до структури розшарувань Зейферта, описаної в прикла-

дi 2.2.14.

Проблема обмеженостi перiодiв може бути узагальнена на шарування вищих

вимiрiв. Нехай на рiмановому многовидi M задано шарування F , у якого всi

шари є компактними. Питання полягає в локальнiй обмеженостi функцiї об’є-

мiв, що ставить у вiдповiднiсть точцi x ∈ M об’єм шару Fx, що мiстить точку

x, вiдносно даної рiманової метрики, див. напр. [28,32,107].
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2.3 Образ та ядро вiдображення зсуву при змiнi
швидкостi потоку

Спряження потоку. Нехай h : M →M — гомеоморфiзм i G : M ×R →M —

спряжений потiк, тобто

Gt(x) = h ◦ Ft ◦ h−1(x) = h ◦ F(h−1(x), t)).

Для пiдмножини V ⊂ M позначимо через P (F, V ) та P (G, V ) множини P -

функцiй на V вiдносно потокiв F та G вiдповiдно.

Лема 2.3.1. [84] Нехай V ⊂ M — пiдмножина, i θ : V → R— P -функцiя

вiдносно F. Тодi функцiя θ◦h−1 : h(V ) → R є P -функцiєю вiдносно G. Зокрема,

вiдображення

h∗ : P (F, V ) → P (G, h(V )), h∗(θ) = θ ◦ h−1

є iзоморфiзмом груп.

Доведення. Нехай x ∈ V i y = h(x) ∈ h(V ). Тодi

G
(
y, h∗(θ)(y)

)
= G

(
y, θ ◦ h−1(y)

)
= h ◦ F

(
h−1(y), θ ◦ h−1(y)

)
= h ◦ h−1(y) = y.

Тобто h∗(θ) ∈ P (h(V ))r. Решта тверджень леми очевидна.

Таким чином, структура груп P -функцiй потоку F залежить фактично лише

вiд класу спряженостi F.

Перепараметризацiя потоку.

Означення 2.3.2. Нехай F : M × R ⊃ U →M — локальний потiк (див. озна-

чення 1.2.1), i V ⊂ M × R— вiдкритий окiл множини M × 0 такий, що для

кожної точки x ∈ M перетин (x × R) ∩ V є зв’язним. Неперервна функцiя

α : V → R називається коциклом для F, якщо виконуються наступнi умови:
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• (x, α(x, t)) ∈ U для всiх (x, t) ∈ V;

• якщо (x, 0) ∈ U , то α(x, 0) = 0;

• якщо (x, s), (x, s+ t) i (F(x, α(x, s)) ∈ V, то

α(x, s+ t) = α(x, s) + α
(
F(x, α(x, s)), t

)
.

Добре вiдомо, що якщо α— коцикл локального потоку F, то вiдображення

G : V →M , визначене за формулою G(x, t) = F(x, α(x, t)) також є локальним

потоком.

Наступна лема описує поведiнку образу вiдображення зсуву при змiнi швид-

костi потоку за допомогою коциклу.

Лема 2.3.3. Нехай F : M × R ⊃ U → M — локальний потiк, V ⊂ M × R—

вiдкрита пiдмножина i α : V → R— коцикл для F такi, що (x, α(x, t)) ∈ U

для всiх (x, t) ∈ U , а вiдображення

G : V →M, G(x, t) = F(x, α(x, t)),

також є локальним потоком. Нехай V ⊂M — пiдмножина i

φF,V : Sh(F, V ) → C(V,M), ψG,V : func(G, V ) → C(V,M),

— вiдображення зсуву на V локальних потокiв F та G вiдповiдно. Визначимо

вiдображення

ξ : func(G, V ) → Sh(F, V ), ξ(γ)(x) = α(x, γ(x)),

для γ ∈ func(G, V ). Тодi

ψG,V = φF,V ◦ ξ. (2.6)

Зокрема,

ξ(P (G, V )) ⊂ P (F, V ), (2.7)

Sh(G, V ) ⊂ Sh(F, V ), (2.8)
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а отже має мiсце наступна комутативна дiаграма

P (G, V )

ξ
��

� � // func(G, V )

ξ
��

ψG,V // Sh(G, V )
� _

��

P (F, V ) � � // Sh(F, V )
φF,V // Sh(F, V ).

Доведення. (2.6). Нехай γ ∈ C(V,R). Тодi

φF,V ◦ ξ(γ)(x) = F(x, α(x, γ(x))) = G(x, γ(x)) = ψG,V (γ)(x).

Включення (2.8) та (2.7) випливають з (2.6).

Наслiдок 2.3.4. Нехай M — Cr-многовид, F — Cr-векторне поле на M , µ :

M → R— Cr-функцiя, G = µF — векторне поле, отримане множенням F на

µ, F та G— локальнi потоки F та G вiдповiдно i α : dom(G) → R— коцикл,

визначений за формулою

α(x, t) =
t

∫
0
µ(G(x, s))ds,

такий, що G(x, t) = F(x, α(x, t)).

Нехай далi V ⊂M — пiдмноговид i

φrF,V , φ
r
G,V : Cr(V,R) → Cr(V,M)

— вiдображення зсуву на V локальних потокiв F та G вiдповiдно. Визначимо

вiдображення

ξ : func(G, V )r → Sh(F, V )r, ξ(γ)(x) = α(x, γ(x)).

Тодi φrG,V = φrF,V ◦ ξ i, зокрема, мають мiсце включення

ξ(P (G, V )r) ⊂ P (F, V )r, Sh(G, V )r ⊂ Sh(F, V )r. (2.9)

Якщо µ ̸= 0 на всьому M , то Sh(G, V )r = Sh(F, V )r.

Доведення. Потрiбно лише довести, що коли µ ̸= 0 на M , то

Sh(G, V )r ⊃ Sh(F, V )r.

Це випливає з (2.9) так як F = 1
µG i 1

µ належить класу Cr.
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2.4 Зсуви, що є дифеоморфiзмами

Нехай F — Cr-векторне поле, r ≥ 1, на M i F— його локальний потiк.

Лема 2.4.1. [70, 73]. Hexaй z ∈ M i α : (M, z) → R— паросток C1-функцiї

такої, що (x, α(x)) ∈ dom(F ), i f : (M, z) → M паросток визначений за

формулою: f(x) = F(x, α(x)).

(1) Якщо α(z) = 0, то f(z) = z i якобiан f в точцi z задається наступною

формулою:

|Jz(f)| = 1 + F (α)(z),

де F (α) — похiдна Лi α уздовж F .

(2) f є локальним дифеоморфiзмом в точцi z тодi i лише тодi, коли 1 +

F (α)(z) ̸= 0.

(3) Якщо F (z) = 0, то f завжди є локальним дифеоморфiзмом в точцi z.

Доведення. (1) Очевидно, що f(z) = F(z, α(z)) = F(z, 0) = z. Так як точка z

є нерухомою для f то якобiан f в цiй точцi не залежить вiд вибору локальних

координат. Розглянемо два випадки.

a) Нехай F (z) ̸= 0. Тодi за теоремою 1.2.7 про трубку траєкторiй можна

вибрати локальнi координати в околi точки z, в яких F (x) = ∂
∂x1

i F(x, t) =

(x1 + t, x2, . . . , xm). Тому

g(x) = (x1 + β(x), x2, . . . , xm).

Простий пiдрахунок показує, що

|Jz(f)| = 1 + ∂α
∂x1

(z) = 1 + F (α)(z).

Останнiй вираз не залежить вiд вибору локальних координат.

b) Нехай тепер F (z) = 0. Тодi F (α)(z) = 0. Отже, нам потрiбно довести, що

|Jz(f)| = 1 +F (α)(z) = 1. Покажемо, що Jz(f) є одиничною матрицею, або, що
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теж саме, що

lim
x→0

|f(x)−x|
|x| = 0.

Зафiксуємо довiльнi локальнi координати (x1, x2, . . . , xm) в яких z = 0. Тодi

паросток F в точцi (0, 0) ∈ Rm × R має наступний вигляд:

F(x, t) = x+ F (x)t+ γ(x, t) t

для паростка неперервної функцiї γ : Rm × R → R такої, що γ(x, 0) = 0. Тодi

f(x) = F(x, α(x)) = x+ F (x) · α(x) + γ(x, α(x)) · α(x).

Так як F i α належать класу C1, F (0) = 0 i α(0) = 0, то iснує таке C > 0, що

|F (x)| ≤ C|x| i |α(x)| ≤ C|x| для всiх достатньо малих x ∈ Rn. Тому

|f(x) − x

|x|
≤ |F (x)| |α(x)|

|x|
+

|γ(x, α(x)) · α(x)|
|x|

≤ C|F (x)| + C|γ(x, α(x))|.

Залишається вiдмiтити, що обидва доданки прямують до нуля при x→ 0.

(2) Позначимо a = α(z). Якщо a = 0, то твердження випливає з (1).

Нехай a ̸= 0. Розглянемо функцiю β(x) = α(x)− a. Тодi β(z) = 0 i F (β)(z) =

F (α)(z). Визначимо паросток вiдображення g : (M, z) → M за формулою

g(x) = F(x, β(x)). Тодi f = Fa ◦ g. На рiвнi дотичних вiдображень отримує-

мо, що

Tzf = TzFa ◦ Tzg : TzM
Tzg−−−→ TzM

TzFa−−−−→ Tf(z)M.

Так як TzFa є невиродженим, то невиродженiсть Tzf еквiвалентна невироджено-

стi Tzg. Останнє, згiдно (1), означає, що |Jz(g)| = 1+F (β)(z) = 1+F (α)(z) ̸= 0.

(3) Досить вiдмiтити, що з F (z) = 0 випливає, що F (α)(z) = 0 ̸= −1.

Наслiдок 2.4.2. Нехай V — вiдкрита пiдмножина в M , α ∈ Sh(F, V )r i f =

φrF,V (α) : V →M . Припустимо, що

F (α)(z) ̸= −1, для всiх z ∈ V . (2.10)
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Тодi f є iммерсiєю, тобто дотичне вiдображення Tzf невироджене для всiх

z ∈ V .

Припустимо також, що множина V є F-iнварiантною. Тодi f є вкладенням

V в себе. Крiм того, якщо f є власним1 вiдображенням, то f — дифеоморфiзм

V на себе.

Доведення. Невиродженiсть Tzf для всiх z ∈ V слiдує з (2.10) та твердження

(2) леми 2.4.1.

Припустимо, що V є F-iнварiантною множиною. Покажемо, що f iн’єктивне

вiдображення. Досить встановити, що для кожної регулярної орбiти o обмежен-

ня f |o : o → o є iн’єктивним. З умови (2.10) випливає, що f |o : o → o не має

критичних точок i гомотопне тотожному вiдображенню. Тому якщо o— незамк-

нута орбiта, то f |o : o→ o— монотонне, а отже, iн’єктивне вiдображення. Якщо

ж орбiта o— замкнута, то f |o : o→ o є накриваючим вiдображенням степеня 1,

тобто дифеоморфiзмом.

Нарештi, якщо f — власне вiдображення, то попереднi аргументи показують,

що f(o) = o для кожної орбiти, тому f є бiєкцiєю, а отже i дифеоморфiзмом.

Для кожної вiдкритої пiдмножини V ⊂M покладемо

Γ+ = {α ∈ func(F, V )r : F (α)(x) > −1 ∀x ∈ V }.

Γ− = {α ∈ func(F, V )r : F (α)(x) < −1 ∀x ∈ V }.

Γ = Γ+ ∪ Γ−.

Очевидно, що func(F, V ) — S0-вiдкрита i випукла пiдмножина в C∞(V,R), а вi-

дображення

LF : C∞(V,R) → C∞(V,R), LF (α) = F (α)

є лiнiйним i S1,0-неперервним. Тому Γ− та Γ+ є випуклими i S1-вiдкритими

множинами в C∞(V,R).
1 Вiдображення f : X → Y називається власним, якщо прообраз f−1(K) кожної компактної

пiдмножини K ⊂ Y є компактним.
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Iншими словами, якщо α0, α1 ∈ Γ+, то для кожного t ∈ [0, 1] функцiя αt =

(1 − t)α0 + tα1 ∈ Γ+. Дiйсно,

F (αt) = F ((1 − t)α0 + tα1)

= (1 − t)F (α0) + tF (α1) > −(1 − t) − t = −1.

Аналогiчне твердження має мiсце для Γ−.

Теорема 2.4.3. [84] Нехай z ∈M , α : (M, z) → R— паросток гладкої функцiї

в точцi z i h : M → M — паросток гладкого вiдображення визначеного за

формулою: h(x) = F(x, α(x)). Припустимо, що h є паростком дифеоморфiзму

в точцi z. Тодi

h∗F = (1 + F (α)) · F, (2.11)

де h∗F = Th ◦ F ◦ h−1 — векторне поле iндуковане h. Таким чином h∗F є

перепараметризацiєю поля F .

Якщо функцiя α : M → R визначена на всьому M i h = φF (α) є дифеомор-

фiзмом M , то

func(h∗F )r = func(F )r.

Доведення. Покажемо, що достатньо довести теорему для випадку, коли α(z) =

0. Припустимо, що a = α(z) ̸= 0. Розглянемо функцiю β(x) = α(x)−a i паросток

дифеоморфiзму g = F−a ◦ h в точцi z. Таким чином,

g(x) = F(F(x, α(x)),−a) = F(x, α(x) − a) = F(x, β(x)).

Тодi g(z) = z i β(z) = 0.

Так як F зберiгає поле F , тобто (Ft)∗F = F для всiх t ∈ R,

h∗F = h∗(F−a)∗F = (h ◦ F−a)∗F = g∗F.

Бiльш того, F (α) = F (β). Тому досить довести теорему для g.

Якщо z — особлива точка поля F , тобто F = 0, то обидвi частини (2.11) рiвнi

нулю. Тому вважатимемо, що z є регулярною точкою F , а значить в деяких
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локальних координатах (x1, . . . , xn) в точцi z = 0 ∈ Rn маємо, що F (x) = ∂
∂x1

i

F(x1, . . . , xn, t) = (x1 + t, x2, . . . , xn),

а тому g(x1, . . . , xn) = (x1 + β(x), x2, . . . , xn). Звiдси випливає, що

Tg ◦ F ◦ g−1 =


1 + β′

x1
β′
x2

· · · β′
xn

0 1 0 0

· · · · · · · · · · · ·

0 0 0 1




∂
∂x1

0

· · ·

0

 = (1 + β′
x1

)F = (1 + F (β))F.

Припустимо, нарештi, що функцiя α визначена на всьому M i що h є дифео-

морфiзмом M . Тодi µ = 1 + F (α) ̸= 0 на всьому M , а тому за наслiдком 2.3.4

func(µF )r = func(F )r.

Вiдображення, що зберiгають орбiти потоку. Нехай V —D-пiдмноговид

i F — векторне поле на M класу C∞. Для простоти у цьому параграфi опуска-

тимемо верхнiй iндекс r = ∞ i позначатимемо P (V )∞, func(F, V )∞, φ∞
F,V та

Sh(F, V )∞ через P (V ), func(F, V ), φF,V та Sh(F, V ) вiдповiдно.

Позначимо через E(F, V ) пiдмножину в C∞(V,M), що складається з вiдобра-

жень f : V →M , якi задовольняють наступним двом умовам:

(i) f(o ∩ V ) ⊂ o для кожної орбiти o поля F ,

(ii) для кожної особливої точки z ∈ Fix(F) дотичне вiдображення Txf : TxV →

TxM є iзоморфiзмом, тобто f iндукує локальний дифеоморфiзм деякого

околу точки z на себе.

Нехай також D(F, V ) ⊂ E(F, V ) — пiдмножина, що складається з iммерсiй2.

Для кожного r ≥ 1 позначимо через Eid(F, V )r (вiдповiдно Did(F, V )r) ком-

поненту зв’язностi вiдображення включення iV : V ⊂ M в просторi E(F, V )

(вiдповiдно D(F, V )) надiленому топологiєю Wr. Таким чином Eid(F, V )r (вiдпо-

2 C1-вiдображення h : V → M називається iммерсiєю, якщо для кожної точки x ∈ V
вiдповiдне дотичне вiдображення Txh : TxV → Th(x)M є мономорфiзмом.
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вiдно Did(F, V )r) складається з усiх h ∈ E(F, V ), якi є r-гомотопними в E(F, V )

(вiдповiдно r-iзотопними в D(F, V )) до iV .

Нехай Γ та Γ+ такi як вище. Тодi з наслiдку 2.4.2 отримуємо наступнi твер-

дження:

Наслiдок 2.4.4. φF,V (Γ) ⊂ D(F, V ) i Γ = φ−1
F,V (D(F, V )).

Наслiдок 2.4.5. Мають мiсце наступнi включення

Sh(F, V ) ⊂ Eid(F, V )∞ ⊂ · · · ⊂ Eid(F, V )1 ⊂ Eid(F, V )0, (2.12)

φF,V (Γ+) ⊂ Did(F, V )∞ ⊂ · · · ⊂ Did(F, V )1 ⊂ Did(F, V )0. (2.13)

Доведення. Достатньо перевiрити, що

Sh(F, V ) ⊂ Eid(F, V )∞, φF,V (Γ+) ⊂ Did(F, V )∞.

Нехай h = φF (α) ∈ Sh(F, V ). Тодi h, очевидно, зберiгає iнварiантними орбiти

поля F i, згiдно леми 2.4.1, є дифеоморфiзмом в околi кожної особливої точки

z ∈ Fix(F) ∩ V . Це означає, що Sh(F, V ) ⊂ E(F, V ).

Вiдмiтимо також, що h є ∞-гомотопним до тотожного включення iV : V ⊂M

за допомогою C∞-гомотопiї H : V × I →M , визначеної за формулою:

H(x, t) = F(x, tα(x)) = φF (tα)(x). (2.14)

Тому Sh(F, V ) ⊂ Eid(F, V )∞.

Припустимо тепер, що α ∈ Γ+, тобто F (α) > −1 на всьому M . Тодi для

кожного t ∈ [0, 1] маємо, що

F (tα) = tF (α) > −t ≥ −1,

тобто tα ∈ Γ+, тому формула (2.14) визначає деформацiю в D(F, V ). Це означає,

що φF,V (Γ+) ⊂ Did(F, V )∞.
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2.5 Вiдображення зсуву для паросткiв векторних полiв

Нехай M — гладкий многовид, S ⊂ M — довiльна пiдмножина i F — векторне

поле в околi S. Наша мета означити аналог вiдображення зсуву для паросткiв

вiдображень аналогiчно до (2.1) причому нас цiкавитиме лише випадок, коли

S складається з особливих точок поля F .

Позначимо через F̂(M,S) алгебру паросткiв C∞-функцiй M → R бiля S,

через Ê(M,S) — множину паросткiв C∞-вiдображень M →M бiля S нерухомих

на S, а через D̂(M,S) — пiдгрупу в Ê(M,S), що складається з дифеоморфiзмiв.

Якщо потiк F не є повним, то так само, як i в означеннi вiдображення зсу-

ву φF , див. (2.1), вiдображення φ̂F,S визначене лише на деякiй пiдмножинi в

F̂(M,S). Але, як показує наступна лема, за умови, що S складається з осо-

бливих точок поля F , вiдображення φ̂F,S коректно визначене на всiй алгебрi

F̂(M,S), а його образ мiститься в групi D̂(M,S).

Лема 2.5.1. Нехай h ∈ Ê(M,S) та α, β ∈ F̂(M,S). Припустимо, що F = 0

на S.

(a) Тодi паростки на S наступних вiдображень:

Fα(x) = F(x, α(x)), Fh,β(x) = F(h(x), β(x)).

коректно визначенi. Зокрема коректно визначене вiдображення

φ̂F,S : F̂(M,S) → Ê(M,S), φ̂F,S(α) = Fα. (2.15)

Позначимо образ φ̂F,S в Ê(M,S) через Ŝh(F, S).

(b) Ŝh(F, S) ⊂ D̂(M,S). Причому якщо Fα,Fβ ∈ Ŝh(F, z), то

F−1
α = F−α◦F−1

α
, Fα ◦ Fβ = Fα◦Fβ+β . (2.16)

(c) Якщо h ∈ D̂(M,S), то Fh,β ∈ D̂(M,S) i

Fh,β = Fβ◦h−1 ◦ h. (2.17)
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(d) Наступнi умови є еквiвалентними:

h = Fα ⇔ Fh,−α = id. (2.18)

Доведення. (a) Нехай α визначена на деякому околi V множини S. Розгля-

немо графiк Γα = {(x, α(x)) | z ∈ V } цiєї функцiї. Так як F = 0 на S, то

S×R ⊂ dom(F ), а тому графiк обмеження Γα|S ⊂ S×R мiститься в областi ви-

значення dom(F ) локального потоку F. Так як dom(F ) є вiкритою множиною,

то знайдеться окiл W множини S в V такий, що Γα|W ⊂ dom(F ).

Доведення для Fh,β аналогiчне.

Твердження (b) випливає з формул (2.2) та (2.3).

(c) Формула (2.17) просто означає, що

Fh,β(x) = F(h(x), β ◦ h−1 ◦ h(x)).

(d) Спiввiдношення (2.18) означає, що h(x) = F(x, α(x)) тодi i тiльки тодi,

коли F(h(x),−α(x)) = x. Останнє є очевидно.

Вiдображення (2.15) називатимемо вiдображенням зсуву бiля множини S.

Нехай також Ê(F, S) — пiдмножина в D̂(M,S), що складається паросткiв, якi

зберiгають орбiти поля F , тобто h ∈ D̂(M,S) належить Ê(F, S) тодi i лише тодi,

коли знайдеться такий окiл V множини S, що h(o ∩ V ) ⊂ o для кожної орбiти

o поля F .

Для r = 0, 1, . . . ,∞ нехай Êid(F, S)r позначає тотожну компоненту групи

Ê(F, S) вiдносно топологiї Wr. Це означає, що Êid(F, S)r складається з h ∈

Ê(F, S) для кожного з яких iснує окiл V ⊂ M множини S i така r-iзотопiя

H : V × I →M , що H0 = iV : V ⊂M , Ht ∈ Ê(F, S) для всiх t ∈ I i H1 = h.

Аналогiчно до (2.12) мають мiсце наступнi включення:

Ŝh(F, S) ⊂ Êid(F, S)∞ ⊂ · · · ⊂ Êid(F, S)1 ⊂ Êid(F, S)0.

Початковi ненульовi струменi гладких зсувiв неплоских векторних
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полiв. Нехай F — векторне поле, визначене в околi початку координат в Rn.

Для кожного k ≥ 0 позначимо через jk(F ) паросток F в точцi 0.

Припустимо, що iснує таке d ≥ 1, що jd−1(F ) = 0 але

P = jd(F ) : Rn → Rn

є ненульовим однорiдним вiдображенням степеня d. Для d = 1 маємо, що

P (x) = L · x,

де L— ненульова n× n-матриця.

Лема 2.5.2. [85]. Нехай α : Rn×S → R— l-малий паросток Cl-функцiї уздовж

0 × S, тобто jlS(α) = ω(x, σ) — це однорiдний многочлен степеня l вiд x =

(x1, . . . , xn) з коефiцiєнтами, якi є гладкими функцiями на S. Для l = 0, ω(σ)

є гладкою функцiєю S i не залежить вiд x. Покладемо

Fα(x, σ) = F(x, α(x, σ)).

Тодi

jd+lS (Fα)(x, σ) =


eLω(σ) · x, d = 1 i l = 0,

x+ P (x) · ω(x, σ), в iнших випадках.
(2.19)

Таким чином, (d+ l)-струмiнь Fα уздовж 0×S залежить тiльки вiд l-стру-

меня α уздовж 0× S. Бiльш того,

jd+lS (F−1
α ) = jd+lS (F−α). (2.20)

2.6 Висновки

В другому роздiлi введене поняття вiдображення зсуву для повних та локальних

потокiв, векторних полiв та паросткiв векторних полiв в околi особливої точки.

Дослiджено основнi властивостi образа та ядра вiдображення зсуву, а також

отримано необхiдну та достатню умову на функцiю, щоб вiдповiдний зсув був

дифеоморфiзмом.



Роздiл 3 ПРИКЛАДИ

В цьому роздiлi ми розглянемо конкретнi приклади векторних полiв F на чи-

словiй прямiй та площинi, для яких досить просто вдається описати образ,

Sh(F, V )∞ та отримати точнi формули для локальних обернених до φF,V . Для

спрощення опускатимемо iндекс ∞ i позначатимемо φ∞
F,V та Sh(F, V )∞ через

φF,V та Sh(F, V ) вiдповiдно.

Для подальших застосувань також зручно ввести «l-вимiрний параметр». Не-

хай Sl = Rl або пiвпростiр Rl
+ = {xl ≥ 0}, тодi через F ми позначатимемо

тривiальне розширення G (у сенсi означення 1.2.8), визначене на R×Sl за фор-

мулою:

F (x, σ) = (G(x), 0).

Тодi локальнi потоки полiв цих полiв пов’язанi спiввiдношенням:

F(x, σ; t) = (G(x, t), σ).

Нехай також p : Rn × Sl → Rn, p(x, σ) = x, — стандартна проекцiя.

Лема Адамара. Нам також буде потрiбна наступна лема Адамара, що є

аналогом теореми Безу для многочленiв. Вона стверджує про те, що для C∞-

функцiя α : R → R така, що α(0) = 0 гладко дiлиться на x, тобто α(x) = xᾱ(x)

для деякої C∞ функцiї ᾱ : R → R такої, що ᾱ(0) = α(x). Це твердження

буде одним з головних iнструментiв на протязi всiєї книги. Ми також часто

використовуватимемо наступний параметричний варiант цiєї леми.
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Лема 3.0.1 (Hadamard J.). Нехай r ≥ 1, M — гладкий многовид, i α : R ×

S × T → R— така (S;T, k)-деформацiя в Cr(R,R), що α(0, σ, τ) = 0 для всiх

(σ, τ) ∈ S × T . Тодi iснує така (S;T, k− 1)-деформацiя α̃ : R× S × T → R, що

α(x, σ, τ) = x α̃(x, σ, τ), α̃(0, σ, τ) = α′
x(0, σ, τ)

для всiх (x, σ, τ) ∈ R× S × T .

Доведення. За формулою Ньютона-Лейбнiца маємо, що

α(x, σ, τ) = α(0, σ, τ) +

∫ x

0
α′
ξ(ξ, σ, τ) dξ.

Врахувавши, що α(0, σ, τ) = 0 i зробивши замiну змiнних ξ = xη в iнтегралi,

отримаємо:

α(x, σ, τ) = x

∫ 1

0
α′
η(xη, σ, τ) dη︸ ︷︷ ︸
α̃(x,σ,τ)

= x α̃(x, σ, τ).

Лему доведено.

3.1 Векторнi поля на числовiй прямiй

Векторне поле G класу C∞ на R задається у виглядi G(x) = γ(x) ∂
∂x , де γ —

деяка гладка функцiя. Тодi F (x, σ) = γ(x) ∂
∂x .

Нехай V ⊂ R×Sl — D-пiдмноговид i φF,V : C∞(V,R) → C∞(V,R×Sl) — вiдоб-

раження зсуву. Тодi, за означенням, кожне вiдображення f ∈ E(F, V ) зберiгає

орбiти F i є дифеоморфiзмом в околi кожної особливої точки поля F . Звiдси,

зокрема, випливає, що

f(x, σ) = (β(x, σ), σ), (3.1)

для деякої C∞ функцiї β : V → R. Очевидно, що якобiан f в точцi (σ, x)

визначається за формулою:

|J(x,σ)(f)| = β′
x(x, σ). (3.2)
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Тому вiдображення (3.1) належить до E(F, V ) тодi i тiльки тодi, коли вико-

нується наступна умова: якщо γ(x) = 0 для деякого x ∈ R, то β(x, σ) = x i

β′
x(x, σ) > 0 для всiх σ.

Векторнi поля без особливих точок. Нехай γ ≡ 1, тобто F (x, σ) = ∂
∂x . Це

поле породжує потiк F(x, σ; t) = (x+ t, σ), орбiти якого — це прямi, паралельнi

осi Ox.

Зокрема, F взагалi не має особливих точок, а тому для довiльного D-пiдмно-

говиду V ⊂ R× Sl простiр E(F, V ) складається з вiдображень виду

f : V → R× Sl, f(x, σ) = (β(x, σ), σ), (3.3)

де β : V → R — довiльна C∞ функцiя.

Лема 3.1.1. Нехай V ⊂ R × Sl – D-пiдмноговид i r ∈ N0. Тодi Sh(F, V ) =

E(F, V ) i вiдображення зсуву φF,V : C∞(V,R) → E(F, V ) є гомеоморфiзмом

вiдносно топологiй Sr.

Доведення. Вiдмiтимо, що φF,V визначається за формулою

φF,V (α)(x, σ) = (x+ α(x, σ), σ).

Тому φF,V є бiєкцiєю на E(F, V ), а φ−1
F,V : E(F, V ) → C∞(V,R) визначається за

наступним правилом: якщо f має вигляд (3.3), то

φ−1
F,V (f)(x, σ) = p ◦ f(x, σ) − x = β(x, σ) − x.

Очевидно, що φ−1
F,V є Sr,r-неперервним для кожного r ∈ N0.

Лiнiйне векторне поле. Нехай γ(x) = λx для деякого λ ∈ R \ {0}, тобто

G(x) = λx ∂
∂x1
.

Тодi F породжує повний потiк F(x, σ; t) = (etx, σ).
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Множина, Fix(F), особливих точок F — це площина x = 0, а вiдображення

зсуву φF,V : C∞(V,R) → C∞(V,R× Sl) визначається за формулою:

φF,V (α)(x, σ) = (eα(x,σ)x, σ). (3.4)

Твердження 3.1.2. Нехай V ⊂ R × Sl – D-пiдмноговид. Тодi вiдображення

зсуву φF,V : C∞(V,R) → E(F, V ) є бiєкцiєю C∞(V,R) на E(F, V ) Для кожного

r ∈ N0 ця бiєкцiя є Sr,r-неперервною, а обернена до неї — Sr,r+1-неперервною.

Зокрема, φF,V є гомеоморфiзмом C∞(V,R) на E(F, V ) вiдносно топологiй S∞.

Доведення. Як описано вище, E(F, V ) складається з вiдображень виду (3.1), що

задовольняють наступнi умови:

β(0, σ) = 0, β′
x(0, σ) > 0, β(x, σ)/x > 0 для x ̸= 0. (3.5)

Остання умова означає, що f лишає iнварiантними додатню та вiд’ємну пiвосi.

Покажемо, що Sh(F, V ) = E(F, V ), тобто що f можна представити у вигля-

дi (3.4) для деякої C∞функцiї α.

З (3.5) та леми Адамара 3.0.1 випливає, що β гладко дiлиться на x:

β(x, σ) = x ·
1

∫
0
β′
x(sx, σ)ds︸ ︷︷ ︸
β̄(x,σ)

= β̄(x, σ),

причому β̄(0, σ) = β′
x(0, σ) i β̄(x, σ) > 0 для всiх x. Покладемо,

α(x, σ) = 1
λ ln β̄(x, σ) = 1

λ ln
1

∫
0
β(sx, σ)ds. (3.6)

Тодi α ∈ C∞(V,R), β = eλα, а тому f = φF,V (α) ∈ Sh(F, V ). Таким чином,

вiдображення φ−1
F,V визначається за формулою

φ−1
F,V (f)(x) = 1

λ ln
1

∫
0
(p ◦ f)′x(sx, σ)ds. (3.7)

Ця формула показує, що «r-тi похiднi функцiї α неперервно виражаються

через (r + 1)-шi похiднi вiд f», тому обернене вiдображення φ−1
F,V є Sr+1,r-непе-

рервним.
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Векторне поле x2 ∂
∂x. Припустимо, що G(x) = x2 ∂

∂x . Тодi потiк поля G визна-

чений на множинi dom(G) = {(x, t) ∈ R × R : xt < 1} i задається формулою

G(x, t) = x
1−tx , див. приклад 1.2.3. Очевидно, що орбiти поля G спiвпадають

з орбiтами лiнiйного векторного поля x ∂
∂x , описаного в попередньому парагра-

фi §3.1.

Тому для довiльного вiдрiзка V ⊂ R× Sl маємо, що

func(F, V ) = {α ∈ C∞(V,R) : xα(x) < 1},

а вiдповiдне вiдбраження зсуву φF,V : func(F, V ) → C∞(V,R) визначається за

формулою

φF,V (α)(x, σ) =
( x

1 − α(x)x
, σ
)
, (3.8)

а E(F, V ) складається з таких вiдображень f = (f1, f2) : V → R, що

f1(x, σ) = 0 ⇔ x = 0, f2(x, σ) = σ, ∂f1
∂x (0, σ) > 0.

З iншого боку, з формули (3.8) легко випливає, що кожне вiдображення f =

(f1, f2) = φF,V (α) задовольняє умову f ′1(0, σ) = 1. Тому Sh(F, V ) мiститься в

множинi A = {f = (f1, f2) ∈ E(F, V ) : ∂f1
∂x (0, σ) = 1}. Зокрема, Sh(F, V ) ⊂ A (

E(F, V ).

Лема 3.1.3. Sh(F, V ) = A, причому для кожного r ≥ 0 вiдображення φF,V :

func(F, V ) → A є Wr,r-неперервною бiєкцiєю, обернена до якої є Wr+2,r-непе-

рервною. Зокрема φF,V iндукує гомеоморфiзм func(F, V ) на A вiдносно W∞-

топологiй.

Доведення. Нехай f ∈ E(F, V ) задовольняє умову ∂f1
∂x (0) = 1. Нам потрiбно

знайти таку C∞-функцiю α : V → R, що

xα(x, σ) < 1, f1(x) =
x

1 − α(x, σ)x
. (3.9)

Так як f1(0) = 0, то, згiдно леми Адамара, f1(x, σ) = xµ(x, σ) для деякої C∞-

функцiї µ : V → R такої, що µ(0, σ) = f ′(0, σ) = 1. З того, що f зберiгає орбiти

поля F , тобто фактично знак x, випливає, що µ > 0 на всьому V .
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Застосовуючи лему Адамара вже до функцiї µ− 1 отримаємо, що µ = 1 +xν,

де ν ∈ C∞(V,R), а тому f1(x, σ) = x+ x2ν(x, σ).

Тодi з (3.9) повиннi отримати, що

xα = 1 − x

f
=
f − x

f
=
x2ν

xµ
=
xν

µ
.

Так як µ > 0, то покладемо α = ν
µ . Тодi α є гладкою функцiєю,

xα = 1 − x

f
= 1 − 1

µ
< 1,

тобто α ∈ func(F, V ), а значить f = φF,V (α). Залишається вiдмiтити, що вiдпо-

вiднiсть f 7→ α є Wr+2,r-неперервною.

Наступна лема узагальнює лему 3.1.3. Ми наводимо її без доведення.

Лема 3.1.4. Нехай G(x) = xn ∂
∂x. Тодi для кожного D-околу V точки 0 ∈ R

вiдображення зсуву є iн’єктивним, а його образ ψG,V спiвпадає з множиною

вiдображень f : R → R, що задаються формулою виду f(x) = x + xnβ(x), де

β ∈ C∞(R,R) така функцiя, що 1 + xn−1β(x) > 0 для всiх x ∈ R. Обернене

вiдображення ψ−1
G,V : Sh(G, V ) → func(G, V ) є Wr+n,r-неперервним. Зокрема,

ψG,V є гомеоморфiзмом на свiй образ мiж вiдповiдними топологiями W∞.

3.2 Векторнi поля на площинi

В цьому параграфi ми розглянемо вiдображення зсуву лiнiйних векторних по-

лiв, визначених матрицями виду ( 0 1
0 0 ),

(
a b
−b a

)
,
(

0 b
−b 0

)
, a, b ̸= 0.

Нiльпотентне векторне поле. Нехай G(x, y) = y ∂
∂x . Тодi його потiк визна-

чається за формулою

G(x, y, t) = (x+ ty, y).

Очевидно, що регулярнi орбiти цього поля — це паралельнi прямi y = conts ̸= 0,

а вiсь Ox повнiстю складається з особливих точок.
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Тому для кожного D-пiдмноговиду V ⊂ R2 × Sl простiр E(F, V ) складається

з вiдображень f = (f1, f2, f3) : V → R2 × Sl таких, що

f1(x, 0) = x, f2 = y, f3 = σ, (3.10)

i f є дифеоморфiзмом в кожнiй точцi виду (x, 0, σ). Звiдси випливає, що ма-

триця Якобi f в точцi (x, 0, σ) має вигляд

J(x,0)(f) =
(

1 a 0
0 1 0
0 0 El,

)
,

де El — одинична (l×l)-матриця, а тому будь-яке вiдображення f , що задоволь-

няє умови (3.10) автоматично є дифеоморфiзмом в кожнiй точцi виду (x, 0, σ).

Зрозумiло також, що вiдображення зсуву поля F на V задається формулою:

φF,V (α)(x, y, σ) = (x+ α(x, y) y, y, σ).

Твердження 3.2.1. Sh(F ) = E(F, V ) i для кожного r ≥ 0 вiдображення зсуву

φF,V : C∞(V,R) → E(F, V ) є Wr,r-неперервною бiєкцiєю, обернена до якої є

Wr+1,r-неперервною. Зокрема φF,V iндукує гомеоморфiзм C∞(V,R) на E(F, V )

вiдносно W∞-топологiй.

Доведення. Нехай f = (f1, f2, f3) ∈ E(F, V ). Розглянемо функцiю

β(x, y, σ) = f1(x, y, σ) − x.

Тодi перша з умов (3.10) означає, що β(x, 0, σ) = 0. Тому за лемою Адамара

β(x, y, σ) = yα(x, y, σ) для деякої C∞-функцiї α ∈ C∞(V,R), а отже

f1(x, y, σ) = x+ yα(x, y), f2(x, y, σ) = y, f3(x, y, σ) = σ.

Це показує, що f = φF,V (α), а вiдповiднiсть f 7→ α є Wr+1,r-неперервною.

Особливiсть типу «фокус». Нехай a, b ∈ R i

G(x, y) = ( ∂
∂x ,

∂
∂y)
(
a b
−b a

)
( xy ) = (ax+ by) ∂

∂x + (−bx+ ay) ∂
∂y
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— векторне поле на R2. Якщо ототожнити R2 з комплексною площиною C, i

покласти ω = a+ bi, то потiк поля G визначається за формулою:

G(z, t) = eωtz.

Очевидно, що початок координат 0 є єдиною особливою точкою поля G. Якшо

a ̸= 0, то всi iншi орбiти є так званими «спiралями Архiмеда». Зокрема, вони не-

замкнутi, «починаються» в точцi 0 i спiралевидно «змотуються» з неї. У цьому

випадку особлива точка 0 називається фокусом.

Якщо ж a = 0, то всi регулярнi орбiти поля G — це концентричнi кола з

центром в початку координат. Тодi точка 0 називається центром.

Наступне твердження описує вiдображення зсуву для фокусiв.

Твердження 3.2.2. Припустимо, що a ̸= 0 i нехай V ⊂ C× Sl — D-пiдмно-

говид такий, що (0, σ0) ∈ IntV для деякого σ ∈ Sl. Тодi Sh(F, V ) = E(F, V ) i

для кожного r ≥ 0 вiдображення зсуву φF,V : C∞(V,R) → E(F, V ) є Wr,r-непе-

рервною бiєкцiєю, обернена до якої є Wr+2,r-неперервною. Зокрема φF,V iндукує

гомеоморфiзм C∞(V,R) на E(F, V ) вiдносно W∞-топологiй.

Доведення. Нехай f = (g, r) : V → C × Sl — вiдображення, що належить до

E(F, V ), де g(z, σ) = p(z, σ) + iq(z, σ). Тодi r(z, σ) = σ. Нам потрiбно знайти

таку C∞-функцiю α : V → R, що

g(z) = eω α(z,σ)z = eaα(z,σ) · ei b α(z,σ) · z.

Визначимо функцiю γ : V \ (0 × Sl) → C за формулою

γ(z) = g(z, σ)/z = eω α(z,σ)

i нехай u та v — вiдповiдно дiйсна та уявна частини γ, тобто γ(z, σ) = u(z, σ) +

iv(z, σ). Так як f зберiгає iнварiантними орбiти поля F , то g(z, σ) ̸= 0 для

z ̸= 0, а значить i γ ̸= 0 на V \ (0 × Sl). Тому

α(z, σ) =
1

2a
ln |γ(z, σ)|2 =

1

2a
ln

|g(z, σ)|2

|z|2
, z ̸= 0.
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Таким чином α однозначно визначена на V \ (0 × S) i належить тому ж класу

гладкостi, що i g. Залишається довести, що α можна визначити i в точцi 0 так,

щоб ця функцiя стала гладкою на всiй площинi. Остання формула показує, що

досить встановити, що |γ(z, σ)|2 продовжується до C∞-функцiї на всьому V .

Лема 3.2.3. Покладемо dγ = du+ idv. Тодi

Im(ω γ dγ) = 0, (3.11)

тобто 1-форма ω γ dγ є дiйсно-значною.

Доведення. З того, що γ = eω α випливає, що dγ = ωγdα. Домножаючи обидвi

частини цiєї рiвностi на dγ̄ = du− idv отримаємо, що dγ dγ̄ = ω γ dγ̄ dα. Так як

dγ dγ̄ та dα є дiйсними, то ωγ dγ є також дiйсною.

Розпишемо тотожнiсть (3.11) в координатах (z, z̄, σ). Спочатку вiдмiтимо, що

ωγ dγ = ω
g

z
d

(
ḡ

z̄

)
= ω

g

z
· z̄ dḡ − ḡ dz̄

z̄2
=

(zz̄)ω g dḡ−(gḡ)ωz dz̄

(zz̄)2
.

Так як zz̄ та gḡ є дiйсними, то (3.11) означає, що

(gzḡ) · Im(ωz dz̄) = (zz̄) · Im(ωg dḡ),

або, подiливши обидвi частини цiєї рiвностi на zz̄, що

|γ|2 · Im(ωz dz̄) = Im(ωg dḡ). (3.12)

Обчислимо значення обох частин (3.12) в точцi z на дотичному векторi ω =

a+ ib = (a, b). Зокрема, в лiву частину пiдставляємо dz̄ = ω̄ = a− ib. Тодi

Im(ωz dz̄) = Im(ωz ω̄) = Im(|ω|2z) = |ω|2y,

а значить (3.12) матиме вигляд

|γ|2 |ω|2 y = Im(ω g dḡ(ω)). (3.13)

Лiiва частина цiєї рiвностi належить класу C∞ на V \ 0 i дорiвнює нулю для

всiх точок виду (x, 0) ∈ V . З iншого боку права частина (3.13) належить класу
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C∞ на всьому V , а тому за лемою Адамара вона гладко дiлиться на y. Звiдси

випливає, що |γ|2, а тому i α, гладко проводжується на V . Зокрема, α можна

визначити за наступною формулою:

α(z) =
1

2a
ln

∫ 1
0

∂
∂y Im

(
ω g dḡ(ω)

)
(x, sy)ds

|ω|2
(3.14)

Тодi g = φF,V (α), тобто Sh(F, V ) = E(F, V ). Крiм того, з формули для α ви-

пливає, що вiдповiднiсть g 7→ α є Wr+2,r-неперервною.

Особливiсть типу «центр». Нехай G(x, y) = −by ∂
∂x + bx ∂

∂y , b ̸= 0. Очеви-

дно, що орбiти цього поля — це початок координат 0 та концентричнi кола з

центром в 0. В комплекснiй координатi z = x+ iy потiк G : C×R → C поля G

визначається за формулою:

G(z, t) = zeibt.

Нехай V ⊂ C × Sl — довiльний D-пiдмноговид. На вiдмiну вiд попереднiх

прикладiв, φF,V вже не буде iн’єктивним вiдображенням, тобто має ненульове

ядро P (V ).

Дiйсно, нехай αn : V → R— постiйна функцiя, що приймає значення 2πn/b ∈

Z. Тодi очевидно, що φF,V (αn) = idV , тобто

φF,V (αn)(z, σ) = zeib2πn/b = z

для всiх z ∈ C. Легко показати, що ядро P (V ) вiдображення зсуву спiвпадає з

множиною усiх таких функцiй, тобто P (V ) = {2πn/b | n ∈ Z}.

Твердження 3.2.4. Sh(F, V ) = Eid(F, V )0, а вiдповiдне вiдображення зсуву

φF,V : C∞(V,R2 × Sl) → Eid(F, V )0 є Z-накриваючим вiдображенням вiдносно

W∞-топологiй. Зокрема, якщо V є компактним, то простiр Eid(F, V )0 гомо-

топiчно еквiвалентний до кола.

Доведення базується на наступних лемах. Перша з них елементарна i ми сфор-

мулюємо її без доведення.
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Лема 3.2.5. Нехай k ≥ 2 i ε : (C × Sl, σ, 0) → (C, 0) —C∞-вiдображення,

що є k-малим в точцi (0, σ) для кожного σ ∈ Sl. Визначимо вiдображення

τ : (C × Sl, 0) → (C, 0) за формулою τ(z, σ) = ε(z, σ)/z = z̄ ε(z, σ)/|z|2 для

z ̸= 0 i τ(0, σ) = 0. Тодi τ належить класу Ck−2.

Наступна лема, є частковим результатом роботи [49] про дiлення узагальнених

функцiй на многочлени.

Лема 3.2.6. Нехай Z : C∞(V,C) → C∞(V,C) вiдображення «множення на z»,

тобто Z(α)(z, σ) = α(z, σ) · z. Тодi Z є iн’єктивним, а обернене вiдображення

Z−1 : im(Z) → C∞(V,C) є W∞,∞-неперервним.

Доведення. Нехай β належить образу Z, тобто β(z) = α(z) · z. Тодi функцiя α

однозначно визначається за β, а значить Z є iн’єктивним. Залишилось довести

W∞,∞-неперервнiсть вiдповiдностi Z−1 : β 7→ α.

Вiдмiтимо, що Z−1 можна представити як композицiю наступних вiдповiдно-

стей:

β 7→ β · z̄ 7→ (β · z̄)/(x2 + y2) = α.

Перша вiдповiднiсть є, очевидно, W∞,∞-неперервною, а W∞,∞-неперервнiсть

другої випливає з роботи [49].

Нам також буде потрiбне наступне твердження.

Лема 3.2.7. Нехай f : (Rn, 0) → (Rn, 0) — паросток C1-дифеоморфiзму в точ-

цi 0, i g : Rn → R— неперервна однорiдна функцiя степеня k, тобто g(tx) =

tkg(x) для t > 0 та x ∈ Rn. Якщо g = g ◦ f , то g = g ◦ f ′(0).

Доведення. Нехай x ∈ Rn i t > 0. Тодi

g(x) =
g(tx)

tk
=
g(f(tx))

tk
= g

(
f(tx)

t

)
→
t→0

g ◦ f ′(0)(x).

Лему доведено.
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Лема 3.2.8. Нехай f = (g, r) ∈ E(F, V ) — вiдображення, яке має C∞-функцiю

зсуву α на V \ (0× Sl), тобто g(z, σ) = eibα(z,σ)z для z ̸= 0. Тодi α продовжу-

ється до C∞-функцiї на всьому V , тобто f ∈ Sh(F, V ).

Доведення. Умова f ∈ E(F, V ) означає, що

|g(z, σ)| = |z|, z ∈ V. (3.15)

Знову розглянемо функцiю γ(z, σ) = g(z, σ)/z, визначену на V \ (0 × Sl. Пока-

жемо, що вона продовжується до C∞-функцiї на V , причому γ(0, σ) ̸= 0. Тодi

γ ̸= 0 на V i для кожного n ∈ Z функцiя

αn(z, σ) = 1
b(arg(γ(z, σ)) + 2πn) (3.16)

є C∞-функцiєю зсуву для f на V . Тепер легко перевiрити, що α = αn на V \ 0

для деякого n ∈ Z.

Позначимо gσ = g(·, σ) i покажемо, що

∂ngσ
∂z̄n

(0) = 0, n = 1, 2, . . . (3.17)

Доведення (3.17). Запишемо gσ(z) = p(z, σ) + iq(z, σ), де p, q ∈ C∞(V,R). Ви-

користаємо iндукцiю по n. Нехай n = 1. Тодi (3.15) означає, що gσ зберiгає

однорiдний многочлен β(x, y) = x2 + y2, а тому за лемою 3.2.7 дотичне лiнiйне

вiдображення g′σ(0, σ) також зберiгає β для кожного σ ∈ Sl. Звiдси слiдує, що

g′σ(0) є ортогональною матрицею, а отже ∂gσ
∂z̄ (0) = 0.

Припустимо, що лема вже доведена для n− 1. Тобто

gσ(z) = eiaz + A(z)z +Kz̄n + εn+1,

де A(z) — многочлен вiд змiнних z та z̄, 1 ≤ degA ≤ n − 1 i K = 1
n!

∂ngσ
∂z̄n (0).

Потрiбно довести, що K = 0.

Пiдставляючи gσ в формулу (3.15) отримаємо, що

zz̄ = gσḡσ = zz̄ + A(z)zz̄ +Kz̄n+1 + Ā(z)zz̄ + K̄zn+1 + θn+2,
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де θn+2 = o(|z|n+2). Тому K̄zn+1 + (A(z) + Ā(z))zz̄ +Kz̄n+1 = −θn+2.

Права частина цiєї рiвностi є функцiєю порядку |z|n+2, в той час як лiва —

є многочленом степеня ≤ n + 1 вiдносно змiнних z та z̄. Тому всi коефiцiєнти

цього многочлена рiвнi нулю. Так як першi два доданки мiстять множник z, то

коефiцiєнт при z̄n дорiвнює K, а значить K = 0.

Залишається встановити гладкiсть γ. Для n = 1 формула (3.17) означає, що
∂gσ
∂z (0, σ) є множенням на eiaσ для деякого aσ ∈ R, тобто gσ(z) = eiaσz + ε2,

де ε2 = o(|z|2). Вiдмiтимо, що число aσ визначене з точнiстю до доданку виду

2πn/b. Але так як g є гладким вiдображенням, а Sl — однозв’язним многовидом,

то можна знайти таку гладку функцiю a : Sl → R, що

g(z, σ) = eia(σ)z + ε2.

Покладемо γ(0, σ) = eia(σ). Тодi γ(0, σ) ̸= 0 i за лемою 3.2.5 γ стає неперервною

в точцi 0.

З формули (3.17) випливає, що для кожного n ∈ N функцiю g можна подати у

виглядi g(z, σ) = νn−1(z, σ)z + εn+1(z, σ), де νn−1 — многочлен Тейлора степеня

n − 1 вiд змiнних z та z̄ з гладкими коефiцiєнтами, що залежать тiльки вiд

σ ∈ Sl, а εn+1 = o(|z|n+1). Тому γ = g/z = νn−1+εn+1/z, причому за лемою 3.2.5

залишок εn+1/z є функцiєю класу Cn−1. Таким чином γ належить класу Cn−1

для кожного n ∈ N, а отже є нескiнченно диференцiйовною.

Доведення твердження 3.2.4. Нехай f = (g, r) ∈ Eid(F, V )0, тобто iснує го-

мотопiя ft : V → R2 × Sl в E(F, V ) мiж f0 = f та тотожним вкладенням

f1 = iV : V ⊂ R2 × Sl. Тодi за наслiдком 5.1.8, який ми доведемо пiзнiше, iснує

C∞-функцiя зсуву αf для f на V \ (0 × S). Але тодi за лемою 3.2.8 α гладко

продовжується на весь окiл V .

Для доведення другої частини твердження, досить встановити, згiдно наслiд-

ку 4.2.9, що φF,V є локальним гомеоморфiзмом на свiй образ вiдносно W∞-
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топологiй.

Покажемо, що знайдеться такий окiл U вiдображення f в Eid(F, V )0, що вiд-

повiднiсть f 7→ αf є W∞,∞-неперервним.

Згiдно леми (3.2.8) вiдображення g гладко дiлиться на z, тому згiдно ле-

ми 3.2.6 вiдповiднiсть f 7→ γ = g/z є W∞,∞-неперервною. Тепер iснування

околу U випливає з формули (3.16).

3.3 Висновки

В третьому роздiлi наведено точнi формули для вiдображення зсуву деяких

простих векторних полiв на числовiй прямiй та площинi. Встановлено, що у

всiх випадках вiдображення зсуву є гомеоморфiзмом на свiй образ вiдносно

топологiй W∞.



Роздiл 4 ЯДРО ВIДОБРАЖЕННЯ ЗСУВУ

В цьому роздiлi ми детально вивчаємо структуру ядра вiдображення зсуву

(тобто множини всiх P -функцiй) i отримуємо два основних результати. Пер-

ший (теорема 4.1.1) описує ядро для довiльної вiдкритої зв’язної пiдмножини,

а другий — (теорема 4.1.2) показує, принципову вiдмiннiсть мiж P -функцiями

загальних неперервних потокiв та P -функцiями потокiв, що є спряженими до

C1-потокiв.

4.1 Теореми про структуру ядра вiдбраження зсуву

Нехай F : M × R → M — неперервний потiк на топологiчному скiнченно-

вимiрному многовидi M . i V ⊂ M — пiдмножина. Нагадаємо, що неперервна

функцiя θ : V → R називається P -функцiєю, якщо F(x, θ(x)) = x для всiх

x ∈ V . Множину всiх функцiй на V ми позначаємо через P (V ) i також назива-

ємо ядром вiдображення зсуву φF,V , (див. §2.2).

Теорема 4.1.1. Нехай M — зв’язний скiнчено вимiрний топологiчний мно-

говид, можливо не компактний, з краєм або без краю, F : M × R → M —

неперервний потiк на M i V ⊂M — вiдкрита зв’язна множина.

(A) Якщо IntFix(F) ∩ V ̸= ∅, то

P (V ) = {θ ∈ C(V,R) : θ|V \IntFix(F) = 0}.

(B) Припустимо, що IntFix(F)∩V = ∅. Тодi реалiзується одна з наступних
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можливостей: або

P (V ) = {0}

або

P (V ) = {nθ}n∈Z

для деякої неперервної P -функцiї θ : V → [0,+∞), що має наступнi власти-

востi:

(1) θ > 0 на V \Fix(F), а отже ця множина складається лише з перiодичних

точок.

(2) Iснує така вiдкрита всюди щiльна пiдмножина Q ⊂ V , що θ(x) = Per(x)

для всiх x ∈ Q.

(3) θ є регулярною P -функцiєю, тобто для кожної точки x ∈ V функцiя θ є

постiйною на перетинi ox ∩ V .

(4) Покладемо U = F(V ×R). Тодi θ продовжується до P -функцiї на U i iснує

дiя кола G : U × S1 → U , визначена за формулою: G(x, t) = F(x, tθ(x)),

x ∈ U , t ∈ S1 = R/Z. Орбiти цiєї дiї спiвпадають з орбiтами потоку F.

Зокрема, у всiх випадках RP (V ) = P (V ).

Доведення цiєї теореми буде дано в §§4.3 та 4.4.

Теорема 4.1.2. Нехай F — векторне поле класу C1 на многовидi M i V ⊂M —

така вiдкрита зв’язна пiдмножина, що вiдображення зсуву φF,V є перiоди-

чним, тобто P (V ) = {nθ}n∈Z для деякої невiд’ємної P -функцiї θ : V →

[0,+∞), див. твердження (1) теореми 4.1.1. Тодi, θ > 0 на всiй множинi

V , а не лише на V \ Fix(F).

Бiльш того, для кожної особливої точки z ∈ Fix(F) ∩ V iснують локальнi

координати, в яких лiнiйна частина j1F (z) поля F в точцi z визначається

наступною матрицею: 
0 β1

−β1 0
···

0 βk
−βk 0

0
···

 , (4.1)
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для деякого k ≥ 1 i βj ∈ R \ 0. Зокрема, j1F (z) ̸= 0.

Цю теорему буде доведено в §4.5.

Зауваження 4.1.3. За умов теореми 4.1.2 припустимо, що θ належить класу

C1 i θ(z) ̸= 0 для деякої точки z ∈ Fix(F). В цьому випадку легко довести

iснування представлення (4.1) в точцi z.

Дiйсно, визначимо потiк G : M ×R →M за формулою G(x, t) = F(x, t θ(x)).

Тодi G породжується C1 векторним полем G = θF . Бiльш того, G1 = idM , а

тому G iндукує дiю кола R/Z = S1 на M .

Нехай z ∈ Fix(F). Тодi Gt(z) = z, а отже G iндукує лiнiйну дiю TzGt

кола S1 на дотичному просторi TzM . Iз стандартних результатiв про лiнiйнi

представлення S1 випливає, що лiнiйна частина G в точцi z в деяких локаль-

них координатах задається матрицею виду (4.1). Залишається вiдмiтити, що

j1F (z) = j1G(z)/θ(z).

Зауважимо, що наведенi аргументи не доводять, що матриця (4.1) є нену-

льовою.

4.2 Наслiдки з теорем 4.1.1 та 4.1.2

P -функцiї для D-пiдмноговидiв.

Наслiдок 4.2.1. Нехай V ⊂ M — така зв’язна пiдмножина, що її внутрi-

шнiсть IntV — непорожня, зв’язна i всюди щiльна в V . Наприклад, ця умова

виконується, якщо V є зв’язним D-пiдмноговидом. Тодi вiдображення обме-

ження

r : P (V ) → P (IntV ), r(θ) = θ|IntV

є мономорфiзмом. Таким чином, P (V ) складається з усiх P -функцiй на IntV ,

якi неперервно продовжуються на V .
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Зокрема, якщо IntFix(F) ∩ V ̸= ∅, то

P (V ) = {θ ∈ C(V,R) : θ|V \IntFix(F) = 0}.

В протилежному випадку, коли IntFix(F) ∩ V = ∅, реалiзується одна з на-

ступних можливостей: або

P (V ) = {0}

або

P (V ) = {nν}n∈Z

для деякої неперервної P -функцiї ν : V → [0,+∞), такої, що ν > 0 на V \

Fix(F).

Доведення. Як вiдмiчалось в лемi 2.2.11, P (·) є контраварiантним функтором з

категорiї пiдмножин в M в категорiю абелевих груп. Зокрема влючення IntV ⊂

V iндукує вiдображення обмеження

r : P (V ) → P (IntV ), r(θ) = θ|IntV .

Так як IntV є всюди щiльною в V , то з θ|IntV = 0 випливає, що θ = 0 на всьому

V . Це показує, що r є мономорфiзмом.

Вiдмiтимо також, що якщо θ : V → R— неперервна функцiя, обмеження якої

на IntV є P -функцiєю, тобто F(x, θ(x)) = x для всiх x ∈ IntV , то ця тотожнiсть

тодi виконується для всiх x ∈ V , тобто θ є P -функцiєю на V . Це i означає, що

P (V ) складається з усiх P -функцiй на IntV , якi неперервно продовжуються

на V .

Припустимо, що IntFix(F) ∩ V ̸= ∅. Тодi IntFix(F) ∩ IntV ̸= ∅, а тому за

теоремою 4.1.1

P (IntV ) = {ν ∈ C(IntV,R) : ν|IntV \IntFix(F) = 0}.

Тодi P (V ) складається з усiх неперервних функцiй θ : V → R для яких

θ|IntV \IntFix(F) = 0, а тому також θ|V \IntFix(F) = 0.
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Нехай тепер IntFix(F) ∩ V = ∅. Тодi IntFix(F) ∩ IntV = ∅, а тому за теоре-

мою 4.1.1 або P (IntV ) = {0} або {nθ}n∈Z для деякої функцiї θ : IntV → [0,+∞).

Так як P (V ) є пiдгрупою в P (IntV ), то P (V ) = {0} або P (V ) = {nkθ}n∈Z для

деякого k ≥ 1. Отже можна покласти ν = kθ.

Покажемо, що ν > 0 на V \Fix(F). За теоремою 4.1.1 ν > 0 на IntV \Fix(F).

Тому залишається довести, що θ(x) > 0 для всiх x ∈ V \ (IntV ∪ Fix(F)).

Так як IntV \ Fix(F) є всiюди щiльною в V , то iснує послiдовнiсть точок

{xi}i∈N ⊂ IntV \ Fix(F), що збiгається до x. Тодi θ(xi) > 0 для всiх i ∈ N.

Припустимо, що θ(x) = 0. Тодi

0 = θ(x) = lim
i→∞

θ(xi) ≥ lim
i→∞

Per(xi) ≥ 0.

Тепер з леми 4.3.1 випливає, що x є нерухомою точкою, а це протирiчить при-

пущенню.

Зауваження 4.2.2. В умовах наслiдку 4.2.1 припустимо, що P (IntV ) = {nθ}n∈Z.

Менi невiдомо, чи iснують приклади, коли P (V ) = {nkθ}n∈Z для деякого k ≥ 2,

тобто функцiя θ є твiрною в P (IntV ), але твiрною в P (V ) є лише її цiлочи-

сельне кратне kθ. Я також не знаю, чи завжди функцiя θ буде регулярною на

V .

Означення 4.2.3. Нехай V ⊂M зв’язна вiдкрита пiдмножина, або зв’язний

D-пiдмноговид. Припустимо також, що IntFix(F)∩V = ∅. Якщо P (V ) = {0},

то вiдображення зсуву φF,V називатимемо неперiодичним. В протилежно-

му випадку, коли P (V ) = {nθ}n∈Z, вiдображення φF,V буде називатись перi-

одичним, а функцiя θ— твiрною P (V ).

В умовах наслiдку 4.2.1 пiдгрупа P (V ) не зобов’язана спiвпадати з P (IntV ).

Наступний простий приклад показує, що може статись, що P (V ) = {0}, в той

час як P (IntV ) = {nθ}n∈Z. Це вiдбувається, наприклад, коли

lim
IntV ∋x→z

θ(x) = ∞
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для деякої точки z ∈ ∂V .

Приклад 4.2.4. Нехай S1 = {eiτ | τ ∈ [0, 2π]}— одиничне коло в комплекснiй

площинi i µ : S1 × R → [0,+∞) — така C∞-функцiя, що µ(0, 0) = 0 i µ(τ, t) > 0

для всiх iнших точок (τ, t) ̸= (0, 0). Визначимо векторне поле на S1 × R за

формулою:

F (τ, t) = µ(τ, t) ∂
∂τ .

Структура його орбiт зображена на рис. 4.2.1. Це поле має єдину особливу

точку (0, 0) та одну незамкнуту орбiту S1 × {0} \ (0, 0). Всi iншi орбiти є за-

мкнутими i спiвпадають з колами S1 × {t} для t ̸= 0. Вiдмiтимо, що при t ̸= 0

Рис. 4.2.1

перiод точки (τ, t) становить

θ(τ, t) =

∫ 2π

0

dσ

µ(σ, t)
.

Тодi θ є P -функцiєю на S1 × (R \ 0). Але так як µ(0, 0) = 0, то

lim
t→0

θ(τ, t) = ∞. (4.2)

Нехай V ⊂ S1 × [0,+∞) — такий замкнутий 2-диск, що IntV ⊂ S1 × (0,+∞),

але ∂V ∩S1×0 мiстить деяку неперiодичну точку z. Тодi P (IntV ) = {nθ|IntV }n∈Z,

але так як ∂V мiстить неперiодичну точку z, то θ(z) = 0 для кожної функцiї

θ ∈ P (V ). Так як P (V ) є пiдгрупою в P (IntV ), то з (4.2) випливає, що P (V ) =

{0}.

З iншого боку, має мiсце наступне твердження:
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Наслiдок 4.2.5. Нехай W ⊂ M — така вiдкрита зв’язна пiдмножина, що

Fix(F) є нiде не щiльною в W i нехай V ⊂ W — така пiдмножина, що IntV є

зв’язною множиною i

V ⊂ IntV ⊂ W.

Наприклад, цi умови виконуються, якщо V є зв’язним D-пiдмноговидом. При-

пустимо, що P (W ) = {nθ}n∈Z для деякої функцiї θ : W → [0,+∞), тобто

вiдображення зсуву φF,W є перiодичним. Тодi P (V ) = {nθ|V }n∈Z.

Доведення. Очевидно, що {nθ|V }n∈Z ⊂ P (V ). Для доведення оберненого вклю-

чення достатньо встановити, що

P (IntV ) = {nθ|IntV }n∈Z. (4.3)

Дiйсно, якщо θ ∈ P (V ), то θ|IntV ∈ P (IntV ), тобто

θ|IntV = mθ|IntV

для деякого m ∈ Z. Але тодi θ = mθ|V .

Доведемо (4.3). Так як Fix(F) нiде не щiльна в W , то вона не щiльна i в IntV ,

а тому P (IntV ) описується випадком (B) теореми 4.1.1. Бiльш того, θ|IntV ∈

P (IntV ) ̸= {0}, а отже P (IntV ) = {nν}n∈Z для деякої функцiї ν : IntV → [0,∞),

яка так само як i θ задовольняє умови (1)-(4) теореми 4.1.1.

Зокрема, θ|IntV = mν для деякого m ∈ N. Залишається показати, що m = 1.

Дiйсно, за умовою (2) теореми 4.1.1 iснують такi вiдкритi всюди щiльнi пiдмно-

жини Qθ ⊂ W та Qν ⊂ IntV , що θ(x) = Per(x) для x ∈ Qθ i ν(x) = Per(x) для

x ∈ Qν. Але Qθ ∩Qν ̸= ∅, а тому ν = θ на цьому перетинi.

Наслiдок 4.2.6. Нехай V ⊂ M — зв’язна пiдмножина, що є або вiдкритою,

або D-пiдмноговидом i Fix(F) є нiде не щiльною в V . Тодi кожна з наступних

умов гарантує, що P (V ) = {0}:

(a) iснує неперiодична точка x ∈ IntV ;
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(b) F породжується векторним полем класу C1 i iснує така точка x ∈ IntV ∩

Fix(F), що j1F (x) = 0.

Доведення. Припустимо, що P (V ) ̸= {0}. Тодi φF,V є перiодичним, тобто P (V ) =

{nθ}n∈Z, причому θ > 0 на IntV \ Fix(F).

Але тодi у випадку (a) так як x— неперiодична точка, то, за лемою 2.2.6,

θ(x) = 0, що протирiчить умовi θ > 0 на V \ Fix(F).

У випадку (b) теорема 4.1.2 ствержує, що якщо φF,V є перiодичним, то j1F (x) ̸=

0. Це знову протирiчить припущенню.

Наслiдок 4.2.7 (Перiодичнiсть вiдображення зсуву для C1-потокiв). Нехай

F— потiк i V ⊂ M — така вiдкрита зв’язна пiдножина, що вiдображення

зсуву φF,V є перiодичним, тобто P (V ) = {nθ}n∈Z для деякої неперервної функ-

цiї θ : V → [0,+∞). Припустимо, що F є спряженим до деякого C1-потоку

G. Тодi θ > 0 на всiй V .

Доведення. В роботi D. Hart [43] показано, що для r ≥ 1 кожен Cr-потiк G є

Cr-спряженим до Cr потоку H, який породжений векторним полем H класу Cr.

Тому F є спряженим до H, тобто iснує такий гомеоморфiзм h : M → M , що

Ht = h ◦ Ft ◦ h−1. Згiдно леми 2.3.1 вiдображення

h∗ : P (F, V ) → P (H, h(V )), h∗(θ) = θ ◦ h−1

є iзоморфiзмом груп. Тому P (H, h(V )) = {n·θ◦h−1}n∈Z. Так як H породжується

C1-векторним полем, то за теоремою 4.1.2 θ ◦ h−1 > 0 на h(V ), а тому θ > 0 на

V .

Наслiдок 4.2.8 (Локальна iн’єктивнiсть φF,V ). Нехай r ≥ 0, F— локальний

Cr-потiк i V ⊂ M зв’язна вiдкрита пiдмножина, або зв’язний D-пiдмного-

вид. Припустимо, що вiдображення зсуву φF,V є перiодичним, тобто P (V ) =

{nθ}n∈Z, причому θ > 0 на V (згiдно теореми 4.1.2 остання умова викону-

ється якщо V — вiдкрита пiдмножина i r ≥ 1). Тодi вiдображення Cr-зсуву
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φrF,V є локально iн’єктивним вiдносно кожної з топологiй Sk на Cr(V,R) для

0 ≤ k ≤ r.

Доведення. Досить перевiрити локальну iн’єктивнiсть φF,V вiдносно найслабшої

топологiї S0. Нехай α ∈ C(V,R). Розглянемо наступний S0-окiл функцiї α в

C(V,R):

N = {β ∈ C(V,R) | |α− β| < θ/2}

i покажемо, що обмеження φF,V на N є iн’єктивним.

Припустимо, що φF,V (β) = φF,V (γ) для деяких β, γ ∈ N , тобто F(x, β(x)) =

F(x, γ(x)) для всiх x ∈ V . Потрiбно показати, що β = γ.

Нехай Q— множина перiодичних точок x ∈ V \Fix(F) для яких θ(x) = Per(x).

За теоремою 4.1.1 Q є вiдкритою i всюди щiльною в V , тому для доведення

iн’єктивностi обмеження φF,V |N досить встановити, що β = γ на Q.

Нехай x ∈ Q. Тодi β(x) − γ(x) = nxPer(x) = nxθ(x) для деякого nx ∈ Z. З

iншого боку

|nxθ(x)| = |β(x) − γ(x)| ≤ |α(x) − β(x)| + |α(x) − γ(x)| < θ(x),

а тому nx = 0. Таким чином, β = γ на Q.

Гомотопiчний тип Sh(F, V ). Припустимо, що V — такий зв’язний D-пiдмно-

говид, що Fix(F) нiде не щiльна в V .

Зафiксуємо на func(F, V ) та Sh(F, V ) топологiї S∞. Якщо P (V ) = {0}, то

вiдображення зсуву φF,V : func(F, V ) → Sh(F, V ) є неперервною бiєкцiєю. В

протилежному випадку φF,V є перiодичним, тобто P (V ) = {nθ}n∈Z для деякої

C∞-функцiї θ : V → [0,+∞). Припустимо, що θ > 0 на всьому V . Тодi за

наслiдком 4.2.8, φF,V є локально iн’єктивним.

Таким чином, якщо Fix(F) нiде не щiльна в V , то виникає природне питан-

ня: чи буде вiдображення C∞-зсуву φF,V локальним гомеоморфiзмом вiдносно

топологiй S∞?
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Нагадаємо, що у всiх прикладах з роздiлу 3, у яких потiк мав нерухомi точки,

вiдображення φF,V було Sr,r-неперервною бiєкцiєю, а обернена до неї — лише

Sr+k,r-неперервною, для деякого k ≥ 1. Таким чином навряд чи можна чекати,

що φF,V буде локальним гомеоморфiзмом вiдносно деяких топологiй Ss та Sr

для s, r <∞.

Наступна теорема описує гомотопiчний тип Sh(F, V ) за умови, що φF,V є ло-

кальним S∞,∞-гомеоморфiзмом.

Наслiдок 4.2.9. Нехай F— локальний C∞-потiк i V ⊂ M —D-пiдмноговид

такi, що вiдображення C∞-зсуву φF,V : func(F, V ) → Sh(F, V ) є локальним

гомеоморфiзмом на свiй образ вiдносно топологiй S∞. Нехай далi

Γ+ = {α ∈ C∞(V,R) | F (α) > −1}.

Тодi φF,V (Γ+) складається з усiх iммерсiй V →M , що належать до Sh(F, V ),

див. наслiдок 2.4.2. Зокрема маємо два сюр’єктивних вiдображення

φF,V |Γ+ : Γ+ → φF,V (Γ+),

φF,V : func(F, V ) → Sh(F, V ).
(4.4)

1) Якщо φF,V неперiодичне, то вiдображення (4.4) є гомеоморфiзмами вiд-

носно топологiй S∞.

2) Припустимо, що φF,V перiодичне, а твiрна θ ядра P (V ) є строго дода-

тною на всьому V . Тодi func(F, V ) = C∞(V,R), вiдображення (4.4) є нескiн-

ченними циклiчнимим накриттями (Z-накриттями) вiдносно топологiй S∞,

а дiя групи Z на них визначається за формулою

n · α = α + nθ.

3) Припустимо, що V є компактним. Тодi у випадку 1) простори φF,V (Γ+)

та Sh(F, V ) є стягуваними, а у випадку 2) — гомотопiчно еквiвалентними до

кола.
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Доведення. Твердження 1) випливає з того, що φF,V є бiєктивним локальним

гомеоморфiзмом.

2) Так як θ > 0 на V , то, згiдно леми 2.2.6, всi точки з V є або перiодичними,

або нерухомими, а тому x × R ⊂ dom(F ) для кожної точки x ∈ V , тобто

V × R ⊂ dom(F ). Звiдси випливає, що func(F, V ) = C∞(V,R).

Згiдно наслiдку 2.2.4 φF,V розкладається у композицiю вiдображень:

C∞(V,R)
p−→ C∞(V,R)/P (V )

j−→ Sh(F, V ),

де p— це вiдображення у фактор-групу, а j — бiєкцiя. Очевидно, що p є Z-на-

криваючим вiдображенням, а так як φF,V є локальним гомеоморфiзмом, то j —

гомеоморфiзм. Тому φF,V — також Z-накриваюче вiдображення.

Вiдмiтимо, що множина Γ+ є iнварiантною вiдносно дiї групи Z, а отже φF,V |Γ+

також є Z-накриваючим вiдображенням. Дiйсно, так як θ приймає постiйнi зна-

чення уздовж орбiт, то F (θ) ≡ 0. Тому для довiльної функцiї α ∈ Γ+ маємо,

що

F (α + nθ) = F (α) + F (nθ) = F (α) > −1,

тобто α + nθ ∈ Γ+.

3) Якщо V є компактним, то множення на дiйснi числа в C∞(V,R) є неперерв-

ним вiдносно S∞-топологiї, а тому C∞(V,R) та його вiдкрита випукла пiдмно-

жина Γ+ є стягуваними просторами. Наприклад, наступна гомотопiя

H : C∞(V,R) × I → C∞(V,R), H(α, t) = (1 − t)α,

стягує C∞(V,R) в нульову функцiю. При цiй гомотопiї Γ+, очевидно, залишає-

ться iнварiантним, а отже також стягується по собi в нульову функцiю.

Зокрема, у випадку 1) обидва простори φF,V (Γ+) та Sh(F, V ) є стягуваними.

У випадку 2) розглянемо гомотопiю

H : C∞(V,R) × I → C∞(V,R),
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H(α, t) = (1 − t)α + tθ ·
∫
α∫
θ
,

де iнтеграл береться по V вiдносно мiри Лебега. Легко бачити, що для всiх

α ∈ C∞(V,R) i t ∈ I мають мiсце рiвностi:

H0(α) = α, ∫ Ht(α) = ∫ α, H1(α) = θ · ∫ α.

Очевидно, що Γ+ лишається iнварiантним вiдносно H. Дiйсно, нехай α ∈ Γ+.

Так як F (θ) ≡ 0, то F (θ ·
∫
α∫
θ
) ≡ 0, а тому з випуклостi Γ+ випливає, що

Ht(α) ∈ Γ+ для всiх t ∈ I.

Таким чином H стягує C∞(V,R) та Γ+ на пряму θR ⊂ C∞(V,R) причому

зберiгає значення iнтеграла по V .

Вiдмiтимо також, що H є еквiварiантною вiдносно дiї групи Z, тобто

Ht(α + nθ) = (1 − t)(α + nθ) + tθ ·
∫

(α + nθ)∫
θ

= Ht(α) + nθ,

а тому H iндукує стягування C∞(V,R)/P (V ) та Γ+/P (V ) на коло θR/θZ. Це

доводить, що Sh(F, V ) та φF,V (Γ+) є гомотопiчно еквiвалентними до кола.

Косо-симетричнi потоки. Нехай M — гладкий неорiєнтовний многовид, p :

M̃ → M орiєнтоване дволистне накриття M i ξ : M̃ → M̃ — гладка iнволюцiя

без нерухомих точок, яка породжує групу Z2 накриваючих перетворень M̃ .

Таким чином ξ2 = idM̃ i p ◦ ξ = p.

Неперервне вiдображення h̃ : M̃ → M̃ — називатиметься симетричним (вiд-

носно ξ), якщо h̃◦ξ = ξ◦h̃, i кососиметричним (вiдносно ξ), якщо h̃◦ξ = ξ◦h̃−1.

Нехай Tξ : TM̃ → TM̃ — вiдповiдне вiдображення ξ. Скажемо, що векторне

поле F на M̃ є кососиметричним, якщо F ◦ξ = −Tξ◦F . Це еквiвалентно умовi,

що потiк F поля F є кососиметричним, тобто Ft ◦ ξ = ξ ◦ F−t для всiх t ∈ R.

Нехай F— кососиметричний потiк на M̃ . Тодi ξ зберiгає шарування F, але пе-

реставляє його траєкторiї. Тому F iндукує на M деяке одновимiрне шарування

∆ з особливостями. Нехай E(∆) — пiдмножина в C∞(M,M), що складається з

таких вiдображень h : M →M , що
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(i) h(ω) ⊂ ω для кожного шару ω шарування ∆ i

(ii) для кожної нерухомої особливої точки z шарування F вiдповiдне дотичне

вiдображення Tzh : TzM → TzM є iзоморфiзмом.

Покладемо D(∆) = E(∆) ∩ D(M).

Нехай також Eid(∆) ⊂ E(∆) i Did(∆) ⊂ D(∆) — пiдмножини, що складаю-

ться з вiдображень, якi є гомотопним до тотожного вiдображення idM в E(∆),

вiдповiдно в D(∆).

Лема 4.2.10. Нехай Ẽid(F ) ⊂ Eid(F ) i D̃id(F ) ⊂ Did(F ) — пiдмножини, що

складаються з симетричних вiдображень. Тодi iснує вiдображення ρ : Eid(∆) →

Ẽid(F ) яке є гомеоморфiзмом вiдносно кожеої з топологiй Wr, 0 ≤ r ≤ ∞, при-

чому ρ(Did(∆)) = D̃id(F ).

Доведення. Кожне симетричне вiдображення h̃ : M̃ → M̃ iндукує єдине вiдоб-

раження h : M →M , а тому ми маємо природну проекцiю ρ : Ẽid(F ) → Eid(∆),

визначену за формулою ρ(h̃) = h.

Нехай h ∈ Eid(∆), та ht ∈ Eid(∆) — гомотопiя мiж h0 = idM та h1 = h. За вла-

стивiстю накриваючої гомотопiї iснує єдина симетрична гомотопiя h̃t ∈ Ẽid(F )

що, h̃0 = idM̃ . Тодi ρ(h̃1) = h, а тому ρ є сюр’єктивним. Зауважимо, що iнше

пiдняття h— вiдображення ξ ◦ h̃1 — не має iнварiантних траєкторiй F, а значить

ξ ◦ h̃1 ̸∈ Ẽid(F ). Тому для кожного h ∈ Eid(∆) iснує єдине пiдняття h̃ ∈ Ẽid(F ).

Таким чином ρ є бiєкцiєю. Так як проекцiя p : M̃ → M є гладким локальним

дифеоморфiзмом, то ρ є гомеоморфiзмом вiдносно C∞-топологiй. Залишається

вiдмiтити, що ρ(D̃id(F )) = Did(∆).

Нехай φF : C∞(M̃,R) → C∞(M̃, M̃) — вiдображення зсуву уздовж траєкторiй

F, kerφF = φ−1
F (idM̃) — його ядро i

Γ+ = φ−1
F (D+(F )) = {α ∈ C∞(M̃,R) | α(F ) > −1}.

Покладемо

E = {α ∈ C∞(M̃,R) | α ◦ ξ + α ∈ kerφF},
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i для кожного µ ∈ kerφF нехай

Eµ = {α ∈ C∞(M̃,R) | α ◦ ξ + α = µ}

та Γµ = Eµ ∩ Γ+. Очевидно, що множини Eµ i Γµ є випуклими.

Припустимо тепер, що множина Fix(F) нерухомих точок потоку F нiде не

щiльна в M̃ . Тодi kerφF = {0}, а отже E = E0, або kerφF = {nθ}n∈Z, для

деякої строго додатної функцiї θ. В останньому випадку множини Enθ та Γnθ

позначатимемо через En та Γn вiдповiдно. Тодi кожна множина En є зв’язною

компонентою E.

Лема 4.2.11. (1) E0 ∩ kerφF = {0}, а тому обмеження φF на E0 є iн’єктив-

ним.

(2) Припустимо, φF є перiодичним, тобто kerφF = {nθ}n∈Z для деякої стро-

го додатної функцiї θ : M̃ → (0,+∞). Тодi θ = θ◦ξ. Бiльш того, En = E0+ nθ
2 ,

а значить φF (Ea) = φF (Eb) тодi i лише тодi, коли a ≡ bmod 2. Таким чином

φF (E) складається рiвно з двох зв’язних компонент φF (E0) та φF (E1).

(3) E = φ−1
F (Ẽ(F )) i E ∩ Γ+ = φ−1

F (D̃(F )).

(4) Припустимо, що φF (C∞(M̃,R)) = Eid(F ), причому, якщо вiдображення

зсуву φF перiодичне, то воно вiдкрите вiдносно топологiй W∞. Тодi

φF (E0) = Ẽid(F ), φF (Γ0) = D̃id(F ).

Доведення. (1) Якщо kerφF = {0}, то умова E0 ∩ kerφF = {0} виконується

тривiально. Припустимо, що kerφF = {nθ}n∈Z i mθ ∈ E0 для деякого m ∈ Z.

Тодimθ◦ξ = −mθ. З того, що θ > 0 випливає, щоm = 0, а значить E0∩kerφF =

{0}.

(2) Так як kerφF = {nθ}n∈Z для деякої строго додатної функцiї θ, то F не

має незамкнутих орбiт, θ є постiйною уздовж траєкторiй F, причому iснує така

вiдкрита i всюди щiльна пiдмножина Q ⊂ M̃ , що θ(x) = Per(x) для кожної

точки x ∈ Q.
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Тодi θ = θ ◦ ξ. Дiйсно, так як Q′ = ξ(Q) ∩ Q також є вiдкритою i всюди

щiльною, то θ(x) = θ ◦ ξ(x) для всiх x ∈ Q′, а тому θ = θ ◦ ξ на всiй поверхнi

M .

Покажемо, що En = E0 + nθ
2 . Нехай α ∈ En, тобто α + α ◦ ξ = nθ. Тодi

α + θ/2 ∈ En+1. Дiйсно,

(α + θ
2) +

(
α ◦ ξ + θ◦ξ

2

)
= nθ + θ = (n+ 1)θ.

Тому φF (En) ̸= φF (En+1), а так як φF (α + θ) = φF (α) для всiх α ∈ C∞(M̃,R),

то

φF (En) = φF (En + 2θ/2) = φF (En+2).

(3) Досить лише довести, що E = φ−1
F (Ẽ(F )). Це твердження означає, що

α ∈ C∞(M̃,R) належить до E тодi i тiльки тодi, коли φF (α) є симетричним

вiдображенням. Вiдмiтимо, що

ξ ◦ φF (α) ◦ ξ(x) = ξ ◦ F(ξ(x), α ◦ ξ(x)) = F(x,−α ◦ ξ(x)).

Очевидно, що це вiдображення спiвпадатиме з φF (α) тодi i лише тодi, коли

α + α ◦ ξ ∈ kerφF , тобто α ∈ E, що i треба було довести.

(4) Нехай φF (C∞(M̃,R)) = Eid(F ). Спочатку покажемо, що тодi

φF (E0) ⊆ Ẽid(F ) ⊆ φF (E).

Дiйсно, так як множина E0 є зв’язною, то φF (E0) ⊂ Ẽid(F ). Навпаки, нехай

h ∈ Ẽid(F ) ⊂ Eid(F ) = φF (C∞(M̃,R)), тобто h = φF (α) для деякої функцiї

α ∈ C∞(M̃,R). Тодi згiдно (3) α ∈ E.

Для доведення рiвностi φF (E0) = Ẽid(F ) розглянемо два випадки.

(a) Припустимо, що φF є неперiодичним, тобто kerφF = {0}. Тодi E = E0, а

отже φF (E0) = Ẽid(F ).

(b) Нехай тепер φF — перiодичне, тобто kerφF = {nθ}n∈Z. Тодi за умовою φF

є вiдкритим вiдносно W∞-топологiй. Припустимо, що

Ẽid(F ) = φF (E)
(2)
== φF (E0) ∪ φF (E1).
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Зафiксуємо ε ∈ (0, 1/4) i визначимо множини

U0 = {α ∈ C∞(M̃,R) | |α + α ◦ ξ| < ε}

U1 = {α ∈ C∞(M̃,R) | |α + α ◦ ξ − θ| < ε}.

Тодi Ui є W∞-вiдкритим околом Ei, i = 0, 1, причому, аналогiчно до доведення

(2), φF (U0) ∩ φF (U1) = ∅. Так як φF є вiдкритим вiдображенням, то Ẽid(F )

є об’єднанням двох диз’юнктних W∞-вiдкритих пiдмножин φF (U0) ∩ Ẽid(F ) та

φF (U1) ∩ Ẽid(F ), що протирiчить зв’язностi Ẽid(F ). Отже φF (E0) = Ẽid(F ).

Доведення рiвностi φF (Γ0) = D̃id(F ) залишаємо читачевi.

4.3 Властивостi P -функцiй

Нехай F : M × R ⊃ U →M — локальний потiк на многовидi M .

Лема 4.3.1. Нехай z ∈ M . Припустимо, що знайдеться така збiжна до z

послiдовнiсть перiодичних точок {xi}i∈N, що lim
i→∞

Per(xi) = 0. Тодi z ∈ Fix(F).

Доведення. Припустимо, що z ̸∈ Fix(F). Тодi iснує таке τ > 0, що z ̸= Fτ(z), а

тому знайдеться окiл U точки z такий, що

U ∩ Fτ(U) = ∅. (4.5)

Так як F(z, 0) = z, то iснує ε > 0 i iнший окiл W точки z такi, що W× [0, ε] ⊂ U

i F(W × [0, ε]) ⊂ U . Тодi знайдеться така точка xi ∈ W , що Per(xi) < ε, а тому

Fτ(xi) ∈ Fτ(U).

З iншого боку,

Fτ(xi) ∈ oxi = F(xi, [0,Per(xi)]) ⊂ F(W × [0, ε]) ⊂ U,

що суперечить (4.5).
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Лема 4.3.2 (Локальна єдинiсть P -функцiй). Нехай V ⊂ M — довiльна пiд-

множина, z ∈ V \ Fix(F) i θ ∈ P (V ). Якщо θ(z) = 0, то θ = 0 на деякому

околi точки z в V .

Доведення. Припустимо, що θ не є тотожним нулем нi на якому околi точки z

в V \Fix(F). Тодi знайдеться послiдовнiсть {xi}i∈N ⊂ V \Fix(F), яка збiгається

до z i θ(xi) ̸= 0 для всiх i ∈ N. Це означає, кожна точка xi є перiодичною, а

отже θ(xi) = niPer(xi) для деякого ni ∈ Z \ {0}. З неперервностi θ отримуємо,

що

0 = lim
i→∞

θ(xi) = lim
i→∞

niPer(xi).

Так як |ni| ≥ 1, то lim
i→∞

Per(xi) = 0, а тому за лемою 4.3.1 z ∈ Fix(F). Отримали

протирiччя.

Лема 4.3.3 (Локальна регулярнiсть P -функцiй на вiдкритих множинах). Не-

хай V ⊂M — вiдкрита пiдмножина i θ ∈ P (V ). Тодi для кожної точки z ∈ V

знайдеться такий окiл W ⊂ V , що обмеження θ|W є регулярною P -функцiєю.

Доведення. Припустимо, що θ не є регулярною нi в якому околi точки z. Тодi

можна знайти двi послiдовностi {xi}i∈N та {yi}i∈N, що збiгаються до z причому

yi = F(xi, τi) для деякого τi ∈ R i θ(xi) < θ(yi) для всiх i ∈ N.

Зокрема, кожна точка xi (а тому i yi) є перiодичною, причому θ(yi) − θ(xi) =

niPer(xi) для деякого ni ∈ Z \ {0}.

Покажемо, що lim
i→∞

Per(xi) = 0. Зафiксуємо ε > 0. Тодi знайдеться такий окiл

W точки z, що |θ(y) − θ(x)| < ε для всiх x, y ∈ W . Нехай N > 0 таке, що

xi, yi ∈ W для i > N . Тодi

Per(xi) ≤ niPer(xi) = θ(yi) − θ(xi) < ε, i > N.

Звiдси випливає, що lim
i→∞

Per(xi) = 0, а тому, за лемою 4.3.1, z ∈ Fix(F).

Але в цьому випадку знайдеться окiлW1 точки z i ε > 0 такi, щоW1×[0, ε] ⊂ U
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i F(W1 × [0, ε]) ⊂ V . Вiзьмемо xi ∈ W1 таке, що Per(xi) < ε. Тодi

oxi = F(xi × [0,Per(xi)) ⊂ F(W1 × [0, ε]) ⊂ V.

Це означає, що перетин oxi∩V = oxi є зв’язним, а тому за лемою 2.2.6, θ повинна

бути постiйною на на всiй орбiтi oxi. Зокрема, θ(xi) = θ(yi), що суперечить

припущенню.

Лема 4.3.4 (Неперервне продовження регулярної P -функцiї). Нехай V ⊂M —

вiдкрита пiдмножина i U = F(V ×R ∩ U) — об’єднання всiх орбiт, що прохо-

дять через V . Тодi кожна регулярна P -функцiя θ ∈ RP (V ) на V однозначно i

неперервно продовжується до регулярної P -функцiї τ : U → R.

Якщо M є Cr-многовидом, F та θ належать класу Cr то τ також нале-

жить класу Cr на U .

Доведення. Визначимо функцiю τ за наступним правилом: якщо y ∈ U , тобто

y = F(x, τ) для деякого (x, τ) ∈ V × R, то покладемо τ(y) = θ(x). Так як θ є

регулярною, то це означення не залежить вiд вибору точки (x, τ).

Доведемо неперервнiсть τ на U . Нехай y = F(x, t) ∈ U для деякої точки

(x, t) ∈ V × R. Так як V є вiдкритою множиною, то знайдеться такий окiл W

точки y в U , що F−t(W ) ⊂ V . Тодi τ можна визначити на W за формулою

τ(z) = θ ◦ F−t(z) для всiх z ∈W . Це доводить неперервнiсть τ на W .

Бiльш того, якщо M є Cr-многовидом, а F та θ належать класу Cr, то τ також

є Cr-функцiєю.

Лема 4.3.5 (Подiльнiсть P -функцiй на цiлi числа). Нехай V ⊂M — вiдкрита

зв’язна пiдмножина i θ : V → R— регулярна P -функцiя. Припустимо, що

знайдеться цiле число p ≥ 2 i непорожня вiдкрита пiдмножина W ⊂ V такi,

що F(x, θ(x)/p) = x для всiх x ∈ W . Iншими словами, обмеження θ/p на W є

P -функцiєю. Тодi θ/p є P -функцiєю на всiй множинi V .
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Доведення. За лемою 4.3.4 можна вважати, що V є F-iнварiантною множиною.

Бiльш того, досить розглянути випадок, коли p є простим числом. Визначимо

вiдображення h : V → V за формулою h(x) = F(x, θ(x)/p). Так як θ є постiйною

уздовж орбiт F, то θ(h(x)) = θ(x), а тому

h ◦ h(x) = F(h(x), θ(h(x))/p) = F(F(x, θ(x)/p, θ(x)/p) = F(x, 2θ(x)/p),

i т.д. Зокрема, hp = idV , а отже h iндукує дiю групи Zp на V . За умовою, ця дiя є

тривiальною на непорожнiй пiдмножинiW . Тому за теоремою M. Newman 2.2.13,

ця дiя є тривiальною на всьому V , тобто θ/p є P -функцiєю на V .

Наслiдок 4.3.6. Нехай θ— регулярна P -функцiя на зв’язнiй вiдкритiй мно-

жинi V ⊂M .

(i) Якщо V ∩ IntFix(F) ̸= ∅, то θ = 0 на V \ IntFix(F).

(ii) Якщо V ∩ IntFix(F) = ∅ i θ = 0 на деякiй вiдкритiй пiдмножинi W ⊂ V ,

то θ = 0 на всiй V .

Доведення. Досить перевiрити, що в обох випадках θ = 0 на V \ Fix(F). У

випадку (i) покладемо W = V ∩ IntFix(F).

Нехай p— довiльне просте число. Тодi в обох випадках для всiх y ∈ W ви-

конується тотожнiсть F(y, θ(y)/p) = y, де W — непорожня вiдкрита множина.

Тому за лемою 4.3.5 F(y, θ(y)/p) = y для всiх y ∈ V , тобто θ/p є P -функцiєю на

V . Таким чином, якщо θ(x) = nPer(x) ̸= 0 для деяких x ∈ V \ Fix(F) i n ∈ Z,

то n дiлиться на p. Так як p— довiльне, ми отримуємо n = 0.

4.4 Доведення теореми 4.1.1

(A) Припустимо, що IntFix(F) ∩ V ̸= ∅. Потрiбно довести, що наступна мно-

жина

P ′ = {θ ∈ C(V,R) : θ|V \IntFix(F) = 0}.
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спiвпадає з P (V ). Очевидно, P ′ ⊂ P (V ).

Навпаки, нехай θ ∈ P (V ). Покажемо, що для кожної зв’язної компоненти

T множини V \ IntFix(F) iснує таке z ∈ T , що θ(z) = 0. За лемою 4.3.2 це

означатиме, що θ|T = 0. А так як T — довiльна компонента, то ми отримаємо,

що θ = 0 на V \ IntFix(F), а тому i на V \ IntFix(F). Зокрема, це доведе, що θ

є регулярною P -функцiєю.

Так як V є зв’язною, то наступна множина B — непорожня, див. Рис. 4.4.1:

B := T ∩ V ∩ (IntFix(F) \ IntFix(F)) ̸= ∅.

Нехай x ∈ B ⊂ V = IntV . Тодi за лемою 4.3.3 iснує вiдкритий зв’язний окiлW

такий, що обмеження θ|W є регулярною P -функцiєю. Тому W ∩ IntFix(F) ̸= ∅

i W ∩ T ̸= ∅. Так як θ є регулярною на W , то з (i) наслiдку 4.3.6 випливає, що

θ = 0 на W \ IntFix(F) i, зокрема, W ∩ T .

Рис. 4.4.1

(B) Припустимо, що IntFix(F)∩V = ∅ i P (V ) ̸= {0}, а отже, iснує θ ∈ P (V ),

яка не є тотожним нулем. Потрiбно показати, що P (V ) = {nθ}n∈Z для деякої

P -функцiї θ : V → R, що задовольняє умови (1)-(3).

Позначимо через Y пiдмножину в V , що складається з усiх точок x, якi мають

одну з двох властивостей:

(L1) x ∈ V \ Fix(F) i θ(x) = 0;

(L2) x ∈ V ∩ Fix(F) i iснує послiдовнiсть {xi}i∈N ⊂ V \ Fix(F), що збiгається до

x i θ(xi) = 0 для всiх i ∈ N.

Очевидно, що θ = 0 на Y .
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Лема 4.4.1. Y є вiдкрито-замкнутою в V . Тому якщо V є зв’язною i θ(x) = 0

для деякої точки x ∈ V \ Fix(F), то θ = 0 на V .

Доведення. Y є вiдкритою. Нехай x ∈ Y . Покажемо, що iснує такий вiдкритий

окiл W точки x, що W ⊂ Y .

Якщо x ∈ V \Fix(F), то, за лемою 4.3.2, θ = 0 на деякому околiW ⊂ V \Fix(F)

точки x. Тодi, за властивiстю (L1), W ⊂ Y .

Припустимо, що x ∈ Fix(F) ∩ V ⊂ V = IntV . Тодi за лемою 4.3.3 iснує такий

вiдкритий окiл Wx точки x, що обмеження θ|Wx
є регулярною P -функцiєю.

Покажемо, що Wx ⊂ Y .

Спочатку доведемо, що θ = 0 на Wx. Дiйсно, за властивiстю (L2) iснує послi-

довнiсть {xi}i∈N ⊂ V \ Fix(F), що збiгається до x i θ(xi) = 0 для всiх i ∈ N.

Зокрема, xi ∈Wx для деякого i ∈ N. Нехай C — зв’язна компонента Wx \Fix(F)

що мiстить xi. Тодi θ = 0 на вiдкритiй множинi C ⊂ Wx, а тому, за твердженням

(ii) наслiдку 4.3.6, θ = 0 на Wx.

Отже, Wx \Fix(F) ⊂ Y . Нехай y ∈ Wx ∩Fix(F). Так як Wx ∩Fix(F) є нiде не

щiльною в Wx, то знайдеться послiдовнiсть {yi}i∈N ⊂ Wx \Fix(F), збiжна до y.

Але тодi θ(yi) = 0, звiдки, за властивiстю (L2), y ∈ Y .

Y є замкнутою. Нехай {xi}i∈N ⊂ Y — послiдовнiсть, що збiгається до деякої

точки x ∈ V . Потрiбно показати, що x ∈ Y . Так як θ(xi) = 0, то за неперервнiсть

θ маємо, що θ(x) = 0.

Якщо x ∈ V \ Fix(F), то за (L1) x ∈ Y .

Припустимо, що x ∈ V ∩ Fix(F). Тодi можна вважати, що або {xi}i∈N ⊂

V \Fix(F) або {xi}i∈N ⊂ V ∩Fix(F). У першому випадку x ∈ Y за властивiстю

(L2).

Отже нехай {xi}i∈N ⊂ V ∩ Fix(F). Так як xi ∈ Y , то з (L2) для xi випливає

iснування послiдовностi {yji }j∈N ⊂ V \Fix(F), яка збiгається до xi i задовольняє

умову: θ(yji ) = 0. Тодi для кожного i ∈ N можна знайти таке n(i) ∈ N, що
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дiагональна послiдовнiсть {yn(i)i }i∈N ⊂ V \ Fix(F) збiгається до x i θ(yn(i)i ) = 0.

Тому, за (L2), x ∈ Y .

Таким чином, можна вважати, що θ ̸= 0 на V \ Fix(F). Зокрема всi точки

V \ Fix(F) тодi є перiодичними.

Вiзьмемо довiльну точку x ∈ V \Fix(F) i розглянемо наступний гомоморфiзм:

ex : P (V ) → Z, ex(ν) = ν(x)/Per(x),

де ν ∈ P (V ). Якщо ν(x) = 0, то, як показано вище, ν = 0 на всiй множинi

V , тому ex є мономорфiзмом. Бiльш того, ex(θ) = θ(x) ̸= 0, а тому ex iнду-

кує iзоморфiзм P (V ) на ненульову пiдгрупу kZ групи Z для деякого k ∈ N.

Покладемо θ = e−1
x (k). Тодi P (V ) = {nθ}n∈Z.

Залишається перевiрити властивостi θ.

(2) ⇒ (1). Ми маємо, що θ(x) = Per(x) > 0 на вiдкритiй i всюди щiльнiй пiд-

множинi Q ⊂ V . Звiдси випливає, що θ ≥ 0 на V . З iншого боку, за лемою 4.4.1,

θ ̸= 0 на V \ Fix(F), а тому θ > 0 на V \ Fix(F).

(2) ⇒(3). Потрiбно показати, що θ є регулярною, тобто

θ(x) = θ(Fτ(x))

для x ∈ V \ Fix(F) i τ ∈ R таких, що Fτ(x) ∈ V .

Вiдмiтимо для подальшого, що для довiльних вiдкритих пiдмножинA,B ⊂M

виконується спiввiдношення:

A ∩B = A ∩B = A ∩B. (4.6)

Так як Q є вiдкритою i всюди щiльною в V , то

Fτ(x) ∈ V ∩ Fτ(V ) ⊂ Q ∩ Fτ(V )
(4.6)
===

= Q ∩ Fτ(V ) = Q ∩ Fτ(Q)
(4.6)
=== Q ∩ Fτ(Q).
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Iншими словами, iснує така збiжна до x послiдовнiсть {xi}i∈N ⊂ Q, що {Fτ(xi)}i∈N ⊂

Q. Тодi θ(Fτ(xi)) = θ(xi) = Per(xi), а тому

θ(Fτ(x)) = lim
i→∞

θ(Fτ(xi)) = lim
i→∞

θ(xi) = θ(x).

(3) ⇒ (4). Див. лему 4.3.4.

(2). Доведення цiєї властивостi складається з наступних трьох лем.

Лема 4.4.2. Нехай x ∈ V \ Fix(F). Тодi iснують вiдкритий зв’язний окiл

Wx точки x в V , регулярна P -функцiя θx ∈ P (Wx), ненульове цiле число

mx ∈ Z \ {0}, i вiдкрита всюди щiльна множина Qx ⊂ Wx, яка складається з

перiодичних точок, такi, що

(a) P (Wx) = {mθx}m∈Z,

(b) θ = mxθx на Wx,

(c) θx(y) = Per(y) для всiх y ∈ Qx.

Доведення. За лемою 4.3.3 iснує вiдкритий зв’язний окiл Wx точки x, що Wx ⊂

V \ Fix(F), а обмеження θ|Wx
є регулярною P -функцiєю. Вiдмiтимо, що змен-

шеннi околу Wx, обмеження θ на Wx залишається регулярним. Тому можна

додатково вважати, що iснує таке ε ∈ (0,Per(x)), що

(i) θ(y) < θ(x) + ε для всiх y ∈ Wx;

(ii) Per(x) < Per(y) + ε для всiх y ∈ Wx;

(iii) iснує таке N > 0, що ny := θ(y)/Per(y) < N для всiх y ∈ Wx.

Дiйсно, (i) випливає з неперервностi θ, а (ii) — з напiвнеперервностi знизу функ-

цiї Per, див. [105].

Бiльш точно, припустимо, (ii) не виконується. Тодi iснує така збiжна до x

послiдовнiсть {xi}i∈N ⊂ V \ Fix(F), що

Per(x) ≥ Per(xi) + ε.

Звiдси випливає, що перiоди точок xi обмеженi зверху, а тому можна вважати,
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що lim
i→∞

Per(xi) = τ <∞ для деякого τ . Тодi

Per(x) ≥ τ + ε > τ. (4.7)

Але F(x, τ) = lim
i→∞

F(xi,Per(xi)) = x, а тому τ = nPer(x) ≥ Per(x) для деякого

n ∈ N. Це суперечить (4.7). Отже можна вважати, що (ii) виконується.

Щоб довести (iii), вiдмiтимо, що з (i) та (ii) випливає, що

ny(Per(x) − ε) < nyPer(y) = θ(y) < θ(x) + ε,

а тому

N :=
θ(x) + ε

Per(x) − ε
> ny.

Властивiсть (iii) доведено.

Розглянемо групу P (Wx). Так як окiл Wx є вiдкритим i зв’язним, то

P (Wx) = {mθx}m∈Z

для деякої функцiї θx ∈ C(W,R). Але, за припущенням, θ є P -функцiєю на Wx,

а тому θ|Wx
= mxθx для деякого mx ∈ Z \ {0}.

Щоб побудувати Qx вiдмiтимо, що для кожної точки y ∈ Wx \ Fix(F) iснує

єдине ny ∈ Z таке, що θx(y) = nyPer(y). Для кожного n ∈ N позначимо через

Tn пiдмножину в Wx, що складається з усiх точок y таких, що ny дiлиться на

n. Так як значення ny обмеженi зверху, то Tn непорожня тiльки для скiнченої

кiлькостi чисел n. Вiдмiтимо також, що

Wx \ Fix(F) =
N
∪
n=1

Tn.

Покажемо, що Tn є нiде не щiльною для n ≥ 2. Дiйсно, припустимо, що IntTn ̸=

∅. Тодi θx/n є регулярною P -функцiєю на IntTn, а тому, за лемою 4.3.5, i на

всьому околi Wx. Але це можливо тiльки для n = 1, так як θx породжує P (Wx).

Тому множина Qx := IntT1 ∩Wx є вiдкритою i всюди щiльною в W i θ(y) =

Per(y) для всiх y ∈ Qx.
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Лема 4.4.3. Нехай x, y ∈ V \ Fix(F). Тодi θx = θy на Wx ∩Wy i mx = my.

Доведення. Дiйсно, так як Qx (Qy) є вiдкритою i всюди щiльною в Wx (Wy),

то перетин Qx ∩ Qy є вiдкритим i всюди щiльним в Wx ∩Wy. Бiльш того, для

кожної точки z ∈ Qx∩Qy виконується рiвнiсть θx(z) = θy(z) = Per(z). Тому, за

неперервнiстю, θx = θy на Wx ∩Wy.

Зокрема, якщо z ∈ Qx ∩Qy, то

θ(z) = mxPer(z) = myPer(z),

а тому mx = my.

Нехай T — компонента зв’язностi множини V \Fix(F). Тодi за лемою 4.4.3 чи-

сла mx спiвпадають для всiх x ∈ T . Тому їх спiльне значення можна позначити

через mT . Очевидно, що функцiї {θx}x∈T визначають таку неперервну функцiю

θT : T → R, що θ|T = mT θT . Таким чином, якщо покласти QT = ∪
x∈T

Qx, то QT

є вiдкритою i всюди щiльною в T , а θT (y) = Per(y) для y ∈ QT .

Лема 4.4.4. Нехай S та T — довiльнi компоненти зв’язностi V \Fix(F) такi,

що S ∩ T ̸= ∅. Тодi mS = mT .

Доведення. Можна вважати, що T ̸= S. Нехай

x ∈ S ∩ T ⊂ V ∩ Fix(F)

i Wx — такий вiдкритий зв’язний окiл точки x в V , що θ|Wx
є регулярною P -

функцiєю на Wx. Вiдмiтимо, що функцiя θS = θ/mS є регулярною P -функцiєю

на непорожнiй вiдкритiй множинi Wx ∩ S, а тому за лемою 4.3.5, θ/mS є P -

функцiєю на всьому околi Wx.

Якщо x ∈ QT ∩Wx, то θ(x) = mTθT (x) = mTPer(x), а тому mT дiлиться на

mS. Аналогiчно, mS дiлиться на mT , а отже mS = mT .

Так як V є зв’язною, то з леми 4.4.4 випливає, що числа mT спiвпадають для

всiх зв’язних компонент T множини V \Fix(F). Позначимо їх спiльне значення
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цих чисел через m. Тодi θ/m є неперервною функцiєю на V i F(x, θ(x)/m) = x

для всiх x ∈ V . Так як θ породжує P (V ), то m = 1.

Нехай Q— об’єднання всiх множин QT , де T пробiгає множину всiх зв’язних

компонент V \ Fix(F). Так як для кожної такої компоненти θ = mθT = θT на

T , то θ(x) = Per(x) для всiх x ∈ QT . Теорему 4.1.1 доведено.

4.5 План доведення теореми 4.1.2

Доведення базується на наступних двох твердженнях.

Нехай F — C1-векторне поле на многовидi M , V ⊂M — вiдкрита пiдмножина

i z ∈ Fix(F) ∩ V .

Лема 4.5.1. Нехай θ : V \ Fix(F) → R— P -функцiя, {xi}i∈N ⊂ V \ Fix(F) —

збiжна до z послiдовнiсть перiодичних точок i C > 0 такi, що

θ(xi) ̸= 0, Per(xi) < C

для всiх i ∈ N. Тодi iснує таке ε > 0, що для всiх i ∈ N

|θ(xi)| ≥ Per(xi) > ε,

тобто перiоди точок xi також обмеженi знизу.

Лема 4.5.2. Припустимо, що z ∈ Fix(F)\IntFix(F). Тодi кожна з наступних

умов гарантує, що θ(z) = 0:

(a) j1F (z) має таке власне значення λ, що ℜ(λ) ̸= 0;

(b) дiйсна нормальна форма Жордана матрицi j1F (z) має або блок Jq(±ib)

або Jq(0) з q ≥ 2.

(c) j1F (z) = 0.

Доведення теореми 4.1.2. Нехай F — векторне поле класу C1 на многовидi

M i V ⊂M — така вiдкрита зв’язна пiдмножина, що вiдображення зсуву φF,V є
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перiодичним, тобто P (V ) = {nθ}n∈Z для деякої невiд’ємної P -функцiї θ : V →

[0,+∞). Потрiбно показати, що насправдi θ > 0 на всьому V .

Розглянемо наступну замкнуту множину Y = θ−1(0) в V . Покажемо, що Y

є також вiдкритою в V .

Дiйсно, якщо x ∈ Y \Fix(F) не є нерухомою точкою F, то за лемою 4.3.2 θ = 0

на деякому околi точки x.

Нехай x ∈ Fix(F) ∩ Y . Припустимо, що θ не є тотожним нулем нi на якому

околi точки x. Це означає iснування послiдовностi точок {xi}i∈N, яка збiгається

до x i задовольняє умову: θ(xi) > 0 для всiх i ∈ N. Нехай U — окiл точки x з

компактним замиканням U ⊂ V i C = sup
y∈U

|θ(y)|. Можна вважати, що {xi}i∈N ⊂

U , а тому Per(xi) ≤ θ(xi) < C для всiх i ∈ N. Тодi за лемою 4.5.1 iснує таке

ε > 0, що |θ(xi)| > ε. Так як θ неперервна, то |θ(x)| ≥ ε > 0, що суперечить

припущенню θ(x) = 0. Таким чином θ = 0 на деякому околi точки x.

Тепер iз зв’язностi V випливає, що або Y = ∅ або Y = V . За теоремою 4.1.1

θ > 0 на V \ Fix(F). Тому Y ̸= V , а отже Y = ∅. Iншими словами θ > 0 на

всьому V .

Заливається встановити, що для кожної точки z ∈ Fix(F)∩V лiнiйна частина

j1F (z) поля F в точцi z подiбна до матрицi (4.1). Для цього досить показати,

що

(a) j1F (z) не має власних значень λ з ℜ(λ) ̸= 0;

(b) дiйсна нормальна Жорданова форма j1F (z) не мiстить блокiв Jq(±ib) та

Jq(0) з q ≥ 2;

(c) j1F (z) ̸= 0.

Але якщо хоча б одна з цих умов порушується, то з леми 4.5.2 випливає, що

θ(z) = 0.

Отже потрiбно довести леми 4.5.1 та 4.5.2. Насправдi ми отримаємо бiльш
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загальнi твердження.

Лема 4.5.1 є частинним випадком теореми 4.7.1. Для її доведення ми наводи-

мо результати D. Hoffman та L. N. Mann що оцiнюють дiаметри ефективних дiй

компактних груп Лi на многовидах. Далi в §4.6 будуть встановленi деякi вла-

стивостi P -функцiй на вiдкритих множинах, а теорема 4.7.1 буде адаптацiєю

цих властивостей на випадок C1-векторних полiв.

Лема 4.5.2 є частинним випадком твердження 4.8.5, доведення якого наведено

в §4.8.

Ефективнi дiї скiнчених циклiчних груп Zp.

Для x, y ∈ Rn позначимо через d(x, y) звичайну евклiдову вiдстань, а через

Br(x), (r > 0), — вiдкритий шар радiусу r з центром в точцi x.

Нехай W – вiдкрита пiдмножина пiвпростору Rn
+ = {xn ≥ 0} i x ∈ W . Озна-

чимо радiус випуклостi, rx, множини W в точцi x наступним чином.

Нехай x ∈ IntRn
+ ∩W . Тодi

rx = sup{r > 0 : Br(x) ⊂ W}

Якщо ж x ∈ ∂Rn
+ ∩W , то покладемо

rx = sup{r > 0 : (Br(x) ∩ Rn
+) ⊂ W}.

Лема 4.5.3. [47, теорема 1], [90] Нехай W — вiдкрита пiдмножина в Rn
+ =

{xn ≥ 0}, p— просте число i h : W → W — нетотожний перiодичний гомео-

морфiзм перiоду p. Припустимо, що h(z) = z для деякої точки z ∈ W . Нехай

rz — радiус випуклостi W в точцi z i r ∈ (0, rz).

Якщо z ∈ IntRn
+, то iснує така точка x ∈ ∂Br/2(z) i таке число a =

1, . . . , p− 1, що

d(z, x) ≤ 2 · d(x, ha(x)).

Якщо z ∈ ∂Rn
+, то знайдуться такi x ∈ ∂(B2r/3(z) ∩W ) i a = 1, . . . , p − 1,



123

що

d(z, x) ≤ 4 · d(x, ha(x)).

Це твердження доведене в роботi D. Hoffman та L. N. Mann [47, теорема 1] для

внутрiшнiх точок, а в статтi автора [90] узагальнене для точок на межi Rn
+.

Перiодичнi орбiти. Нехай F — векторне поле класу C1 на многовидi M i d—

довiльна рiманова метрика на M . Тодi для кожної перiодичної точки x поля F

довжину її орбiти l(x) вiдносно даної метрики можна обчислити за наступною

формулою:

l(x) =

Per(x)∫
0

∥F (F(x, t))∥dt. (4.8)

Тому

l(x) ≤ Per(x) · sup
t∈[0,Per(x)]

∥F (F(x, t))∥. (4.9)

Також вiдмiтимо, що

2 · diam(ox) ≤ l(x). (4.10)

Дiйсно, нехай y, z ∈ ox — такi двi точки, що d(y, z) = diam(ox). Очевидно, що

вони розбивають ox на двi дуги кожна з яких має довжину меншу вiд d(y, z).

Це доводить (4.10).

4.6 P -функцiї на множинi регулярних точок

Нехай V ⊂M — вiдкрита пiдмножина, θ : V \Fix(F) → R— P -функцiя i α ∈ R.

Визначимо вiдображення hα : V →M за формулою:

hα(x) =


F(x, α θ(x)), x ∈ V \ Fix(F),

x, x ∈ Fix(F) ∩ V.

Це вiдображення неперервне на V \ Fix(F), але, взагалi кажучи, може бути на

множинi Fix(F) ∩ V .
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В цьому роздiлi ми встановимо спiввiдношення мiх наступними п’ятьма твер-

дженнями:

(A) Перiоди перiодичних точок в V \θ−1(0) рiвномiрно обмеженi зверху деякою

константою C > 0, тобто Per(x) < C для кожної точки x ∈ V такої, що

θ(x) ̸= 0.

(B) Кожна точка z ∈ Fix(F)∩ V має такий окiл W ⊂ V , що θ є регулярною P -

функцiєю на W \ Fix(F), тобто для всiх y ∈ W \ Fix(F) обмеження θ на

oy ∩W є постiйною функцiєю.

(C)α Вiдображення hα неперервне на всiй множинi V .

Нехай z ∈ Fix(F) ∩ V .

(D)α Припустимо, що α = q/p ∈ Q, де q ∈ Z i p ∈ N. Тодi iснує такий окiл

W ⊂ V точки z, що hα(W ) = W , обмеження hα : W → W є перiодичним

гомеоморфiзмом перiоду p, тобто hpα = idW .

(E) Iснує T > 0, евклiдова метрика d на деякому околi W точки z i така збiжна

то z послiдовнiсть {xi}i∈N ⊂ V \ Fix(F), що θ(xi) ̸= 0 i

d(z, xi) < T · diam(oxi ∩W ).

Зауваження 4.6.1. Пiд евклiдовою метрикою на W в (E) будемо розумiти

метрику iндуковану деяким вкладеннямW ⊂ Rn. В дiйсностi, умову (E) можна

формулювати для довiльної рiманової метрики, але з технiчних причин, (див.

лему 4.7.4) ми обмежимось лише евклiдовими метриками.

Зауваження 4.6.2. Якщо z ∈ Fix(F)∩V має такий окiл W ⊂ V , що множина

W \ Fix(F) є зв’язною, що за теоремою 4.1.1 умова (B) виконується для точки

z.

Лема 4.6.3. Мають мiсце наступнi iмплiкацiї:

(A) ⇒ (B) & (C)α.
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Якщо α ∈ Q, то для кожного z ∈ Fix(F) ∩ V

(B) & (C)α ⇒ (D)α.

Якщо h не є тотожним на деякому околi точки z ∈ Fix(F) ∩ V , то

(D)α ⇒ (E),

причому в умовi (E) можна вважати, що T = 4.

Доведення. (A) ⇒ (B). Так як z ∈ Fix(F) ∩ V , то iснує такий окiл W точки z,

що F(W × [0, c]) ⊂ V . Тодi W задовольняє (B). Дiйсно, нехай y ∈ W \ Fix(F).

Потрiбно показати, що обмеження θ|oy∩W є постiйною функцiєю.

Якщо θ = 0 на oy ∩W , то твердження тривiальне. Отже нехай θ(y) ̸= 0. Тодi,

згiдно (A), Per(y) < C, а отже

oy = F(y × [0,Per(y)]) = F(y × [0,C]) ⊂ F(W × [0,C]) ⊂ V.

Таким чином, перетин oy∩V = oy є зв’язним. Тодi за лемою 2.2.6 θ є постiйною

на oy i, зокрема, на oy ∩W .

(A) ⇒ (C)α. Досить показати, що вiдображення hα є неперервним в кожнiй

точцi z ∈ Fix(F)∩ V . Нехай V ′ ⊂ V — довiльний окiл точки z i W — iнший окiл

цiєї точки, такий, що F(W × [0, c]) ⊂ V ′. Покажемо, що hα(W ) ⊂ V ′. Звiдси

випливатиме, неперервнiсть hα в точцi z.

Нехай x ∈ W . Якщо x ∈ Fix(F) ∩W або θ(x) = 0, то hα(x) = x ∈ W ⊂ V ′. В

протилежному випадку, θ(x) ̸= 0, а тому x є перiодичною. Тому hα(x) = F(x, τ)

для деякого τ ∈ [0,Per(x)] ⊂ [0, c], а отже hα(x) ∈ F(W × [0, c]) ⊂ V ′.

(B)&(C)α ⇒ (D)α. За умовою α = q/p, де q ∈ Z i p ∈ N. Для спрощення

позначимо hα через h. Так як h(z) = z i h є неперервним вiдображенням, то

знайдеться такий окiл B точки z, що hi(B) ⊂ V для всiх i = 0, . . . , p. Покажемо,

що наступна множина

W = B ∪ h(B) ∪ · · · ∪ hp−1(B).
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задовольняє умову (D).

Дiйсно, припустимо, що h(x) ∈ V для деякої точки x ∈ V . Так як h(x)

належить орбiтi точки x, то згiдно з (B), θ(x) = θ(h(x)). Тому

h2(x) = F
(
h(x), α · θ(h(x))

)
= F

(
h(x), α · θ(x)

)
=

= F
(
F(x, α · θ(x)), α · θ(x)

)
= F

(
x, 2α · θ(x)

)
. (4.11)

Використовуючи iндукцiю отримаємо, що як тiльки hi(x) ∈ V для всiх i =

0, . . . , j − 1, то

hj(x) = F
(
x, jα · θ(x)

)
.

Зокрема, hkp(x) = F(x, kqθ(x)) = x для кожного k ∈ Z. За умовою (C)α вiдоб-

раження h є неперервним на V , а тому h iндукує такий гомеоморфiзм W на

себе, що hp|W = idW .

(D)α ⇒ (E). Знову позначимо hα через h. Так як h не є тотожним вiдобра-

женням на W , то можна вважати, що p є простим числом, а тому дiя h є

ефективною. Цього можна досягнути замiнивши h на hn для деякого n ∈ N

такого, що p/n є простим числом.

Зменшуючи W можна також вважати, що W є вiдкритою пiдмножиною в за-

мкнутого пiвпростору Rn
+ = {xn ≥ 0}. Нехай d— вiдповiдна евклiдова метрика

на W i rz — радiус випуклостi W в точцi z. Тодi за лемою 4.5.3 для кожного

r ∈ (0, rz) iснують такi xr ∈ W та ar ∈ {1, . . . , p− 1}, що

d(z, xr) ≤ S · r ≤ T · d(xr, h
ar(xr)) ≤ T · diam(oxr),

для деяких констант S,T > 0. В дiйсностi, S = 1
2 та T = 2 для z ∈ IntM , i

S = 2
3 та T = 4 для z ∈ ∂M . Вiдмiтимо, що ar може приймати лише скiнчену

кiлькiсть значень. Тому знайдуться таке a ∈ {1, . . . , p− 1} i така послiдовнiсть

{xri}i∈N, що lim
i→∞

ri = 0 i ari = a для всiх i ∈ N.
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4.7 Перiоди точок для C1-потокiв

Умова (E), визначена в попередньому пiдроздiлi, дає нижню оцiнку для дiаме-

трiв орбiт послiдовностi перiодичних точок {xi}i∈N, що збiгається до нерухомої

точки z. В цьому пiдроздiлi буде показано, що для C1-потоку ця умова дозволяє

оцiнити перiоди точок xi.

Нехай M — зв’язний Cr-многовид, (r ≥ 1), розмiрностi m, можливо некомпа-

ктний, з межею або без неї. Нехай також F — векторне поле на M класу Cr

дотичне до ∂M i F— локальний потiк поля F . Через Fix(F) позначатимемо

множину нерухомих точок потоку F. Очевидно, що вона спiвпадає з множиною

нулiв або особливих точок F .

Теорема 4.7.1. Нехай V ⊂ M — вiдкрита пiдмножина, θ : V \ Fix(F) → R—

P -функцiя, z ∈ Fix(F) ∩ V i {xi}i∈N ⊂ V \ Fix(F) — збiжна до z послiдовнiсть

перiодичних точок, що задовольняє умову (E). Таким чином, θ(xi) ̸= 0 i знай-

деться така константа T > 0 i така евклiдова метрика f на деякому околi

точки z, що d(z, xi) < T · diam(oxi). Якщо перiоди точок xi обмеженi зверху

деяким числом C > 0 (зокрема, якщо виконується умова (A)), то

(e1) iснує таке ε > 0, що |θ(xi)| ≥ Per(xi) > ε для всiх i ∈ N, тобто перiоди

точок xi також обмеженi знизу i

(e2) j1F (z) ̸= 0.

Для доведення нам будуть потрiбнi наступнi два твердження, перше з яких —

очевидне.

Лема 4.7.2. Нехай X — топологiчний простiр, K — компактний простiр, i

g : X ×K → R— неперервна функцiя. Тодi функцiя γ : X → R, визначена за

формулою γ(x) = sup
y∈K

g(x, y) є неперервною.

Лема 4.7.3. Нехай K — компактний многовид i

Q = (Q1, . . . , Qn) : Rn ×K → Rn
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— неперервне вiдображення, що задовольняє наступнi умови:

(a) Q(0×K) = 0.

(b) Для кожного k ∈ K вiдображення Qk = Q(·, k) : Rn → Rn належить

класу C1.

(c) Для кожного i, j = 1, . . . , n частинна похiдна ∂Qi

∂xj
: Rn × K → R є непе-

рервною.

Зокрема, умови (b) та (c) виконуються якщо K є многовидом i Q належить

класу C1. Тодi iснує така неперервна функцiя α : Rn → R, що

∥Q(x, k)∥ ≤ ∥x∥ · α(x), (x, k) ∈ Rn ×K.

Якщо j1Qk(0) = 0 для всiх k ∈ K, то α(0) = 0.

Доведення. З умов (a)-(c) та леми Адамара 3.0.1 випливає, що

Qi(x, k) =
n∑
j=1

xjqij(x, k)

для деяких для неперервних функцiй qij : Rn × K → R таких, що qij(0, k) =

∂Qi

∂xj
(0, k). Тому Q(x, k) = A(x, k)x, де A(x, k) = (qij(x, k)) — (n × n)-матриця з

неперервними коефiцiєнтами. Нехай Sn−1 — одинична сфера в Rn з центром в

початку координат. Визначимо функцiю α : Rn → R за формулою

α(x) = sup
(v,k)∈Sn−1×K

∥A(x, k) · v∥. (4.12)

Тодi за лемою 4.7.2 α є неперервною. Бiль того,

∥Q(x, k)∥ = ∥A(x, k)x∥ =
∥∥∥A(x, k) x

∥x∥

∥∥∥ · ∥x∥ ≤ α(x) · ∥x∥.

Залишається вiдмiтити, що коли j1Qk(0) = 0, тобто A(0, k) = 0, для всiх

k ∈ K, то з (4.12) випливає, що α(0) = sup
(v,k)∈Sn−1×K

∥A(0, k) · v∥ = 0.

Лема 4.7.4. Нехай F — векторне поле в Rn класу C1 i (Ft) — локальний потiк

F . Припустимо, що F (0) = 0. Тодi для кожного C > 0 iснує такий окiл W



129

початку координат 0 ∈ Rn i така неперервна функцiя γ : W → R, що

∥F (F(x, t))∥ ≤ ∥x∥ · γ(x)

для всiх (x, t) ∈W × [−C,C]. Якщо j1F (0) = 0, то γ(0) = 0.

Припустимо, що F належить класу C2, тодi має мiсце звичайна оцiнка

∥F (F(x, t))∥ ≤ A · ∥x∥2 для деякого A > 0.

Доведення. Так як F(0, t) = 0 для всiх t ∈ R, то iснує такий окiл W точки z,

що для кожної точки (x, t) ∈ W × [−C,C] її образ, F(x, t), коректно визначений

i належить V , тобто F(W × [−C,C]) ⊂ V .

Бiльш того, F належить класу C1, а тому задовольняє умови (a)-(c) леми 4.7.3

з K = [−C,C]. Тому iснує така неперервна функцiя α : W → R, що

∥F(x, t)∥ ≤ ∥x∥ · α(x), (x, k) ∈ W × [−C,C].

Так як F належить класу C1 i F (0) = 0, то знову за лемою 4.7.3 (для K = ∅)

iснує така неперервна функцiя β : W → R, що

∥F (x)∥ ≤ ∥x∥ · β(x).

Визначимо γ : W → R за формулою

γ(x) = sup
t∈[−C,C]

α(x) · β(F(x, t)).

Тодi за лемою 4.7.2 γ є неперервною i

∥F (F(x, t))∥ ≤ ∥F(x, t))∥ · β(F(x, t)) ≤ ∥x∥ · α(x) · β(F(x, t)) ≤ ∥x∥ · γ(x).

Крiм того, якщо j1F (0) = 0, то β(0) = 0. Так як F(0, t) = 0, то γ(0) =

sup
t∈[−C,C]

α(0) · β(0) = 0.

Доведення теореми 4.7.1. Потрiбно показати, що порушення будь-якої з умов

(e1) чи (e2) приводить до протирiччя.
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За лемою 4.7.4 для довiльного C > 0 iснує такий окiл W точки z i така

неперервна функцiя γ : W → R, що

∥F (F(x, t))∥ ≤ d(x, z) · γ(x), (x, t) ∈ W × [−C,C]. (4.13)

Тодi

d(z, xi) < T · diam(oxi)
(4.10)
≤ T

2 · l(xi)
(4.8) & (4.13)

≤ T
2 · Per(xi) · d(z, xi) · γ(xi).

Тому

0 < 2
T < Per(xi) · γ(xi) ≤ |θ(xi)| · γ(xi).

Таким чином, якщо умова (e1) порушується, тобто lim
i→∞

Per(xi) = 0, то lim
i→∞

γ(xi) =

+∞, що суперечить неперервностi γ в точцi z.

Нехай j1F (z) = 0. Тодi за лемою 4.7.4 γ(z) = 0, а отже lim
i→∞

γ(xi) = γ(z) =

0. Тому lim
i→∞

Per(xi) = lim
i→∞

|θ(xi)| = +∞, що суперечить обмеженостi перiодiв

точок xi.

4.8 Необмеженiсть перiодiв

Нехай F — C1 векторне поле на Rn таке, що F (0) = 0. Його можна розглядати

як C1 вiдображення F = (F1, . . . , Fn) : Rn → Rn. Нехай

A =
(
∂Fi

∂xj
(0)
)
i,j=1,...,n

— матриця Якобi F в точцi 0. Називатимемо цю матрицю лiнiйною частиною F

в точцi 0. З дiйсного варiанту теореми Жордана про нормальну форму матрицi

випливає, що матриця A подiбна до матрицi наступного виду:

s
⊕
σ=1

Jqσ(aσ ± ibσ)) ⊕
r
⊕
τ=1

Jpτ (λτ), (4.14)

де λσ ∈ R i aτ ± ibτ ∈ C— всi власнi значення A.

Теорема 4.8.1. Припустимо, що виконується одна з наступних умов:

(1) A має таке власне значення λ, що ℜ(λ) ̸= 0;
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(2) матриця (4.14) має або блок Jq(±ib) або Jq(0) з q ≥ 2;

(3) A = 0 i знайдуться вiдкритий окiл V точки 0 в Rn i неперервна P -функцiя

θ : V \ Fix(F) → R такi, що θ приймає ненульовi значення як завгодно

близько вiд точки 0, тобто 0 ∈ V \ θ−1(0).

Тодi iснує така збiжна до 0 послiдовнiсть {xi}i∈N ⊂ V \Fix(F), що або кожна

точка xi є неперiодичною, або всi xi — перiодичнi i lim
i→∞

Per(xi) = +∞.

Доведення. (1) В цьому випадку за теоремою Адамара-Перрона, див. [46], мож-

на знайти таку неперiодичну орбiту o поля F , що 0 ∈ o\o. Це означає iснування

послiдовностi {xi}i∈N ⊂ o збiжної до 0.

(2) Розглянемо два випадки.

(a) Припустимо, що матриця (4.14) мiстить блок Jq(0) з q ≥ 2. Тодi можна

вважати, що

A =

(
0 0 ··· 0
1 0 ··· 0
··· ··· ··· ···
··· ··· ··· ···

)
. (4.15)

(b) Нехай тепер (4.14) має блок Jq(±ib) з q ≥ 2 для деякого b > 0. Ототожнимо

Rn з C2 ⊕Rn−4, i таким чином вважатимемо, що першi двi координати x1 та x2

є комплексними Тодi

A =

(
ib 0 ··· 0
1 ib ··· 0
··· ··· ··· ···
··· ··· ··· ···

)
. (4.16)

В обох випадках позначимо через p1 проекцiю на першу (дiйсну або комплексну)

координату, тобто p1(x1, . . . , xn) = x1.

Лема 4.8.2. Нехай Sn−1 — одинична сфера в Rn з центром в початку коор-

динат 0, ε > 0, Yε = {(x1, . . . , xn) ∈ Sn−1 : |x1| ≥ ε}, i Cε — конус над Yε з

вершиною в 0. Тодi для довiльного L > 0 iснує такий окiл W = WL,ε точки 0,

що кожна точка x ∈ (W ∩Cε)\0 є або неперiодичною, або перiодичною перiоду

Per(x) > L.

Доведення. Нехай (Ft) — локальний потiк поля F . Тодi, взагалi кажучи, F ви-

значений лише на деякому вiдкритому околi Rn × 0 в Rn × R. Але, так як
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F(0, t) = 0 для всiх t ∈ R, то для кожного L > 0 знайдеться такий окiл V точки

0, що потiк F буде визначений на V × [−2L, 2L].

Покажемо, що у обох випадках (a) i (b) iснує таке c > 0, що

∥eAtx− x∥ ≥ c|t · x1| = c|t · p1(x)|. (4.17)

(a) Нехай A спiвпадає з матрицею (4.15). Тодi

eAtx = (x1, tx1 + x2, . . .)

i можна покласти c = 1:

∥eAtx− x∥ = ∥(0, tx1, . . .)∥ ≥ |t · x1| = |t · p1(x)|.

(b) Якщо A задається (4.16), то

eAtx = (eibtx1, e
ibt(tx1 + x2), . . .).

Вiдмiтимо, що eibt = 1+tγ(t) для деякої C∞ функцiї γ : R → C\{0}. Позначимо

c = min
t∈[−2L,2L]

|γ(t)|. Тодi c > 0 i

∥eAtx− x∥ = ∥(eibtx1 − x1, . . .)∥ ≥ |t · γ(t) · x1| = c|t · p1(x)|.

Так як F є C1 вiдображенням i F(0, t) = 0 для всiх t ∈ R, то з леми 4.7.3

випливає, що знайдеться така неперервна функцiя α : V → [0,+∞) що

1) α(0) = 0,

2) ∥F(x, t) − eAtx∥ ≤ ∥x∥ · α(x) для всiх (x, t) ∈ V × [−2L, 2L].

Тому

∥F(x, t) − x∥ ≥ ∥eAtx− x∥−∥F(x, t) − eAtx∥ ≥ c|t · p1(x)|−∥x∥α(x)

для (x, t) ∈ Rn × [−2L, 2L]. Бiльш того, якщо p1(x) ̸= 0, то

∥F(x, t) − x∥ ≥ c|t · p1(x)| − ∥x∥α(x) = c|p1(x)| ·
(
|t| − ∥x∥α(x)

c·|p1(x)|

)
.

Так як α(0) = 0, то iснує такий окiл W ⊂ V точки 0, що

α(x) < c · ε · L, x ∈ W.



133

Нехай тепер x ∈ (W ∩ Cε) \ 0. Тодi |x| ≤ 1 i |p1(x)| ≥ ε, а отже

∥x∥α(x)

c · |p1(x)|
<

1 · c · ε · L
c · ε

= L.

Тому ∥F(x, t) − x∥ ≥ c · ε(|t| − L) для t ∈ [−2L, 2L]. Зокрема, F(x, t) ̸= x для

t ∈ [L, 2L]. Таким чином, x є або неперiодичною точкою або перiодичною перiоду

бiльшого за 2L− L = L.

(3) Припустимо, що iснує такий окiл V точки 0, що множина V \ Fix(F)

складається лише з перiодичних точок. Якщо перiоди точок з V \ θ−1(0) обме-

женi зверху, тобто виконується умова (A), то з (e2) теореми 4.7.1 слiдує, що

j1F (0) ̸= 0. Теорему 4.8.1 доведено.

Зауваження 4.8.3. Взагалi кажучи невiрно, що за умов леми 4.8.2 для кож-

ної збiжної до 0 послiдовностi {xi}i∈N перiодичних точок, їх перiоди обмеженi

зверху. Дiйсно, нехай

A =

(
0 0
1 0

0 −1
1 0

)
i F (x) = Ax— вiдповiдне лiнiйне векторне поле на R4. Тодi кожна послiдовнiсть

вигляду {(0, 0, xi, yi)}i∈N, що збiгається до 0, складається з перiодичних точок,

перiоди яких дорiвнюють 2π.

З iншого боку, в наступному спецiальному випадку це дiйсно так.

Приклад 4.8.4. Нехай f(x, y) = x2b + y2 — многочлен на R2, де 2b ≥ 4, i

F = −f ′y ∂
∂x + f ′x

∂
∂y = −2y ∂

∂x + 2bx2b−1 ∂
∂y

— гамiльтонове векторне поле f . Тодi орбiти F — це початок координат 0 ∈ R2 i

концентричнi замкнутi кривi, що обходять навколо 0, див. рис. 4.8.1. Очевидно,

що лiнiйна частина A поля F в точцi 0 є нiльпотентною: A = ( 0 −2
0 0 ). Тодi зi

структури орбiт поля F i леми 4.8.2 випливає, що для довiльної збiжної до 0

послiдовностi {xi} ⊂ R2 \ 0, маємо, що lim
i→∞

Per(xi) = +∞.
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Рис. 4.8.1: f(x, y) = x2b + y2, (2q ≥ 4)

Твердження 4.8.5. Нехай F — C1 векторне поле на многовидi M , z ∈ Fix(F)\

IntFix(F), V ⊂ M — окiл z i θ ∈ P (V ) — P -функцiя. Нехай також W =

∪λ∈ΛWλ — об’єднання всiх компонент зв’язностi V \ Fix(F) для яких z ∈ Wλ.

Тодi кожна з наступних умов гарантує, що θ = 0 на W ∩ V :

(a) j1F (z) має таке власне значення λ, що ℜ(λ) ̸= 0;

(b) дiйсно нормальна форма Жордана матрицi j1F (z) має або блок Jq(±ib)

або Jq(0) з q ≥ 2.

(c) j1F (z) = 0;

(d) z ∈ IntFix(F) \ IntFix(F).

(e) θ(z) = 0;

Доведення. Припустимо, що θ приймає ненульовi значення в перiодичних точ-

ках, що лежать як завгодно близько до z. Спочатку покажемо, що кожне з

кожного з припущень (a)-(d) випливає (e), а далi встановимо, що умова (e)

приводить до протирiччя.

(a)∨(b)∨(c) ⇒ (e). Нехай j1F (z) задовольняє одну з умов (a), (b) або (c).

Тодi з припущення про θ та теореми 4.8.1 випливає iснування такої збiжної

до z послiдовностi {xi}i∈N ⊂ V \ Fix(F), що всi xi є або неперiодичними, або

перiодичними i причому lim
i→∞

Per(xi) = +∞.

Якщо кожна xi є неперiодичною, то за лемою 2.2.6 θ(xi) = 0, тому з неперерв-

ностi θ отримуємо, що θ(z) = 0.

Припустимо, що всi xi є перiодичними. Тодi θ(xi) = niPer(xi) для деякого

ni ∈ Z. Так як lim
i→∞

Per(xi) = +∞ i θ— неперервна, то lim
i→∞

ni = 0, тобто ni = 0

для всiх достатньо великих i. Тому θ(xi) = 0, а тому θ(z) = 0.
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(d) ⇒ (c). Умова z ∈ IntFix(F) \ IntFix(F) означає iснування послiдовностi

{zi}i∈N ⊂ IntFix(F), яка збiгається до z. Але тодi j1F (zi) = 0 для всiх i. Так як

F належить класу C1, то j1F (z) = 0.

(e). Припустимо, що θ(z) = 0. Нехай U — окiл точки z з компактним замика-

нням U ⊂ V i C = sup
x∈U

|θ(x)|. Тодi перiоди точок в U \ θ−1(0) обмеженi зверху

числом C, тобто θ задовольняє умову (A), а тому за лемою 4.6.3, i умову (E).

Нехай {xi}i∈N ⊂ U \ Fix(F) — послiдовнiсть точок, що збiгається до z i задо-

вольняє умову (E). Тодi за теоремою 4.7.1 таке iснує ε > 0, що |θ(xi)| > ε. Так

як функцiя θ неперервна, то |θ(z)| ≥ ε > 0, що суперечить умовi θ(z) = 0.

4.9 Висновки

В четвертому роздiлi ми вивчили структуру ядра вiдображення зсуву (множи-

ни P -функцiй) неперервного потоку на топологiчному многовидi M для всiх

вiдкритих зв’язних пiдмножин V ⊂ M (теорема 4.1.1) та отримали наслiдки

з цiєї теореми про гомотопiчний тип образу вiдображення зсуву φF . Крiм то-

го, показано, що якщо потiк F є топологiчно спряженим до C1-потоку, а його

множина нерухомих точок Fix(F) нiде не щiльна, то нетривiальнi P -функцiї

вiдносно F не можуть набувати нульових значень Fix(F) (теорема 4.1.2).



Роздiл 5 ОБРАЗ ВIДОБРАЖЕННЯ ЗСУВУ

Нехай знову V —D-пiдмноговид i F — векторне поле на M класу C∞. Для про-

стоти опускатимемо верхнiй iндекс r = ∞ i позначатимемо P (V )∞, func(F, V )∞,

φ∞
F,V та Sh(F, V )∞ через P (V ), func(F, V ), φF,V та Sh(F, V ) вiдповiдно.

Обчислення з роздiлу 3 показують, що Sh(F, V ) = Eid(F, V )0 для лiнiйних

потокiв на R та R2. В цьому роздiлi ми наводимо достатнi умови для того, щоб

Sh(F, V ) = Eid(F, V )r для деякого r.

Спочатку буде показано, що Sh(F, V ) = Eid(F, V )0, якщо V не мiстить осо-

бливих точок поля F , (теорема 5.1.1). Iншими словами, якщо вiдображення

h ∈ E(F, V ) гомотопне тотожному вкладенню iV : V ⊂ M , то для заданої

гомотопiї можна побудувати функцiю зсуву на множинi регулярних точок з V .

Якщо ж V мiстить особливi точки, то для того, щоб така функцiя зсуву дефор-

мацiї гладко продовжувалась на всю множину V потрiбно накладати додатковi

умови типу гладкої залежностi деформацiї вiд параметру (теорема 5.2.2).

Ми також покажемо, що при «правильному зменшеннi» V до пiдмножини

W ⊂ V властивiсть Sh(F,W ) = Eid(F,W )0 зберiгається (лема 5.3.1).

5.1 Функцiї зсуву на множинi регулярних точок

Скрiзь далi S — зв’язний гладкий многовид, T — лiнiйно зв’язний та локально

лiнiйно зв’язний топологiчний простiр, σ0 ∈ S i τ0 ∈ T .

Нехай V ⊂M — вiдкрита пiдмножина, Ω : V × S × T →M — (S;T, k)-дефор-

мацiя в E(F, V ) (див. §1.1) i A ⊂ V ×S×T — пiдмножина. Неперервна функцiя
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Λ : A→ R називатиметься функцiєю зсуву для деформацiї Ω якщо

Ω(x, σ, τ) = F(x,Λ(x, σ, τ)), ∀(x, σ, τ) ∈ A.

Теорема 5.1.1. Припустимо, що V ∩ Fix(F) = ∅.

(1) Нехай (x0, σ0, τ0) ∈ V × S × T i a ∈ R такi точки, що

Ω(x0, σ0, τ0) = F(x, a). (5.1)

Тодi iснують зв’язнi околи Wx0 ⊂ V точки x, Wσ0 ⊂ S точки σ0, Wτ0 ⊂ T

точки τ0 i така єдина неперервна функцiя зсуву

∆ : Wx0 ×Wσ0 ×Wτ0 → R

для Ω, що ∆(x0, σ0, τ0) = a. Таким чином Ω(x, σ, τ) = F(x,∆(x, σ, τ)) для

всiх (x, σ, τ) ∈ Wx0 × Wσ0 × Wτ0. Бiльш того, ∆ є (Wσ0;Wτ0, k)-деформацiєю

в C∞(Wx0,R).

(2) Будь-яка неперервна функцiя зсуву Λ : V × S × T → R для Ω є (S;T, k)-

деформацiєю.

(3) Позначимо P = S × T i припустимо, що виконуються наступнi умови:

(a) для кожного x ∈ V вiдображення Ωx : P → ox визначене за формулою

Ωx(ρ) = Ω(x, ρ), є гомотопним нулю (це, очевидно, має мiсце, коли P є

однозв’язним, тобто π1P = 0, або коли F не має замкнутих орбiт),

(b) для деякої точки ρ0 ∈ P вiдображення Ωρ0 має неперервну функцiю зсуву

α : V → R, тобто Ωρ(x) = F(x, α(x)).

Тодi iснує така єдина неперервна функцiя зсуву Λ : V × P → R для Ω, що

Λρ0 = α.

Доведення. Нехай x0 ∈ V . За умовою V ∩ Fix(F) = ∅, а отже x0 є регулярною

точкою поля F . Тому iснують ε > 0, окiл U точки x0 i дифеоморфiзм η : U →

Rn−1 × (−ε, ε) такi, що в координатах (y, s) на U iндукованих η,

F((y, s), t) = (y, s+ t), за умови s, s+ t ∈ (−ε, ε). (5.2)
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Називатимемо U — ε-трубкою потоку в точцi x0. Вiдмiтимо, що якщо z ∈ U —

перiодична точка, то її перiод Per(z) ≥ 2ε.

Тому нижче ми будемо вважати, що для кожної перiодичної точки z ∈ U

виконується нерiвнiсть

Per(z) > 10ε. (5.3)

Щоб досягти цього, достатньо замiнити ε-трубку U на її «центральну» ε
6-трубку

U ′ = η−1
(
Rm−1 × (−ε

6 ,
ε
6)
)
. Тодi Per(z) ≥ 2ε = 12 · ε

6 > 10 · ε
6 для кожної

перiодичної точки z ∈ U ′.

Нехай також p : U → (−ε, ε) проекцiя на останню координату, тобто p(y, s) =

s.

(1) Нехай U — ε-трубка в точцi x0, що задовольняє умову (5.3). Тодi з (5.1)

випливає, що F−a ◦ Ω(x0, σ0, τ0) = x0, а тому знайдеться такий окiл W точки

(x0, σ0, τ0) в V × S × T , що F−a(W ) ⊂ U . Можна також вважати, що W пред-

ставлено у виглядi добутку Wx0 ×Wσ0 ×Wτ0 зi зв’язними множинами.

Визначимо функцiю ∆ : W → R за наступною формулою:

∆(x, σ, τ) = p ◦ F−a ◦ Ω(x, σ, τ) − p(x) + a. (5.4)

Тодi (5.2) легко випливає, що ∆ є функцiєю зсуву для Ω i задовольняє твер-

дження (1) теореми. Зокрема, з леми 1.1.7 випливає, що ∆ є (Wσ0;Wτ0, k)-дефор-

мацiєю так само як i Ω. Єдинiсть ∆ випливає з наступної леми, яка, в дiйсностi,

доводить бiльше.

Лема 5.1.2. Нехай (x, σ, τ) ∈ W i b ∈ R такi, що

Ω(x, σ, τ) = F(x, b) and |∆(x, σ, τ) − b| ≤ 10ε.

Тодi ∆(x, σ, τ) = b.

Доведення. Для спрощення покладемо ξ = (x, σ, τ). Вiдмiтимо, що Ω(ξ) ∈ ox.

Якщо x є неперiодичною, то може iснували лише одне таке c ∈ R, що Ω(ξ) =

F(x, c). Тому b = c = ∆(ξ).
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Припустимо, що x— перiодична точка. Тодi ∆(ξ)− b = k ·Per(x) для деякого

k ∈ Z. З iншого боку згiдно (5.3) Per(Ω(ξ)) = Per(x) > 10ε. Тому

|k · Per(x)| = |∆(ξ) − b| ≤ 10ε < Per(x),

а отже k = 0.

Наслiдок 5.1.3. Нехай A ⊂ W — зв’язна пiдмножина i ∆′ : A → R— та-

ка неперервна функцiя зсуву для Ω, що для деякої точки ξ = (x, σ, τ) ∈ A

виконується нерiвнiсть |∆(ξ) − ∆′(ξ)| < 10ε. Тодi ∆ = ∆′ на A.

Доведення. Покладемо

B̃ = {η ∈ A | |∆(η) − ∆′(η)| < 10ε}, B = {η ∈ A | ∆(η) = ∆′(η)}.

Потрiбно показати, що B = A.

Очевидно, що B є замкнутою пiдмножиною в A, в той час як B̃ — є вiдкритою.

Бiльш того, за лемою 5.1.2 B = B̃ i ξ ∈ B ̸= ∅. Тому B = B̃ = A.

Твердження (2) є прямим наслiдком (1).

(3) Для x ∈ V нехай

Fx : R −→ ox ⊂M, Fx(t) = F(x, t)

— вiдображення, що визначає орбiту ox точки x. Так як Ω є деформацiєю в

E(F, V ), то Ω(x×P ) ⊂ ox. За умовою це вiдображення гомотопне нулю. Тому з

властивостi пiдняття гомотопiї для накриваючих вiдображень випливає iснува-

ння такої неперервної функцiї Λx : x × P → R, що Λx(ρ0) = α(x). Ця функцiя

робить комутативною наступну дiаграму:

R
Fx

��
x× P

Λx
;;

Ω // ox

тобто Ω(x, ρ) = F(x,Λx(ρ)),

Визначимо наступну функцiю Λ : V × P → R by Λ(x, ρ) = Λx(ρ). Тодi

Λ(x, ρ0) = α(x) i Ω(x, ρ) = F(x,Λ(x, ρ)) для (x, ρ) ∈ V × P . Залишається пока-

зати, що Λ є неперервною.
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Нехай (x, ρ) ∈ V × P . Тодi згiдно твердженню (1) iснують зв’язнi околи

W
(x,ρ)
x ⊂ V точки x i W (x,ρ)

ρ ⊂ P точки ρ, а також неперервна функцiя зсу-

ву

∆(x,ρ) : W (x,ρ) = W (x,ρ)
x ×W (x,ρ)

ρ −→ R

для Ω такi, що

∆(x,ρ)(x, ρ) = Λx(ρ). (5.5)

Наша мета — показати, що ∆(x,ρ) = ∆(x′,ρ′) наW (x,ρ)∩W (x′,ρ′) для (x, ρ), (x′, ρ′) ∈

V ×P . Тодi функцiї {∆(x,ρ)}(x,ρ)∈V×P визначатимуть єдину неперервну функцiю

на всьому V × P .

Вiдмiтимо, що проекцiя p приймає значення в iнтервалi (−ε, ε). Тому з (5.4)

випливає, що

|∆(x,ρ)(ξ) − ∆(x,ρ)(η)| < 4ε, для ξ, η ∈ W (x,ρ). (5.6)

Лема 5.1.4. Припустимо, що

|∆(x,ρ)(ξ) − ∆(x′,ρ′)(ξ)| < 2ε

для деякого ξ ∈ W (x,ρ) ∩W (x′,ρ′). Тодi ∆(x,ρ) = ∆(x′,ρ′) на W (x,ρ) ∩W (x′,ρ′).

Доведення. Якщо η ∈ W (x,ρ) ∩W (x′,ρ′), то

|∆(x,ρ)(η) − ∆(x′,ρ′)(η)| ≤ |∆(x,ρ)(η) − ∆(x,ρ)(ξ)| +

+ |∆(x,ρ)(ξ) − ∆(x′,ρ′)(ξ)| + |∆(x′,ρ′)(ξ) − ∆(x′,ρ′)(η)| <

< 4ε + ε + 4ε = 10ε.

Тому за лемою 5.1.2 ∆(x,ρ)(η) = ∆(x′,ρ′)(η).

Лема 5.1.5. ∆(x,ρ) = ∆(x,ρ′) на W (x,ρ) ∩W (x,ρ′).

Доведення. Так як ∆(x,ρ) i Λx — неперервнi функцiї зсуву для Ω на зв’язнiй мно-

жинi x×W (x,ρ)
ρ , то з (5.5) i наслiдку 5.1.3 випливає, що ∆(x,ρ) = Λx на x×W (x,ρ)

ρ .
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Тому

∆(x,ρ)(x, ρ′) = Λx(ρ′)
(5.5)
=== ∆(x,ρ′)(x, ρ′) for all ρ′ ∈ W (x,ρ)

ρ .

Тодi за лемою 5.1.4 ∆(x,ρ) = ∆(x,ρ′) на W (x,ρ) ∩W (x,ρ′).

Таким чином, для кожної точки x ∈ V функцiї {∆(x,ρ)}ρ∈P визначають не-

перервну функцiю зсуву ∆x : W x → R для Ω на вiдкритому околi W x :=

∪ρ∈PW (x,ρ) точки x× P в V × P . Так як P i кожна множина W (x,ρ) є зв’язною,

то окiл W x також є зв’язним. Тодi з леми 5.1.2 та наслiдку 5.1.3 слiдує, що ∆x —

єдина функцiя зсуву для Ω на W x така, що ∆x(ρ) = Λx(ρ) хоча б для одного

ρ ∈ P .

Лема 5.1.6. ∆(x,ρ0) = ∆(x′,ρ0) на W (x,ρ0)∩W (x′,ρ0), а тому ∆x = ∆x′ на W x∩W x′.

Доведення. Вiдмiтимо, що ∆(x,ρ0) i α— неперервнi функцiї зсуву для Ω на зв’я-

знiй множинi W (x,ρ0)
x × ρ0 i, за умовою,

∆(x,ρ0)(x, ρ0) = Λx(ρ0) = α(x).

Тодi за наслiдком 5.1.3

∆(x,ρ0)(x′, ρ0) = α(x′) = ∆(x,ρ0)(x′, ρ0) для всiх x′ ∈ W (x,ρ0)
x .

Тому за лемою 5.1.4 ∆(x,ρ0) = ∆(x′,ρ0) на W (x,ρ0) ∩W (x,ρ0).

Таким чином, функцiї {∆x}x∈V визначають неперервну функцiю на всьому

V × P i ця функцiя спiвпадає з Λ. Теорему 5.1.1 доведено.

Наслiдок 5.1.7. Припустимо, що f ∈ E(F, V ), z ∈ V \ Fix(F) i a ∈ R такi,

що f(z) = F(z, a). Тодi iснує окiл W точки z i така єдина неперервна функцiя

зсуву α : W → R для f , що α(z) = a. В дiйсностi α належить класу C∞.

Наслiдок 5.1.8. Нехай V ⊂ M — вiдкрита пiдмножина, V̂ = V \ Fix(F),

α ∈ C∞(V̂ \ Fix(F),R) i Ω : V × S × T → M — (S;T, k)-деформацiя в E(F, V ),

такi, що Ω(x, σ0, τ0) = F(x, α(x)) для всiх x ∈ V̂ .



142

Якщо π1(S × T ) = 0, то iснує така єдина (S;T, k)-деформацiя Λ : V̂ × S ×

T → R, що Λ(x, σ0, τ0) = α(x) для x ∈ V̂ i Ω(x, σ, τ) = F(x,Λ(x, σ, τ)) для

(x, σ, τ) ∈ V̂ × S × T.

5.2 Продовження функцiй зсуву деформацiй

pn-точки. Для пiдмножини V ⊂ M позначатимемо через V̂ := V \ Fix(F)

– множину всiх регулярних точок поля F в V . Нехай така вiдкрита зв’язна

пiдмножина, що V̂ також є зв’язним. Припустимо, що вiдображення зсуву φF,V̂
є перiодичним, тобто P (V̂ ) = {nθ}n∈Z, де θ : V̂ → (0,+∞) — деяка C∞-функцiя.

Тодi P (V ) ̸= 0 тодi i тiльки тодi, коли θ продовжується до C∞-функцiї на V .

Як зауважено вище, одна з перешкод до цього — необмеженiсть θ в околi

Fix(F).

Означення 5.2.1. Скажемо, що точка z ∈ Fix(F) є pn-точкою якщо iснує

такий вiдкритий окiл V точки z, що множина регулярних точок V̂ = V \

Fix(F) є зв’язною, вiдображення зсуву φF,V̂ є перiодичним, але нi для якого

iншого вiдкритого зв’язного околу W ⊂ V точки z вiдображення зсуву φF,W

не є перiодичним.

Нехай θ : V̂ → (0,+∞) — додатна твiрна P (V̂ ). Назвемо z— сильною pn-

точкою, якщо lim
x→z

θ(x) = +∞.

Нехай V ⊂ M — вiдкрита зв’язна пiдмножина i Ω : V × I → M — така k-

гомотопiя в E(F, V ), що Ω0 = φF,V (α) для деякої C∞ функцiї α : V → R.

Тодi згiдно наслiдку 5.1.8 α продовжується до такої неперервної функцiї Λ :

(V \ Fix(F)) × I → R для Ω, що Λ0 = α. Але, в загальному випадку, Λτ для

τ > 0 не може бути продовжена до C∞ функцiї на V .

Нехай T — компактний однозв’язний i локально лiнiйно зв’язний топологiчний

простiр i τ0 ∈ T .



143

Теорема 5.2.2. Припустимо, що Fix(F) нiде не щiльна в V i iснує така точка

z ∈ Fix(F), що виконується одна з наступних умов:

(a) z не є pn-точкою;

(b) z є pn-точкою, j1F (z) = 0, i k ≥ 1;

(c) z є сильною pn-точкою i k ≥ 1.

Нехай Ω : V ×T →M — (T, k)-деформацiя в Sh(F, V ), α ∈ C∞(V,R) — довiль-

на функцiя зсуву для Ωτ0, i Λ : (V \ Fix(F)) × T → R— така єдина неперервна

функцiя зсуву для Ω, що Λτ0 = α, див. теорему 5.1.1. Тодi iснує такий окiл W

точки z, що для кожного τ ∈ T функцiя Λτ також продовжується до C∞-

функцiї на W , i таким чином Ωτ |W = φF,W (Λτ |W ).

Вiдмiтимо, що умови (a)-(c) не включають випадок коли z є pn-точкою, яка

не сильною i j1F (z) ̸= 0. Бiльш того, теорема не стверджує , що Λ є стає

неперервною на V × T .

Наслiдок 5.2.3. Нехай F — таке векторне поле на M , що множина Fix(F)

нiде не щiльна i нехай k ≥ 0. Припустимо, що для кожної точки z ∈ Fix(F)

iснує такий вiдкритий зв’язний окiл V , що Sh(F, V ) = Eid(F, V )k i виконує-

ться одна з умов (a)-(c) теореми 5.2.2. Тодi Sh(F ) = Eid(F )k.

Доведення. Нехай f ∈ Eid(F )k, тобто iснує k-гомотопiя Ω : V ×I →M в E(F, V )

мiж тотожним вiдображенням Ω0 = idM i Ω1 = f . За теоремою 5.1.1 iснує єдина

k-гомотопiя Λ : (V \Fix(F))× I → R, що є функцiєю зсуву для Ω i задовольняє

умову Λ0 ≡ 0. Покажемо, що Λτ продовжується до C∞ функцiї на всьому M .

Звiдси випливатиме, що Ωτ = φF (Λτ) для τ ∈ I, а тому i Sh(F ) = Eid(F )k.

Нехай z ∈ Fix(F) i V — такий окiл точки z, що Sh(F, V ) = Eid(F, V )k. Тодi

Ωτ |V ∈ Eid(F, V )k, тобто Ω|V×I є k-гомотопiєю в Sh(F, V ). Бiльш того, Λ|(V \Fix(F))×I —

єдине продовження Λ0|V = 0. За умовою теореми одне виконується одне з при-

пущень (a)-(c) теореми 5.2.2, а тому для кожного τ ∈ I функцiя Λτ продовжує-

ться до C∞ функцiї на деякому околi точки z. З того, що Fix(F) нiде не щiльна
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в M випливає, що таке продовження єдине. Так як z — довiльна точка, то Λτ

гладко продовжується на весь многовид M .

Для доведення теореми 5.2.2 нам будуть потрiбнi кiлька допомiжних твер-

джень.

Спрощення 1-струменiв в околi особливої точки. Нехай Ω : V×T →M —

(T, k)-деформацiя в Sh(F, V ) i Λ : (V \ Fix(F)) × T → R— функцiя зсуву для

Ω. Вiзьмемо точку z ∈ Fix(F) ∩ V i виберемо в її околi локальнi координати

(x1, . . . , xm) в яких z = 0 ∈ Rm. Позначимо через A— лiнiйну частину поля F

в точцi z. Таким чином A— це (m×m)-матриця. Тодi ми маємо експоненцiйне

вiдображення

e : R → GL(m,R), e(t) = exp(At).

Позначимо його образ через RA. Якщо A ̸= 0, то e є зануренням, тобто локаль-

ним гомеоморфiзмом на свiй образ.

Для кожної точки τ ∈ T позначимо через Jτ матрицю Якобi вiдображення Ωτ

в точцi z. За умовою Ωτ = φF,V (ατ) для деякої функцiї ατ ∈ C∞(V,R). Тодi з

леми 2.5.2 випливає, що Jτ = exp(Aατ(z)), а тому ми маємо коректно визначене

вiдображення η : T → RA, η(τ) = Jτ .

Очевидно, що при k ≥ 1 вiдображення η є неперервним.

Лема 5.2.4. Припустимо, що η неперервне i пiднiмається до неперервного

вiдображення η̃ : T → R, яке робить комутативною наступну дiаграму:

R
e

��

T

η̃
==

η
// RA

Це виконується, наприклад, коли T є компактним, лiнiйно зв’язним та

однозв’язним простором. Зокрема це вiрно для T = Id.

Нехай W ⊂ V — довiльний малий окiл точки z. Тодi знайдеться неперервна

функцiя ν : V × T → R, яка є (T,∞)-деформацiєю в C∞(V,R), дорiвнює нулю
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на доповненнi до W × T i така, що (T, k)-деформацiя

Ω′ : V × T →M, Ω′(x, τ) = F(Ω(x, τ),−ν(x, τ))

має наступнi властивостi: для кожного τ ∈ T

1) j1Ω′
τ(z) є тотожним вiдображенням, а

2) функцiя Λ′
τ = Λτ − ντ є функцiєю зсуву для Ω′.

Зокрема, Λτ продовжується до C∞ функцiй в околi точки z тодi тiльки тодi,

коли Λ′
τ може бути гладко продовжено на окiл точки z.

Доведення. Нехай µ : V → [0, 1] — така C∞ функцiя, що µ = 1 на деякому околi

точки z i µ = 0 на V \W . Покладемо ν(x, τ) = µ(x)η̂(τ). Тодi легко перевiрити,

що ν задовольняє твердження леми.

Гладкiсть функцiй зсуву. В цьому параграфi будемо вважати, що V ⊂ M

є вiдкритою зв’язною множиною такою, що иножтна регулярних точок V̂ =

V \ Fix(F) також зв’язна, а вiдображення зсуву φF,V̂ — перiодичне. Нехай θ :

V̂ → (0,+∞) — додатна твiрна kerφF,V̂ .

Визначимо вiдображення h : V →M за формулою

h(x) =


F(x, θ(x)/2), x ∈ V̂ = V \ Fix(F),

x, x ∈ Fix(F) ∩ V.

Очевидно, h неперервне на V̂ , але, взагалi кажучи, воно може бути розривне на

Fix(F)∩V . Якщо x ∈ V̂ , то θ(x) = nxPer(x) для деякого nx ∈ Z. Тому h(x) = x

тодi i тiльки тодi, коли nx є парним числом, див. рис. 5.2.1.

Рис. 5.2.1: θ(x) = nxPer(x), nx непарне
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Теорема 5.2.5. Нехай Ω : V × T → M — (T, 1)-деформацiя в Sh(F, V ), Λτ0 ∈

C∞(V,R) — довiльна функцiя зсуву для Ωτ0 i Λ : V̂ ×T → R— єдина неперервне

продовження функцiї Λτ0, яке є функцiєю зсуву для Ω. Припустимо, що iснує

точка z ∈ Fix(F) ∩ V , що задовольняє одну з наступних умов:

(HD) h є розривним в точцi z;

(JF0) j1F (z) = 0;

(TI) lim
V̂ ∋x→z

θ(x) = ∞.

Тодi

(EX) для кожного τ ∈ T функцiя Λτ : V̂ → R продовжується до C∞ на

всьому V , але iндукована функцiя Λ : V × T → R взагалi кажучи не

буде неперервною.

Доведення. Спочатку вiдмiтимо, що для довiльної (T, k)-деформацiї ν : V ×

T → R в C∞(V,R) наступне вiдображення

Ω′ : V × T →M, Ω′(x, t) = F(Ω(x, τ),−ν(x, τ)) (5.7)

є (T, k)-деформацiєю так само як i Ω. Бiльш того, функцiя

Λ′ = Λ − ν : (V \ Fix(F)) × T → R

є функцiєю зсуву для Ω′ на V \ Fix(F) i Λ′
τ0

= Λτ0 − ντ0 продовжується до C∞

функцiї ατ0 − ντ0 на всьому V . Тому Λ′
τ = Λτ − ντ продовжуватиметься до C∞

функцiї на V тодi i лише тодi, коли Λτ гладко продовжується на V . Таким

чином, досить довести твердження для Ω′.

Зокрема, можна додатково вважати, що Ω задовольняє наступнi умови:

(ΩΛ) Ωτ0 = iV : V ⊂M є тотожним включенням i Λτ0 ≡ 0.

(JΩid) j1Ωτ(z) = id для всiх τ ∈ T .

Щоб досягти (ΩΛ) покладемо ν(x, τ) = ατ0(x). Тодi Λ′
τ0

= 0 i Ω′
τ0

= iV .

Припустимо далi, що (ΩΛ) виконується для Ω. Так як Ω(z, τ) = z для всiх

τ ∈ T , то з леми 5.2.4 випливає iснування такої (T,∞)-деформацiї ν : V × T →

R, що ντ0 = 0, а (T, 1)-деформацiя (5.7) задовольняє (JΩid).
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Нехай {xi}i∈N ⊂ V̂ — збiжна до z послiдовнiсть. Введемо до розгляду ще кiль-

ка умов.

(HC) h неперервне на деякому околi точки z.

(PU) послiдовнiсть перiодiв {Per(xi)}i∈N необмежена зверху;

(TU) послiдовнiсть {θ(xi)}i∈N необмежена зверху;

(ΩH) Ωτ(xi) ̸= h(xi) для всiх τ ∈ T i всiх достатньо великих i ∈ N;

(D) iснує таке L > 0 i така рiманова метрика ∥·, ·∥ на деякому околi точки z,

що

∥xi, z∥ < L · ∥xi, h(xi)∥, i ∈ N.

Лема 5.2.6. Мають мiсце наступнi iмплiкацiї:

1) (ΩΛ) & (TU) & (ΩH) ⇒ (EX);

2) (HD) ⇒ iснує така послiдовнiсть {xi}i∈N, що lim
i→∞

xi = z i виконанi умови

(PU) та (ΩH);

3) (HC) ⇒ iснує така послiдовнiсть {xi}i∈N, що lim
i→∞

xi = z i виконується

умова (D);

4) (JF0) & (D) ⇒ (PU);

5) (HC) & (JΩid) & (D) ⇒ (ΩH);

6) (TI) ⇒ (TU).

7) (PU) ⇒ (TU).

Спочатку покажемо, як вивести з цiєї леми теорему 5.2.5. Потрiбно довести,

що кожна з умов (HD), (JF0), та (TI) разом з умовами (ΩΛ) та (JΩid) гарантує

виконання умови (EX).

Iмплiкацiя (HD) & (ΩΛ) ⇒ (EX) випливає з 2), 7) та 1) леми 5.2.6.

Далi, якщо (HD) не виконується нi для якого z ∈ V ∩Fix(F), то h є неперерв-

ним на всьому V , тобто виконана умова (HC).

Тодi (HC) & (JF0) & (ΩΛ) & (JΩid) ⇒ (EX) за твердженнями 4), 7), 5) та 1)

леми 5.2.6.
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Бiльш того, (HC) & (TI) & (ΩΛ) & (JΩid) ⇒ (EX) за твердженнями 3), 6) та

1) леми 5.2.6.

Теорему 5.2.5 доведено.

Доведення леми 5.2.6. Iмплiкацiї 6) та 7) тривiальнi.

1) (ΩΛ) & (TU) & (ΩH) ⇒ (EX).

Маємо, що Ωτ0 = iV : V ⊂ M , Λτ0 ≡ 0 i iснує така збiжна до деякої точки

z ∈ Fix(F) ∩ V послiдовнiсть {xi}i∈N, що задовольняє умови:

(TU) lim
i→∞

θ(xi) = +∞,

(ΩH) Ωτ(xi) ̸= h(xi), i ∈ N, τ ∈ T.

Потрiбно довести, що для кожного τ ∈ T функцiя Λτ продовжується до C∞

функцiї на всьому V .

Вiдмiтимо, що з умови (TU) випливає, що вiдображення зсуву φF,V є неперiо-

дичним. Дiйсно, припустимо, що φF,V – перiодичне i ν — додатна твiрна kerφF,V .

Тодi за наслiдком 4.2.5 ν = θ на V̂ , а тому θ є обмеженою на V̂ , що суперечить

умовi (TU).

З неперiодичностi φF,V випливає, що для кожного Ωτ ∈ Sh(F, V ), (τ ∈ T ),

iснує єдина C∞ функцiя зсуву ατ ∈ C∞(V,R). Зокрема Λτ0 = ατ0. Покажемо, що

Λτ = ατ на V̂ для всiх τ ∈ T .

Так як ατ |V̂ i Λτ — функцiї зсуву для Ωτ на V̂ , то з леми 2.2.3 випливає, що

ατ − Λτ = kτ θ

на V̂ для деякого kτ ∈ Z. Досить встановити, що kτ = 0.

Умова (ΩH) означає, що точка h(xi) не належить образу вiдображення ωi :

T → oxi, визначеного за формулою

ωi(τ) = F(xi,Λτ(xi)) = Ω(xi, τ).
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Бiльш того, так як Ωτ0(xi) = xi ̸= h(xi) i Λτ0 = 0, то з побудови функцiї Λ

випливає, що

|Λτ(xi) − Λτ0(xi)| = |Λτ(xi)| < 1
2 Per(xi) ≤ 1

2θ(xi) (5.8)

для всiх τ ∈ T та i ∈ N.

З iншого боку з (TU) та функцiї неперервностi ατ отримуємо, що

|ατ(xi) − ατ0(xi)| = |ατ(xi)| < 1
2θ(xi)

для всiх достатньо великих i ∈ N.

Тому

kτθ(xi) = |Λτ(xi) − ατ(xi)| ≤ |Λτ(xi)| + |ατ(xi)| <

< 1
2Per(xi) + 1

2θ(xi) ≤ θ(xi).

Звiдси слiдує, що kτ = 0, а отже Λτ = ατ на V̂ .

2) (HD) ⇒ iснує така послiдовнiсть {xi}i∈N, що lim
i→∞

xi = z i виконанi умови

(PU) та (ΩH);

Розривнiсть h (тобто умова (HD)) в точцi z означає, що iснує така збiжна до z

послiдовнiсть {xi}i∈N, ї ї образ {h(xi)}i∈N лежить в доповненнi до деякого околу

W точки z.

(ΩH). Так як Ω(z×T ) = z, а простiр T є компактним, то можна вважати, що

{Ωτ(xi)}i∈N ⊂ W для всiх i ∈ N i τ ∈ T . Тому Ωτ(xi) ̸= h(xi).

(PU). Припустимо, що умова (PU) не виконується. Тодi iснує така константа

C > 0, що Per(xi) < C для всiх i. Так як z — нерухома точка потоку F, то знай-

деться iнший окiл U точки z такий, що F(U × [0, C]) ⊂ W . Тому (переходячи,

якщо потрiбно, до пiдпослiдовностi) можна вважати, що xi ∈ U для всiх i ∈ N,

а отже

h(xi) = F(xi,Per(xi)/2) ∈ F(U × [0, C]) ⊂ W,

що суперечить припущенню h(xi) ̸∈W .
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3) (HC) ⇒ iснує така послiдовнiсть {xi}i∈N, що lim
i→∞

xi = z i виконується

умова (D);

Це твердження є частинним випадком леми 4.6.3.

4) (JF0) & (D) ⇒ (PU).

Маємо, що j1F (z) = 0 i знайдеться збiжна до z послiдовнiсть {xi}i∈N, яка

задовольняє умову (D). Покажемо, що iснує така пiдпослiдовнiсть {xik}k∈N, що

lim
k→∞

Per(xik) = +∞.

Припустимо, що Per(xi) < C для всiх i i деякого C > 0. Так як z — нерухома

точка F, то, зменшуючи U , можна вважати, що F(U × [0, C]) ⊂ V . Бiльш того,

так як j1F (z) = 0, то можна також припустити iснування такого A > 0, що

|F (x)| ≤ A · ∥z, x∥2, для всiх x ∈ U.

Вiдмiтимо, що довжина l(xi) орбiти точки xi обчислюється за наступною фор-

мулою:

l(xi) =

∫ Per(xi)

0
|F (F(xi, t))|dt,

а, отже

l(xi) ≤ Per(x) · sup
t∈[0,Per(x)]

|F (F(x, t))| ≤ C · A · ∥z, xi∥2.

Тому

∥z, xi∥ < L · ∥z, h(xi)∥ ≤ L · l(xi) ≤ L · C · A · ∥z, xi∥2.

Звiдси випливає, що 0 < 1
L·C·A ≤ ∥z, xi∥. Це суперечить збiжностi {xi}i∈N до z.

5) (JΩid) & (D) ⇒ (ΩH);

Маємо, що j1Ωτ(z) = id для всiх τ ∈ T i iснує збiжна до z послiдовнiсть

{xi}i∈N така, що ∥z, xi∥ < L · ∥xi, h(xi)∥ для деякого L > 0. Потрiбно довести,

що Ωτ(xi) ̸= h(xi) для всiх τ ∈ T та всiх достатньо великих i.

Так як Ω є (T, 1)-деформацiєю, то з умови (JΩid) випливає iснування непе-

рервної функцiї γ : U → R такої, що γ(z) = 0 i

∥x,Ωτ(x)∥ ≤ γ(x) · ∥z, x∥
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для всiх (x, τ) ∈ U × T . Якби Ω було C2 вiдображенням, або хоча б (T, 2)-

деформацiєю, то ми мали б звичайну оцiнку:

∥x,Ωτ(x)∥ ≤ C · ∥z, x∥2

для деякої константи C > 0.

Тодi

∥h(xi),Ωτ(xi)∥ ≥ ∥xi, h(xi)∥ − ∥xi,Ωτ(xi)∥ >

> 1
L ∥z, xi∥ − γ(xi, t) · ∥z, xi∥ =

(
1
L − γ(xi)

)
· ∥z, xi∥.

Вiдмiтимо, що lim
i→∞

γ(xi) = γ(z) = 0. Тому (переходячи, якщо потрiбно до пiдпо-

слiдовностi) можна вважати, що 1
L−γ(xi, τ) > 0 для всiх i, а тому ∥h(xi),Ωτ(xi)∥ >

0. Це означає, що Ωτ(xi) ̸= h(xi).

Лему 5.2.6 доведено.

Доведення теореми 5.2.2. Нехай V — такий окiл точки z, що Fix(F) є нiде не

щiльною в V , Ω : V ×T →M — (T, k)-деформацiя в Sh(F, V ) i Λ : V̂ ×T →M —

неперервна функцiя зсуву для Ω така, що Λτ0 продовжується до C∞ функцiї α на

всьому V . Потрiбно показати, що iснує такий окiл W точки z, що для кожного

τ ∈ T функцiя Λτ продовжується до C∞ функцiї на W .

За припущенням Ωτ ∈ Sh(F, V ), тобто iснує така функцiя ατ ∈ C∞(V,R), що

Ωτ = φF,V (ατ). Тому Λτ = ατ + µτ на V̂ для деякої функцiї µτ ∈ kerφF,V̂ .

(a) Припустимо, що z не є pn-точкою. Тодi знайдеться окiл W точки z, такий,

що або

(a′) φF,Ŵ є неперiодичним, або

(a′′) обидва вiдображення зсуву φF,W та φF,Ŵ — перiодичнi,

де Ŵ = W \ Fix(F).

У випадку (a′) маємо, що kerφF,Ŵ = {0}. Зокрема, µτ = 0, а отже Λτ = ατ on

Ŵ . Тому Λτ продовжується до C∞ функцiї ατ на W .
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У випадку (a′′) з наслiдку 4.2.5 випливає, що kerφF,W = {nθ}n∈Z для деякої

функцiї θ ∈ C∞(W,R) i kerφF,Ŵ = {nθ|Ŵ}n∈Z. Тому µτ = kτθ|Ŵ для деякого

kτ ∈ Z, а отже Λτ знову продовжується до C∞ функцiї ατ + kτθ на всьому W .

Нарештi у випадках (b) та (c) z є pn-точкою, тобто знайдеться такий окiл

W точки z, що φF,W є неперiодичним, в той час як φF,Ŵ є перiодичним. Тодi у

випадку (b) (вiдповiдно (c)) обмеження Ω|W×T задовольняє умови теореми 5.2.5

i умову (JF0) (вiдповiдно умову (TI)). Тому для кожного τ ∈ T функцiя Λτ

також гладко продовжується на весь окiл W .

5.3 «Зменшення» множини V

В цьому пiдроздiлi показано, що спiввiдношення Sh(F, V ) = Eid(F, V )k зберiга-

ється, якщо множину V зменшити «правильним» чином.

Лема 5.3.1. Нехай V ⊂M — така вiдкрита зв’язна множина, що V ∩Fix(F)

є нiде не щiльним в V i Sh(F, V ) = Eid(F, V )k для деякого k ≥ 0. Нехай також

W ⊂ V — вiдкрита зв’язна пiдмножина така, що перетин W ∩ Fix(F) є за-

мкнутим (а тому вiдкрито-замкнутим) в V ∩ Fix(F). Тодi Sh(F,W ) =

Eid(F,W )k.

Доведення. Нехай Ω : W × I → M — така k-гомотопiя, що Ω0 = iW : W ⊂ M

є тотожним включенням. Потрiбно показати, що для кожного t ∈ I iснує така

C∞ функцiя αt : W → R, що h = φF,W (α).

Нехай Λ : (W \Fix(F))×I → R— єдина k-гомотопiя, що є функцiєю зсуву для

Ω i задовольняє Λ0 ≡ 0. Покажемо, що кожна з функцiй Λt або продовжується

до C∞ функцiї на всьому W , або її можна замiнити на iншу функцiю зсуву для

Ωt, яка гладко продовжуватиметься на всю множину W . Спочатку продовжимо

Λ на (V \ Fix(F)) × I, змiнивши її зовнi (W ∩ Fix(F)) × I.

За припущенням множинаW∩Fix(F) є вiдкрито-замкнутою в V ∩Fix(F), тому

знайдеться така C∞ функцiя µ : V → [0, 1], що µ = 1 на деякому вiдкритому
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околiN ⊂ V множиниW∩Fix(F) i µ = 0 на деякому околi V \W , див. рис. 5.3.1.

Тодi з леми 1.1.7 випливає, що функцiя

Рис. 5.3.1

Λ′ : (V \ Fix(F)) × I → R, Λ′(x, t) =

 µ(x)Λ(x, t), x ∈ W \ Fix(F),

0, x ∈ V \W

є k-гомотопiєю, яка спiвпадає з Λ на (N \Fix(F))× I. Очевидно, що тодi вiдоб-

раження Ω′ : V × I →M , визначене за правилом

Ω′(x, t) =

 F(x,Λ′(x, t)), x ∈ V \ (W ∩ Fix(F)),

x, x ∈ W ∩ Fix(F),

є k-гомотопiєю в Eid(F, V )k i спiвпадає з Ω на N × I.

Так як Sh(F, V ) = Eid(F, V )k, то Ω′
t має C∞ функцiю зсуву α′

t на V . Таким

чином

Ω′
t(x) = F(x, µ(x)Λt(x)) = F(x, α′

t(x)), x ∈ V \ Fix(F).

Покладемо V̂ = V \ Fix(F). Тодi µΛt є функцiєю зсуву для Ω′
t на V̂ , в той час

як α′
t є функцiєю зсуву для Ω′

t на V . Розглянемо три випадки.

1) Якщо φF,V i φF,V̂ — неперiодичнi, то з леми 2.2.3 випливає, що α′
t = Λ′

t = µΛt

на V̂ . Так як µ = 1 в околi W ∩ Fix(F) i Λt є гладкою на доповненнi до цiєї

множини, то можна покласти Λt = αt на W ∩ Fix(F). Тодi Λt стає гладкою на

всiй множинi W .

2) Якщо обидва вiдображення зсуву φF,V та φF,V̂ є перiодичними, то за ле-

мою 2.2.3 та наслiдком 4.2.5 µΛt = α′
t + ltθ на V̂ , де θ : V → (0,∞) — додатна

твiрна ядра φF,V i lt ∈ Z. Тодi аналогiчно до випадку 1) Λt гладко продовжує-

ться на всю множину W .
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3) Припустимо, що φF,V̂ є перiодичним, а φF,V — є неперiодичним. Нехай θ :

V̂ → (0,∞) — додатна твiрна ядра φF,V̂ . Тодi α′
t = µΛt − ltθ на V̂ для деякого

lt ∈ Z. Знову αt = Λt − ltθ гладко продовжується на всю W .

Покажемо, що αt є функцiєю зсуву для Ωt. Дiйсно, Ωt(x) = Ft(x,Λt(x)) i

F(x, θ(x)) = F(x,−lt θ(x)) = x, тому

F(x,Λt(x) − ltθ(x)) = F
(
F(x,−ltθ(x)),Λt(x)

)
= F(x,Λt(x)) = Ωt(x).

Таким чином Ωt = φF,W (Λt − ltθ) ∈ Sh(F,W ).

Наслiдок 5.3.2. Припустимо, що z є iзольованою особливою точкою поля F ,

i нехай V — такий зв’язний вiдкритий окiл точки z, що V ∩ Fix(F) = {z}

i Sh(F, V ) = Eid(F, V )k для деякого k ≥ 0. Тодi Sh(F,W ) = Eid(F,W )k для

довiльного iншого зв’язного вiдкритого околу W ⊂ V точки z.

5.4 Образ вiдображення зсуву регулярних розширень

Властивiсть (E)l.

Означення 5.4.1. Нехай l ≥ 0 i z ∈ Fix(F) така точка, що Fix(F) є нiде не

щiльною бiля z. Скажемо, що F має властивiсть (E)l в цiй точцi, якщо

для довiльного

• вiдкритого околу V точки z в M ,

• Sl = Rl або Rl
+,

• (Sl, C∞)-деформацiї Ω : V × Sl →M в E(F, V ), тобто такого C∞-вiдобра-

ження, що Ωσ ∈ E(F, V ), σ ∈ Sl, та

• C∞-функцiї зсуву Λ : (V \ Fix(F)) × Sl → R для Ω, тобто такої функцiї,

що

Ω(x, σ) = F(x,Λ(x, σ)), (x, σ) ∈ (V \ Fix(F)) × Sl, (5.9)

знайдеться такий окiл W ⊂ V ×Sl точки (z, 0), що Λ продовжується до C∞-

функцiї Λ : W → R.
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Зауваження 5.4.2. (a) Таким чином, для того, щоб перевiрити (E)l потрiбно

гладко розв’язати рiвняння (5.9) вiдносно Λ в деякому околi точки (z, 0) ∈

V × Sl використовуючи умову, що Ωσ лишає iнварiантними орбiти поля F i є

локальним дифеоморфiзмом в околi кожної точки x ∈ Fix(F) ∩ V .

(b) З означення випливає, що Λ продовжується до гладкої функцiї в деякому

вiдкритому околi множини z × Sl.

(c) Властивiсть (E)l є властивiстю паростка F в точцi z.

(d) (E)l
′ ⇒ (E)l при l′ ≥ l.

Приклад 5.4.3. З тверджень 3.1.2, 3.2.1, 3.2.2 та леми 3.2.8 випливає, що век-

торне поле F = λx ∂
∂x на R та наступнi векторнi поля

y ∂
∂x , (ax+ by) ∂

∂x + (−bx+ ay) ∂
∂y , bx ∂

∂x − by ∂
∂y

на R2, λ, a, b ̸= 0, мають властивiсть (E)l в початку координат 0 на вiдпо-

вiдному просторi Rm, m = 1, 2, для всiх l ≥ 0.

Доведення. Дiйсно, нехай V , Ω та Λ такi як в означеннi 5.4.1. Тодi з формул,

наведених у вказаних параграфах, випливає, що Ω має C∞-функцiю зсуву Λ′ :

V ×Sl → R. Зокрема, її обмеження на (V \Fix(F))×Sl є також функцiєю зсуву

для Ω.

Якщо F одне з перших трьох векторних полiв, то воно не має замкнутих

орбiт, а множина Fix(F) нiде не щiльна в Rm, то Ω може мати не бiльше однiєї

неперервної функцiї зсуву на (V \ Fix(F)) × Sl. Тому Λ = Λ′ на цiй множинi, а

значить Λ гладко продовжується на V × Sl.

Якщо ж F (x, y) = bx ∂
∂x − by ∂

∂y , то Λ гладко продовжується на V × Sl за

лемою 3.2.2. Фактично, ця лема виражає властивiсть (E)l.

Приклад 5.4.4. З iншого боку, приклад 3.1 та лема 3.1.4 показують, що век-

торне поле F (x) = xn ∂
∂x при n ≥ 2 не задовольняє властивiсть (E)l нi для

якого l.
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Розглянемо гомотопiю Ω(x, t) = 2xt. Очевидно, Ωt ∈ E(F ) для всiх t ∈ I.

Так як R \ {0} складається з двох незамкнутих орбiт поля F , то Ω має єдину

функцiю зсуву

Λ : (R \ 0) × I → R.

Вiдмiтимо, що точна формула для Λ залежить вiд n. Так як (Ωt)
′
x ̸= 1, то з

прикладу 3.1 випливає, що Ωt ̸∈ Sh(F ) при t > 0, а тому жодна з функцiй Λt

при t > 0 не може продовжуватись до C∞-функцiї на R. Неважко показати, що

lim
x→0

Λt(x) = ∞ для всiх t > 0.

В прикладi 5.4.4 жодна з властивостей (E)l не виконувалась тому, що Sh(F ) (

Eid(F )0. З iншого боку, наступнi двi теореми показують, що умова (E)0 гарантує

Sh(F ) = Eid(F )0, а умови (E)l гарантують (E)0 (а отже i Sh(F ) = Eid(F )0) для

регулярних розширень розмiрностi ≤ l.

Теорема 5.4.5. Нехай V ⊂M — така вiкрита пiдмножина, що Fix(F) є нiде

не щiльною в V . Якщо F має властивiсть (E)0 в кожнiй точцi z ∈ Fix(F)∩U ,

то Sh(F, V ) = Eid(F, V )0. Зокрема, якщо V = M , то Sh(F ) = Eid(F )0.

Доведення. Нехай h ∈ Eid(F, V )0, тобто iснує така гомотопiя Ω : V × I → M ,

що Ω0 = idM , Ω1 = h i Ωt ∈ E(F ) для всiх t ∈ I. Нехай Λ0 : V → R функцiя,

яка тотожно дорiвнює нулю на V . Тодi Λ0 є функцiєю зсуву для Ω0, а тому за

теоремою 5.1.1 Λ0 продовжується до неперервної функцiї зсуву Λ : (V \Fix(F))×

I → R для Ω. Тепер з властивостi (E)0 для особливих точок поля F випливає,

що кожна функцiя Λt продовжується до C∞-функцiї на всiй множинi V , яка буде

функцiєю зсуву для Ωt, (хоча отримане продовження Λ на V × I не обов’язково

повинно бути навiть неперервним). Зокрема, h = Ω1 = φF,V (Λ1) ∈ Sh(F, V ).

Теорема 5.4.6. Нехай G (вiдп. F ) — паросток векторного поля на Rn в точцi

0n (вiдповiдно на Rm+n в точцi 0m+n), причому F є регулярним розширенням

G. Якщо G має властивiсть (E)l+n в точцi 0m, то F має властивiсть (E)l

в точцi 0m+n.
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Доведення. Нехай V m та V n — вiдкритi зв’язнi околи точок 0m та 0n вiдповiдно,

а тому V m+n = V m × V n є зв’язним вiдкритим околом точки 0m+n. Нехай далi

Sl = Rl або Rl
+,

Ω : V m+n × Sl → Rm+n

— таке C∞-вiдображення, що Ωσ ∈ E(F, V m+n) для всiх σ ∈ Sl i

Λ : (V m+n \ Fix(F)) × Sl → R

— єдина C∞-функцiя зсуву для Ω.

Нехай pm : Rm+n → Rm проекцiя на першim координат. Тодi згiдно леми 1.2.12

вiдображення

Ψ = pm ◦ Ω : V m × V n × Sl → Rm

є (V n×Sl, C∞)-деформацiєю в E(G, V m), а Λ — є функцiєю зсуву для Ψ. Тодi за

властивiстю (E)l+n для 0m функцiя Λ продовжується до C∞-функцiї на деякому

околi W ⊂ V m× V n× Sl точки (0m, 0n, 0) = (0m+n, 0). Це доводить властивiсть

(E)l для 0m+n.

Властивiсть ESD(l; d, k).

В цьому роздiлi ми введемо серiю властивостей ESD(l; d, k) для особливих

точок поля F , що є бiльш слабкими нiж (E)l. Властивiсть ESD(0; 1, k) гаран-

тує, що Sh(F ) = Eid(F )k, в той час як з ESD(l; d, k) випливає ESD(0; d, k) для

регулярних розширень поля F .

Для l ≥ 0 нехай Rl
+ = {xl ≥ 0} позначає замкнуту верхню пiвплощину в Rl.

Означення 5.4.7. Припустимо, що Fix(F) є нiде не щiльною. Нехай z ∈

Fix(F), 0 ≤ l <∞, 0 ≤ d <∞ i 0 ≤ k ≤ ∞. Скажемо, що F має властивiсть

ESD(l; d, k) продовження функцiй зсуву вiдносно k-деформацiй в точцi

z, якщо виконанi наступнi умови: нехай

• V — вiдкритий зв’язний окiл точки z;
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• Sl — або Rl або Rl
+;

• Ω : V ×Sl×Id →M — така (Sl; Id, k)-деформацiя в E(F, V ), що для деякої

точки (σ0, τ0) ∈ Sl × Id вiдображення Ω(σ0,τ0) має C∞-функцiю зсуву α,

визначену на всьому V ;

• Λ : (V \ Fix(F)) × Sl × Id → R— єдине неперервне продовження α, що є

функцiєю зсуву для Ω, тобто Λ(σ0,τ0) = α;

тодi iснує такий окiл W ⊂ V × Sl точки (z, σ0), що для кожного τ ∈ Id

функцiя Λτ гладко продовжується на весь окiл W .

Для d = 0 число k не грає ролi, тому в цьому випадку ми позначатимемо вiд-

повiдну властивiсть через ESD(l; 0,−). Вiдмiтимо також, що властивiсть

ESD(0; 0,−) є тавтологiєю, а тому ми вважатимемо, що l + d ≥ 1.

Зауваження 5.4.8. (a) Означення 5.4.7 не вимагає , щоб функцiя Λ була не-

перервною на всьому W × Sl × Id.

(b) Вiдмiтимо також, що ESD(l; d, k) є властивiстю паростка поля F в точцi

z, тобто якщо U — вiдкритий окiл точки z, то F має властивiсть ESD(l; d, k) в

z тодi i лише тодi, коли обмеження F |U має цю властивiсть в точцi z.

(c) Tеорема 5.2.2 стверджує, що з кожна з її умов (a)-(c) гарантує властивiсть

ESD(0; d, k) в точцi z для всiх d ≥ 0.

(d) Нехай 0 ≤ l ≤ l′ < ∞, 0 ≤ d ≤ d′ < ∞ та 0 ≤ k ≤ k′ ≤ ∞. Тодi мають

мiсце iмплiкацiї:

• (E)l ⇒ ESD(l; d, k),

• ESD(l′; d′, k) ⇒ ESD(l; d, k′).

Зокрема, умови ESD(1; 0,−) та ESD(0; 1,∞) є найслабкiшими.

Наступнi двi теореми аналогiчнi теоремам 5.4.5 та 5.4.6. Доведення першої з

них ми залишаємо читачевi.
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Теорема 5.4.9. Припустимо, що Fix(F) є нiде не щiльною в V i знайдеться

таке k ≥ 0, що F має властивiсть ESD(0; 1, k) в кожнiй точцi z ∈ Fix(F)∩V .

Тодi

Sh(F, V ) = Eid(F, V )k, (5.10)

Зокрема, якщо V = M , то Sh(F ) = Eid(F )k.

Теорема 5.4.10. Нехай G (вiдп. F ) — паросток векторного поля в околi поча-

тку координат 0n ∈ Rn (вiдп. 0m+n ∈ Rm+n). Припустимо, що F є регулярним

розширенням поля G, тобто

F (x, y) = (G(x), H(x, y))

причому F (0m+n) = 0, а тому G(0m) = 0. Якщо G має властивiсть ESD(l +

n; d, k) в точцi 0m, то F має властвiсть ESD(l; d, k) в точцi 0m+n.

Доведення. Нехай V m та V n — вiдкритi зв’язнi околи точок 0m та 0n вiдповiдно.

Тодi V m+n = V m × V n є зв’язним вiдкритим околом точки 0m+n.

Нехай Sl = Rl або Rl
+, (σ0, τ0) ∈ S × Id,

Ω : V m+n × Sl × Id → Rm+n

— така (Sl; Id, k)-деформацiя в E(F, V m+n), що

Ω(σ0,τ0) = Sh(F, V m+n)(α)

для деякої функцiї α ∈ C∞(V m+n,R) i

Λ : (V m+n \ Fix(F)) × Sl × Id → R

— єдина неперервна функцiя зсуву для Ω така, що Λ(σ0,τ0) = α.

Нехай pm : Rm+n → Rm проекцiя на першim координат. Тодi згiдно леми 1.2.12

вiдображення

Ψ = pm ◦ Ω : V m × V n × Sl × Id → Rm
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є (V n × Sl; Id, k)-деформацiєю в E(G, V m), а Λ — є функцiєю зсуву для Ψ. Тодi

за властивiстю ESD(l + n; d, k) для 0m iснує такий окiл W точки (0m, 0n, σ0) в

V m × V n × Sl, що для кожної точки τ ∈ Id функцiя Λτ гладко продовжується

на весь окiл W . Звiдси випливає властивiсть ESD(l; d, k) для 0m+n.

Наступна лема встановлює зв’язок мiж властивiстю ESD(∞; 0, k) та збереже-

нням гладкостi локальних обернених вiдображення зсуву.

Лема 5.4.11. Нехай F — векторне поле на многовидi M , z ∈ Fix(F) i k ≥ 0.

Припустимо, що iснує база топологiї B = {Vi}i∈J в точцi z, яка складається

з D-околiв точки z i така, що для кожного V ∈ B виконуються наступнi

умови:

(i) вiдображення зсуву φF,V та φF,V̂ для множин V та V̂ = V \ Fix(F) є

iн’єктивними, а обернене вiдображення (φF,V )−1 : Sh(F, V ) → func(F, V )

зберiгає гладкiсть (його неперервнiсть вiдносно яких-небудь топологiй не

вимагається);

(ii) Sh(F, V ) = Eid(F, V )k;

Тодi F має властивiсть ESD(∞; 0,−) в точцi z.

Доведення. Нехай U — вiдкритий окiл точки z, Ω : W × Sl → M — (Sl, C∞)-

деформацiя в E(F,U) i Λ : (U \ Fix(F))× Sl → R— така C∞-функцiя зсуву для

Ω, що для деякого σ0 ∈ Sl функцiя Λσ0 гладко продовжується на весь окiл U .

Потрiбно показати, що Λ гладко продовжується на деякий окiл V ⊂ U × Sl

точки (z, σ0).

Нехай V ∈ β такийD-окiл точки z, що V ⊂ U . Позначимо через Ω′ обмеження

Ω на V × Sl, а через Λ′ обмеження Λ на (V \ Fix(F)) × Sl. Тодi Ω′ є (Sl, Ck)-

деформацiєю в E(F, V ). Так як

Ω′
σ0

= φF,V (Λ′
σ0

) ∈ Sh(F, V ) = Eid(F, V )k,

то Ω′ в дiйсностi є деформацiєю в Sh(F, V ). Те, що обернене вiдображення
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(φF,V )−1 зберiгає гладкiсть означає iснування єдиної функцiї зсуву ∆ : V ×Sl →

R для Ω.

З iншого боку, за умовою, Ω′
σ = φF,V (Λ′

σ) на V \ Fix(F). Так як обидва вiдоб-

раження зсуву φF,V та φF,V̂ є iн’єктивними, то Λ′
σ = ∆σ на V \ Fix(F). Таким

чином, Λ′ гладко продовжується навiть на множину V × Sl.

(ii) Нехай Ω : W ×Sl →M — (Sl, Ck)-деформацiя в E(F,U) i Λ : (U \Fix(F))×

Sl → R— така C∞-функцiя зсуву для Ω, що для деякого σ0 ∈ Sl функцiя Λσ0

гладко продовжується на весь окiл U .

5.5 Висновки

В п’ятому роздiлi встановлено, що якщо вiдображення h ∈ E(F, V ) гомотопне

тотожному вкладенню iV : V ⊂M , то для заданої гомотопiї можна побудувати

функцiю зсуву на множинi регулярних точок з V . Звiдси слiдує, що Sh(F, V ) =

Eid(F, V )0, якщо V не мiстить особливих точок поля F , (теорема 5.1.1).

Якщо ж V мiстить особливi точки, то для того, щоб така функцiя зсуву дефор-

мацiї гладко продовжувалась на всю множину V потрiбно накладати додатковi

умови типу гладкої залежностi деформацiї вiд параметру. Такi достатнi умови

наведенi в теоремi 5.2.2.

Крiм того, показано, що, в певному сенсi, властивiсть Sh(F, V ) = Eid(F, V )0 є

«локальною», тобто при «правильному зменшеннi» V до пiдмножини W ⊂ V

властивiсть Sh(F,W ) = Eid(F,W )0 зберiгається (лема 5.3.1).



Роздiл 6 ВIДКРИТIСТЬ ВIДОБРАЖЕННЯ

ЗСУВУ

Нехай V ⊂M —D-пiдмноговид такий, що V ∩ Fix(F) нiде не щiльна в V . Тодi

φF,V є локально iн’єктивним вiдображенням. Виникає природне питання: чи

буде φF,V : Sh(F, V ) → Sh(F, V ) локальним гомеомофiзмом на свiй образ. Так

як φF,V є Sr,r-неперервним вiдображенням для кожного r ∈ N0, то потрiбно

навчитись перевiряти S∞,∞-вiдкритiсть φF,V .

Нагадаємо, що в попередньому роздiлi ми отримали достатнi умови, коли

Sh(F, V ) = Eid(F, V )r для деякого r ≥ 0. Якщо ж додатково вiдомо, що φF,V є

вiдкритим на свiй образ Sh(F, V ) = Eid(F, V )r, то з наслiдку 4.2.9 отримаємо,

що Eid(F, V )r та Did(F, V )r є або стягуваними або гомотопiчно еквiвалентнимим

до кола.

Це застосування є головною мотивацiєю дослiджень дисертацiйної роботи.

В даному роздiлi ми даємо достатнi умови, за яких вiдображення зсуву буде

Sr,s-вiдкритим на свiй образ. Спочатку буде показано, що вiдкритiсть вiдобра-

ження зсуву досить перевiряти лише для деякого околу тотожного вкладення

iV : V ⊂ M , (теорема 6.1.2). Далi в §6.2 наводяться приклади потокiв, вi-

дображення зсуву яких, не є гомеоморфiзмом на свiй образ. Наступний крок

(теорема 6.3.1) дозволяє звести глобальну задачу перевiрки вiдкритостi φF,V до

сiм’ї локальних задач перевiрки вiдкритостi φF,Vi, де {Vi}i∈Λ — довiльне локаль-

но скiчненне покриття V . Ця задача знову є важкою, тому ми показуємо, що

можна замiнити F його обмеженням на довiльний окiл W множини Vi (теоре-
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ма 6.4.1), за умови, що образ вiдображення φF |W ,V є вiдкритим в φF,V .

Таким чином можна отримуємо локальну пiдзадачу: перевiрити вiдкритiсть

вiдображення зсуву для випадку, коли W = Rn, а V ⊂ Rn — деякий окiл доча-

тку координат. Приклади обчислень вже були наведенi в роздiлi 3.

З iншого боку згаданi вище додаткова проблема про вiдкритiсть φF |W ,V в φF,V

може бути розв’язана в суто топологiчних термiнах. В §6.5 ми даємо розв’язуємо

цю задачу для випадку, коли V ⊂ W — достатньо малi околи регулярної точки,

а в §6.6 розглядаємо випадок сингулярної точки.

Останнiй має зв’язок з результатами використовує результатами C. Conley та

R. Easton про iзолюючi блоки.

6.1 Вiдкритiсть вiдображення зсуву в околi тотожного
вiдображення

В цьому пiдроздiлi буде показано, що Sr,s-вiдкритiсть φF,V для деяких r, s ∈ N0

еквiвалентна Ss,r-неперервностi локального оберненого вiдображення, визначе-

ного лише в як завгодно малому околi тотожного вкладення iV : V ⊂ M в

Sh(F, V ).

Означення 6.1.1. Нехай A— група i S — напiвгрупа з одиницею e. Тодi пра-

вою дiєю S на A називається таке вiдображення ∗ : A×S → A, що α∗e = α

i α ∗ (f g) = (α ∗ f) ∗ g для всiх α ∈ A та f, g ∈ S. Вiдображення σ : S → A

називається схрещеним гомоморфiзмом якщо

σ(f g) = (σ(f) ∗ g)σ(g).

Припустимо, що F породжує глобальний потiк F. Покладемо S = Sh(F ) i

A = Sh(F ) = C∞(M,R). Тодi A є абелевою групою i згiдно [70, Eq (8)] S є

напiвгрупою в C∞(M,M), що дiє справа на A за правилом:

α ◦ s : M
s−→M

α−→ R, α ∈ A, s ∈ S.
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Припустимо також, що вiдображення зсуву φF є iн’єктивним, тобто φF : C∞(M,R) →

Sh(F ) — є бiєкцiєю. Тодi з [70, Eq (8)] випливає, що обернене вiдображення

σ = φ−1
F : Sh(F ) → C∞(M,R)

є схрещеним гомоморфiзмом, тобто

σ(f ◦ g) = σ(f) ◦ g + σ(g), ∀f, g ∈ S.

Якщо φF не є iн’єктивним, то локальне обернене вiдображення для φF , ви-

значене бiля idM є “локальним схрещеним гомоморфiзмом”. Бiльш того, якщо

F не є глобальним потоком, то Sh(F ) є вiдкритим околом нульової функцiї в

C∞(M,R), тобто “локальною групою”.

Вiдмiтимо також, що якби Sh(F ) була групою а φ−1
F — гомоморфiзмом, то

неперервнiсть φ−1
F була б еквiвалентною неперервностi φ−1

F лише в одинично-

му елементi idM , що суттєво спрощує її перевiрку. В нашому випадку Sh(F ) є

лише напiвгрупою, φ−1
F — локальним схрещеним гомоморфiзмом, а Sh(F, V ) —

локальною групою. Ми покажемо, що навiть при цих послаблених умовах, не-

перервнiсть локальних обернених φF еквiвалентна неперервностi локального

оберненого до φF лише в точцi iV : V ⊂M .

Теорема 6.1.2. Нехай V ⊂ M —D-пiдмноговид i r, s ∈ N0. Тодi наступнi

умови є еквiвалентними:

(A) Вiдображення зсуву φF,V : Sh(F, V ) → Sh(F, V ) є Sr,s-вiдкритим;

(B) Для кожної функцiї α ∈ Sh(F, V ) iснує Ss-окiл Nf вiдображення f =

φF,V (α) в Sh(F, V ) i таке Ss,r-неперервне вiдображення

σ : Nf −→ C∞(V,R),

що σ(f) = α i φF,V ◦ σ = id(Nf). Iншими словами

f(x) = F(x, σ(f)(x)),

для g ∈ Nf та x ∈ V .
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(C) Властивiсть (B) виконується для нульової функцiї α = 0 : V → R та

тотожного включення f = φF,V (0) = iV : V ⊂M .

Доведення. (A)⇒(B). Припустимо, що φF,V : func(F, V ) → Sh(F, V ) є Sr,s-вiд-

критим. Так як φF,V — локально iн’єктивне вiдносно топологiї S0, то умова (A)

означає, що для кожної функцiї α ∈ Sh(F, V ) iснує такий Sr-вiдкритий окiл

Mα в Sh(F, V ), що

a) обмеження φF,V |Mα
: Mα → φF,V (Mα) є бiєкцiєю,

b) образ φF,V (Mα) є Ss-вiдкритим в Sh(F, V ), тобто φF,V (Mα)=Sh(F, V )∩Nf

для деякого Ss-вiдкритого околу Nf f = φF,V (α) в C∞(V,M),

c) обернене вiдображення σV = φ−1
F,V : φF,V (Mα) → Mα є Ss,r-неперервним.

Тодi очевидно, що Nf := φF,V (Mα) = Sh(F, V ) ∩ Nf та σV задовольняють

умову (B).

Iмплiкацiя (B)⇒(C) очевидна.

(C)⇒(A). Досить показати, що для кожної функцiї α ∈ Sh(F, V ) знайдеться

Sr-вiдкритий окiл Mα в Sh(F, V ), що задовольняє a)-c). Вiдмiтимо, умова (C)

означає, що такий окiл M0 iснує для нульової функцiї 0.

Для кожної функцiї α ∈ C∞(V,R) покладемо:

Uα = {f ∈ C∞(V,M) : (f(x), α(x)) ∈ dom(F ),∀x ∈ V }

i розглянемо вiдображення qα : Uα → C∞(V,M) визначене за наступним прави-

лом:

qα(f)(x) = F(f(x), α(x)), f ∈ Uα, x ∈ V.

Легко бачити, що Uα є S0-вiдкритою пiдмножиною а C∞(V,M), вiдображення

qα є Sr,r-неперервним для всiх r ∈ N0. Крiм того, iV ∈ Uα тодi i лише тодi, коли

α ∈ Sh(F, V ).

Лема 6.1.3. Образ вiдображення qα спiвпадає з U−α, а вiдображення q−α є

оберненим до qα, тобто q−α = q−1
α : U−α → Uα. Таким чином qα здiйснює Sr,r-

гомеоморфiзм (∀r ∈ N0) мiж S0-вiдкритими множинами Uα та U−α.
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Доведення. Нехай f ∈ Uα, тобто (f(x), α(x)) ∈ dom(F ) для всiх x ∈ V . Тодi(
qα(f)(x),−α(x)

)
=
(
F(f(x), α(x)),−α(x)

)
∈ dom(F ),

q−α ◦ qα(f)(x) = F
(
F
(
f(x), α(x)

)
,−α(x)

)
= F

(
f(x), α(x) − α(x)

)
= f(x).

Тому qα(Uα) ⊂ U−α i q−α ◦ qα = idUα
. Замiна α на −α доводить лему.

Закiнчимо доведення теореми 6.1.2. Для кожної функцiї α ∈ Sh(F, V ) роз-

глянемо наступну пiдмножину в Sh(F, V ):

Mα :=
(
M0 ∩ φ−1

F,V (Uα) + α
)
∩ Sh(F, V ).

Очевидно, що Mα є Sr-вiдкритою в Sh(F, V ).

Крiм того, α ∈ Mα. Дiйсно, так як α ∈ Sh(F, V ), то iV ∈ Uα. Тому 0 ∈

φ−1
F,V (iV ) ⊂ φ−1

F,V (U) а отже α ∈ Mα.

Покажемо, що Mα задовольняє умови a)-c).

a). Так як обмеження φF,V |M0
є бiєкцiєю, то тим бiльше бiєкцiєю є φF,V |Mα

.

Умови b) та c) випливають з наступної леми:

Лема 6.1.4. Нехай M′
α ⊂ Mα — довiльна Sr-вiдкрита пiдмножина. Тодi φF,V (M′

α)

є Ss-вiдкритим в Sh(F, V ).

Доведення. Покладемо M′
0 = M′

α−α. Тодi M′
0 ⊂ M0∩φ−1

F,V (Uα) i за умовою b)

для M0 iснує така Ss-вiдкрита пiдмножина N ′ ⊂ C∞(V,M), що

φF,V (M′
0) = Sh(F, V ) ∩N ′.

Розглянемо Sr,r-гомеоморфiзм

aα : C∞(V,R) → C∞(V,R), aα(β) = α + β.

Вiн замикає наступну комутативну дiаграму

M′
0

φF,V−−→ φF,V (M′
0) = Sh(F, V ) ∩N ′ ∩ Uα

aα

y yqα
M′

α

φF,V−−→ Sh(F, V ) ∩ qα(N ′ ∩ Uα)

(6.1)
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яка означає, що F
(
x, β(x) + α(x)

)
= F

(
F(x, β(x)), α(x)

)
для всiх β ∈ M0 та

x ∈ V .

Покажемо, що

φF,V (M′
α) = Sh(F, V ) ∩ qα(N ′ ∩ Uα).

Дiйсно, з (6.1) отримуємо, що φF,V (M′
α) ⊂ Sh(F, V ) ∩ qα(N ′ ∩ Uα).

Навпаки, нехай g ∈ Sh(F, V ) ∩ qα(N ′ ∩ Uα). Тодi iснують такi β ∈ Sh(F, V ) i

f ∈ N ′ ∩ Uα, що

g(x) = F(x, β(x)) = F(f(x), α(x)), ∀x ∈ V. (6.2)

Очевидно, що f(x) = F(x, β(x) − α(x)), тобто f ∈ Sh(F, V ), а тому

f = φF,V (β − α) ∈ Sh(F, V ) ∩N ′ ∩ Uα = φF,V (M′
0).

Таким чином, знайдеться γ ∈ M′
0, можливо вiдмiнна вiд β − α, така, що f =

φF,V (γ). Покладемо β′ = γ + α. Тодi β′ ∈ M′
α i

g(x) = F(f(x), α(x)) = F
(
F(x, γ(x)), α(x)

)
= F(x, β′(x)).

Iншими словами, g = φF,V (β′) ∈ φF,V (M′
α). Це доводить лему 6.1.4 i теоре-

му 6.1.2.

6.2 Приклад, коли вiдображення зсуву не є вiдкритим

В цьому параграфi наведено приклади потокiв, вiдображення зсуву яких, не є

гомеоморфiзмом на свiй образ. Наступна лема дає достатнi умови не вiдкритостi

вiдображення зсуву:

Лема 6.2.1. Нехай F — векторне поле на компактному многовидi дотичне до

∂M . Припустимо, що вiдображення зсуву φF поля F є iн’єктивним i будь-

яких r ∈ N0, Wr-околу N тотожного вiдображення idM , та як завгодно вели-

кого T > 0 знайдеться t ∈ R (розглядуване як постiйна функцiя t : M → R)



168

таке, що |t| > T i Ft = φF (t) ∈ N . Тодi φF не є Wr,s-вiдкритим нi для яких

r, s ∈ N0. Зокрема, φF не є гомеоморфiзмом на свiй образ вiдносно топологiй

W∞ на C∞(M,R) та Sh(F ).

Доведення. Розглянемо наступний W0-окiл нульової функцiї:

M0 = {α ∈ C∞(M,R) : |α(x)| < 1}.

Припустимо, що такий знайдеться Wr-окiл N тотожного вiдображення idM ,

що N ⊂ φF (M0). За умовою, iснує таке t > 1, що φF (t) ∈ N . Так як φF є

iн’єктивним i t ̸∈ M0, то φF (t) ̸∈ φF (M0). Тому N ̸⊂ φF (M0). Це означає, що

φF не є Wr,s-вiдкритим нi для яких r, s ∈ N0.

Iррацiональний потiк. Для простоти розглянемо iррацiональний потiк на

2-торi T 2 = R2/Z2. Нехай µ ∈ R— довiльне iррацiональне число i F— iррацiо-

нальний потiк на T 2, визначений за формулою: F(x, y, t) = (x+ t, y + t/µ).

Лема 6.2.2. Вiдображення зсуву φF : C∞(T 2,R) → C∞(T 2, T 2) потоку F не є

Wr,s-вiдкритим нi для яких r, s ∈ N0.

Доведення. Вiдмiтимо, що кожна орбiта F є незамкнутою i всюди щiльною в

T 2. Тому φF є iн’єктивним вiдображенням.

Спочатку випишемо формули для метрик, що породжують топологiї Wr на

C∞(T 2, T 2). Нехай f ∈ C∞(T 2, T 2). Тодi f пiднiмається до деякого Z2-еквi-

варiантного вiдображення f̃ = (f̃1, f̃2) : R2 → R2. Очевидно, що квадрат

I2 = [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2 є фундаментальною областю для накриваючого вi-

дображення p : R2 → T 2. Визначимо r-норму f за формулою:

∥f∥r =
∑
j=1,2

(
sup

(x,y) ∈ I2
min({|f̃j|}, 1 − {|f̃j|}) +

∑
1≤i1+i2≤r

sup
(x,y) ∈ I2

∣∣∣∣∣ ∂i1+i2f̃j∂xi1∂yi2

∣∣∣∣∣
)
,

де {|t|}— дробова частина модуля t ∈ R.

Зафiксуємо довiльне ε > 0 i розглянемо Wr-окiл N r
ε = {f ∈ C∞(T 2, T 2) : ∥f−

idT 2∥r < ε} тотожного вiдображення idT 2 = φF (0) ∈ C∞(T 2, T 2). Покажемо, що
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знайдеться таке як завгодно велике (за модулем) n ∈ Z, що φF (nµ) = Fnµ ∈ N r
ε .

Тодi наша лема випливатиме з леми 6.2.1.

Вiдмiтимо, що Fnµ(x, y) = (x+ nµ, y + n) ≡ (x+ nµ, y) для всiх n ∈ Z, тобто

Fnµ є просто “поворотом уздовж першої координати”. Так як це вiдображення

визначене додаванням константи до координат, то з формули для ∥f∥r отриму-

ємо, що

∥Fnµ − idT 2∥r = min({|nµ|}, 1 − {|nµ|}), ∀r ∈ N0.

Зокрема, отриманий вираз не залежить вiд r.

Так як µ— iррацiональне, то множина Tµ = {min({|nµ|}, 1−{|nµ|})}n∈Z є всю-

ди щiльною в S1 = R/Z. Тому знайдеться таке як завгодно велике (за модулем)

n ∈ Z, що ∥Fnµ − idT 2∥r < ε, тобто Fnµ ∈ N r
ε .

Iррацiональний потiк на заповненому торi. Нехай D2 = {z ∈ C : |z| ≤

1}— одиничний диск в комплекснiй площинi, T = S1 × D2 — заповнений тор

i µ— iррацiональне число. Визначимо потiк на T за формулою: F(ϕ, z, t) =

(ϕ+ tmod1, e2πt/µz). Тодi аргументи, аналогiчнi до леми 6.2.2, показують, що F

задовольняє припущенням леми 6.2.1.

Перiодичнi лiнiйнi потоки. Для довiльних чисел λ1, . . . , λn ∈ R визначимо

лiнiйний потiк на R2n = Cn за формулою:

F(z1, . . . , zn, t) = (ei λ1tz1, . . . , e
i λntzn). (6.3)

Очевидно, що замкнений 2n-диск Dr радiуса r з центром в початку координат

є iнварiантним вiдносно F.

Лема 6.2.3. Наступнi умови для потоку F еквiвалентнi:

(1) iснує таке τ > 0, що Fτ = idCn, тобто λjτ ∈ Z для всiх j = 1, . . . , n;

(2) кожна точка z ∈ Cn є або нерухомою або перiодичною точкою F;

(3) знайдеться хоча б одна перiодична точка z = (z1, . . . , zn), у якої всi коор-

динати ненульовi.
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Потiк, що задовольняє однiй з цих умов, називатиметься перiодичним.

Доведення. Очевидно, що (1)⇒(2)⇒(3).

(3)⇒(1). Нехай z ∈ Cn — перiодична точка з усiма ненульовими координатами

i θ— її перiод. Тодi ei λjθzj = zj ̸= 0 для всiх j = 1, . . . , n. Тому λj ·θ/2π ∈ Z.

Лема 6.2.4. Якщо потiк F не є перiодичним, то його вiдображення зсуву φF

є iн’єктивним, але не є Wr,s-вiдкритим нi для яких r, s ∈ N0.

Доведення. За лемою 6.2.3 кожна точка z ∈ Cn з усiма ненульовими коорди-

натами є неперiодичною. Неважко переконатись, що орбiта такої точки є всю-

ди щiльною на деякiй вiдкритiй пiдмножинi сфери S2n−1
|x| = ∂D|x| радiуса |x|.

Зокрема, ця орбiта є незамкнутою, а тому вiдображення зсуву φF потоку F—

iн’єктивне. Тодi, аналогiчно до леми 6.2.2, можна знайти як завгодно велике

(за модулем) t ∈ R таке, що вiдображення Ft є як завгодно близьким до idR2n в

будь-якiй з топологiй Wr.

Потоки на S2n, n ≥ 2.

Нехай R2n
1 та R2n

2 — двi копiї R2n = Cn. Визначимо дифеоморфiзм η : R2n
1 \

{0} → R2n
2 \ {0} за формулою: η(z) = z

∥z∥2 , де ∥z∥— звичайна Евклiдова норма

в R2n. Очевидно, що η гладко вiдображає кожну сферу радiусу r з центром в

початку координат 0 на сферу радiусу 1/r. Склеїмо R2n
1 та R2n

2 за допомогою η.

Отриманий простiр, очевидно, є 2n-сферою.

Вiдмiтимо, що формула (6.3) визначає потоки на R2n
1 та R2n

2 , причому наступна

дiакграма є комутативною:

R2n
1 \ {0} η−−→ R2n

2 \ {0}
Ft

y yFt

R2n
1 \ {0} η−−→ R2n

2 \ {0}.

Тому цi потоки визначають єдиний потiк F′ на S2n з двома нерухомими точками.

Бiль того F′ лiнеаризовний на картах R2n
1 та R2n

2 в цих точках.
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Припустимо, що F не є перiодичним. Тодi знайдеться таке, як завгодно велике,

t ∈ R, що вiдображення Ft є як завгодно близьким до idR2n в будь-якiй з топо-

логiй Wr. Отже, F′ задовольняє припущення леми 6.2.1, а тому вiдображення

зсуву φF не є Wr,s-вiдкритим нi для яких r, s ∈ N0.

6.3 Теорема фрагментацiї

Нехай F — векторне поле на M дотичне до ∂M . В цьому роздiлi даються до-

статнi умови вiдкритостi вiдображення зсуву φF : Sh(F ) → Sh(F ).

Теорема 6.3.1. Нехай F — векторне поле на M дотичне до ∂M i таке, що

Fix(F) є нiде не щiльною в M . Припустимо, що знайдуться a ∈ N0, функцiя

d : N0 → N0, локально скiнчене покриття {Vi}i∈Λ многовиду M D-пiдмногови-

дами i скiнченна (можливо, порожня) пiдмножина iндексiв Λ′ ⊂ Λ такi, що

{IntVi}i∈Λ є також покриттям M , а вiдображення зсуву φFVi
: Sh(FVi

) →

Sh(FVi
) є S∞,∞-вiдкритим для i ∈ Λ′ i Sr,d(r)-вiдкритим для всiх r ≥ a при

i ∈ Λ \ Λ′. Тодi вiдображення зсуву φF : Sh(F ) → Sh(F ) є S∞,∞-вiдкритим.

Якщо Λ′ = ∅, то φF є Sr,d(r)-вiдкритим для кожного r ≥ a.

Зокрема, якщо φF : Sh(F ) → Sh(F ) — iн’єктивне вiдображення, то φF є го-

меоморфiзмом на свiй образ вiдносно топологiй S∞. В протилежному випадку

φF є Z-накриваючим вiдображенням.

Доведення. Так як Fix(F) нiде не щiльна, то знайдеться така неперервна функ-

цiя δ : M → (0,∞), що для кожної перiодичної точки x її перiод θx задовольняє

спiввiдношення: δ(x) < 3θx.

Нехай α ∈ Sh(F ), r ≥ a, dr — метрика на многовидi r-струменiв Jr(M,R),

ν : M → (0, 1) — строго додатна неперервна функцiя така, що ν < δ, i

M := {β ∈ Sh(F ) | dr(jrα(x), jrβ(x)) < ν(x), ∀x ∈M}

— базисний Sr-окiл α, де jrβ(x) позначає r-струмiнь β в x. Тодi обмеження φF
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на M є iн’єктивним, [70, Pr. 14]. Покажемо, що образ φF (M) цього околу є S∞-

вiдкритою множиною в Sh(F ), причому, якщо Λ′ = ∅, то φF (M) є навiть Sd(r)-

вiдкритим в Sh(F ). Це доведе нашу теорему 6.3.1.

Для кожного i ∈ Λ розглянемо наступний Sr-окiл

Mi := {β ∈ Sh(FVi
) : dr(jrα(x), jrβ(x)) < ν(x),∀x ∈ Vi} (6.4)

обмеження α|Vi функцiї α на V в Sh(FVi
). Тодi з умови вiдкритостi φFVi

випли-

ває, що

φFVi
(Mi) = Sh(FVi

) ∩Ni ,

де Ni деяка пiдмножина в C∞(Vi,M), що є S∞-вiдкритою для i ∈ Λ′ i Sd(r)-

вiдкритою для i ∈ Λ \ Λ′. Бiльш того, обмеження φFVi
на Mi є iн’єктивним.

Нехай pi : C∞(M,R) → C∞(Vi,R) i qi : C∞(M,M) → C∞(Vi,M) — вiдображен-

ня “обмеження на Vi”. Тодi має мiсце наступна комутативна дiаграма

Sh(F )
φF−−→ Sh(F )

pi

y yqi
Sh(FVi

)
φFVi−−−→ Sh(FVi

)

(6.5)

За означенням φF та φFVi
сюр’єктивнi. Легко бачити, що qi є також сюр’є-

ктивним. Дiйсно, з означення Sh(F ) i Sh(FVi
) та з умови, що Vi є D-пiдмно-

говидом, випливає, що кожна функцiя σ ∈ C∞(V,R) продовжується до деякої

функцiї σ̄ ∈ C∞(M,R). Бiльш того, якщо σ ∈ Sh(FVi
), то можна вважати, що

σ̄ ∈ Sh(F ). Тому pi(Sh(F )) = Sh(FVi
), а значить qi є вiдображенням “на”.

Очевидно, що

M = ∩
i∈Λ

p−1
i (Mi).

Покладемо

N := ∩
i∈Λ

q−1
i (Ni). (6.6)

Так як {Vi}i∈Λ є локально скiнченим покриттям i Λ′ — скiнчена множина, то

з [70, Lm. 18] випливає, що N є S∞-вiдкритою в C∞(M,M) множиною i навiть

Sd(r)-вiдкритою якщо Λ′ = ∅.
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Для завершення доведення теореми, покажемо, що

φF (M) = Sh(F ) ∩N . (6.7)

З (6.5) та (6.6) випливає, що φF (M) ⊂ Sh(F )∩N . Навпаки, нехай g ∈ Sh(F )∩

N . Тодi g|Vi = qi(g) ∈ Sh(FVi
) ∩ Ni = φFVi

(Mi) для всiх i ∈ Λ i g = φF (β′)

для деякої функцiї β′ ∈ C∞(M,R). Потрiбно знайти (можливо iншу) функцiю

β ∈ M таку, що g = φF (β). Так як обмеження φFVi
на Mi — iн’єктивне, то

g|Vi = φFVi
(βi) для єдиної функцiї βi ∈ Mi.

Залишається довести, що βi = βj на Vi ∩ Vj для будь-яких i, j ∈ Λ. Так як

{IntVi}i∈Λ є також покриттям M , то сiм’я функцiй {βi}i∈Λ визначатиме єдину

гладку функцiю β ∈ ∩
i∈Λ

p−1
i (Mi) = M таку, що β|Vi = βi i φF (β) = g. Це

доведе (6.7) i нашу теорему.

Нехай x ∈ IntVi ∩ IntVj для деяких i, j ∈ Λ. Тодi g(x) = F(x, βi(x)) =

F(x, βj(x)).

Якщо x є неперiодичною регулярною точкою, то βi(x) = βj(x).

Якщо x— перiодична перiоду θx, то βi(x)−βj(x) = bθx для деякого b ∈ Z. Але

|βi(x) − βj(x)| ≤ |α(x) − βi(x)| + |α(x) − βj(x)| < 2δ(x) < θx, а значить b = 0.

Таким чином, βi = βj на (IntVi∩ IntVj)\Fix(F). Так як Fix(F) нiде не щiльна,

то βi = βi на Vi ∩ Vj.

6.4 Замiна M вiдкритою множиною

Теорема 6.3.1 зводить перевiрку вiдкритостi вiдображення зсуву до вiдкритостi

сiм’ї вiдображень зсуву {φFVi
}, де {Vi}— довiльне локально скiнченне покриття

M D-пiдмноговидами. Мета цього роздiлу — “локалiзувати” перевiрку вiдкри-

тостi φF,V замiною M на деякий вiдкритий окiл W множини V .

Нехай F — векторне поле на M дотичне до ∂M , W ⊂ M — вiдкрита зв’язна

пiдмножина i FW : W × R ⊃ dom(FW ) → W — локальний потiк породжений

обмеженням F |W поля F на W . Тодi dom(FW ) ⊂ dom(F ) ∩ (W × R) i F =
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FW на dom(FW ). Очевидно також, що для довiльного D-пiдмноговиду V ⊂ W

множина Sh(F,W, V ) є S0-вiдкритою пiдмножиною в Sh(F, V ), а вiдповiдне

вiдображення зсуву φF,W,V потоку FW спiвпадає з φF,V на Sh(F,W, V ), тобто

φF,W,V = φF,V |Sh(F,W,V ) : Sh(F,W, V ) → Sh(F,W, V ) ⊂ Sh(F, V ). (6.8)

Наступна теорема характеризує вiдкритiсть φF,V через вiдкритiсть φF,W,V .

Теорема 6.4.1. Нехай V ⊂ W —D-пiдмноговид i r, s ∈ N0. Тодi наступнi

умови еквiвалентнi (A)-(C):

(A) Вiдображення зсуву φF,V є Sr,s-вiдкритим;

(B) Вiдображення зсуву φF,W,V є Sr,s-вiдкритим, а його образ Sh(F,W, V ) є

Ss-вiдкритою пiдмножиною в Sh(F, V ), тобто знайдеться така Ss-вiд-

крита пiдмножина N ⊂ C∞(V,W ), що

Sh(F, V ) ∩N = Sh(F,W, V ).

(C) Вiдображення зсуву φF,W,V є Sr,s-вiдкритим i знайдеться такий Ss-окiл

N тотожного включення iV : V ⊂M в C∞(V,M), що

Sh(F, V ) ∩N ⊂ Sh(F,W, V ).

Доведення. (A)⇒(B). З того, що Sh(F,W, V ) є S0-вiдкритою пiдмножиною в

Sh(F, V ), а φF,V є Sr,s-вiдкритим вiдображенням, випливає, що обмеження φF,V |Sh(F,W,V ) =

φF,W,V також є Sr,s-вiдкритим, а його образ Sh(F,W, V ) — є Ss-вiдкритою мно-

жиною в Sh(F, V ).

Iмплiкацiя (B)⇒(C) очевидна.

(B)⇒(A). Припустимо, що φF,W,V є Sr,s-вiдкритим. Тодi з (B) теореми 6.1.2 ви-

пливає, що знайдеться Ss-окiл U тотожного включення iV : V ⊂ W в C∞(V,W )

i Ss,r-неперервне вiдображення

σ : Sh(F, V ) ⊃ Sh(F,W, V ) ⊃ U ∩ Sh(F,W, V )
σ−−→ Sh(F,W, V ) ⊂ Sh(F, V ),

яке є оберненим до φF,W,V , тобто φF,W,V ◦ σ = idU ′, де U ′ = U ∩ Sh(F,W, V ).
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Так як Sh(F, V ) ∩ N ⊂ Sh(F,W, V ) i C∞(V,W ) є S0-вiдкритою множиною в

C∞(V,M), то U ′′ = U ′ ∩ N є Ss-околом iV : V ⊂ M в C∞(V,M). Крiм того,

φF,V спiвпадає з φF,W,V на Sh(F,W, V ). Тому σ є також локальним оберненим

до φF,V на U ′′. Тодi знову з (B) теореми 6.1.2 випливає, що φF,V є Sr,s-вiдкритим

вiдображенням.

Пiдкреслимо, що в цiй теоремi W є довiльним вiдкритим околом V .

6.5 Вiдкритiсть Sh(F,W, V ) в Sh(F ). Регулярний випадок

Нехай z — регулярна точка поля F , тобто F (z) ̸= 0. В цьому роздiлi даються

необхiднi i достатнi умови для Wr,r-вiдкритостi вiдображення зсуву φF,V , де V

як завгодно малий D- окiл точки z, див. теорему 6.5.2. В якостi наслiдку ми

отримаємо наступну теорему:

Теорема 6.5.1. Нехай z— регулярна точка F , яка задовольняє одну з наступ-

них умов:

(a) z є неперiодичною i нерекурентною;

(b) z є перiодичною i паросток в точцi z вiдображення першого поверне-

ння Пуанкаре R : (B, z) → (B, z) є перiодичним;

(c) z є перiодичною i дотичне вiдображення TzR : TzB → TzB має хоча б одне

власне значення λ таке, що |λ| ̸= 1.

Тодi для довiльного зв’язного D-околу V точки z вiдповiдне вiдображення зсу-

ву φF,V поля F є Wr,r-вiдкритим для кожного r ≥ 1. Крiм того, якщо z

задовольняє одну з умов (a) або (b), то φF,V є також W0,0-вiдкритим.

Так як z є регулярною точкою F , то знайдуться такi ε > 0, окiл W ′ точки

z i дифеоморфiзм η : W ′ → Rn−1 × (−4ε, 4ε), що в координатах (y, s) на W ′,

iндукованих η, потiк F задається наступною формулою: F((y, s), t) = (y, s+ t),

як тiльки s, s+ t ∈ (−4ε, 4ε). Називатимемо W ′ — 4ε-трубкою потоку в точцi z,
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див. Рис. 6.5.1.

Рис. 6.5.1: Трубка потоку

Нехай W = η−1
(
Rm−1× (−ε, ε)

)
⊂ W ′ — “центральна” ε-трубка в точцi z. Для

кожного D-пiдмноговиду V ⊂ W позначимо

UV = {α ∈ Sh(F, V ) : φF,V (α)(V ) ⊂ W}. (6.9)

Тодi Sh(F,W, V ) ⊂ UV i φF,V (UV ) = Sh(F, V ) ∩ C∞(V,W ) є W0-околом iV в

Sh(F, V ).

Нехай p1 : W ′ → Rm−1 та p2 : W ′ → (−4ε, 4ε) — стандартнi проекцiї. Тодi мож-

на визначити вiдображення P1 : UV → C∞(V,Rm−1) i P2 : UV → C∞(V, (−ε, ε))

за наступними формулами:

P1(α) = p1 ◦ φF,V (α) : V
φF,V (α)−−−−−→ W ∼= Rm−1 × (−ε, ε) p1−−→ Rm−1,

P2(α) = p2 ◦ φF,V (α) : V
φF,V (α)−−−−−→ W ∼= Rm−1 × (−ε, ε) p2−−→ (−ε, ε),

для α ∈ UV . Таким чином φF,V (α) = (P1(α), P2(α)).

Теорема 6.5.2. Нехай V ⊂ W — зв’язний компактний D-пiдмноговид i 0 :

V → R— нульова функцiя. Тодi виконуються наступнi умови.

(A) Вiдображення P1 є локально постiйне вiдносно топологiї W0 на UV , а його

образ P1(UV ) ⊂ C∞(V,Rm−1) є не бiльш нiж злiчений.

(B) Вiдображення зсуву φF,V : func(F, V ) → Sh(F, V ) є Wr,r-вiдкритим тодi i

тiльки тодi, коли P1(0) є iзольованою точкою в P1(UV ) в топологiї Wr.

Доведення. (A). Для доведення нам потрiбна наступна лема:

Лема 6.5.3. Нехай α, β ∈ UV . Тодi виконується одна з наступних умов:
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(i) |α(x) − β(x)| < 2ε для всiх x ∈ V ,

(ii) α(x) − β(x) > 6ε для всiх x ∈ V .

(iii) β(x) − α(x) > 6ε для всiх x ∈ V .

Бiльш того, з (i) випливає, що

(iv) P1(β) = P1(α) i P2(β) = P2(α) + β − α.

Доведення. Розглянемо наступнi три вiдкритих попарно диз’юнктних пiдмно-

жини в V .

K1 = {x ∈ V : |α(x) − β(x)| < 2ε},

K2 = {x ∈ V : α(x) − β(x) > 6ε},

K3 = {x ∈ V : β(x) − α(x) > 6ε}.

Нехай x ∈ V така точка, що |β(x) − α(x)| ≥ 2ε, тобто x ̸∈ K1. Так як W є

центральною ε-трубкою в 4ε-трубцi, i

φF,V (α)(V ) ∪ φF,V (β)(V ) ⊂ W,

то |β(x)−α(x)| > 6ε, тобто x ∈ K2∪K3. Таким чином V = K1∪K2∪K3. Так як

V — зв’язний, а K1, K2 та K3 — вiдкритi i попарно диз’юнктнi, то V спiвпадає з

однiєю з цих множин.

(i)⇒(iv) Позначимо f = φF,V (α), g = φF,V (β) i τ(x) = β(x) − α(x). Тодi

g(x) = F(x, β(x)) = F
(
F(x, α(x)), β(x) − α(x)

)
= F

(
f(x), τ(x)

)
(6.10)

для всiх x ∈ V . Припустимо, що |τ | < 2ε на V . Нагадаємо, що F(y, s; t) =

(y, s+ t), як тiльки s, t, s+ t ∈ (−4ε, 4ε) i y ∈ Rm−1. Так як |P2(α)|, |P2(β)| < ε,

то |P2(α) + τ | < 3ε i

(P1(β), P2(β)) = g
(6.10)
=== F(P1(α), P2(α); τ) = (P1(α), P2(α) + τ).

Тому P1(β) = P1(α) i P2(β) = P2(α) + β − α.
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Наслiдок 6.5.4. Визначимо наступне вiдношення еквiвалентностi на UV :

α ∼ β тодi i тiльки тодi, коли |α − β| < 2ε. Очевидно, що кожен клас з

фактор-простору UV / ∼ є W0-вiдкритим. Крiм того, з (iv) леми 6.5.3 випли-

ває, що вiдображення P1 коректно визначене на UV / ∼. Тому P1 є локально

постiйним вiдображенням.

Вiдмiтимо, що iснує природний строгий порядок “>” на UV / ∼: якщо

A,B ∈ UV / ∼, причому A ̸= B, то покладемо A > B тодi i лише тодi, коли

α − β > 6ε на V для деяких α ∈ A i β ∈ B. Тому UV / ∼ має не бiльше нiж

злiчену кiлькiсть елементiв, а значить образ P1(UV ) також не бiльше нiж

злiчений.

Доведення. Досить показати, що означення порядку “>” не залежить вiд вибору

α та β. Нехай α′ ∈ A i β′ ∈ B — iншi функцiї. Тодi

α′ − β′ = (α′ − α) + (α− β) + (β − β′) > −2ε+ 6ε− 2ε = 2ε.

Звiдси, за лемою 6.5.3, α′ − β′ > 6ε.

Цей наслiдок доводить твердження (A) теореми 6.5.2.

(B). Нехай A0 ∈ UV / ∼— клас еквiвалентностi, що мiстить нульову функцiю

0, тобто A0 = {α ∈ UV : |α| < 2ε}. Тодi очевидно, що A0 = Sh(F,W, V ), а отже

Sh(F,W, V ) = φF,W,V (A0) = φF,V (A0). Таким чином ми отримуємо наступну

комутативну дiаграму:

A0 = Sh(F,W, V )

φF,W,V =φF,V

��

� � // UV

φF,V

��

� � // Sh(F, V )

φF,V

��
φF,V (A0) = Sh(F,W, V )

p∗1
��

� � // φF,V (UV ) = Sh(F, V ) ∩ C∞(V,W )

p∗1
��

� � // Sh(F, V )

P1(A0)
� � // imP1

Лема 6.5.5. Образ Sh(F,W, V ) є Wr-вiдкритим в Sh(F, V ) для деякого r ∈ N0

тодi i лише тодi, коли P1(0) = P1(A0) є iзольованою точкою образу imP1 =

P1(UV ) ⊂ C∞(V,Rm−1) в топологiї Wr.
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Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що P1(0) є iзольованою точкою в imP1

в топологiї Wr. Тодi ця точка P1(0) є Wr-вiдкритою множиною в imP1. Так

як p∗1 —Wr,r-неперервне, то Sh(F,W, V ) = φF,V (A0) є Wr-вiдкритим в множинi

φF,V (UV ), яка, в свою чергу, є Wr-вiдкритою в Sh(F, V ). Тому Sh(F,W, V ) є

Wr-вiдкритим в Sh(F, V ).

Достатнiсть. Припустимо, що P1(0) не є iзольованою точкою в imP1 в топо-

логiї Wr. Ми побудуємо таку послiдовнiсть функцiй {βi}i∈N, що

(i) P1(βi) ̸= P1(0), а

(ii) послiдовнiсть {φF,V (βi)}i∈N збiгається до тотожного вкладення iV : V ⊂M

в топологiї Wr.

З (i) тодi випливатиме, що φF,V (βi) ̸∈ Sh(F,W, V ) = φF,V (A0) i, зокрема,

βi ̸∈ A0 = Sh(F,W, V ) для всiх i ∈ N. Крiм того, з (ii) ми отримаємо, що

Sh(F,W, V ) = φF,W,V (A0) не є Wr-околом iV в Sh(F, V ), а отже Sh(F,W, V ) не

є Wr-вiдкритим в Sh(F, V ).

Так як P1(0) не є iзольованою точкою в imP1, то знайдеться така послiдовнiсть

класiв {Ai}i∈N ⊂ UV / ∼, вiдмiнних вiд A0, що її образ {P1(Ai)}i∈N збiгається до

P1(A0) в топологiї Wr.

Легко бачити, що для кожного i ∈ N iснує така функцiя βi ∈ Ai, що P2(βi)(x, s) =

P2(0)(x, s) = s. Дiйсно, вiзьмемо довiльну β′
i ∈ Ai i покладемо βi = β′

i − P2(β
′
i).

Покажемо, що послiдовнiсть {βi}i∈N задовольняє умови (i) та (ii). Умова (i)

випливає з того, що P1(βi) = P1(Ai) ̸= P1(A0) для всiх i ∈ N.

Бiльш того, ми маємо, що P2(βi) = P2(0) = p2◦ iV i {P1(βi)}i∈N ⊂ C∞(V,Rm−1)

збiгається до P1(0) = p1 ◦ iV в топологiї Wr. Тому {φF,V (βi)}i∈N збiгається до iV

в цiй же топологiї, що доводить (ii).

Лема 6.5.6. Вiдображення φF,W,V є Wr,r-вiдкритим для кожного r ≥ 0.

Доведення. Вiдмiтимо, що

Sh(F,W, V ) = {α ∈ C∞(V,R) : |α(y, s)| < ε, |s+ α(y, s)| < ε},
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i

φF,W,V (α)(y, s) = (y, α(y, s) + s).

Тому

Sh(F,W, V ) = {f ∈ C∞(V,W ) : p1 ◦ f(y, s) = y, |p2 ◦ f | < ε},

а обернене вiдображення φ−1
F,W,V : Sh(F,W, V ) → Sh(F,W, V ) визначається за

наступною формулою: φ−1
F,W,V (f)(y, s) = p2 ◦ f(y, s) − s. Очевидно, що φ−1

F,W,V є

Wr,r-неперервним для всiх r ∈ N0. Це означає, що φF,W,V є Wr,r-вiдкритим.

Тепер твердження (B) випливає з 6.5.5, 6.5.6, та твердження (B) теореми 6.4.1.

Теорему 6.5.2 доведено.

Перiодичний випадок. Нехай z — перiодична точка F . Покажемо, що для

достатньо малої трубки потоку в цiй точцi образи класiв UV / ∼, визначенi

в 6.5.4 можна описати в термiнах вiдображення першого повернення орбiти,

див (6.12).

Нехай θ— перiод точки z, B ⊂ M — вiдкритий (m − 1)-диск, що трансвер-

сально перетинає орбiту oz в точцi z i R : (B, z) → (B, z) — паросток вiдоб-

раження першого повернення. Зафiксуємо ε < θ/5 i розглянемо 4ε-трубку

η : W ′ → Rm−1 × (−4ε, 4ε) потоку поля F в точцi z. Зменшуючи W ′, мож-

на також вважати, що

oz ∩W ′ = F(z × (−4ε, 4ε)), (6.11)

B ⊂ W i, що диск B є трансверсальним до всiх орбiт в W ′. Звiдси випливає,

що обмеження p1|B : W ′ ⊃ B → Rm−1 є дифеоморфiзмом. Розглянемо вiдобра-

ження:

d = (p1|B)−1 ◦ p1 : W
p1−−→ Rm−1 (p1|B)−1

−−−−−−→ B.

Очевидно, що d зберiгає першу координату, тобто p1 = p1 ◦ d : W → Rm−1.
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Нехай W ⊂ W ′ — “центральна” ε-трубка в точцi z, V ⊂ W — зв’язний D-окiл

точки z i A— деякий клас в UV / ∼. Тодi з (6.11) випливає, що знайдеться єдине

k ∈ Z таке, що |α(z) − kθ| < ε для кожної функцiї α ∈ A i

P1(A) = p1 ◦Rk ◦ d : V
d−→ B

Rk

−−→ B
p1−−→ Rm−1. (6.12)

Доведення теореми 6.5.1. За теоремою 6.5.2 досить знайти таку 4ε-трубку

W ′ в точцi z, що для будь-якого зв’язного D-околу V точки z, що мiстить-

ся в “центральнiй” ε-трубцi W , образ P1(0) є iзольованою точкою в P1(UV ) в

топологiї Wr, де r ≥ 0 у випадках (a) i (b), та r ≥ 1 у випадку (c).

(a). Припустимо, що z є неперiодичною i нерекурентною. Тодi знайдеться

ε > 0 i 4ε-трубка W ′ поля F в точцi z такi, що F(z, t) ∈ W ′ тодi i тiльки

тодi, коли |t| < 4ε. Нехай W ⊂ W ′ — “центральна” ε-трубка i V ⊂ W — зв’язний

D-пiдмноговид. Тодi з леми 6.5.3 випливає, що iснує лише єдиний клас еквiва-

лентностi ∼. Тому imP1 = P1(0), а значить P1(0) є iзольованою точкою в imP1

в будь-якiй топологiї Wr.

Нехай тепер z — перiодична точка, B — вiдкритий (m− 1)-диск, що трансвер-

сально перетинає орбiту oz в точцi z, R : (B, z) → (B, z) — паросток вiдоб-

раження першого повернення. Нехай також W ′, W i V позначають тi ж самi

множини, що i в §6.5.

(b). Якщо паросток R в z є перiодичним деякого перiоду q, то можна вважати,

що знайдеться такий вiдкритий окiл E точки z в B, що R(E) = E i d(V ) ⊂ E.

Тодi з (6.12) випливає, що образ imP1 є скiнченним i складається з q точок.

Тому P1(0) є iзольованою точкою в imP1 в будь-якiй топологiї Wr.

(c). Припустимо, що дотичне вiдображення TzR : TzB → TzB має таке власне

значення λ, що |λ ̸= 1. Нехай v ∈ TzB ⊂ TzV — ненульовий власний вектор,

що вiдповiдає λ. Тодi TzRk(v) = λkv. Розглянемо дотичне вiдображення Tzp1 :

TzB → T0Rm−1 до p1 в точцi z i позначимо u = Tzp1(v). Тодi для кожного класу
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A ∈ UV / ∼, що вiдповiдає деякому k ∈ Z ми маємо, що

Tz(P1(A))
(6.12)
=== Tz(p1 ◦Rk ◦ d)(v) = λku.

Так як |λ| ̸= 1, то, очевидно, що P (0) є iзольованою точкою в imP1 в будь-якiй

з топологiй Wrб (r ≥ 1).

6.6 Вiдкритiсть Sh(F,W, V ) в Sh(F ). Сингулярний
випадок

Нехай W ⊂ M — вiдкрита пiдмножина i V ⊂ W —D-пiдмноговид. Аналогiчно

до (6.9) покладемо: UV = {α ∈ Sh(F, V ) : φF,V (α)(V ) ⊂ W}.

Тодi Sh(F,W, V ) ⊂ UV , а образ

φF,V (UV ) = Sh(F, V ) ∩ C∞(V,W ) (6.13)

є S0-вiдкритим околом iV в Sh(F, V ). В цьому роздiлi дається достатня умова

для того, щоб Sh(F,W, V ) = UV . Тодi з (6.13) випливатиме, що перетин

Sh(F,W, V ) := φF,V (Sh(F,W, V )) = φF,V (UV ) = Sh(F, V ) ∩ C∞(V,W ) (6.14)

є S0-вiдкритим в Sh(F, V ).

Означення 6.6.1. Нехай V ⊂ W — пiдмножина. Скажемо, що пара (W,V )

має властивiсть регулярного перетину межi (р.п.м.), якщо для довiльних

x ∈ V , a ∈ R i T > 1 таких що

• F(x, τa) ∈ W для τ ∈ [0, 1) ∪ {T}, але

• F(x, a) ∈ Fr(W ) = W \W ,

знайдеться таке τ ′ ∈ (1, T ), що F(x, τ ′a) ̸∈ W , див. Рис. 6.6.1a).

Грубо кажучи, властивiсть р.п.м. означає, що якщо орбiта ox для деякого

x ∈ V виходить з W на деякий час i потiм повертається назад в W , то за цей

час ox також повинна вийти з замиканняW . Наприклад пара (W,V ), зображена

на Рис. 6.6.1b), не задовольняє р.п.м. Наступна лема є основним наслiдком
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a) b)

Рис. 6.6.1

властивостi р.п.м.:

Лема 6.6.2. Нехай z ∈ W — сингулярна точка F , тобто F (z) = 0, i V ⊂ W —

такий зв’язний D-окiл точки z, що пара (W,V ) має властивiсть р.п.м. Тодi

Sh(F,W, V ) = UV .

Таким чином, якщо вiдображення зсуву φF,V є Wr,s-вiдкритим, i пара (W,V )

має властивiсть р.п.м., то Sh(F,W, V ) є Ws-вiдкритим в Sh(F, V ).

Доведення. Нехай α ∈ UV , тобто F(x, α(x)) ∈ W для всiх x ∈ W . Потрiбно

довести, що α ∈ Sh(F,W, V ).

Розглянемо наступну пiдмножину в V :

Kα = {x ∈ V : F(x, sα(x)) ∈ W для всiх s ∈ I = [0, 1]}.

Досить довести, що Kα = V .

Вiдмiтимо, що z ∈ Kα, так як z — нерухома точка потоку F. Бiльш того,

так як множина W є вiдкритою в M , то Kα є вiдкритою в V . Отже потрiбно

перевiрити замкнутiсть Kα, або, що те ж саме, вiдкритiсть доповнення V \Kα

в V . Так як V є зв’язним, то звiдси випливатиме, що Kα = V .

Нехай x ∈ V \Kα. Це означає, що x = F(x, 0 ·α(x)) i F(x, 1 ·α(x)) належать W

i знайдеться таке τ0 ∈ (0, 1), що F(x, τ α(x)) ∈ W для всiх τ ∈ [0, τ0) в той час

як F(x, τ0 α(x)) ∈ Fr(W ). Тодi з властивостi р.п.м. для пари (W,V ) слiдує, що

знайдеться таке τ ′ ∈ (τ0, 1), що F(x, τ ′ α(x)) ̸∈ W . Тому iснує такий вiдкритий

окiл Vx точки x в V , що F(y, τ ′ α(y)) ̸∈ W для всiх y ∈ Vx. Звiдси Vx ⊂ V \Kα,

а отже, V \Kα є вiдкритою пiдмножиною в V .
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Наступна лема очевидна:

Лема 6.6.3. (1) Якщо (W,V ) маж властивiсть р.п.м., то для будь-якої пiд-

множини V ′ ⊂ V пара (W,V ′) також має цю властивiсть.

(2) Нехай W ′ — вiдкритий окiл замикання W . Тодi (W,V ) має властивiсть

р.п.м. вiдносно поля F тодi i тiльки тодi ця пара має р.п.м. вiдносно обме-

ження F |W ′. Iншими словами, р.п.м. залежить лише вiд поведiнки F в як

завгодно малому околi множини W .

(3) Для кожного x ∈ W позначимо через γx — зв’язну компоненту перетину

ox∩W , що мiстить x. Припустимо, що Fr(W ) є гладким пiдмноговидом M i

для кожного x ∈ V його орбiта ox є трансверсальною до Fr(W ) в кожнiй точцi

y ∈ γx ∩ Fr(W ) (якщо така точка iснує). Тодi пара (W,V ) має властивiсть

р.п.м.

Iзолюючi блоки. Твердження (3) леми 6.6.3 тiсно пов’язане з одним з принци-

пових результатiв роботи C. Conley та R. Easton [21]. Вiдкрита множина U ⊂M

називається iзолюючим околом для потоку F, якщо ox ̸⊂ U для кожної точки

x ∈ FrU = U \U . Замкнута F-iнварiантна пiдмножина X ⊂M називається iзо-

льованою, якщо X є максимальною iнварiантною пiдмножиною деякого свого

iзолюючого околу U .

Нехай W — компактний D-пiдмноговид в M i w = W \ IntW — його межа.

Позначимо

w+ = {x ∈ w : ∃ε > 0 with F(x× (−ε, 0)) ∩W = ∅},

w− = {x ∈ w : ∃ε > 0 with F(x× (0, ε)) ∩W = ∅},

τ = {x ∈ w : F є дотичним до w}.

Тодi W називається iзолюючим блоком для потоку F якщо w+ ∩ w− = τ i

τ є гладким пiдмноговидом в w корозмiрностi 1. Таким чином, w+ та w− —

пiдмноговиди (можливо з кутами, якщо кути є у W ) в w зi спiльною межею τ .



185

Легко бачити, внутрiшнiсть iзолюючого блоку є iзлюючим околом. Бiльш того,

що з (3) леми 6.6.3 випливає, наступне твердження:

Лема 6.6.4. Якщо W є iзолюючим блоком, то для довiльної пiдмножини V ⊂

IntW пара (IntW,V ) має властивiсть р.п.м.

Теорема 6.6.5. [21] Нехай X ⊂ M — замкнута iзольована F-iнварiантна

пiдмножина i U ⊃ X — її iзолюючий окiл. Тодi iснує iзолюючий блок W для

X такий, що X ⊂ IntW ⊂ U .

Це твердження доведене для випадку, коли W є многовидом з межею. Але

якщо ∂M є F-iнварiантною i X ∩ ∂M ̸= ∅, то доведення легко переноситься на

D-пiдмноговиди.

Наслiдок 6.6.6. Нехай z є iзольованою особливою точкою поля F . Тодi iснує

така база топологiї β = {Wα}α∈A в точцi z, що для кожного W ∈ β i довiльної

пiдмножини V ⊂ W пара (W,V ) має властивiсть р.п.м.

Напiв-iнварiантнi множини. Скажемо, що множина W є вiд’ємно (дода-

тно) iнварiантна вiдносно F, якщо F(x, t) ∈ W для довiльних x ∈ W i t ≤ 0

(t ≥ 0) таких, що (x, t) ∈ dom(F ). В цьому випадку також говоритимемо, що

W є напiв-iнварiантною.

Лема 6.6.7. Якщо W є напiв-iнварiантною вiдносно F, то для довiльної пiд-

множини V ⊂ W пара (W,V ) має властивiсть р.п.м.

Доведення. Вiдмiтимо, що як тiльки x,F(x, Ta) ∈ W для деяких a ∈ R i T > 1,

то з напiв-iнварiантностi W випливає, що F(x, τa) ∈ W для всiх τ ∈ [0, T ].

Тому не iснує таких x ∈ V , a ∈ R та T > 1, що задовольняють припущення

означення 6.6.1. Це означає, що (W,V ) має властивiсть р.п.м.

Добуток потокiв. Для i = 1, 2 нехай Mi — гладкий многовид, Fi — векторне

поле на Mi, Wi ⊂Mi — вiдкрита множина, i Vi ⊂ Wi деяка пiдмножина. Покла-
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демо M = M1 ×M2 i W = W1 ×W2. Розглянемо добуток цих векторних полiв

F (x, y) = (F1(x), F2(y)) на M . Це векторне поле породжує локальний потiк

F(x, y, t) = (F1(x, t),F2(y, t)).

Лема 6.6.8. Припустимо, що (Wi, Vi) має властивiсть р.п.м. вiдносно Fi,

(i = 1, 2), i нехай V ⊂ V1×V2 деяка пiдмножина. Тодi (W,V ) має властивiсть

р.п.м. вiдносно F .

Доведення. Нехай x = (x1, x2) ∈ V , a ∈ R i T > 1 такi, що

F(x, τa) = (F1(x1, τa),F2(x2, τa)) ∈ W, τ ∈ [0, 1) ∪ {T},

F(x, a) = (F1(x1, a),F2(x2, a)) ∈ FrW = (Fr(W1) ×W2) ∪ (W1 × Fr(W2)).

Зокрема, Fi(xi, a) ∈ Fr(Wi) хоча б для одного iндексу i = 1, 2. Для визначеностi

припустимо, що F1(x1, a) ∈ Fr(W1). Так як x1 ∈ V1, то з властивостi р.п.м.

для (W1, V1) випливає iснування такого τ ′ ∈ (1, T ), що F1(x1, τ
′a) ̸∈ W1. Тодi

F(x, τ ′a) ̸∈ W , а значить, пара (W,V ) має властивiсть р.п.м. вiдносно F .

6.7 Вiдкритiсть вiдображення зсуву для регулярних
розширень

Нехай V ⊂ M × N — зв’язний компактний D-пiдмноговид. Тодi з (1.9) ви-

пливає, що func(F, V ) є W0-вiдкритою пiдмножиною в func(Ḡ, V ). Визначимо

вiдображення P : Sh(F, V ) → Sh(Ḡ, V ) за правилом: якщо f ∈ Sh(F, V ) i

f(x, y) = (A(x, y), B(x, y)), то P (f)(x, y) = (A(x, y), y).

Зрозумiло, що P коректно визначене i є Wr,r-неперервним для всiх r ∈ N0.

Бiльш того, має мiсце комутативна дiаграма:

func(F, V )
φF,V //

� _

��

ψ̄Ḡ,V

))TTTTTTTTTTTTTTT
Sh(F, V )

P
��

func(Ḡ, V )
ψ̄Ḡ,V // func(Ḡ, V )

(6.15)
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Наступна теорема описує як наслiдується вiдкритiсть вiдображень зсуву при

регулярних розширеннях.

Теорема 6.7.1. Припустимо, що множина Fix(G) нiде не щiльна в M i нехай

r, s, t ∈ N0.

(1) Якщо вiдображення ψ̄Ḡ,V є iн’єктивним та Wr,s-вiдкритим, то φF,V є

також Wr,s-вiдкритим.

(2) Якщо ψ̄Ḡ,V та φF,V є Wr,s-вiдкритими, то P є локально iн’єктивним вiд-

носно топологiї Ws на Sh(F, V ).

(3) Якщо ψ̄Ḡ,V є Wr,s- та Ws,t-вiдкритим, а P — локально iн’єктивним вiдно-

сно топологiї Ws на Sh(F, V ), то φF,V є Wr,t-вiдкритим.

(4) Припустимо, що ψ̄Ḡ,V є Wr,s- та Ws,t-вiдкритим i знайдеться такий вiд-

критий зв’язний окiл W ⊂M ×N множини V , що обидва вiдображення

ψ̄Ḡ,W та φF,W є перiодичними. Тодi P є локально iн’єктивним вiдносно

топологiї W0 на Sh(F, V ), а значить φF,V є Wr,t-вiдкритим.

Доведення. (1) Якщо ψ̄Ḡ,V : func(Ḡ, V ) → func(Ḡ, V ) є бiєкцiєю, то з (6.15)

випливає, що φF,V — також бiєкцiя. Нехай M ⊂ func(F, V ) —Wr-вiдкрита пiд-

множина. Тодi з Wr,s-вiдкритостi ψ̄Ḡ,V та Ws,s-неперервностi P випливає, що

образ φF,V (M) = P−1 ◦ ψ̄Ḡ,V (M) є Ws-вiдкритим в Sh(F, V ).

(2) Нехай α ∈ func(F, V ) i f = φF,V (α). Потрiбно знайти такий Ws-окiл N

вiдображення f , що обмеження P |N є взаємно однозначним.

Так як обидва вiдображення φF,V та ψ̄Ḡ,V є Wr,s-вiдкритими i локально iн’-

єктивними вiдносно топологiй W0 на func(F, V ) та func(Ḡ, V ) вiдповiдно, то

знайдеться такий Wr-окiл M функцiї α в func(F, V ), що N = φF,V (M) є Ws-

околом f в Sh(F, V ), а обмеження φF,V та ψ̄Ḡ,V на M є взаємно однозначними.

Тодi з (6.15) випливає, що обмеження P |N також є взаємно однозначним.

(3) Нехай M ⊂ func(F, V ) —Wr-вiдкрита пiдмножина i α ∈ M. Покажемо,

що iснує такий Ws-окiл M′ ⊂ M функцiї α, що φF,V (M′) є Wt-вiдкритою
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пiдмножиною вSh(F, V ). Так як функця α ∈ M— довiльна, то ми отримаємо,

що φF,V (M) є Wt-вiдкритим в Sh(F, V ).

З Wr,s-вiдкритостi обмеження ψ̄Ḡ,V |M та Ws,s-неперервностi P випливає, що

множина P−1 ◦ ψ̄Ḡ,V (M) є Ws-вiдкритим околом φF,V (α) в Sh(F, V ). Бiльш

того, так як P є локально iн’єктивним вiдносно топологiї Ws на Sh(F, V ), то

iснує такий Ws-окiл N ⊂ P−1 ◦ ψ̄Ḡ,V (M) вiдображення φF,V (α), що обмеження

P |N : N → func(Ḡ, V ) є взаємно однозначним.

Покладемо M′ = M∩ φ−1
F,V (N ) i покажемо, що

φF,V (M′) = P−1 ◦ ψ̄Ḡ,V (M′) ∩N .

Звiдси випливатиме, що φF,V (M′) буде Wt-вiдкритим в Sh(F, V ). Дiйсно,

P−1 ◦ ψ̄Ḡ,V (M′) ∩N (6.15)
==== P−1 ◦ P ◦ φF,V (M′) ∩N = φF,V (M′).

Друга рiвнiсть випливає з iн’єктивностi обмеження P |N .

(4) Припустимо, що обидва вiдображення зсуву ψ̄Ḡ,W та φF,W є перiодични-

ми. Покажемо, що тодi для деякого m > 0 iснує така вiльна P -еквiварiантна

дiя групи Zm на Sh(F, V ), що P (f) = P (g) тодi i лише тодi, коли f, g нале-

жать однiй Zm-орбiтi. Звiдси випливатиме, що P розкладається в композицiю

вiдображень P : Sh(F, V )
q−→ Sh(F, V )/Zm

σ−→ func(Ḡ, V ), де q— є накриваю-

чим вiдображенням, а σ— бiєкцiєю зi своїм образом P (Sh(F, V )) ⊂ func(Ḡ, V ).

Зокрема отримаємо, що q є локалько iн’єктивним вiдносно топологiї W0, так як

Zm є скiнченою групою. Тому P також буде локально iн’єктивним вiдображен-

ням.

Перiодичнiсть вiдображень зсуву ψ̄Ḡ,W та φF,W означає, що

func(Ḡ,W ) = func(F,W ) = C∞(W,R),

ker ψ̄Ḡ,W = {nη̄}n∈Z, kerφF,W = {nη}n∈Z

для деяких гладких функцiй η̄, η : M ×N → (0,∞) таких, що

Ḡ(x, y, t+ η̄(x, y)) ≡ Ḡ(x, y, t), F(x, y, t+ η(x, y)) ≡ F(x, y, t).
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Iншими словами

(G(x, t+ η̄), y) = (G(x, t), y),

(G(x, t+ η),H(x, y, t+ η)) = (G(x, t),H(x, y, t)).
(6.16)

Тому Ḡ(x, y, t + η) = (G(x, t + η), y) = (G(x, t), y) = Ḡ(x, y, t), а значить

η ∈ ker ψ̄Ḡ,W , тобто η = mη̄ для деякого m ∈ Z.

Зв’язнiсть W гарантує, що функцiя η̄ постiйна уздовж орбiт поля F . Так як

для кожної функцiї α ∈ func(F, V ) вiдображення φF,V (α) лишає iнварiантною

кожну орбiту поля F , то η̄ ◦ φF,V (α) = η̄, а тому

φF,V (η̄) ◦ φF,V (α) = φF,V (α + η̄ ◦ φF,V (α)) = φF,V (α + η̄).

Тепер можна визначити дiю ∗ групи Zm на Sh(F, V ) за правилом:

k ∗ f = φF,V (kη̄) ◦ f, k ∈ Zm, f ∈ Sh(F, V ).

Очевидно, що ця дiя є вiльною i, згiдно (6.16), еквiварiантною вiдносно P .

Бiльш того, нехай α, β ∈ func(F, V ), f = φF,V (α), g = φF,V (β) такi, що P (f) =

P (g), тобто ψ̄Ḡ,V (α) = ψ̄Ḡ,V (β). Тодi α − β = kη̄ для деякого k ∈ Z, а тому

f = φF,V (kη̄) ◦ g. Так як η = mη̄, то k можна вибирати по модулю m. Iншими

словами, P (f) = P (g) тодi i лише тодi, коли f = k ∗ g для деякого k ∈ Zm.

6.8 Пiдсумки

Для зручностi читача сформулюємо достатнi умови для того, виконувалась на-

ступна властивiсть:

(Z) Вiдображення зсуву φF : C∞(M,R) → Sh(F ) є локальним гомеоморфiз-

мом вiдносно топологiй W∞.

Нехай V — компактнийD-пiдмноговид iW — вiдкритий окiл V . Тодi обмежен-

ня F |W поля F на W породжує локальний потiк

FW : W × R ⊃ dom(FW ) −→W.



190

Нехай φF,W,V : func(F,W, V ) → Sh(F,W, V ) — вiдповiдне вiдображення зсуву

поля F |W .

Накладемо наступнi умови на V та W .

(A) Вiдображення зсуву φF,V : func(F, V ) → Sh(F, V ) є вiдкритим мiж вiдпо-

вiдними топологiями W∞;

(B) Вiдображення зсуву φF,W,V : func(F,W, V ) → Sh(F,W, V ) є вiдкритим

мiж вiдповiдними топологiями W∞;

(C) Множина Sh(F,W, V ) є вiдкритою в топологiї W∞.

Нарештi, для кожної точки z ∈M розглянемо наступнi властивостi.

(A1) Iснує база топологiї βz = {Vj}j∈J в точцi z, яка складається з компа-

ктних D-околiв, кожен з яких задовольняє умову (A).

(B1) Iснує вiдкритий окiл W точки z i база βz = {Vj}j∈J ⊂ W топологiї в точ-

цi z, яка складається з компактних D-околiв, кожен з яких задовольняє

умову (B).

(C1) Iснує такий окiл W точки z, що для кожен компактний D-окiл V ⊂ W

задовольняє (C).

(R1) z є неперiодичною та нерекурентною.

(R2) z є перiодичною, а вiдображення Пуанкаре орбiти oz точки z є тото-

жним.

(S1) z ∈ Fix(F) i ця точка має F -iнварiантний окiл W .

(S2) z ∈ Fix(F) i iснує окiл W точки z з наступною властивiстю: якщо x ∈

∂W = W \ W , то iснує такий окiл γ ⊂ ox точки x в орбiтi ox, що

γ ∩ ∂W = {x}.

Наслiдок 6.8.1. Мають мiсце наступнi iмплiкацiї:

1) (A1) для кожної точки z ∈M ⇒ (Z), (теорема 6.3.1);

2) (A) ⇔ (B) & (C), (теорема 6.4.1)

3) (R1) ∨ (R2) ⇒ (A1), (теорема 6.5.1);
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4) (S1) ∨ (S2) ⇒ (C1), (леми 6.6.7 та 6.6.2)

Зокрема, припустимо, що кожна регулярна точка z ∈M \Fix(F) поля F за-

довольняє одну з умов (R1) або (R2), а кожна особлива точка z ∈ Fix(F) поля

F — одну з умов (S1), (S2), або (B1). Тодi вiдображення зсуву φF : C∞(M,R) →

Sh(F ) є або гомеоморфiзмом, або Z-накриваючим вiдображенням мiж топо-

логiями S∞.

6.9 Лiнiйнi векторнi поля

Нехай F (x) = Ax— лiнiйне векторне поле в Rm визначене ненульовою (m×m)-

матрицею A. Воно визначає глобальний потiк

F : Rm × R → R, F(x, t) = eAtx.

Очевидно, що 0 ∈ Rm є особливою точкою F . Нехай V — компактний зв’язний

D-окiл точки 0.

Використовуючи результати попереднiх роздiлiв ми опишемо ядро та образ

вiдображення зсуву

φF,V : C∞(V,R) → C∞(V,Rm), φF,V (α)(x) = eAα(x)x,

а також встановимо за яких умов φF,V буде локальним гомеоморфiзмом на свiй

образ.

Не втрачаючи загальностi можна вважати, що A має дiйсну Жорданову нор-

мальну форму:

A =
a
⊕
α=1

Jpα(λα) ⊕
b
⊕
β=1

Jqβ(γβ ± iµβ), λα, γβ, µβ ∈ R. (6.17)

Теорема 6.9.1. 1) Sh(F, V ) = Eid(F, V )0, тобто маємо сюр’єктивне вiдобра-

ження

φF,V : C∞(V,R) → Eid(F, V )0, (6.18)

яке є Wr,r-неперервним для всiх r ≥ 0.
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2) Нехай

A =
b
⊕
β=1

J1(±iµβ) =

∥∥∥∥∥∥∥
0 −µ1
µ1 0

...
0 −µb
µb 0

∥∥∥∥∥∥∥ . (6.19)

a) Припустимо, що iснує таке τ > 0, що

τ

2π
µ1, . . . ,

τ

2π
µb ∈ Z. (6.20)

Нехай τ0 — найменше серед таких τ . Тодi ядро φF,V складається з постiйних

функцiй, цiлочисельно кратних τ0:

kerφF,V = {nτ0}n∈Z, (6.21)

а вiдображення (6.18) є Z-накриваючим вiдображенням вiдносно топологiй

W∞, а тому Eid(F, V )0 є гомотопiчно еквiвалентним до кола вiдносно топо-

логiй W∞.

Зокрема, якщо A =
∥∥ 0 −µ
µ 0

∥∥, µ ̸= 0, то kerφF,V = {2πn
µ }n∈Z.

b) Якщо ж такого τ не iснує, то

kerφF,V = {0},

а (6.18) є лише неперервною бiєкцiєю, яка не буде локальним гомеоморфiзмом

нi вiдносно яких топологiй Wr.

3) У всiх iнших випадках

kerφF,V = {0},

а вiдображення (6.18) є гомеоморфiзмом вiдносно W∞-топологiй. Бiльш де-

тально,

a) якщо Жорданова форма (6.17) мiстить клiтину Jp(λ), λ ∈ R, то (6.18)

є Wr,r+1-вiдкритою бiєкцiєю для кожного r ≥ 0;

b) якщо (6.17) мiстить клiтину Jp(a ± ib) причому a, b ̸= 0, то (6.18) є

Wr,r+2-вiдкритою бiєкцiєю для кожного r ≥ 0;

c) якщо ж (6.17) мiстить клiтину Jp(±ib) з p ≥ 2, то вiдображення (6.18)

є W∞,∞-вiдкритою бiєкцiєю для кожного r ≥ 0.
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Доведення. Як вiдмiчалось в прикладi 1.2.10 кожне ненульове лiнiйне векторне

поле є регулярним розширенням хоча б одного з наступних векторних полiв:

(i) λx ∂
∂x , (iii) (ax+ by) ∂

∂x + (−bx+ ay) ∂
∂y ,

(ii) y ∂
∂x , (iv) by ∂

∂x − bx ∂
∂y ,

для деяких λ, a, b ∈ R \ {0}.

1) Згiдно прикладу 5.4.3 цi векторнi поля G мають властивiсть (E)l для всiх

l ≥ 0. Тому за теоремою 5.4.6 такою ж властивiстю володiють всi регуляр-

нi розширення таких полiв. Тепер з теореми 5.4.5 отримуємо, що Sh(F, V ) =

Eid(F, V )0 для кожного регулярного розширення поля типу (i)-(iv).

2a) Нехай A має вигляд (6.19) i iснує τ > 0, що задовольняє (6.20). Звiдси лег-

ко випливає, що ядро kerφF,V вiдображення зсуву φF,V визначається за форму-

лою (6.21). Вiдмiтимо, що F є добутком векторних полiв типу (iv), вiдображення

зсуву яких є перiодичними. Так як згiдно твердження 6.7.1 вiдображення зсуву

для поля типу (iv) є W∞,∞-вiдкритим на свiй образ, то згiдно твердження (4)

теореми 6.7.1 W∞,∞-вiдкритим на свiй образ буде i вiдображення зсуву φF,V .

Тепер твердження про гомотопiчний тип Sh(F, V ) випливає з наслiдку 4.2.9.

Вiдмiтимо, що у всiх iнших випадках F має незамкнутi орбiти, а тому ядро

kerφF,V вiдображення зсуву φF,V є нульовим.

2b) Якщо не iснує τ , яке б задовольняло (6.20), то згiдно леми 6.2.4 φF,V не є

локальним гомеоморфiзмом нi вiдносно яких топологiй Wr.

3a) Припустимо, що Жорданова форма (6.17) мiстить клiтину Jp(λ), λ ∈ R.

Тодi F є регулярним розширенням векторного поля типу (i) або типу (ii). Згiдно

тверджень 3.1.2 та 3.2.1 вiдображення зсуву будь-яких тривiальних розширень

таких векторних полiв є iн’єктивними i Wr,r+1-вiдкритими для всiх r ≥ 0. Тому

згiдно твердження (1) теореми 6.7.1 φF,V також є Wr,r+1-вiдкритою бiєкцiєю для

кожного r ≥ 0.

3b) Нехай (6.17) мiстить клiтину Jp(a ± ib) причому a, b ̸= 0. Тодi F є ре-

гулярним розширенням векторного поля типу (iii). Згiдно твердження 3.2.2 вi-
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дображення зсуву будь-якого тривiального розширення такого векторного поля

є iн’єктивним i Wr,r+2-вiдкритим для всiх r ≥ 0. Тому згiдно твердження (1)

теореми 6.7.1 φF,V також є Wr,r+2-вiдкритою бiєкцiєю для кожного r ≥ 0.

3с) Припустимо, що (6.17) мiстить клiтину Jp(±ib) з p ≥ 2. Це означає, що F

є регулярним розширенням лiнiйного векторного поля на просторi R4 (який ми

ототожнимо з C2), породженого матрицею

B =

∥∥∥∥ 0 −b 1 0
b 0 0 1
0 0 0 −b
0 0 b 0

∥∥∥∥ .
Вiдмiтимо також, що в комплексних координатах на C2 матрицiяB (як лiнiйний

оператор) має вигляд ∥ ib 1
0 ib ∥.

Позначимо через H(x, y) = −by ∂
∂x +bx ∂

∂y — векторне поле на R2 з особливiстю

типу центр в початку координат. Тодi G є регулярним 2-розширенням H, то

F є регулярним (l + 2)-розширенням H. Нехай також Ḡ— тривiальне (l + 2)-

розширення H. Таким чином, F та Ḡ визначенi на C×C×Sl та i породжують

наступнi повнi потоки:

F(z1, z2, σ; t) = (eibt(z1 + tz2), e
ibtz2, σ), Ḡ(z1, z2, σ; t) = (z1, e

ibtz2, σ).

Покладемо θ = 2π
b i нехай V ⊂ C2×Sl —D-окiл 0 ∈ C2×Sl. Для кожної функцiї

α ∈ C∞(V,R) нехай

f(α)(z1, z2, σ) = eib α(z1,z2,σ) z1, g(α)(z1, z2, σ) = eib α(z1,z2,σ) z2,

Тодi вiдображення зсуву φF,V та ψ̄Ḡ,V полiв F та G вiдповiдно, визначаються

за формулами:

φF,V (α) = (f(α) + α · g(α), g(α), σ) , ψ̄Ḡ,V (α) = (z1,g(α), σ). (6.22)

Аналогiчно до (6.15) визначимо вiдображення P : Sh(F, V ) → Sh(Ḡ, V ) за

правилом: якщо h = (f, g, σ) ∈ Sh(F, V ) ⊂ C∞(V,C×C× Sl), то P (h)(z1, z2) =

(z1, g(z1, z2), σ). Очевидно, що ψ̄Ḡ,V = P ◦ φF,V .
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За твердженням 3.2.4 вiдображення зсуву ψ̄Ḡ,V : C∞(V,R) → Sh(Ḡ, V ) є

W∞,∞-вiдкритим. Покажемо, що такою ж властивiстю володiє φF,V : C∞(V,R) →

Sh(F, V ). Так як G має незамкнутi орбiти, то ψ̄Ḡ,V завжди iн’єктивне, а тому з

твердження (1) теореми 6.7.1 вiдображення зсуву для довiльного регулярного

розширення поля G також є W∞,∞-вiдкритим.

Згiдно твердження (3) теореми 6.7.1 досить показати, що P є локально iн’є-

ктивним вiдносно топологiї W1. Очевидно, що ψ−1
G,V ◦ ψG,V (α) = {α+ θ n}n∈Z, а

тому з (6.22) випливає, що

P−1 ◦ ψ̄Ḡ,V (α) = {φF,V (α) + (0, θ n · g(α), 0) | n ∈ Z} .

Визначимо наступний C1
W -окiл вiдображення φF,V (α) в Sh(F, V ):

N = {f ∈ Sh(F, V ) | ∥f − φF,V (α)∥1V < |θ|/4},

i покажемо, що обмеження P |N є iн’єктивним.

Так як φF,V є iн’єктивним вiдображенням, то досить встановити, що n = 0, як

тiльки обидва вiдображення φF,V (β) та φF,V (β+θ n) належать до N для деякої

функцiї β ∈ C∞(V,R). Вiдмiтимо, що

∥g(β)∥1V ≥
∣∣g(β)′z2

∣∣
(z1,z2)=0

=
∣∣eib β (ib z2 β′

z2
+ 1
)∣∣

(z1,z2)=0
= 1.

Тодi

∥φF,V (β) − φF,V (β + θ n)∥1V ≤ ∥φF,V (β) − φF,V (α)∥1V +

+ ∥φF,V (β + θ n) − φF,V (α)∥1V ≤ |θ|/2.

З iншого боку,

∥φF,V (β) − φF,V (β + θ n)∥1V = ∥(0, θ ng(β), 0)∥1V ≥ |θ n|.

Отже n = 0.

Теорему доведено.
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6.10 Гамiльтоновi векторнi поля однорiдних
многочленiв на площинi

Нехай f : R2 → R— однорiдний многочлен степеня deg f ≥ 1. Тодi вiн розкла-

дається на незвiднi над R множники:

f(x, y) =
l∏

i=1

Li(x, y)ai ·
q∏
j=1

Qj(x, y)bj , (6.23)

де Li = aix + biy, (i = 1, . . . , l) — лiнiйна функцiя, Qj, j = 1, . . . , q— визначена

квадратична форма, тобто Qj(x, y) = 0 тодi i лише тодi, коли (x, y) = 0. Можна

вважати, що Li/Li′ ̸= const для i ̸= i′ та Qj/Lj′ ̸= const для j ̸= j′.

Неважко показати, що наступний многочлен

D =
l∏

i=1

Li ·
q∏
j=1

Qj

є найбiльшим спiльним дiльником частинних похiдних f ′x та f ′y в кiльцi R[x, y].

Наступне векторне поле

F̂ = −f ′y/D ∂
∂x + f ′x/D

∂
∂y .

називатимемо редукованим Гамiльтоновим векторним полем f .

Очевидно, що якщо f = La11 , то F є векторним полем з постiйними координа-

тними функцiями. Зокрема F̂ не має особливих точок. У всiх iнших випадках

початок координат 0 є єдиною особливою точкою поля F , а координатi функцiї

F̂ є однорiднимим многочленами степеня

d = l + 2q − 1.

Нехай S = Rl або Rl
+ i F — тривiальне розширення поля F̂ на R2 × S, тобто

F (x, y, σ) = (F̂ (x, y), 0) не залежить вiд σ ∈ S.

Нехай далi V ⊂ R2 × S — зв’язний D-пiдмноговид,

φF,V : Sh(F, V ) → C∞(V,R2 × S)
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— вiдображення зсуву поля F i Eid(F, V )1 — компонента зв’язностi тотожного

вкладення iV : V ⊂ R2 в E(F, V ) вiдносно топологiї W1.

Позначимо через E(F, V, S)k ⊂ E(F, V ), k ≥ 2, пiдмножину, що складається

з вiдображень h для яких jk−1
S h = jk−1

S id. Зокерема, E(F, V, S)2 складається з

усiх h ∈ E(F, V ), матриця Якобi яких в точцi 0 є одиничною.

В цьому параграфi ми наводимо результати робiт автора [80, 85, 165] про вi-

дображення зсуву φF,V .

Зауваження 6.10.1. Припустимо, що d = 1, тобто F є лiнiйним. Тодi викону-

ється одна з двох наступних умов.

1) f є степенем незвiдної квадратичної форми, тобто лiнiйною замiною коор-

динат f зводиться до вигляду (x2 + y2)p для деякого p ≥ 1, то F є тривiальним

розширенням лiнiйного векторного поля типу «центр», а тому, згiдно теоре-

ми 6.9.1, Sh(F, V ) = Eid(F, V )0, а вiдображення зсуву φF,V (6.24) є Z-накрива-

ючим вiдображенням. Якщо V є компактним, то простiр Eid(F, V )0 в топологiї

W∞ гомотопiчно еквiвалентний до кола S1.

2) f є добутком двох лiнiйних функцiй, тобто лiнiйною замiною координат

f зводиться до вигляду xpyq для деяких p, q ≥ 1, то F є тривiальним розши-

ренням лiнiйного векторного поля типу «сiдло», а тому, згiдно теореми 6.9.1,

Sh(F, V ) = Eid(F, V )0, а вiдображення зсуву φF,V (6.24) є гомеоморфiзмом. Як-

що V є компактним, то простiр Eid(F, V )0 в топологiї W∞ є стягуваним.

Тому надалi ми майже завжди розглядатимемо випадок d ≥ 2.

Означення 6.10.2. Нехай d ≥ 2. Скажемо, що F має тип (HE), якщо f

є добутком хоча б двох рiзних визначених (незвiдних над R) квадратичних

форм. В протилежному випадку говоритимемо, що F має тип (HS).

Зрозумiло, що для поля типу (HE) початок координат 0 ∈ R2 буде локальним

екстремумом для f , а для поля типу (HS) f має лiнiйнi множники i початок

координат буде виродженою сiдловою точкою.
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Теорема 6.10.3. Нехай d ≥ 2. Тодi виконуються наступнi твердження.

1) Sh(F, V ) = E(F, V, S)2 = · · · = E(F, V, S)d = Eid(F, V )1, а iндуковане вiдоб-

раження

φF,V : func(F, V ) → Eid(F, V )1 (6.24)

є гомеоморфiзмом вiдносно топологiй S∞. Зокрема, для компактного V про-

стiр Eid(F, V )1 в топологiї W∞ є стягуваним.

2) Якщо F має тип (HS), то F також володiє властивiстю (E)k в кожнiй

точцi виду (0, σ) ∈ R2 × Sl для всiх k ≥ 0. Тому за теоремою 5.4.5 Sh(F, V )

спiвпадає з Eid(F, V )0. Бiльш того, Eid(F, V )0 = E(F, V ), а тому Sh(F, V ) =

E(F, V ).

3) Припустимо, що F має тип (HE). Тодi

(a) F також володiє властивiстю ESD(l; d, k) в кожнiй точцi виду (0, σ) ∈

R2 × Sl для всiх l, d ≥ 0 та k ≥ 1;

(b) в топологiї W0 простiр E+(F, V ) є лiнiйно зв’язною, а тому Eid(F, V )0 =

E+(F, V );

(c) в топологiї Wr, r ≥ 1, простiр E+(F, V ) є незв’язним, а множина π0
(
E+(F, V )

)r
його компонент зв’язностi є нетривiальною скiнченною циклiчною гру-

пою Z2k парного порядку, тобто k ≥ 1;

(d) Eid(F, V )1 ̸= Eid(F, V )0, а тому в точцi (0, σ) не виконується умова ESD(l; d, 0)

з l + d ≥ 1.

Зауваження 6.10.4. Вiдмiтимо, що твердження 1) означає, що для h ∈ E(F, V )

наступнi умови є еквiвалентними

(i) Iснує така C∞-функцiя α : V → R, що h(x, y, σ) = (F(x, y, α(x, y, σ)), σ).

(ii) j1Sh = j1Sid.

(iii) Iснує 1-гомотопiя мiж h та тотожним вкладенням iV : V ⊂ R2 × S.

Твердження 1) випливають з результатiв робiт [85, 165], а 2) та 3а) можна

вивести з з 1). Через обмеженiсть об’єму дсертацiї ми не будемо їх доводити,
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але покажемо як довести 3с-d).

Для спрощення викладок вважатимемо, що l = 0, тобто розглянемо випадок

вiдсутностi параметрiв.

Доведення 3b-d) теореми 6.10.3. (b) Нехай h ∈ E+(F, V ). Покажемо, що iснує

неперервна гомотопiя мiж h та idV в E+(F, V ). Це доведе лiнiйну зв’язнiсть

E+(F, V ) в топологiї W0.

Неважко показати, що h можна продеформувати у вiдображення нерухоме

зовнi деякого околу W точки 0. Якщо тепер h є нерухомим зовнi деякого околу

початку координат, то 0-гомотопiю мiж h та idV можна визначити за формулою

H(z, t)


th(zt ), t > 0,

z, t = 0.
(6.25)

Легко перевiряється, що H є неперервним вiдображенням, H0 = id, H1 = h,

див [80]. Отже E+(F, V ) є лiнiйно зв’язним в топологiї W0, а значить спiвпадає

з Eid(F, V )0.

(c) Розглянемо вiдображення J : E+(F, V ) → GL(2,R), яке ставить у вiдпо-

вiднiсть кожному h ∈ E+(F, V ) його матрицю Якобi в точцi 0. Позначимо через

im(J) образ J в GL(2,R).

Лема 6.10.5. Iндуковане вiдображення J0 : π0E+(F, V ) → π0GL(2,R) вiдносно

топологiй Wr, r ≥ 1, є iн’єктивним, а його образ є нетривiальною скiнченною

циклiчною групою парного порядку.

Доведення. Вiдмiтимо, що кожне вiдображення h ∈ E+(F, V ) зберiгає орбiти

поля F , а тому воно зберiгає i функцiю f , тобто f ◦ h = f . Так як f є одно-

рiдним многочленом, то згiдно леми 3.2.7 лiнiйний оператор, що визначається

матрицею Якобi J(h) також зберiгає f , тобто J(h) ∈ E+(F, V ). Таким чином,

im(J) складається з усiх лiнiйних iзоморфiзмiв з GL(2,R), якi зберiгають f .
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Тепер з результатiв роботи [50] про лiнiйнi симетрiї многочленiв випливає, що

im(J) є скiнченною циклiчною групою.

Покажемо, що J0 є мономорфiзмом, тобто, що J0 iндукує бiєкцiю мiж ком-

понентами лiнiйної зв’язностi E+(F, V ) та образом im(J). Нехай h0, h1 ∈

E+(F, V ) такi, що J(h0) = J(h1). Ппозначимо вiдоповiдне лiнiйне вiдображення

через A = J(h0). Потрiбно показати, що h0 та h1 гомотопнi в E+(F, V ). Розгля-

немо вiдображення gi = A−1 ◦ hi для i = 0, 1. Зрозумiло, що J(gi) = id, тобто

gi ∈ E(F, V, S)2 = Eid(F, V )0, а тому iснує гомотопiя (gt)t∈[0,1] мiж g0 та g1 в

E(F, V ). Тодi гомотопiя ht = A ◦ gt з’єднує h0 та h1 в E(F, V ).

Залишається довести, що im(J) є нетривiальною i має парний порядок. Для

цього досить показати, що im(J) має елемент порядку 2. Визначимо η = −id :

R2 → R2, η(z) = −z. Так як f є добутком квадратичних форм, то f(−z) = z,

тобто f ◦ η = f , а значить η ∈ E+(F, V ). З iншого боку, J(η) = −E. Очевидно,

що −E є нетривiальним iзоморфiзмом порядку 2.

Твердження (d) випливає з (b), (c) i теореми 5.2.2.

6.11 Висновки

В цьому роздiлi отримано достатнi умови для того, щоб вiдображення зсуву

φF,V : Sh(F, V ) → Sh(F, V ) локальним гомеомофiзмом на свiй образ вiдносно

топологiй W∞, де V ⊂M — такий D-пiдмноговид, що V ∩Fix(F) нiде не щiльна

в V . Використовуючи обчислення, проведенi в роздiлi 3, було описано вiдобра-

ження зсуву для всiх лiнiйних векторних полiв. Також описано вiдображення

зсуву для редукованих гамiльтонових векторних полiв дiйсних однорiдних мно-

гочленiв двох змiнних.



Роздiл 7 СТАБIЛIЗАТОРИ ТА ОРБIТИ

ГЛАДКИХ ФУНКЦIЙ НА

МНОГОВИДАХ

НехайM — гладкий зв’язний компактнийm-вимiрний многовид, P — або число-

ва пряма, або коло i D(M) та D(P ) — групи дифеоморфiзмiвM та P вiдповiдно.

Тодi можна визначити природну лiву дiю групи D(M) ×D(P ) на C∞(M,P ) за

формулою: якщо f ∈ C∞(M,P ), h ∈ D(M) i p ∈ D(P ), то

(h, p) · f = p ◦ f ◦ h−1. (7.1)

Ця дiя є одним з головних об’єктiв вивчення теорiї особливостей, напр. [149,153].

Її також часто називають «право-лiвою».

Нехай f ∈ C∞(M,P ) i G ⊂ D(M) × D(P ) — пiдгрупа. Тодi можна визначити

стабiлiзатор SG(f) та орбiту OG(f) функцiї f вiдносно iндукованої дiї групи G.

Зокрема, ототожнимо D(M) з пiдгрупою D(M) × idP в D(M) × D(P ). Тодi

обмеження право-лiвої дiiї на D(M), очевидно, визначається за формулою

h · f = f ◦ h−1. (7.2)

Цю дiю групи D(M) також часто називають «правою». Нехай також

SM(f) = {h ∈ D(M) | f = f ◦ h}, OM(f) = {f ◦ h−1 | h ∈ D(M)},

вiдповiдно, стабiлiзатор та орбiта f вiдносно правої дiї (7.2) групи D(M).

Нижче ми визначимо певну пiдгрупу DMP ⊂ D(M)×D(P ), що мiстить D(M)

i сформулюємо (без доведення) двi теореми з [75], якi стверджують, що за до-
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сить широких умов на f вкладення SM(f) ⊂ SMP (f) та OM(f) ⊂ OMP (f)

є гомотопiчнимим еквiвалентностями, де SMP (f) та OMP (f) — стабiлiзатор та

орбiта f вiдносно дiї DMP , див. теореми 7.1.1 та 7.2.3. Доведення цих резуль-

татiв базується на вивченнi вiдображення зсуву градiєнтного векторного поля

f .

Умови (V) та (J) на функцiю. Нехай f ∈ C∞(M,P ). Скажемо, щоf задо-

вольняє умову (V), якщо

(V) f приймає постiйне значення на кожнiй зв’язнiй компонентi межi ∂M

та має лише скiнченне число критичних значень.

Вiдмiтимо, що умова (V) не забороняє, щоб число критичних точок f було

нескiнченним. Бiльш того, допускаються критичнi точки на межi ∂M . Значення

f на зв’язних компонентах межi ∂M називатимуться граничними, всi критичнi

та граничнi значення f — виключними, а їх прообрази (тобто вiдповiднi мно-

жини рiвня) — виключними множинами рiвня.

Для кожної точки z ∈M позначимо через C∞
z (M) — алгебру паросткiв глад-

ких функцiй в точцi z i нехай f ∈ C∞
z (M). Тодi iдеалом Якобi ∆(f, z) функцiї f

в точцi z називається iдеал в C∞
z (M), породжений першими частинними похi-

дними f в z. Очевидно, що ∆(f, z) не залежить вiд часткового вибору локальних

координат в точцi z.

Скаемо, що вiдображення f ∈ C∞(M,P ) задовольняє умову (J), якщо вико-

нується наступне:

(J) Нехай z— критична точка f i f : Rm → R— таке локальне представле-

ння f в цiй точцi z, що f(z) = 0. Тодi паросток f в точцi z належить

до iдеалу Якобi ∆(f, z).

Iншими словами, iснують такi паростки гладких функцiй F1, . . . , Fm, що

f(x) =
m∑
i=1

f ′xi(x)Fi(x), x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm. (7.3)
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Визначимо векторне поле F в околi точки z за формулою

F = F1
∂
∂x1

+ · · · + Fm
∂

∂xm
.

Тодi (7.3) можна записати у виглядi

f(x) = F.f(x), x ∈ Rm (7.4)

де F.f — похiдна f уздовж F .

Вiдмiтимо, що умови (V) та (J) є iнварiантнимим вiдносно право-лiвої дiї.

Приклад 7.0.1. Функцiя f : Rm → R називається квазi-однорiдною степе-

ня d з вагами s1, . . . , sm, якщо f(ts1x1, . . . , t
smxm) = tdf(x1, . . . , xm) для всiх

t > 0, див. напр. [149, §12]. Еквiвалентна вимога полягає в тому, щоб функцiя

g(x1, . . . , xm) = f(xs11 , . . . , x
sm
m ) була однорiдною степеня d. Тодi має мiсце на-

ступна тотожнiсть тотожнiсть Ейлера: f = x1
s1
f ′x1 + · · · + x1

sm
f ′xm, яка показує,

що f задовольняє умову (J).

Бiльш того, для комплексно-аналiтичних функцiй f : Cm → C умова (J)

характеризує квазiоднорiднi функцiї, див. [127].

З iншого боку легко побудувати приклади дiйсних функцiй, що задовольня-

ють умову (J), але не є квазiоднорiдними, див. [75].

Групи DMR та DMS1. Припустимо, що f ∈ C∞(M,P ) задовольняє (V). Нехай

n— загальне число виключних значень f . Так як многовид M є компактним,

то n <∞.

Очевидно, що якщо n = 0, то M є замкнутим многовидом, P = S1, а f : M →

S1 — є локально тривiальним розшаруванням.

Припустимо, що n ≥ 1. Для випадку P = S1 у цьому параграфi ми розгля-

датимемо коло S1 як групу дiйсних чисел по модулю n: S1 ≡ R/nZ, а не як

R/Z!
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Тому в обох випадках P можна вважати, що {1, . . . , n} є множиною виклю-

чних значень f , причому для випадку P = S1, цi значення беруться по модулю

n. Зокрема n ≡ 0.

Визначимо наступнi групи. Якщо P = R, то нехай

• D[1,n](R) — пiдгруппа в D(R), що складається з дифеоморфiзмiв, якi збе-

рiгають орiєнтацiю R, мають компактний носiй та лишають iнварiантним

образ f(M) = [1, n] функцiї f ;

• De(R) — the пiдгрупа of D[1,n](R), що складається з таких дифеоморфiзмiв

p, що p(i) = i для всiх i = 1, . . . , n;

• DMR = D(M) ×D[1,n](R).

Якщо ж P = S1, то нехай

• D+(S1) — група дифеоморфiзмiв кола S1, що зберiгають його орiєнтацiю;

• DE(S1) — пiдгрупа в D+(S1), що лишає iнварiантною множину {1, . . . n}

виключних значень f . Якщо n = 0, то DE(S1) = D+(S1);

• De(S1) — (нормальна) пiдгрупа в DE(S1), що лишає кожне виключне значе-

ння {1, . . . n} нерухомим, а отже DE(S1)/De(S1) є циклiчною групою Zn+1

порядку n;

• DMS1 = D(M) ×D+(S1).

Нехай

SMP (f) = {(h, p) ∈ DMP | f = p◦f ◦h−1}, OMP (f) = {p◦f ◦h−1 | h ∈ DMP},

стабiлiзатор та орбiта f вiдносно право-лiвої дiї групи DMP на C∞(M,P ). Тодi

SM(f) × idP ⊂ SMP (f), OM(f) ⊂ OMP (f).

Надiлимо простори D(M), D(P ), та C∞(M,P ) вiдповiдними W∞-топологiями.

Цi топологiї iндукують деякi топологiї на стабiлiзаторах та орбiтах f .
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7.1 Стабiлiзатори

Скажемо, що дифеоморофiзм p ∈ D(P ) є лiво-тривiальним для f , якщо iснує

такий дифеоморфiзм h ∈ D(M), що (h, p) ∈ SMP (f), тобто p ◦ f = f ◦ h. Таким

чином, застосовуючи p до f («дiючи злiва») ми залишаэмось в правiй орбiтi

OM(f) функцiї f . Це пояснює термiн «лiво-тривiальний».

Нехай p : D(M) × D(P ) → D(P ) — стандартна проекцiя. Очевидно, що p є

гомоморфiзмом. Розглянемо обмеження p на SMP (f). Тодi його ядро спiвпадає

iз SM(f), а образ p(SMP (f)) ⊂ D(P ) складається з усiх лiво-тривiальних для f

дифеоморфiзмiв.

Теорема 7.1.1. [75] Припустимо, що f ∈ C∞(M,P ) задовольняє умови (V)

та (J). Тодi

(1) Випадок P = R: p(SMR(f)) = De(R),

(2) Випадок P = S1, n ≥ 1: De(S1) ⊆ p(SMS1(f)) ⊆ DE(S1).

(3) Випадок P = S1, n = 0: p(SMS1(f)) = D+(S1).

У випадках (1) та (2) p має неперервний перерiз Θ : De(P ) → SMP (f), тобто

p ◦ Θ = id(De(P )). Бiльш того, цей перерiз є гомоморфiзмом.

У випадку (3) p має неперервний перерiз Θ : D+(S1) → SMS1(f) тодi i лише

тодi, коли розшарування f : M → S1 є тривiальним. Цей перерiз також

можна вибрати так, щоб вiн був гомоморфiзмом.

Зауваження 7.1.2. Перерiз проекцiї p в теоремi 7.1.1 повинен мати вигляд

Θ(p) = (θ(p), p), де θ : De(P ) → D(M) — таке неперервне вiдображення, що

p ◦ f = f ◦ θ(p) ∈ OM(f) для кожного дифеоморфiзму p ∈ De(P ). Вiдмiтимо

також, що Θ є гомоморфiзмом тодi i лише тодi, коли гомоморфiзмом є θ.

Зауваження 7.1.3. У випадку (2) покладемо S̃MS1(f) = p−1(De(S1)). Так як
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DE(S1)/De(S1) ≈ Zn, то з теореми 7.1.1 випливає, що

SMS1(f) / S̃MS1(f) ≈ p(SMS1(f)) /De(S1) ≈ Zc, (7.5)

для деякого c, що дiлить n.

Теорему 7.1.1 можна переформулювати наступним чином:

Теорема 7.1.4. Наступнi послiдовностi групових гомоморфiзмiв є точними:

(1) Випадок P = R: 1 → SM(f) → SMR(f)
p−→ De(R) → 1,

(2) Випадок P = S1, n ≥ 1: 1 → SM(f) → S̃MS1(f)
p−→ De(S1) → 1,

(3) Випадок P = S1, n = 0: 1 → SM(f) → SMS1(f)
p−→ D+(S1) → 1.

Цi послiдовностi завжди розщепляються у випадках (1) та (2), а у випадку

(3) — тодi i лише тодi, коли f : M → S1 є тривiальним розшаруванням.

Вiдмiтимо, що iснування розщеплення у випадках (1) та (2) є природним, так

як p— головне SM(f)-розшарування, а групи De(R) та De(S1), як легко бачити

є стягуваними для n ≥ 1.

Таким чином, у виипадку (1) ми отримуємо гомеоморфiзм SMR(f) ∼= SM(f)×

De(R), а тому вкладення SM(f) ⊂ SMR(f) є гомотопiчною еквiвалентнiстю.

У випадку (2) маємо, що S̃MS1(f) ∼= SM(f)×De(S1). Так як SMS1(f)/S̃MS1(f) —

циклiчна група Zc, то SMS1(f) ∼= SM(f) ×De(S1) × Zc, а тому SMS1(f) є гомо-

топiчно еквiвалентним до SM(f) × Zc.

Бiльш того, припустимо, що група Zc нетривiальна, тобто c > 1. Тодi iснує

(h, p) ∈ SMS1(f), тобто p ◦ f = f ◦ h, такий, що p циклiчно зсовує виключнi

значення 1, . . . , n функцiї f , а h— циклiчно переставляє вiдповiднi виключнi

множини рiвня виключний f :

p(k) = k + n/c, h(Lk) = Lk+n/c, (k = 1, . . . , n),

де Lk = f−1(k), а кожна сума береться по модулю n. Таким чином, множини

рiвня Lk, Lk+n/c, . . . Lk+n(c−1)/c гомеоморфнi одна однiй. Такi функцiї, звичай-

но, не є типовими, хоча воми можуть бути «стiйкими», тобто їх право-лiвi орбiти
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будуть вiдкритими множинами (наприклад для вiдображень Морса загального

положення). Отже для бiльшостi функцiй ми маємо, що De(S1) = p(SMS1(f))

i у цьому випадку стабiлiзатор SMS1(f) гомеоморфний до SM(f) × De(S1), а

вкладення SM(f) ⊂ SMS1(f) є гомотопiчною еквiвалентнiстю.

7.2 Орбiти

Означення 7.2.1. Критична точка z вiдображення f ∈ C∞(M,P ) назива-

тиметься суттєвою, якщо для кожного її околу U iснує такий W∞-окiл

N функцiї f в C∞(M,P ), що для кожне вiдображення g ∈ N має критичну

точку в U .

Приклад 7.2.2. Нехай f(x) = x2 i g(x) = x3. Тодi 0 ∈ R є суттєвою для f , але

не для g.

Теорема 7.2.3. [75] Припустимо, що f задовоольняє умови (V) та (J) i кож-

на критична множина рiвня вiдображення f мiстить або суттєву кри-

тичну точку, або зв’язну компоненту межi ∂M .

Якщо P = R, то вкладення OM(f) ⊂ OMR(f) продовжується до гомеомор-

фiзму

OM(f) × Rn−2 ≈ OMR(f).

Нехай P = S1 i c— iндекс пiдгрупи De(S1) в p(SMS1(f)), (див. теорему 7.1.1).

a) Якщо n = 0, то OM(f) = OMS1(f).

b) Якщо n є парним, а n/c — непарним, то

OM(f) × S1 ×̃Rn−1 ≈ OMS1(f),

де S1×̃Rn−1 — тотальний простiр єдиного нетривiального (n − 1)-вимiр-

ного векторного розшарування над S1.

c) В протилежному випадку, OM(f) × S1 × Rn−1 ≈ OMS1(f).
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7.3 Висновки

В цьому роздiлi наведено результати роботи [75] про зв’язок мiж правими та

право-лiвими стабiлiзаторами, а також мiж вiдповiдними орбiтами, гладких

функцiй на многовидах зi значеннями в R та колi S1. Основне твердження

полягає в тому, що за досить широких умов функцiї, вiдповiднi стабiлiзатори,

а також вiдповiднi орбiти, гомотопiчно еквiвалентнi.



Роздiл 8 ГОМОТОПIЧНИЙ ТИП

СТАБIЛIЗАТОРIВ ТА ОРБIТ

ГЛАДКИХ ФУНКЦIЙ НА

ПОВЕРХНЯХ

Вивчення просторiв гладких функцiй, векторних полiв, дифеоморфiзмiв, та 1-

форм на поверхнях в останнi роки було стимульоване застосуваннями в сим-

плектичнiй топологiї та Гамiльтонових системах [52,59,72,150,156,161,174,175].

Зв’язнi компоненти простору функцiй Морса були описанi в [72,156,161,174].

Групи кобордизмiв функцiй Морса обчисленi в [52].

В цьому роздiлi будуть обчисленi гомотопiчнi типи стабiлiзаторiв та орбiт

широкого класу гладких функцiй на компактних поверхнях вiдносно правих

дiй груп дифеоморфiзмiв цих поверхонь. Цей клас включає в себе множину

всiх функцiй Морса, що є вiдкритою та всюди щiльною в просторi всiх гладких

функцiй.

Нехай M — компактна поверхня, P — числова пряма R або коло S1 i f : M →

P — C∞-вiдображення, що задовольняє наступнi умови, див. §1.3:

(i) f приймає постiйне значення на кожнiй компонентi межi ∂M

(ii) всi критичнi точки f є iзольованими i мiстяться в IntM .

Через C∞
∂ (M,P ) ми позначатимемо простiр всiх C∞-вiдображень f : M → P ,

що задовольняють лише умову (i).

Нагадаємо, що група D(M) дифеоморфiзмiв M природно дiє справа на про-
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сторi C∞(M,P ) за наступною формулою: якщо h ∈ D(M) i f ∈ C∞(M,P ),

то

h · f = f ◦ h−1.

Для f ∈ C∞(M,P ) нехай S(f) = {h ∈ D(M) | f ◦ h = f}— стабiлiзатор i

O(f) = {f ◦ h |h ∈ D(M)}— орбiта функцiї f вiдносно цiєї дiї.

Зауваження 8.0.1. В роздiлi 7 стабiлiзатор S(f) позначався через SM(f), а

орбiта O(f) через OM(f).

Позначимо через Σf множину критичних точок f , а через D(M,Σf) — групу

всiх дифеоморфiзмiв h поверхнi M , таких, що h(Σf) = Σf . Тодi можна виз-

начити стабiлiзатор S(f,Σf) та орбiту O(f,Σf) функцiї f вiдносно дiї групи

D(M,Σf). Так як S(f) ⊂ D(M,Σf), то S(f,Σf) = S(f).

Надiлимо простори D(M) та C∞(M,P ) топологiями W∞, а їх вiдповiднi пiд-

простори S(f), O(f) та O(f,Σf) — iндукованими топологiями.

На протязi всiєї роботи ми використовуватимемо наступнi позначення: S1 =

R/Z; I = [0, 1]; D2 — замкнутий одиничний в R2; S2 — одинична сфера в R3;

RP 2 — дiйсна проективна площина; M ö стрiчка Мьобiуса; T 2 = S1×S1 — 2-тор;

K — пляшка Клейна.

8.1 Спецiальнi критичнi точки

В цьому параграфi ми введемо три типи критичних точок, що гратимуть прин-

ципову роль.

Для кожної критичної точки z ∈ Σf позначимо через D̂(∆f , z) групу парост-

кiв дифеоморфiзмiв h : (M, z) → (M, z) в точцi z, що лишають iнварiантними

шари ∆f бiля z, тобто якщо V — окiл точки z i h : V → M — таке вкладення,

що h(z) = z, то h ∈ D̂(∆f , z) тодi i лише тодi, коли h(ω ∩ V ) ⊂ ω для кожного

шару ω.
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Означення 8.1.1. (Спецiальнi критичнi точки) Нехай z ∈ Σf — iзольована

критична точка f . Скажемо, що z є спецiальною для f , якщо iснує окiл U

точки z i векторне поле Fz на U з наступними властивостями:

(SP1) df(Fz) ≡ 0 i z є єдиною особливою точкою Fz;

(SP2) iснує така база βz = {Vj}j∈J компактних зв’язних D-околiв точки

z, що для кожного V ∈ βz вiдображення зсуву φFz ,V : func(Fz , V ) →

Sh(Fz , V ) є W∞,∞-вiдкритим, а отже локальним гомеоморфiзмом вiд-

носно топологiй W∞.

Нехай z ∈ Σf — спецiальна критична точка f i F — векторне поле в околi

точки z, що задовольняє умови (SP1) та (SP2). Тодi згiдно (SP1) орбiти F

спiвпадають з лiнiями рiвня f бiля z, а тому

D̂(F, z) = D̂(∆f , z). (8.1)

Лема 8.1.2. Нехай M — орiєнтовна поверхня i f : M → P — C∞-функцiя,

яка приймає постiйнi значення на кожнiй компонентi межi ∂M , i у якої всi

критичнi точки є спецiальними. Тодi iснує таке векторне поле F на M , що

(a) df(F ) ≡ 0, причому F (z) = 0 тодi i лише тодi, коли z ∈ Σf .

(b) F = ±Fz бiля z для кожної точки z ∈ Σf .

Бiльш того, будь-яке векторне поле F , що задовольняє (a) та (b), має та-

кож наступну властивiсть:

(c) вiдображення зсуву φF : C∞(M,R) → Sh(F ) є або гомеоморфiзмом або

Z-накриваючим вiдображенням вiдносно топологiй W∞. Тому такою ж

властивiстю володiє обмеження φF |Γ+ : Γ+ → φF (Γ+), а обидва простори

Sh(F ) та φF (Γ+) є або стягуваними, або гомотопiчно еквiвалентними

до кола S1.

Доведення. (a)& (b) Так як M є орiєнтовною, то на нiй iснує симплектична

структура i ми можемо побудувати вiдповiдне Гамiльтонове векторне поле F ′
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функцiї f . За означенням, це векторне поле задовольняє умову (a) i є пара-

лельним до Fz в околi кожної точки z ∈ Σf . Змiнюючи, якщо потрiбно, знак

Fz, можна вважати, що F ′ та Fz мають однаковi напрямки бiля z. Тодi, викори-

стовуючи технiку розбиттiв одиницi, можна склеїти F ′ з усiма полями Fz так,

що результуюче векторне поле F на M задовольнятиме умови (a) та (b).

(c) Скористаємось наслiдком 6.8.1. З (b) та умови (SP2) випливає, що для кож-

ної точки z ∈ Fix(F) виконується умова (B1) з §6.8. Тодi згiдно наслiдку 6.8.1

для доведення твердження (c) достатньо показати, що кожна регулярна точка

z ∈M \Fix(F) поля F задовольняє одну з умов (R1) та (R2), а кожна особлива

точка z ∈ Fix(F) поля F — одну з умов (S1) та (S2).

Нехай z — регулярна точка f . Тодi z є також неособливою точкою для F .

Позначимо через ω— зв’язну компоненту лiнiї рiвня f−1f(z), що мiстить точку

z.

Якщо ω мiстить критичнi точки f , то орбiта oz точки z є або «дугою, що

з’єднує двi критичнi точки» або «петлею в деякiй критичнiй точцi» f , див.

точки z1 та z2 на Рис. 8.1.1. В обох випадках гранична множина орбiти oz є

скiнченною, а тому z є нерекурентною, а отже задовольняє (R1).

В протилежному випадку ω взагалi не мiстить критичних точок, а тому є

дифеоморфною до кола S1. Отже ω— перiодична орбiта F , див. Рис. 8.1.1. Тодi

легко бачити, що вiдображення першого повертання цiєї орбiти є тотожним, а

отже z має властивiсть (R2).

Рис. 8.1.1

Нехай z — критична точка f i U — окiл z, на якому F = Fz. Тодi за умовою
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(SP2) означення 8.1.1 iснує база βz = {Vj}j∈J ⊂ U , що складається з таких D-

околiв точки z, що для кожного V ∈ βz вiдображення зсуву поля Fz

φFz|U ,V : func(Fz|U , V ) → Sh(Fz|U , V ) (8.2)

є локальним гомеоморфiзмом мiж вiдповiдними топологiями W∞. Так як F =

Fz на U , то вiдображення (8.2) спiвпадає з наступним вiдображенням

φF |U ,V : func(F |U , V ) → Sh(F |U , V )

Зокрема, φF |U ,V є також вiдкритим. Тому згiдно теореми фрагметацiї 6.3.1 вiд-

критим є вiдображення зсуву φF .

Припустимо, що z є локальним екстремумом f . Тодi z має як завгодно малi

F -iнварiантнi околи, див. Рис. 8.1.2a), тобто задовольняє умову (S1). Нарештi

(a) (b)

Рис. 8.1.2: Окiл U

розглянемо випадок, коли z є сiдловою точкою. Тодi iснує як завгодно малий

2-диск U такий, що ∂U є гладкою i трансверсальною до орбiт поля F скрiзь

за виключенням скiнченного числа точок x1, . . . , xk, причому для кожної точки

xi iснує вiдкрита дуга γi на орбiтi oxi, що мiстить xi i γi ∩ ∂U = {xi}, див.

Рис. 8.1.2b). Звiдси випливає властивiсть (S2) для точки z.

Означення 8.1.3. Скажемо, що спецiальна критична точка z є S-точкою

для f якщо z не є локальним екстремумом f , (тобто z— сiдлова точка) i

iснує векторне поле F , що задовольняє умови (SP1) та (SP2) i до того ж

Ŝh(F, z) = D̂(F, z). Таке векторне поле називатимемо спецiальним вектор-

ним полем для z.
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Нехай тепер z — локальний екстремум f . Тодi можна вважати, що U є зв’я-

зним i F -iнварiантним, причому всi орбiти F за виключенням z є перiодичними,

див. §1.3. Нехай θ : U \ z → (0,+∞) — функцiя, що ставить у вiдповiднiсть ко-

жнiй точцi x ∈ U \ z її перiод Per(x). Тодi з гладкостi вiдображення першого

повертання випливає, що θ належить класу C∞ на U \ z, хоча вона може бути

розривною в точцi z. Назвемо θ функцiєю перiодiв поля F .

В [92] показано, що лiнiйною замiною координат лiнiйна частина ∇F (z) поля

F в точцi z, зводиться до однiєї з наступних форм:

a)
(

0 λ
−λ 0

)
, b) ( 0 λ

0 0 ) , c) ( 0 0
0 0 ) , (8.3)

для деякого λ ∈ R \ {0}.

Нехай Jz : D̂(F, z) → GL(2,R) — вiдображення, що ставить у вiдповiднiсть

кожному h ∈ D̂(F, z) його матрицю Якобi в точцi z. Тодi з формули (2.19)

випливає, що образ Jz(Ŝh(F, z)) спiвпадає з {e∇F (z)·t}t∈R, а тому ми отримуємо

наступнi три можливостi для Jz(Ŝh(F, z)):

a) SO(2), b) {( 1 t
0 1 ) , t ∈ R} , c) {( 1 0

0 1 )} . (8.4)

Означення 8.1.4. Нехай z— спецiальний локальний екстремум f . Скажемо,

що z є P-точкою для f якщо iснує векторне поле F на деякому околi U точки

z, що задовольняє умови (SP1) та (SP2) причому вiдповiдна функцiя перiодiв

θ : U \ z → (0,+∞) гладко продовжується на весь окiл U .

В цьому випадку F також називатиметься спецiальним.

Лема 8.1.5. [92, 139] Нехай z ∈ Σf — локальний екстремум f . Виберемо ло-

кальнi координати (x, y) ∈ R2 бiля z в яких z = 0. Нехай F = (F1, F2) —

векторне поле класу C∞ бiля z таке, що F (f) ≡ 0 i z є єдиною особливою

точкою F . Тодi наступнi умови (P1)-(P6) еквiвалентнi.

(P1) z є P-точкою f , а F є вiдповiдним спецiальним векторним полем.

(P2) Власнi значення ∇F (z) є ненульовими i суто уявними, а тому ∇F (z)

можна звести до виду a) з (8.3).



215

(P3) Iснують такi паростки C∞ функцiй β, X̄, Ȳ : U → R в точцi z, що

β(z) ̸= 0, X̄ та Ȳ є плоскими в z, а F є C∞-еквiвалентним до вектор-

ного поля виду

β(x2 + y2)
(
−y ∂

∂x + x ∂
∂y

)
+ X̄ ∂

∂x + Ȳ ∂
∂y .

(P4) Iснує зв’язний гладкий 2-пiдмноговид V ⊂ U такий, що z ∈ IntV , а

вiдображення зсуву φF,V є перiодичним, тобто ker(φF,V ) ̸= {0}.

(P5) Для кожного зв’язного гладкого 2-пiдмноговиду V ⊂ U вiдображення

зсуву φF,V є перiодичним.

(P6) Пiдгрупа Jz(Ŝh(F, z)) спряжена в GL(2,R) до SO(2).

В цих випадках Ŝh(F, z) = D̂+(F, z), ker(φF,V ) = {nθ|V }n∈Z для довiльного

зв’язного 2-пiдмноговиду V ⊂ U .

Бiльш того, iснують такi C∞-паростки g, µ : U → R в точцi z, що µ є

плоскою в z = 0, а f — C∞-еквiвалентна до функцiї g(x2 + y2) + µ(x, y).

Якщо хоча б одна з цих умов (P1)-(P6) порушується, то lim
x→z

θ(z) = +∞.

Доведення. Еквiвалентнiсть (P1)⇔(P2)⇔(P3) встановлена в [92]. В дiйсностi

F. Takens [139] описав нормальнi форми векторних полiв, що задовольняють

умову (P2). Вiн довiв, що iснує два типи таких форм. Перша описується в умо-

вi (P3). Бiльш того, в [92] показано, що векторне поле другого типу має неза-

мкнутi орбiти як завгодно бiля z, а тому в цьому випадку F може належати

лише першому типу. Це доводить, що (P2)⇒(P3). Доведення (P3)⇒(P1)⇒(P2)

є основним результатом роботи [92].

(P4)⇒(P1). Припустимо, що ker(φF,V ) = {nν}n∈Z для деякої C∞-функцiї ν :

V → (0,+∞). Тодi за наслiдком 4.2.5 ν = Per ≡ θ на вiдкритiй i всюди щiльнiй

пiдмножинi Q ⊂ V \ {z}, а тому ν = θ на V \ {z}. Отже θ продовжується до

C∞-функцiї ν в околi z.

(P1)⇒(P5). Припустимо, що θ належить класу C∞ на U i нехай V ⊂ U —

деякий зв’язний 2-пiдмноговид. Тодi F(x, θ(x)) = x для всiх x ∈ V , а тому
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θ|V ∈ ker(φF,V ) ̸= {0}. За попереднiми аргументами ker(φF,V ) = {nθ|V }n∈Z.

Iмплiкацiя (P5)⇒(P4) очевидна, iмплiкацiя (P2)⇔(P6) випливає з (8.4), а то-

тожнiсть Ŝh(F, z) = D̂+(F, z) — з леми 3.2.8. Решта тверджень також доведенi

в [92].

Означення 8.1.6. Нехай z— спецiальний локальний екстремум функцiї f .

Скажемо, що z є N-точкою для f , якщо iснує векторне поле F в околi точки

z, яке задовольняє умови (SP1) та (SP2) i таке, що

(i) вiдповiдна функцiя перiодiв θ : U \ {z} → (0,+∞) не може бути гладко

продовжена на весь окiл, а отже за лемою 8.1.5 lim
x→z

θ(z) = +∞;

(ii) ker(Jz) ⊂ Ŝh(F, z);

(iii) якщо ∇F (z) = 0, то пiдгрупа Jz(D̂(F, z)) ⊂ GL(2,R) є скiнченною.

У цьому випадку векторне поле F також називатиметься спецiальним.

Умова (ii) означає, що для кожного h ∈ D̂(F, z) з Jz(h) = id iснує паросток

C∞-функцiї α ∈ C∞
z (M) такий, що h(x) = F(x, α(x)) для всiх x досить близьких

до z.

Розглянемо наступнi пiдмножини в GL(2,R):

A++ = {( 1 t
0 1 ) | t ∈ R} , A−− =

{( −1 t
0 −1

)
| t ∈ R

}
,

A+− = {( 1 t
0 −1 ) | t ∈ R} , A−+ = {( −1 t

0 1 ) | t ∈ R} ,

A+ = A++ ∪ A−−, A = A++ ∪ A−− ∪ A−+ ∪ A+−.

Очевидно, що A++ ⊂ A+ ⊂ A є пiдгрупами в GL(2,R), причому A++ — є ком-

понентою одиницi обох груп A та A+, A+/A++ ≈ Z2 i A/A++ ≈ Z2 × Z2.

Лема 8.1.7. [91] Нехай z—N-точка функцiї f i F — спецiальне векторне поле

для z. Тодi виконуються наступнi умови.

(N1) матриця ∇F (z) є нiльпотентною, а отже вона подiбна або до однiєї з

матриць b) або c) з (8.3).
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(N2) Якщо ∇F (z) = ( 0 1
0 0 ), див. b) з (8.3), то

Jz(Ŝh(F, z)) = A++, (8.5)

Ŝh(F, z) = J−1
z (A++), (8.6)

Jz(D̂+(F, z)) ⊆ A+, (8.7)

Jz(D̂(F, z)) ⊆ A. (8.8)

Тому або Ŝh(F, z) = D̂+(F, z) або D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) ≈ Z2, а фактор-група

D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) iзоморфна до деякої пiдгрупи групи Z2 × Z2.

(N3) Якщо ∇F (z) = ( 0 0
0 0 ), див. c) з (8.3), то ker(Jz) = Ŝh(F, z), а образ

Jz(D̂+(F, z)) є скiнченною циклiчною пiдгрупою в GL(2,R) деякого по-

рядку nz, а отже D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) ≈ Znz . Якщо крiм цього D̂(F, z) ̸=

D̂+(F, z), то D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) є дiедральною групою Dnz .

Доведення. Умова (N1) випливає з (P6) та (2.19).

(N2). (8.5) слiдує з (2.19). Щоб довести (8.6) розглянемо паросток h ∈ J−1
z (A++).

Так як Jz(Ŝh(F, z)) = A++, то iснує такий паросток g ∈ Ŝh(F, z), що Jz(g) =

Jz(h). Тому g−1 ◦ h ∈ ker(Jz) ⊂ Ŝh(F, z), а отже h ∈ Ŝh(F, z).

(8.8) доведено в [92], а значить Jz(D̂+(F, z)) ⊂ A∩ GL+(2,R) = A+. Це дово-

дить (8.7).

Нарештi умова (N3) випливає з вiдомого факту, що кожна скiнчена пiдгрупа

в GL+(n,R) є циклiчною.

Згiдно умов (N2) та (N3) леми 8.1.7 можна видiлити наступнi два типи N-

точок.

Означення 8.1.8. N-точка z функцiї f називатиметься NN-точкою, якщо

∇F (z) є ненульовою нiльпотентною матрицею. В протилежному випадку

∇F (z) = 0 i ми називатимемо z—NZ-точкою.

Приклад. Нехай f : R2 → R— однорiдний многочлен без кратних лiнiйних
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множникiв, тобто

f = L1 · · ·La ·Qq1
1 · · ·Qqb

b , (8.9)

де Li, i = 1, . . . , a, — ненульова лiнiйна функцiя, Qj, j = 1, . . . , b, — незвiдна

над R (визначена) квадратична форма, qj ≥ 1, Li/Li′ ̸= const для i ̸= i′ i

Qj/Qj′ ̸= const для j ̸= j′. Тодi

D = Qq1−1
1 · · ·Qqb−1

b .

є найбiльшим спiльним дiльником частинних похiдних f ′x та f ′y i можна визна-

чити наступне полiномiальне векторне поле на R2:

F (x, y) = −(f ′y/D) ∂
∂x + (f ′x/D) ∂

∂y

яке називається зведеним Гамiльтоновим векторним полем функцiї f , див.

§6.10.

Так як f не має кратних лiнiйних множникiв то початок координат 0 ∈ R2 є

iзольованою особливою точкою F .

Лема 8.1.9. Початок координат 0 ∈ R2 є спецiальною критичною точкою

f i належить одному з типiв S, P або N, а F є вiдповiдним спецiальним

векторним полем. Бiльш детально,

(1) якщо a > 0, тобто f має лiнiйнi множинки, то 0 є S-точкою;

(2) якщо a = 0 i b = 1, тобто f = Qq1
1 , то 0 ∈ R2 є P-точкою;

(3) у всiх iнших випадках, тобто коли a = 0 i b ≥ 2, а отже f = Qq1
1 · · ·Qqb

b ,

точка 0 ∈ R2 є NZ-точкою f .

Доведення. Виконання умови (SP1) означення 8.1.1, тобто що F (f) ≡ 0, очеви-

дна. Умова (SP2) доведена в теоремi 6.10.3. Отже 0 ∈ R2 є спецiальною точкою.

(1) Нехай a > 0. Згiдно теореми 6.10.3 Ŝh(F, z) = D̂(F, z), тобто z є S-точкою.

(2) Припустимо, що a = 0 i b = 1. Тодi лiнiйною замiною координат функцiя

f зводиться до вигляду f(x, y) = (x2 + y2)q1, а значить F (x, y) = −y ∂
∂x + x ∂

∂y .

Тодi з умови (P2) леми 8.1.5 отримуємо, що 0 є P-точкою f .
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(3) Припустимо, що a = 0 i b ≥ 2. Тодi умова (i) означення 8.1.6 випливає з

твердження 3) теореми 4.8.1, умова (ii) — з тотожностi Sh(F, V ) = E(F, V, S)2

доведеної твердженнi 1) в теоремi 6.10.3, а (iii) — з твердження 3(с) теореми 6.10.3.

Крiм того, також зрозумiло, що ∇F (0) = 0, а значить 0 є NZ-точкою.

Продовження функцiй зсуву. Нехай F— потiк на многовидi M , L— за-

мкнута F-iнварiантна пiдмножина в M i U —F-iнварiантний окiл L.

Припустимо, що h ∈ D(F ) має функцiю зсуву α на U , тобто h(x) = F(x, α(x))

для всiх x ∈ U . Тодi, взагалi кажучи, α не може бути продовжений до функцiї

зсуву для h на всьому M .

Твердження 8.1.10. Припустимо, що iснують F-iнварiантний окiл V мно-

жини L i гладка функцiя µ : M → I такi, що V ⊂ U , (i) µ = 1 на V ; (ii) µ = 0

в деякому околi множини M \ U ; (iii) µ є постiйною уздовж траєкторiй F.

Тодi h є iзотопним в D+(F ) до дифеоморфiзма, що є тотожним на V i спiв-

падає з h на M \ U .

Доведення. Розглянемо наступну функцiю ν = α ·µ. Тодi з умови (ii) випливає,

що ν коректно визначена на всьому M .

Покажемо, що для кожного t ∈ I вiдображення h̃t : M → M , визначене за

формулою h̃t(x) = F(x, t ν(x)) є дифеоморфiзмом M .

Дiйсно, h̃t = φF (tν) є дифеоморфiзмом тодi i лише тодi, коли tν ∈ Γ+, тобто,

коли

d(t ν(F ))(x) = t dν(F )(x) > −1 (8.10)

для всiх x ∈ M , де F — векторне поле, що породжує F. Так як h є дифеомор-

фiзмом, то dα(F ) > −1. Бiльш того, з умови (iii) на µ випливає, що dµ(F ) = 0.

Тому,

t dν(F ) = t d(µα)(F ) = t α dµ(F ) + t µ dα(F ) = t µ dα(F ) > −1.

Отже h̃t є дифеоморфiзмом для всiх t ∈ I.
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Тодi iзотопiя ht = h◦h̃t з’єднує h в D(F ) з дифеоморфiзмом h1, що є тотожним

на V i спiвпадає з h на M \ U . Твердження 8.1.10 доведено.

Лема 8.1.11. Нехай z— спецiальна критична точка f , що є локальним екс-

тремумом, F — вiдповiдне спецiальне векторне поле, визначене в деякому око-

лi U точки z, W ⊂ V — два вiдкритих зв’язних F -iнварiантних околи точки

z такi, що W ⊂ V i h : V → V — дифеоморфiзм, що зберiгає орiєнтацiю та

орбiти поля F .

(1) Нехай Y ⊂ V \ {z}— довiльна зв’язна пiдмножина i α : Y → R— деяка

функцiя зсуву для h на Y . Якщо z є P-точкою для f , то α продовжується до

єдиної C∞-функцiї зсуву для h на всьому V .

(2) Будь-яка функцiя зсуву α : W → R для h на W продовжується до C∞-

функцiї зсуву для h на всьому V .

Доведення. Так як h зберiгає орiєнтацiю, то неважко показати, що h має C∞-

функцiю зсуву β : V \ {z} → R, див. [92]. Ця функцiя визначена з точнiстю до

доданку nθ, n ∈ Z. Зокрема, будь-яка iнша функцiя зсуву для h, що визначена

на Y ⊂ V \ {z} спiвпадає з β + nθ для деякого n ∈ Z.

(1) Припустимо, що z є P-точкою, тобто θ продовжується до C∞-функцiї на

V . Тодi, як тiльки що було вiдмiчено, α = β + nθ на Y для деякого n.

Покажемо, що β продовжується до C∞-функцiї на V . Дiйсно, за лемою 8.1.5

h ∈ D̂(F, z) = Ŝh(F, z), а тому h має C∞-функцiю зсуву β′ на деякому околi z.

Тодi β′ = β + kθ для деякого k ∈ Z. Так як β′ та θ належать класу C∞ бiля z,

то β також є функцiєю класу C∞.

Тому α єдиним чином продовжується до C∞-функцiї β + nθ на V .

(2) Маємо, що α = β + nθ на W \ {z} для деякого n, хоча β та θ навiть не

визначенi в точцi z. З iншого боку, цi функцiї належать класу C∞ на V \ {z},

а тому можна визначити α на V \ W поклавши α = β + nθ. Отже α є C∞-

функцiєю на всьому V .
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Потоки на S1× [0, 1]. Нехай F— такий потiк на цилiндрi C = S1× I, що його

орбiти мають вигляд S1 × {t}, t ∈ I. Таким чином Fix(F) = ∅. Для кожного

ε ∈ (0, 12) позначимо Cε = S1 × [0, ε] ∪ [1 − ε, 1].

Лема 8.1.12. (1) D+(F ) = Did(F ). Тому для кожного h ∈ D+(F ) iснує функцiя

зсуву вiдносно F.

(2) Припустимо, що дифеоморфiзм h ∈ D+(F ) має часткому функцiю зсуву

α : S1 × [0, ε] → R, де ε ∈ (0, 1). Тодi α єдиним чином продовжується до

функцiї зсуву для h на всьому цилiдрi C.

(3) Нехай t— скручування Дена уздовж кривої S1×{1/2}. Припустимо, що

h є нерухомим на Cε. Тодi h iзотопний в Did(F ) до tk для деякого k ∈ Z. Бiльш

того, якщо, α = 0 на S1 × [0, ε], то α = 0 на S1 × [1 − ε, 1] тодi i лише тодi,

коли k = 0, тобто h є iзотопним до тотожного вiдносно Cε.

(4) Нехай h : C2ε → C2ε — дифеоморфiзм, що зберiгає множини виду S1 ×

{t}, змiнює їх орiєнтацiю i задовольняє умову h2 = idC2ε
. Тодi iснує такий

дифеоморфiзм g цилiндра C, що g = h на Cε, g ∈ D(F ) i g2 = idC.

Продовження функцiй зсуву деформацiй.

Лема 8.1.13. Нехай z ∈ Σf — критична точка f одного з типiв S, P, або

N, F — спецiальне векторне поле для z, визначене на деякому околi U точки

z, який не мiстить iнших критичних точок f , V ⊂ U — вiдкритий окiл z i

V̂ = V \ {z}. Нехай також H : V × I → U — така r-гомотопiя в E(F, V ), що

H0 = iV : V ⊂ U i Λ : V̂ × I → R— єдина r-гомотопiя така, що Λ0 = 0 i Λt

є гладкою функцiєю зсуву для Ht на V̂ для кожного t ∈ I, див. наслiдок 5.1.8.

Якщо z є N-точкою, то додатково припустимо, що r ≥ 1. Тодi для кожного

t ∈ I функцiя Λt продовжується до C∞-функцiї на всьому V .

Доведення. Спочатку покажемо, що Ht ∈ Ŝh(F, z) для кожного t ∈ I, тобто,

що Ht має C∞-функцiю зсуву αt на деякому околi W точки z в V .



222

Дiйсно, так як H0 = iV , то паросток Ht в z належить до D̂+(F, z). Тому якщо

z є або S- або P-точкою, то за означеннями 8.1.3 та 8.1.4 Ht ∈ Ŝh(F, z).

Нехай тепер, що z є N-точкою. Тодi за припущенням r ≥ 1, а значить матриця

Jz(Ht) неперервно залежить вiд t. Якщо ∇F (z) є ненульовою нiльпотентною, то

з умови (N3) леми 8.1.7 випливає, що Jz(Ht) належить до компоненти зв’язностi

A++ одиницi групи A, бо Jz(H0) = id. Тому Ht ∈ J−1
z (A++) = Ŝh(F, z).

Аналогiчно, якщо ∇F (z) = 0, то множина можливих значень для Jz(Ht) є

скiнченною, а отже Jz(Ht) = Jz(H0) = id для всiх t ∈ I. Тому згiдно (ii)

означення 8.1.6 Ht ∈ ker(Jz) ⊂ Ŝh(F, z).

Таким чином, Λt та αt є функцiями зсуву для Ht на деякому зв’язному околi

W точки z, а значить Λt − αt ∈ ker(φF,Ŵ ), де Ŵ = W \ {z}.

Якщо z є S-точкою, то Ŵ мiстить незамкнутi орбiти поля F , а отже ker(φF,Ŵ ) =

{0}. Тому Λt = αt належить класу C∞ на Ŵ . Покладемо Λt(z) = αt(z). Тодi Λt

стає гладкою на всьому V .

Припустимо, що z є P-точкою. Тодi ker(φF,Ŵ ) = {nθ}n∈Z, а значить Λt− αt =

nθ для деякого n ∈ Z. Але за означенням 8.1.4 θ, а тому i Λt = αt + nθ, гладко

продовжуються на весь окiл W .

Припустимо, що z є N-точкою, тобто lim
x→z

θ(x) = +∞. Тодi вiдображення зсу-

ву φF,W є неперiодичним, тобто αt має єдину функцiю зсуву для Ht на W . З

припущення r ≥ 1 випливає, що обмеження H : W × I → U є по меншiй мiрi 1-

гомотопiєю в Sh(F,W ), яка має таку функцiю зсуву Λ : Ŵ × I → R, що Λ0 = 0

є гладкою на W . Тодi за теоремою 5.2.2 Λt = αt на Ŵ для всiх iнших t ∈ I.

Отже, Λt гладко продовжується на весь окiл V .

8.2 Основнi результати

Нехай f : M → P гладка функцiя. Накладемо на неї наступнi аксiоми.

Аксiома (A1). f приймає постiйнi значення на кожнiй зв’язнiй компонентi
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∂M i Σf ⊂ IntM .

Аксiома (A2). Кожна критична точка f є або S- або P-, або N-точкою.

Аксiома (A3). Вiдображення p : D(M) → O(f), визначене за формулою

p(h) = f ◦ h є розшаруванням Серра з шаром S(f) у вiдповiдних топологiях

W∞, тобто задовольняє аксiому про пiдняття гомотопiй для CW-комплексiв.

Множини S-, P- та S-точок функцiї f позначатимемо через ΣS
f , ΣP

f та ΣN
f

вiдповiдно.

Теорема 8.2.1. Припустимо, що f : M → P задовольняє аксiоми (A1) i (A2).

Тодi

Sid(f)∞ = · · · = Sid(f)2 = Sid(f)1. (8.11)

Бiльш того, кожна з наступних умов гарантує, що Sid(f)1 = Sid(f)0:

(a) f не має критичних точок типу N, тобто ΣN
f = ∅, (наприклад, коли f є

вiдображенням Морса);

(b) M є 2-диском, Σf складається з єдиної критичної точки z, яка належить

типу N з nz = 1;

(c) M є 2-сферою, Σf складається рiвно з двох критичних точок z′ i z таких,

що z′ належить типу P, а z— типу N з nz = 1.

Простiр Sid(f) := Sid(f)∞ є стягуваним тодi i лише тодi, коли виконана

одна з наступних умов:

• f має хоча б одну критичну точку типу S або N;

• M є неорiєнтовною.

У всiх iнших випадках Sid(f) є гомотопiчно еквiвалентним до кола S1.

Теорема 8.2.2. (1) Припустимо, що f : M → P задовольняє аксiоми (A1)-

(A3) i має хоча б одну S-точку. Тодi πiOf(f) = πiM для i ≥ 3, π2Of(f) = 0, а

для π1Of(f) ми маємо наступну точну послiдовнiсть:

1 → π1D(M) ⊕ Zk → π1Of(f) → G → 1, (8.12)
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де G — деяка скiнченна група i k ≥ 0.

(2) Нехай f — функцiя загального положення, тобто на кожному крити-

чному рiвнi iснує всього одна критична точка. Тодi група G в формулi (8.12)

є одиничною, а тому π1Of(f) ≈ π1D(M) ⊕ Zk. Зокрема, ця група є абелевою

групою.

Припустимо, що M ̸= S2, RP 2. Тодi Of(f) має гомотопiчний тип m-тора

Tm = S1 × · · · × S, де

m =


k + 2, M = T 2

k + 1, M = D2, S1 × I,M ö

k, χ(M) < 0.

Сформулюємо без доведення ще кiлька результатiв.

Теорема 8.2.3. [74] Нехай f : M → P — вiдображення Морса, яке не має

критичних точок iндексу 1. Тодi f можна представити в наступному виглядi

f = p ◦ f̃ : M
f̃−→ P̃

p−→ P,

де f̃ — одне з вiдображень типу (A)-(E), наведених в таблицi нижче, P̃ —

або числова пряма R, або коло S1, i p— або накриваюче вiдображення, або

вкладення. Гомотопiчнi типи Of(f) та Of(f,Σf) залежать тiльки вiд f̃ i

описуються наступною таблицею. Пляшка Клейна K розглядається тут

Тип f̃ : M → P̃ c0 c1 c2 Of(f) Of(f,Σf)

(A) S2 → R f̃(x, y, z) = z 1 0 1 S2 точка

(B) D2 → R f̃(x, y) = x2 + y2 1 0 0 точка

(C) S1 × I → R f̃(ϕ, t) = t 0 0 0 точка

(D) T 2 → S1 f̃(x, y) = x 0 0 0 S1

(E) K → S1 f̃({x}, {y}) = {2x} 0 0 0 S1

як фактор-простiр T 2 за iнволюцiєю ξ(x, y) = (x+ 1/2,−y).
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Для функцiї f ∈ C∞(M,P ) покладемо

S ′(f) = S(f) ∩ Did(M).

Бiльш того, для пiдмножини X ⊂M позначатимемо через S ′(f,X) пiдгрупу в

S ′(f), що складається з дифеоморфiзмiв нерухомих в деякому околi множини

X.

Теорема 8.2.4. [87]. Припустимо, що χ(M) < 0. Нехай f : M → P — гладке

вiдображення, що задовольняє аксiоми (A1) та (A2). Тодi iснує компактна

пiдповерхня X ⊂M з наступними властивостями.

(a) f є приймає постiйнi значення на кожнiй зв’язнiй компонентi межi ∂X

i кожна компонента зв’язностi B поверхнi M \X є або 2-диском, або

цилiндром, або стрiчкою Мьобiуса. Бiльш того, B обов’язково мiстить

критичнi точки f .

(b) Нехай B — компонента зв’язностi M \X i h ∈ S ′(f,X). Тодi обмеження

h|B iзотопне в B до idB вiдносно деякого околу множини ∂B ∩X.

(c) Вкладення i : S ′(f,X) ⊂ S ′(f) iндукує iзоморфiзм π0S ′(f,X) ≈ π0S ′(f).

З цiєї теореми отримуємо наслiдок, якй спрощує обчислення фундаментальної

групи π1O(f).

Нехай X ⊂ M пiдповерхня, як в теоремi 8.2.4, i B1, . . . , Bl — всi компонен-

ти зв’язностi M \X. Для кожного i = 1, . . . , l позначимо через Did(Bi, ∂Bi)

групу дифеоморiзмiв Bi, нерухомих на деякому околi ∂Bi i iзотопних до idBi

вiдносно деякого околу ∂Bi. Нехай також S ′(f |Bi
, Bi) — стабiлiзатор обмеження

f |Bi
: Bi → P вiдносно правої дiї групи Did(Bi, ∂Bi). Тодi маємо очевидний

iзоморфiзм груп:

ψ : S ′(f,X) ≈
l
×
i=1

S ′(f |Bi
, Bi), ψ(h) = (h|B1

, . . . , h|Bl
), (8.13)

Легко бачити, що, в дiйсностi, ψ є гомеоморфiзмом вiдносно топологiй W∞.
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Наслiдок 8.2.5. За умов теореми 8.2.4 припустимо, що f також задоволь-

няє аксiому (A3). Тодi має мiсце iзоморфiзм:

π1Of(f) ≈
l
×
i=1

π0S ′(f |Bi
, Bi).

Таким чином, загальна проблема обчислення π1Of(f) для вiдображень, що

задовольняють аксiоми (A1)-(A3) зводиться до випадку χ(M) ≥ 0.

Обговорення аксiом. Аксiоми (A1) i (A2) накладають умови лише на шару-

вання ∆f of f . Наприклад, припустимо, що f : M → R задовольняє цi аксiоми

i має глобальний мiнiмум min f = 0. Тодi для кожного n ≥ 2 функцiя fn також

задовольняє цi аксiоми. Замiна f на її n-тий степiнь робить глобальний мiнiмум

f “бiльш виродженим”, але не змiнює шарування ∆f .

З iншого боку, якщо f задовольняє аксiому (A3), то звичайно орбiта D(fn)

функцiї fn для n ≥ 2 має нескiнченну корозмiрнiсть в C∞(M,R) i перевiрка

аксiоми (A3) для fn виявляється дуже важкою справою, див. [114].

Достатнi умови для (A3). Нехай f : R2 → R— гладка функцiя, z ∈ R2,

причому f(z) = 0. Позначимо через A алгебру паросткiв гладких функцiй R2 →

R, а через ∆(f, z) — iдеал в A, породжений паростками частинних похiдних

f ′x(z) та f ′y(z) в точцi z. Цей iдеал називається iдеалом Якобi функцiї f в точцi

z. Розглянемо корозмiрнiсть ∆(f, z) в A як векторних просторiв над R:

µR(f, z) = dimR[A/∆(f, z)].

Це число також називають корозмiрнiстю f в точцi z, див. [130], або дiйсним

числом Мiлнора.

Лема 8.2.6. [130], див. також [74, § 11.30]. Нехай M — компактний многовид.

Нехай C∞
∂ (M,P ) — пiдпростiр в C∞(M,R), що складається з вiдображень, якi

задовольняють аксiомi (A1) i нехай f ∈ C∞
∂ (M,P ). Припустимо, що µR(f, z) <

∞ для кожної критичної точки z ∈ Σf . Тодi O(f) є пiдмноговидом Фреше в
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C∞
∂ (M,P ) скiнченної корозмiрностi, а вiдображення

p : D(M) → O(f), p(h) = f ◦ h,

є головним локально тривiальним S(f)-розшаруванням. Зокрема, p є розша-

руванням Серра, а тому f задовольняє аксiому (A3).

Лема 8.2.7. c.f. [166]. Припустимо, що f : M → P задовольняє аксiому (A1)

i має наступну властивiсть: для кожної критичної точки z функцiї f iснує

локальне представлення f у виглядi fz : R2 → R, в якому z = (0, 0), а fz є

однорiдним многочленом без кратних множникiв. Тодi f задовольняє i iншi

аксiоми (A2) та (A3), а тому для f справедливi теореми 8.2.1 та 8.2.2, а та-

кож теорема 7.1.1 про гомотопiчну еквiвалентнiсть мiж правим та право-

лiвим стабiлiзаторами f .

Якщо ж додатково f не має 1-сiдел, див. рис. 1.3.1, то для f також ви-

конується теорема 7.2.3 про гомотопiчну еквiвалентнiсть мiж правою та

право-лiвою орбiтами f .

Доведення. Аксiома (A2) випливає з теореми 6.10.3.

Для аксiоми (A3) достатньо довести скiнченнiсть µR(fz, z). Розглянемо fz як

однорiдний многочлен двох комплексних змiнних з дiйсними коефiцiєнтами.

Так як fz не має кратних множникiв, то z = (0, 0) є iзольованою критичною

точкою fz, а тому комплексне число Мiлнора, визначене аналогiчно вiдносно

алгебри паросткiв аналiтичних функцiй (C2, 0) → C є скiнченним: µC(fz, z) <

∞, див. [149]. Залишається вiдмiтити наступну нерiвнiсть µR(fz, z) ≤ 2µC(fz, z),

яку легко перевiрити.

Умова (V) випливає з аксiоми (A1), а умова (J) — з однорiдностi локальних

представлень f в околах особливих точок випливає. Тому для f виконується

теорема 7.1.1.

Вiдмiтимо, що несуттєвими (у сенсi означення 7.2.1) є лише 1-сiдла. Тому

якщо f не має тауких критичних точок, то для f справедлива теорема 7.2.3.
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8.3 Доведення теореми 8.2.1

Орiєнтовний випадок. Припустимо, що M є орiєнтовною i нехай f : M → P

задовольняє аксiоми (A1) та (A2). Для кожної точки z ∈ Σf виберемо спецiальне

векторне поле Fz, визначене на деякому околi Uz точки z. Тодi згiдно леми 8.1.2

iснує векторне поле F на M , що має наступнi властивостi:

(a) df(F ) ≡ 0, причому F (z) = 0 тодi i лише тодi, коли z ∈ Σf .

(b) F = ±Fz бiля z для кожної точки z ∈ Σf .

(c) Вiдображення зсуву φF : C∞(M,R) → Sh(F ) є або гомеоморфiзмом або Z-

накриваючим вiдображенням вiдносно топологiй W∞. Тому такою ж вла-

стивiстю володiє обмеження φF |Γ+ : Γ+ → φF (Γ+), а обидва простори

Sh(F ) та φF (Γ+) є або стягуваними, або гомотопiчно еквiвалентними до

кола S1.

Лема 8.3.1. Векторне поле F також задовольняє наступнi умови:

1) Did(∆f)
r = Did(F )r = Sid(f)r для всiх r = 0, . . . ,∞.

2) Sh(F ) = Eid(F )1, φF (Γ+) = Did(F )1.

3) Якщо f має хоча б одну N-точку, то Sh(F ) = Eid(F )0 i φF (Γ+) = Did(F )0.

4) Припустимо, що f має єдину N-точку z i жодної S-точки (хоча вона

може мати деякi P-точки). Якщо при цьому nz = 1, то Sh(F ) = Eid(F )0

i φF (Γ+) = Did(F )0. В цьму випадку f задовольняє одну з умов (b) або (c)

теореми 8.2.1.

Припустимо, що лема 8.3.1 доведена. Виведемо з неї орiєнтовний випадок

теореми.

Спочатку вiдмiтимо наступне очевидне твердження, яке слiдує з 1): якщо

φF (Γ+) = Did(F )r для деякого r, то Sid(f)∞ = Sid(f)r.

З нього випливають наступнi iмплiкацiї: 2)⇒(8.11), 3)⇒(a), та 4)⇒(b),(c).
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Опишемо тепер гомотопiчний тип Sid(f). Згiдно твердження (c) леми 8.3.1

φF (Γ+) = Sid(f)∞ є або стягуваним, або гомотопiчно еквiвалентний до кола.

Якщо f має критичну точку z типу S або N, то iснує такий окiл V точки z, що

вiдображення зсуву φF,V є неперiодичним, тобто для кожного h ∈ Sid(f) може

iснувати не бiльше нiж однiєї C∞ функцiї зсуву на V . Звiдси випливає, що φF

також є неперiодичним, а тому Sid(f) є стягуваним.

З iншого боку, припустимо, що всi критичнi точки f належать типу P. То-

дi f має не бiльше двох критичних точок i неважко показати, що тодi φF є

перiодичним, а отже Sid(f) гомотопiчно еквiвалентний до кола. Таким чином

залишається довести лему 8.3.1.

Доведення леми 8.3.1. 1). З (a) випливає, що шарування ∆f спiвпадає з шарува-

нням орбiт F , а отже D(∆f) = D(F ). Тодi за лемою 1.4.1 Did(∆f)
r = Did(F )r ⊂

Sid(f)r.

2). Потрiбно ототожити Sh(F ) з Eid(F )r для r = 0 чи 1. Нехай h ∈ Eid(F )r,

тобто iснує така r-гомотопiя H : M × I →M , що H0 = idM , H1 = h i Ht ∈ E(F )

для всiх t ∈ I. Тодi за наслiдком 5.1.8 iснує r-гомотопiя Λ : (M \ Σf) × I → R,

що Λ0 ≡ 0 i Ht(x) = F(x,Λt(x)) для всiх x ∈M \ Σf .

Якщо r = 1 або якщо r = 0, але f не має жодної N-точки, то, застосовуючи

лему 8.1.13 до кожної точки z ∈ Σf , отримаємо, що функцiя Λt, t ∈ (0, 1],

продовжується до C∞-функцiї на всьому M . Тому Ht ∈ Sh(F ). Зокрема, h =

H1 ∈ Sh(F ), а отже Sh(F ) = Eid(F )1.

3)& 4). Припустимо, що f не має жодної S-точки i лише одну N-точку z, для

якої nz = 1. Iншими словами, f має лише локальнi екстремуми, один з яких

спiвпадає з z. Так як M є зв’язною, то може iснувати не бiльше двох таких

точок. Таким чином, або Σf = {z, z′}, де z′ — P-точка, M = S2 i f задовольняє

твердження (b) теореми 8.2.1, або Σf = {z}, M = D2 i f задовольняє тверджен-

ня (c) теореми 8.2.1.
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Вiдмiтимо, що орбiти F на M \ Σf замкнутi, вiдображення зсуву φF,M\Σf
—

перiодичне, а функцiя θ : M \Σf → (0,+∞), що ставить у вiдповiднiсть кожнiй

точцi x ∈M \Σf її перiод Per(x), породжує ядро kerFM\Σf
φ. Бiльш того, якщо

Σf = {z, z′} i z′ є P-точкою, то за означенням 8.1.4 θ гладко продовжується на

деякий окiл точки z′. Таким чином, можна вважати, що θ належить класу C∞

на M \ {z}.

Нехай тепер h ∈ Eid(F )0. Потрiбно перевiрити, що h ∈ Sh(F ).

За теоремою 5.1.1 iснує гладка функцiя зсуву α : M \ Σf → R для h на

M \ Σf . Бiльш того, якщо Σf = {z, z′}, де z′ — P-точка, то за лемою 8.1.13 α

гладко продовжується до C∞-функцiї в околi точки z′. Тому можна вважати,

що α належить класу C∞ на M \ {z} так само як i θ. Тодi для кожного k ∈ Z

функцiя α + kθ є також C∞-функцiєю зсуву для h на M \ {z}.

За означенням h є локальним дифеоморфiзмом в точцi z, а так як h ∈ Eid(F )0,

то h зберiгає орiєнтацiю бiля z. Тому h ∈ D̂+(F, z). Тодi з припущення nz = 1,

випливає, що Jz(D̂+(F, z)) = id, а отже

h ∈ D̂+(F, z) ⊂ ker(Jz) ⊂ Ŝh(F, z).

Тому iснує C∞-функцiя зсуву β для h на деякому околi W точки z.

Таким чином α та β — C∞-функцiї зсуву для h наW \{z}, а значить β−α = nθ

для деякого k ∈ Z. Тому α+nθ є C∞-функцiєю зсуву для h на всьому M , тобто

h ∈ Sh(F ).

Неорiєнтовний випадок. Припустимо, що M є неорiєнтовною. Нехай p :

M̃ → M — орiєнтоване дволистне накриття M i ξ : M̃ → M̃ — C∞-iнволюцiя,

що породжує групу Z2 накриваючих перетворень.

Нехай F — векторне поле на M̃ дотичне до ∂M̃ i F— його потiк. Скажемо, що

F (а також F) є косо-симетричними, якщо ξ∗(F ) = −F , тобто, F ◦ξ = −Tξ◦F .

Ця вимога еквiвалентна тому, що Ft ◦ ξ = ξ ◦ F−t для всiх t ∈ R.
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Гладке вiдображення h̃ : M̃ → M̃ буде називатись симетричним, якщо h̃◦ξ =

ξ ◦ h̃. Позначимо через D̃(M̃) групу всiх симетричних дифеоморфiзмiв M̃ , що

зберiгають орiєнтацiю M̃ .

Припустимо, що f задовольняє аксiоми (A1) i (A2). Так як p є локальним

дифеоморфiзмом, то вiдображення f̃ = f ◦ p : M̃ → P , очевидно, також задо-

вольняє цi аксiоми.

Нехай y ∈ Σf , Gy — спецiальне векторне поле а околi y i z, z′ ∈ Σf̃ — критичнi

точки f̃ такi, що p−1(y) = {z, z′}. Визначимо векторнi поля Fz та Fz′ в околах

z та z′ вiдповiдно, як прообрази поля Gy вiдносно p, тобто

Fz = p∗Gy, Fz′ = −p∗Gy.

Нехай F ′ — довiльне векторне поле на M̃ , що задовольняє умови (a) та (b). Тодi

векторне поле F = 1
2(F ′ − ξ∗F ′) є косо-симетричним i також задовольняє (a)

та (b), а отже i твердження леми 8.3.1.

Згiдно твердження (4) леми 4.2.11

φF (Γ+ ∩ E0) = D̃id(∆f̃)
1, φF (Γ+ ∩ E0) = D̃id(∆f̃)

0,

якщо f , а тому i f̃ , не мають N-точок. Бiльш того для всiх r = 0, . . . ,∞ маємо

наступнi гомеоморфiзми

D̃id(∆f̃)
r

лема 4.2.10∼= Did(∆f)
r лема 1.4.1

===== Sid(f)r.

Звiдси випливає, що Sid(f)∞ = · · · = Sid(f)1 i цей простiр є стягуваним. Бiльш

того, Sid(f)1 = Sid(f)0 за умови, що f не має N-точок.

Теорему 8.2.1 доведено.

8.4 Група D+,N(∆f)

Припустимо, що f : M → P задовольняє аксiоми (A1) та (A2). Позначимо

через DN(M,Σf) — пiдгрупу в D(M,Σf), яка складається з усiх таких дифео-

морфiзмiв h, що для кожної N-точки z ∈ ΣN
f та деякого спецiального векторного
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поля Fz в точцi z виконуються умова: h(z) = z, причому паросток h в точцi

z належить до Ŝh(F, z). Iншими словами, Jz(h) ∈ A++ якщо ∇F (z) = ( 0 1
0 0 ), i

Jz(h) = id якщо ∇F (z) = 0.

Покладемо

D+,N(∆f) = D(∆f) ∩ DN(M,Σf). (8.14)

В цьому параграфi ми вивчаємо структуру групи D+,N(∆f). Отриманий ре-

зультат буде потрiбний для доведення теореми 8.2.2.

Наступна лема описує тотожну компоненту D+,N
id (∆f)

r групи D+,N(∆f) вiдно-

сно топологiй Wr для r ≥ 1.

Лема 8.4.1. Нехай D+,N
id (∆f)

r — тотожна компонента лiнiйної зв’язностi

групи D+,N(∆f) вiдносно топологiї Wr. Тодi при r ≥ 1 має мiсце рiвнiсть:

D+,N
id (∆f)

r = D+
id(∆f)

r = Did(∆f)
r = Sid(f)r. (8.15)

Зокрема, цi простори не залежать вiд r ≥ 1.

Доведення. Останнi три простори спiвпадають згiдно леми 1.4.1. Тому досить

показати, що D+
id(∆f)

r ⊂ D+,N
id (∆f)

r для r ≥ 1. Нехай h ∈ D+
id(∆f)

r. Це означає,

що iснує r-iзотопiя ht : M →M в D+(∆f) мiж h0 = idM та h1 = h. Так як r ≥ 1,

то для кожної N-точки z сiм’я матриць {Jz(ht)}t∈I неперервно залежить вiд t,

причому Jz(h0) = id. Тому {Jz(ht)}t∈I ⊂ A++, якщо ∇F (z) = ( 0 1
0 0 ), i Jz(ht) = id

для всiх t ∈ I, якщо ∇F (z) = 0. Це показує, що ht ∈ D(∆f) ∩ DN(M,Σf)
def
==

D+,N(∆f) для всiх t ∈ I. Тобто {ht}t∈I є шляхом мiж idM та h в D+,N(∆f), а

значить h ∈ D+,N
id (∆f).

Далi нас цiкавитиме структура групи π0D+,N(∆f) компонент лiнiйної зв’яностi

вiдносно топологiй Wr для r ≥ 1.

Нехай Γf — КР-граф f . Ребро e графа Γf буде називатись зовнiшнiм, якщо

воно iнцидентне деякiй P- або ∂-вершинi. В протилежному випадку e назива-

тиметься внутрiшнiм.
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Внутрiшнє ребро e назвемо N-ребром (вiдповiдно S-ребром), якщо одна з йо-

го вершин є N-вершиною, а iнша — або S- або N-вершиною, (вiдп. обидвi його

вершини є S-вершинами).

Нехай γ — регулярний (тобто гомеоморфний до кола S1) шар шарування ∆f .

Позначимо через Kγ — зв’язну компоненту ∆reg
f , що мiстить γ. Тодi Kγ дифео-

морфна вiдкритому цилiндру S1 × (−1, 1) i iснує скручування Дена τγ уздовж

γ, яке зберiгає iнварiантним кожен шар шарування ∆f , а його носiй мiститься

в як завгодно малому околi Uγ ⊂ Kγ кривої γ, причому цей окiл складається з

шарiв ∆f , див. рис. 8.4.1. Зокрема, τγ ∈ D+,N(∆f). Вiдмiтимо, що образ Kγ в Γf

Рис. 8.4.1

є деяким ребром e. Скажемо, що γ, а також Kγ, є внутрiшнiми (вiдп. зовнiшнi-

ми), якщо ребро e є внутрiшнiм (вiдп. зовнiшнiм). При цьому скручування τγ

називатимемо скручуванням навколо ребра e. Бiльш того, скручування уздовж

N-ребра (вiдп. S-ребра) називатимемо N-скручуванням (вiдп. S-скручуванням).

Нехай e1, . . . , ek — всi внутрiшнi ребра Γf . Для кожного i виберемо довiльний

внутрiшнiй шар γi, що вiдповiдає ei, i довiльне скручування Дена τi ∈ D+,N(∆f)

уздовж γi. Покладемо

T =
k
∪
i=1

supp τi.

Нехай J = ⟨τ1, . . . , τk⟩ ⊂ D+,N(∆f) — пiдгрупа, породжена вiдповiдними скру-

чуваннями Дена. Так як supp τi ∩ supp τj = ∅ для i ̸= j, то J є вiльною

абелевою групою з базисом ⟨τ1, . . . , τk⟩, тобто J ≈ Zk.

Теорема 8.4.2. Припустимо, що f : M → P задовольняє аксiоми (A1), (A2)

i має хоча б одну критичну точку типу S. Тодi включення ζ : J ⊂ D+,N(∆f)
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є гомотопiчною еквiвалентнiстю. Зокрема, має мiсце iзоморфiзм

ζ0 : J ≡ π0J → π0D+,N(∆f).

Iншими словами, π0D+,N(∆f) ≈ Zk вiльно породжується класами iзотопiї

внутрiшнiх скручувань Дена.

Достатньо довести наступне:

Твердження 8.4.3. 1) Кожен h ∈ D+,N(∆f) iзотопний в D+,N(∆f) добутку

деяких внутрiшнiх скручувань Дена, тобто ζ : J → π0D+,N(∆f) є сюр’єктив-

ним.

2) Якщо h = τm1
1 ◦ · · · ◦ τmk

k ∈ Sid(f) для деякого mi ∈ Z, то mi = 0 для всiх

i, тобто h = idM , а тому ζ : J → π0D+,N(∆f) є мономорфiзмом.

Доведення. Орiєнтовний випадок. Припустимо спочатку, що M є орiєнтов-

ною i нехай F — векторне поле на M , що задовольняє припущення леми 8.3.1.

Лема 8.4.4. Для кожного h ∈ D+,N(∆f) iснує єдина C∞-функцiя σ : M \ T →

R, яка є функцiєю зсуву для h вiдносно F . Якщо h є нерухомим на M \ T , то

σ = 0 на M \ T .

Доведення. a) Нехай z —N-точка f . Тодi h ∈ ker(shz) = Ŝh(F, z), тобто h має

єдину C∞-функцiю зсуву σz, визначену на деякому замкнутому F -iнварiантно-

му околi Vz точки z, який не мiстить iнших критичних точок f . Можна вважати,

що Vz ∩ Vz′ = ∅ для z ̸= z′. Тодi функцiї σz визначають єдину функцiю зсуву

σN для h на наступнiй множинi UN := ∪
z∈ΣN

f

Vz.

b) Так як f має хоча б одну S-точку, то iснує критична компонента K ша-

рування ∆f (тобто зв’язна компонента ∆cr
f ), яка не є локальним екстремумом.

Нехай z ∈ K∩Σf . Тодi z є S-точкою f . Вiдмiтимо, що припущення h ∈ D+,N(∆f)

означає, що h ∈ Ŝh(F, z), iснує окiл Vz точки z i єдина C∞-функцiя σz : Vz → R

така, що h(x) = F(x, σz(x)) для всiх x ∈ Vz. Так як K \ Σf є незв’язним об’єд-

нанням iнтервалiв, то функцiї {σz}z∈Σf
продовжуються до єдиної C∞-функцiї
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σK на деякому околi V (K) множини K. Таким чином h(x) = F(x, σK(x)) для

всiх x ∈ V (K).

Можна вважати, що V (K) є F -iнварiантним, тобто ∂V (K) складається з ре-

гулярних шарiв ∆f .

Покладемо US := ∪KV (K), де K — пробiгає множину всiх критичних компо-

нент ∆f , якi не є локальними екстремумами. Можна також припустити, що

V (K) ∩ V (K ′) = V (K) ∩ UN = ∅

для рiзних критичних компонент K та K ′. Тодi функцiї σK визначають єдину

функцiю зсуву σS для h на US.

c) Вiдмiтимо, що множина M \ US є об’єднанням цилiндрiв та 2-дискiв. Бiльш

того, кожен цилiндр не мiстить критичних точок f , а кожен 2-диск мiстить єди-

ну критичну точку f i ця точка є локальним екстремумом f . Нехай B1, . . . , Bk —

всi зв’язнi компоненти M \ US, що мають одну з наступних властивостей

• Bi є цилiндром, причому Bi ∩ ∂M ̸= ∅, або

• Bi є 2-диском, що мiстить P-точку f .

Зокрема, Bi ∩ UN = ∅. Позначимо U∂,P = ∪ki=1Bi. Покажемо, що σS продов-

жується до C∞-функцiї на US ∪ U∂,P.

Дiйсно, припустимо, що Bi ≈ S1 × I є цилiндром. Тодi Bi ∩ US є зв’язним F -

iнварiантним окiл однiєї iз зв’язних компонент межi ∂Bi i цей окiл не мiстить

iнших компонент ∂Bi. Тому можна вважати, що Bi ∩ US = S1 × [0, ε]. Тодi

функцiя σS on Bi ∩US продовжується до C∞-функцiї зсуву для h на всьому Bi,

див. [74, Lm. 4.12(2)]. Позначимо цю функцiю через βi : Bi → R.

Припустимо, що Bi є 2-диском, що мiстить P-точку z. Тодi Yi := Bi ∩ US

є околом ∂Bi, а тому згiдно твердження (1) леми 8.1.11 σS продовжується до

єдиної C∞-функцiї зсуву βi : Bi → R для h на всьому Bi.

Позначимо U := UN ∪ US ∪ U∂,P. Тодi функцiї

σN : UN → R, σS : US → R, βi : Bi → R, (i = 1, . . . ,k),
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визначають єдину C∞-функцiю зсуву σ : U → R для h. Вiдмiтимо, що M \ U

мiститься в об’єднаннi внутрiшнiх компонент ∆reg
f . Тому можна вважати, що в

дiйсностi M \ U ⊂ T , а тому U ⊃M \ T .

Якщо h є нерухомим на M \ U ⊂ T , то з єдиностi функцiй σN i σS, а також з

єдиностi продовження βi функцiї σS на U∂,P, випливає, що σ ≡ 0.

Щоб завершити доведення твердження 1) потрiбно побудувати iзотопiю h в

D+,N(∆f) до дифеоморфiзму нерухомого на M \ T . Нехай µ : M → [0, 1] — C∞-

функцiя, яка є постiйною на шарах шарування ∆f i µ = 1 на деякому околi

множини U . Визначимо вiдображення

H : M × I →M, Ht(x) = F(x, t · µ(x) · σh(x)).

Тодi, згiдно твердження 8.1.10, H належить класу C∞, H0 = idM i H1 = h

на деякому околi U . Зокрема, кожен Ht ∈ D+,N(∆f). Тому наступна iзотопiя

Gt = h ◦ H−1
t деформує G0 = h в D+,N(∆f) у дифеоморфiзм G1 нерухомий

на деякому околi U . Iншими словами, supp G1 ⊂ T , а тому G1 iзотопний в

D+,N(∆f) до добутку внутрiшнiх скручувань Дена.

2) Нехай h = τm1
1 ◦ · · · ◦ τmk

k ∈ Sid(f). Потрiбно показати, що mi = 0 для всiх

i = 1, . . . ,k. Нехай Ui, i = 1, . . . ,k, — цилiндричний окiл кривої γi, що мiстить

носiй supp τi, див. рис. 8.4.1. Тодi h|Ui
= τmi

i |Ui
.

Так як h ∈ Sid(f) i f має хоча б одну S-точку, то з твердження 2) леми 8.3.1

випливає iснування єдиної C∞-функцiї зсуву α : M → R для h, тобто h(x) =

F(x, α(x)) для всiх x ∈ M . Тому iзотопiю мiж h та idM в D+,N(∆f) можна

задати наступною формулою: ht(x) = F(x, tα(x)), (t ∈ I).

З iншого боку, за лемою 8.4.4 iснує єдина C∞-функцiя σ : M → R, що є

функцiєю зсуву для h на M \ T , а тому α = σ на M \ T . Бiльш того, так як

h є нерухомим на M \ T , то α = σ = 0 на M \ T . Тому ht є нерухомим на

M \ T для всiх t ∈ I. Звiдси випливає, що h|Ui
= τmi

i |Ui
є iзотопним до idUi
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вiдносно деякого околу ∂Ui. Але таке можливо тодi i тiльки тодi, коли mi = 0.

Це доводить теорему 8.4.2 для неорiєнтовного випадку.

Неорiєнтовний випадок. Припустимо, що M є неорiєнтовною. Нехай p :

M̃ → M — орiєнтоване дволистне накриття M i ξ — p-еквiварiантна iнволюцiя

на M̃ . Тодi ми маємо функцiю f̃ = f ◦ p : M̃ → P . Так як кожен внутрiшнiй

шар γi є двосторннiм, то p−1(γi) складається з двох зв’язних компонент γi1

та γi2, що є внутрiшнiми шарами шарування ∆f̃ функцiї f̃ . Тодi iснують такi

скручування Дена τi1, τi2 ∈ D̃+,N(∆f̃) уздовж γi1 та γi2 вiдповiдно, що, τi2 =

ξ ◦ τi1 ◦ ξ i τ̂i := τi2 ◦ τi1 є пiдняттям τi. Очевидно, що кожне скручування τij є

внутрiшнiм, i за орiєнтованим випадком група π0D+,N(∆f̃) породжена класами

iзотопiї скручувань τij, для i = 1, . . . ,k та j = 1, 2.

Розглянемо пiдгрупу D̃+,N(∆f̃) в D+,N(∆f̃), що складається з симетричних h,

тобто h ◦ ξ = ξ ◦ h.

Лема 8.4.5. Класи iзотопiї τ̂i, i = 1, . . . ,k, породжують π0D̃+,N(∆f̃), а тому

π0D̃+,N(∆f̃) ≈ Zk.

Доведення. Позначимо через T ⊂ M̃ об’єднання носiїв τij. Нехай F— кососи-

метричний потiк на M̃ , орбiти якого спiвпадають з шарами шарування ∆f̃ i

h̃ ∈ D̃+,N(∆f̃). Тодi згiдно леми 8.4.4 iснує C∞-функцiя зсуву σ̃ : M̃ \T → R для

h̃ вiдносно F, тобто h̃(x) = F(x, σ̃(x)). Так як h̃ є симетричним, то з леми 4.2.11

випливає, що σ̃ + σ̃ ◦ ξ ∈ kerφF = {0}, а тому σ̃ ◦ ξ = −σ̃ на M̃ \ T .

Нехай µ— функцiя з твердження 8.1.10. Тодi функцiя µ1 = (µ + µ ◦ ξ)/2 є

симетричною i також задовольняє умови твердження 8.1.10, а значить µ1 · α є

гладкою кососиметричною функцiєю на всьому M . Тому h̃t(x) = h̃ ◦ F(x,−t ·

µ1(x) ·α(x)) є симетричною iзотопiєю h̃ в D̃+,N(∆f̃) до симетричного дифеомор-

фiзму, який є тотожним на M \ T . Звiдси випливає, що h̃ є добутком деяких

τij. Так як h̃ є симетричним, то h̃ в дiйсностi добутком деяких τ̂i = τi2 ◦ τi1.
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З леми 4.2.10 випливає, що має мiсце гомеоморфiзм мiж D+,N(∆f) та D̃+,N(∆f̃).

Тому π0D+,N(∆f) ≈ Zk i ця пiдгрупа породжується класами iзотопiї внутрiшнiх

скручувань Дена. Теорему 8.4.2 доведено.

Дiя групи J на H1(M,Σf).. Нехай JN та JS — пiдгрупи в J , породженi вну-

трiшнiми N- та S-скручуваннями вiдповiдно. Тодi J = JN ⊕JS. Вiдмiтимо, що

J природним чином дiє на першiй вiдноснiй групi гомологiй H1(M,Σf) з цiли-

ми коефiцiєнтами. Нехай ν : J → Aut(H1(M,Σf)) — вiдповiдний гомоморфiзм,

що ставить у вiдповiднiсть кожному h ∈ J iндукований автоморфiзм h1 групи

H1(M,Σf).

Лема 8.4.6. Якщо M є орiєнтовною, то ker(ν) = JN.

Доведення. Очевидно, що кожне N-внутрiшнє скручування Дена τ ∈ JN є iзо-

топним до idM вiдносно Σf , а тому ker(ν) ⊃ JN.

Щоб довести обернене включення, розглянемо форму перетинiв ⟨·, ·⟩ наH1(M,Σf).

Тодi очевидно, що дiя JS на H1(M,Σf) визначається за формулою:
a∏
i=1

τmi

i · x = x+
a∑
i=1

mi⟨x, γi⟩ γi,

див. також [74, (6.1)]. Вiдмiтимо, що S-внутрiшнi кривi представляють собою

лiнiйно незалежнi цикли в H1(M,Σf), а тому ν|JS
є мономорфiзмом, тобто

ker(ν) = JN.

Твердження 8.4.7. J ∩ DN
id(M,Σf)

r = {idM} для r ≥ 1.

Доведення. Достатньо показати, що

JS ∩ DN
id(M,Σf)

r = JN ∩ DN
id(M,Σf)

r = {idM}.

1) Нехай h ∈ JS∩DN
id(M,Σf)

r. Тодi h тривiально дiє на групi H1(M,Σf). Тому

якщо M є орiєнтовною, то за лемою 8.4.6 h ∈ JN, тобто h ∈ JS ∩ JN = idM .
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Припустимо, що M — неорiєнтовна, p : M̃ → M — орiєнтовне дволистне на-

криття M i ξ : M̃ → M̃ — iнволюцiя, що породжує групу накриваючих пере-

творень M̃ . Нехай далi J̃S — пiдгрупа в D̃+,N(∆f̃), породжена (симетричними)

пiдняттями елементiв з JS, якi є S-скручуваннями навколо S-ребер КР-графа

функцiї f̃ = f ◦ p : M̃ → P . Тодi h має два симетричних пiдняття h̃ та h̃′, одне

з яких, скажiмо h̃, належить до J̃S, причому h̃′ = ξ ◦ h̃. Так як h iзотопний

до вiдносно Σf , то хоча один з дифеоморфiзмiв h̃ або h̃′ також iзотопний до

idM̃ вiдносно Σf̃ . Але очевидно, що h̃ зберiгає орiєнтацiю M , (бо є композицiєю

скручувань Дена), тому h̃′ — змiнює орiєнтацiю, а значить саме h̃ iзотопний до

idM̃ вiдносно Σf̃ . Таким чином h̃ ∈ J̃S∩ ∈ DN
id(M,Σf)

r. Тому, за орiєнтовним

випадком, h̃ = idM̃ , а отже h = idM .

2) Нехай h ∈ JN∩DN
id(M,Σf) i τ1, . . . , τv — всi N-скручування, що породжують

JN. Тодi h = τm1
1 ◦ τmv

v для деяких mi ∈ Z. Нам потрiбно показати, що mi = 0

для всiх i = 1, . . . ,v. Не втрачаючи загальностi вважатимемо, що v ≥ 1.

Вiдмiтимо, що supp τi лежить в деякому замкнутому 2-диску Bi ⊂ M , який

мiстить єдину критичну точку zi функцiї f . Ця точка є N-точкою i supp τi ∩

(zi ∪ ∂Bi) = ∅.

Лема 8.4.8. Iснує iзотопiя мiж idM та h, нерухома на деякому околi мно-

жини Σf .

Доведення. За припущенням iснує 1-iзотопiя ht : M → M мiж h0 = idM та

h1 = h в DN
id(M,Σf). Це означає, що

(a) ht є нерухомим на Σf i для кожної особливої точки z ∈ Σf 1=джет j1z (ht)

дифеоморфiзму ht в точцi z неперервно залежить вiд t;

(b) якщо z є NZ-точкою, то множина можливих значень для j1z (ht) є скiнченою,

а тому j1z (ht) = j1z (h0) = id;

(c) якщо zi є NN-точкою, то в деяких локальних координатах в точцi zi, в яких
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∇F (z) = ( 0 λ
0 0 ) маємо, що

Jzi(ht) =
(

1 λ̄(t)
0 1

)
,

де λ̄ : I → R— неперервна функцiя така, що λ̄(0) = λ̄(1) = 0.

Тодi iснує 1-iзотопiя gt : M →M , нерухома зовнi деякого околу Σf , i така, що

g0 = g1 = idM , gt(z) = z i Jz(gt) = Jz(ht) для всiх t ∈ I та z ∈ Σf . Цю iзотопiю

(gt) можна побудувати ввiвши параметр в [110, лему 5.4].

Очевидно, що iзотопiя h′t = g−1
t ◦ht з’єднує idM з h в DN

id(M,Σf) i задовольняє

Jz(ht) = id для всiх z ∈ Σf . Тепер, аналогiчно до доведення [110, леми 5.2],

можна знайти ще одну iзотопiю h′′t мiж idM та hN, що h′′t є нерухомим на деякому

околi V множини Σf для кожного t ∈ I. Тодi (h′′t ) є шуканою iзотопiєю.

Нам буде потрiбна наступна проста лема.

Лема 8.4.9. Нехай M — компактна поверхня з непорожною межею ∂M , k ≥

1 i D1, . . . , Dk — деякий (непорожний) набiр попарно рiзних компонент ∂M .

Для кожного i = 1, . . . , k виберемо комiр Ci для Di так, щоб Ci ∩ Cj = ∅ для

i ̸= j, скручування Дена τi уздовж Di, носiй якого мiститься в Ci, i число

mi ∈ Z. Визначимо дифеоморфiзм h = τm1
1 ◦· · ·◦τmk

k . Припустимо, h iзотопний

до idM за допомогою iзотопiї нерухомої на множинi ∪ki=1Di. Тодi виконується

одна з наступних умов:

a) mi = 0 для всiх i = 1, . . . , k, тобто h = idM ;

b) M є 2-диском i k = 1;

c) M є 2-цилiндром i k = 1, або 2.

d) M є стрiчкою Мьобiуса i k = 1.

Позначимо через k— загальне число всiх критичних точок f i нехай V — ма-

лий окiл множини Σf , на якому iзотопiя з леми 8.4.8 є нерухомою. Можна вва-

жати, що кожна компонента V є 2-диском, що мiстить єдину критичну точку

f . Покладемо M ′ = MIntV i h′ = h|M ′ : M ′ → M ′. Тодi h′ можна розгля-
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дати як композицiю скручувань уздовж k компонент своєї межi, причому за

лемою 8.4.8 iзотопний hM ′ за допомогою iзотопiї нерухомої на K. Таким чином

ми знаходимось в умовах леми 8.4.9

Якщо не всi mi = 0, то можливi лише три наступних випадки:

b, d) k = 1 i M ′ є або 2-диском, або стрiчкою Мьобiуса. Це означає, що M є

або 2-сферою або проективною площиною i f має рiвно одну критичну точку,

що неможливо.

с) M ′ є 2-цилiндром i k = 1 aбо 2.

Якщо k = 1, то M = D2, а f знову має рiвно одну критичну точку, яка

повинна бути екстремумом. Тому, за означенням, це ребро не є N-ребром, а

отже v = 0, що протирiчить припущенню.

Нехай k = 2. У цьому випадку M = S2 i f має рiвно двi критичних точки z1,

z2, одна з яких, скажiмо z1, повинна бути мiнiмумом, а iнша, z2, — максимумом.

Зному КР-граф f — це одне ребро e. Якщо одна критичних точок f є P-точкою,

то ребро e не є N-ребром, а отже v = 0, що протирiчить припущенню. Таким

чином, обидвi точки є N-точками, v = 1 i h = τm1
1 . Але тодi h′ iзотопний idM ′

вiдносно ∂M ′ тодi i лише тодi, коли m1 = 0.

Таким чином mi = 0 для всiх i = 1, . . . ,v. Твердження 8.4.7 доведено.

Наслiдок 8.4.10. D+,N(∆f) ∩ DN
id(M,Σf)

r = D+,N
id (∆f)

r для r ≥ 1.

Доведення. Очевидно, що D+,N(∆f) ∩ DN
id(M,Σf)

r ⊃ D+,N
id (∆f)

r. Нехай h ∈

D+,N(∆f) ∩ DN
id(M,Σf)

r. Тодi за теоремою 8.4.2 h r-iзотопний в D+,N(∆f) до

деякого h′ ∈ J . Зокрема, ця iзотопiя мiститься в DN
id(M,Σf)

r, а тому за твер-

дженням 8.4.7 h′ ∈ J ∩ DN
id(M,Σf)

r = {idM}, тобто h′ = idM . Таким чином h є

r-iзотопним в D+,N(∆f) до idM , тобто h ∈ D+,N
id (∆f)

r.
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8.5 Кiнцi поверхнi бiля пiдграфу

В цьому параграфi ми доведемо один технiчний результат, який грає принци-

пову роль для доведення теореми 8.2.2, див. лему 8.6.5.

Нехай M — a компактна поверхня i K ⊂ IntM — скiнчений зв’язний пiдграф,

тобто одновимiрний CW-пiдкомплекс деякого клiткового розбиття M назива-

тимемо пiдграфом в M , U1, U2 — двi регулярних околи K, i Vi (i = 1, 2) — деяка

зв’язна компонента Ui \K.

Скажемо, що V1 та V2 представляють один i той же кiнець (поверхнi M \K)

бiля K, якщо iснує регулярний окiл U ⊂ IntU1 ∩ U2 графа K та зв’язна компо-

нента V поверхнi U \K така, що V ⊂ V1∩V2. Кiнець, визначений компонентами

Vi позначатиметься через [V ]K .

Очевидно, що коли [V1]K = [V2]K , то K ∩ V1 = K ∩ V2. Скажемо, що ребро e

графа K належить до [Vi]K якщо e ⊂ K ∩ V1.

Нехай U — регулярний окiл K, V — зв’язна компонента U \ K i h : M →

M — такий дифеоморфiзм, що h(K) = K. Говоритимемо, що кiнець [V ]K є h-

iнварiантним, якщо [h(V )]K = [V ]K .

Вiдмiтимо також, що V ≈ S1× [0, 1), де S1× 0 вiдповiдає зв’язнiй компонентi

межi ∂U . Зафiксуємо орiєнтацiю V . Нехай U1 ⊂ U ∩h(U) — регулярний окiл K i

V1 — зв’язна компонента U1\K така, що [V1]K = [V ]K . Тодi [V ]K називатиметься

(h,+)-iнварiантним, якщо обмеження h|V1 : V1 → V зберiгає орiєнтацiю.

Аналогiчно, h-iнварiантне ребро e (h-iнварiантний простий цикл γ) називати-

меться (h,+)-iнварiантним, якщо h зберiгає його орiєнтацiю.

Наступна теорема є ключовою для встановлення точностi послiдовностi (8.12).

Ми застосовуватимемо її до випадку коли K є критичною компонентою деякої

лiнiї рiвня f .

Теорема 8.5.1. [74]. Нехай K ⊂ IntM — скiнченний зв’язний пiдграф, що не

має вершин степенiв 1 та 2 i такий, що кожне його ребро належить рiвно



243

двом рiзним кiнцям M \ K бiля K. Нехай далi h : M → M — дифеоморфiзм

такий, що h(K) = K i h зберiгає кiнцi бiля K разом з їх орiєнтацiєю, i не-

хай ĥ— комбiнаторний автоморфiзм графа K iндукований h. Тодi кожна з

наступних умов (1) та (2) гарантує, що ĥ = idK:

(1) регулярний окiл K є плоским, тобто може бути вкладений в R2;

(2) h iзотопний тотожному дифеоморфiзму idM .

8.6 Оснащення

В цьому параграфi ми також вважатимемо, що f задовольняє аксiоми (A1) та

(A2), див. §8.2.

Оснащення для N-точок. Нехай z —N-точка f i F — вiдповiдне спецiальне

векторне поле, визначене на деякому околi U точки z. Нагадаємо, що група

Gz = D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) є, за означенням, скiнченною циклiчною. Позначимо її

порядок через nz.

Для кожного ненульового дотичного вектора v ∈ TzM покладемо

Fz(v) := {±Tzh(v) | h ∈ D̂+(F, z)}.

Таким чином, Fz(v) є об’єднанням орбiт векторiв v та −v вiдносно природної

дiї групи D̂+(F, z) на TzM . Еквiвалентно, можна покласти

Fz(v) := {±ξ(v) | ξ ∈ Jz(D̂+(F, z))}.

Означення 8.6.1. Множину Fz(v) називатимемо оснащенням в точцi z,

якщо вона скiнчена i iнварiантна вiдносно всiєї групи D̂(F, z).

Лема 8.6.2. (1) Оснащення iснують.

(2) Нехай Fz(v) — довiльне оснащення. Якщо порядок nz непарний (вiдп. пар-

ний), то Fz(v) складається з 2nz (вiдп. з nz) елементiв.

(3) Ŝh(F, z) є ядром дiї D̂+(F, z) на довiльному оснащеннi Fz(v), а тому D̂+(F, z)

iндукує вiльну дiю Gz на Fz(v).
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(4) Нехай Fz(v) — оснащення в точцi z i h ∈ S(f). Тодi z′ := h(z) ∈ ΣN
f i

Fz′(v) := Tzh(Fz(v)) ⊂ Tz′M

є оснащенням в точцi z′.

(5) Якщо g ∈ S(f) такий, що g(z) = h(z), то

Tzg(Fz(v)) = Tzh(Fz(v)).

Доведення. (1)-(3). Припустимо спочатку, що z є NN-точкою, тобто можна ви-

брати локальнi координати в точцi z в яких ∇F (z) = ( 0 1
0 0 ). Тодi за лемою 8.1.7

Jz(Ŝh(F, z)) = A++, Jz(D̂+(F, z)) ⊂ A+, Jz(D̂(F, z)) ⊂ A.

Нехай v = (a, 0) ∈ TzM — довiльний ненульовий дотичний вектор вiдносно цих

координат, тобто a ̸= 0. Очевидно, що орбiта v вiдносно кожної з груп A+

та A спiвпадає з {±v}, див. Рис. 8.6.1a), а A++ є стабiлiзатором v вiдносно

A+. Звiдси випливає, що Fz(v) = {±v}, причому ця множина є iнварiантною

вiдносно D̂(F, z), а Ŝh(F, z) є ядром дiї D̂+(F, z).

Якщо Ŝh(F, z) = D̂+(F, z), тобто nz = 1, то |Fz(v)| = 2 = 2nz. В протилежно-

му випадку, D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) = Z2, а отже nz = 2 = |Fz(v)|.

З iншого боку, якщо w ∈ TzM — iнший дотичний вектор, який не є колiнеар-

ним до v, то w = (b, c), де c ̸= 0, а Fz(w) = {(t,±c) | t ∈ R} є парою прямих.

Таким чином, Fz(w) не є оснащенням, див. Рис. 8.6.1b).

Припустимо, що z є NZ-точкою, тобто ∇F (z) = 0. Тодi за лемою 8.1.7 Ŝh(F, z)

є ядром Jz, а

Jz(D̂+(F, z)) = D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) = Gz

є скiнченною циклiчною групою порядку nz. Тому для кожного ненульового

вектора v ∈ TzM множина Fz(v) є скiнченною, а Ŝh(F, z) — є ядром дiї D̂+(F, z)

на Fz(v).

Залишається вибрати v для якого Fz(v) є iнварiантним вiдносно D̂(F, z). Мож-

на вважати, що D̂(F, z) ̸= D̂+(F, z), тобто Jz(D̂(F, z)) є групою дiедра. Нехай
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h ∈ D̂(F, z) \ D̂+(F, z). Тодi h змiнює орiєнтацiї в точцi z, а тому лiнiйне вi-

дображення Tzh є симетрiєю вiдносно прямої {tv | t ∈ R}, визначеної деяким

ненульовим вектором v ∈ TzM . Зокрема, Tzh(v) = v. Тепер очевидно, що Fz(v)

є iнварiантним D̂(F, z), тобто Fz(v) є оснащенням, див. Рис. 8.6.1c).

Твердження (4) та (5) майже очевиднi.

a) оснащення b) не є оснащенням c) оснащення

Рис. 8.6.1

Означення 8.6.3. Скажемо, що сiм’я оснащень {Fz(vz) : z ∈ ΣN
f } є узго-

дженою, якщо вона iнварiантна вiдносно S(f), тобто

Tzh(Fz) = Fh(z), ∀h ∈ S(f).

Наслiдок 8.6.4. Узгодженi сiм’ї оснащень iснують.

Доведення. Так як h(ΣN
f ) = ΣN

f для кожного h ∈ S(f), то можна роздiлити ΣN
f

на орбiти вiдносно дiї S(f). Нехай O = {z1, . . . , zl} ⊂ ΣN
f — одна з таких орбiт.

Достатньо визначити узгоджене оснащення на O.

Зафiксуємо довiльне оснащення Fz1 для z1. Нехай zi ∈ O та h ∈ S(f) такi,

що h(z1) = zi. Тодi покладемо Fzi = Tz1h(Fz1). За лемою 8.6.2 це означення не

залежить вiд часткового вибору h.

Оснащений КР-граф Γ̂f функцiї f .. Нехай Γf — КР-граф f , pf : M → Γf —

фактор-вiдображення i w— вершина Γf . Скажемо, що

• w є ∂-вершиною, якщо p−1
f (w) є зв’язною компонентою ∂M ;
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• w є S-вершиною, якщо p−1
f (w) мiстить S-точки f (у цьому випадку p−1

f (w)

є критичною компонентою ∆f , яка не є локальним екстремумом f);

• w є P-вершиною (вiдп. N-вершиною), якщо p−1
f (w) є P-точкою (вiдп. N-

точкою) f .

Нехай w—N-вершина Γf i z = p−1
f (w) — вiдповiдна N-точка f . Порядок nz

групи D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) ≈ Znz назвемо циклiчним порядком вершини w i по-

значимо через nw. Таким чином nw := np−1
f (w) = nz.

Нехай kz — кiлькiсть векторiв у (довiльному) оснащеннi в точцi z. За ле-

мою 8.6.2 воно однакове для всiх оснащень. Ми позначатимемо це число також

через kw. Таким чином, kz = nz для парного nz i kz = 2nz для непарного nz.

До кожної N-вершини w «приклеїмо» kw ребер ew(1), . . . , ew(kw), так, як на

Рис. 8.6.1. Назвемо цi ребра дотичними до w. Множину дотичних ребер до w

позначатимемо через Tw. Потрiбно мислити, що цi ребра «лежать в площинi,

ортогональнiй до ребра яке мiстить w».

Рис. 8.6.1: Дотичнi ребра до вершини w

Позначимо отриманий граф через Γ̂f i назвемо його оснащеним КР-графом

f . Таким чином, Γf є пiдграфом Γ̂f i ми продовжимо КР-функцiю f ∗ : Γf → P

на весь граф Γ̂f поклавши її постiйною на дотичних ребрах: f ∗(ew(i)) = f ∗(w).

Автоморфiзми Γ̂f . Нехай Ê = E(Γ̂f) — множина ребер графа Γf i Aut(Γ̂f) —

група гомеоморфiзмiв ν : Γ̂f → Γ̂f , що зберiгають типи вершин, переводять

дотичнi ребра в дотичнi, а також зберiгають КР-функцiю на Γ̂f , тобто f ∗ ◦ ν =

f ∗.

Нехай далi Map(Ê,Z2) —Z2-модуль всiх функцiй o : Ê → Z2. Тодi група
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Aut(Γ̂f) природно дiє злiва на Map(Ê,Z2) за правилом

o · ν = o ◦ ν−1 : Ê
ν−1

−−−→ Ê
o−→ Z2,

для ν ∈ Aut(Γ̂f) та o ∈ Map(Ê,Z2). Ця дiя дозволяє побудувати напiвпрямий

добуток Q груп Map(Ê,Z2) та Aut(Γ̂f), тобто таку групу Q для якої має мiсце

точна послiдовнiсть

0 → Map(Ê,Z2)
α−−→ Q

β−−→ Aut(Γ̂f) → 1,

причому гомоморфiзм β має перерiз, тобто такий гомоморфiзм s : Aut(Γ̂f) →

Q, що β ◦ s = idAut(Γ̂f )
.

Нагадаємо побудову групи Q. Нехай Q = Map(Ê,Z2) × Aut(Γ̂f) — декарто-

вий добуток множин. Визначимо на ньому групову структуру · за наступним

правилом:

(o1, ν1) · (o2, ν2) = (o1 ◦ ν2 + o2 (mod 2), ν1 ◦ ν2, ),

де + — додавання групi Z2 = {0, 1}.

Неважко бачити, що автоморфiзми Γ̂f утворюють групу. Позначимо її через

Aut(Γ̂f). Одиницею Aut(Γ̂f) є (1, idΓ̂f
), де 0 : Ê → Z2 постiйне вiдображення в

одиницю 0 ∈ Z2, а оберненим до (o, ν) є (o ◦ ν−1, ν−1).

Дiя S(f) на Γ̂f . Припустимо, що f має хоча б одну критичну точку. Наша

мета визначити деякий гомоморфiзм

µ : S(f) → Aut(Γ̂f).

Для цього

• виберемо узгоджену сiм’ю оснащень {Fz : z ∈ ΣN
f } для N-точок f ,

• для кожної точки z ∈ ΣN
f зафiксуємо бiєкцiю ξz : Fz → Tpf (z) мiж оснащен-

ням Fz в точцi z та множиною дотичних ребер у вiдповiднiй вершинi pf(z)

графа Γ̂f (див. Рис. 8.6.2, i
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• орiєнтацiю зв’язних компонент ∆reg
f (останнє можливо тому, що Σf ̸= ∅, а

отже всi регулярнi компоненти ∆f дифеоморфнi до S1 × (0, 1) а значить є

орiєнтовними).

Рис. 8.6.2

Нехай тепер h ∈ S(f). Нам потрiбно поставити у вiдповiднiсть h пару (o, ν).

Очевидно, що h iндукує деякий автоморфiзм νh графа Γf . Продовжимо його

на множину дотичних ребер. Нехай z ∈ ΣN
f , z′ = h(z), w = pf(z) i w′ = pf(z

′) —

вiдповiднi вершини на Γ̂f . Тодi z′ ∈ ΣN
f а тому h iндукує бiєкцiю має оснащен-

нями Fz та Fz′. Визначити νh : Tω → Tω′ за правилом:

νh = ξz′ ◦ Tzh ◦ ξ−1
z : Tω

ξ−1
z−−−→ Fz

Tzh−−−→ Fz′
ξz′−−→ Tω′.

Залишається визначити функцiю o : E(Γf) → Z2. Нехай e— ребро графа Γf

i γ = pf(e) — вiдповiдна зв’язна компонента ∆reg
f . Тодi γ′ = h(γ) також є зв’я-

зною компонентою ∆reg
f . Так як ми зафiксували орiєнтацiї γ та γ′, то покладемо

o(e) = 0, якщо h : γ → γ′ зберiгає орiєнтацiю i o(e) = 1, а протилежному ви-

падку. Неважко бачити, що вiдповiднiсть h 7→ (ν, o) є коректно визначеним

гомоморфiзмом µ : S(f) → Aut(Γ̂f).

Зрозумiло, що ядро ker(µ) складається з дифеоморфiзмiв h ∈ S(f), якi мають

наступнi властивостi:

1. h лишає iнварiантним кожен регулярний (тобто гомеоморфний до кола)

шар шарування ∆f i зберiгає його орiєнтацiю; зокрема, звiдси випливає,

що h(z) = z для кожного локального екстремуму f ;

2. h ∈ Ŝh(F, z) для кожної N-точки z ∈ ΣN
f та деякого спецiального вектор-

ного поля Fz в точцi z.



249

Це показує, що D+,N(∆f) ⊂ ker(µ). Вiдмiннiсть мiж D+,N(∆f) та ker(µ) по-

лягає у тому, що кожен h ∈ D+,N(∆f) повинен також лишати iнварiантним

кожен одновимiрний шар шарування ∆f . Легко побудувати приклади, коли

D+,N(∆f) ̸= ker(µ).

Нагадаємо також, що ми маємо гомоморфiзм λ : S(f) → Aut(Γf) в групу

автоморфiзмiв (неоснащеного) КР-графа f . Тодi очевидно, що

ker(µ) = ker(λ) ∩ DN(M,Σf). (8.16)

Так як, за означенням, D+,N(∆f) = D(∆f)∩DN(M,Σf), див. (8.14), то з лем 1.4.3

та 1.4.4 випливає наступна

Лема 8.6.5. Нехай r ≥ 1. Тодi

D+,N(∆f) ∩ Did(M) = ker(µ) ∩ Did(M),

а за умови (1) леми 1.4.4 перетини DN
id(M,Σf)

r з кожною з груп D+,N(∆f),

ker(µ), та S(f) спiвпадають з Sid(f)r.

Доведення. Дiйсно,

Did(M) ∩ D+,N(∆f)
(8.14)

===== Did(M) ∩
(
D(∆f) ∩ DN(M,Σf)

)
лема 1.4.3
===== Did(M) ∩

(
ker(λ) ∩ DN(M,Σf)

)
(8.16)

===== Did(M) ∩ ker(µ).

Тому

D+,N(∆f) ∩ DN
id(M,Σf)

r = ker(µ) ∩ DN
id(M,Σf)

r.

Аналогiчно,

DN
id(M,Σf)

r ∩ ker(µ)
(8.16)

======= DN
id(M,Σf)

r ∩ ker(λ) ∩ DN(M,Σf)

лема 1.4.4,(1)
======= DN

id(M,Σf)
r ∩ S(f) ∩ DN(M,Σf)

======= DN
id(M,Σf)

r ∩ S(f).
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Нарештi згiдно наслiдку 8.4.10

D+,N(∆f) ∩ DN
id(M,Σf)

r = D+,N
id (∆f)

r лема 1.4.1
==== Sid(f)r.

Лему доведено.

8.7 Доведення теореми 8.2.2

Припустимо, що f : M → P задовольняє аксiоми (A1)-(A3) i має хоча б одну

критичну точку типу S. Нехай idM — базисна точка в S(f) та D(M), а f —

базисна точка в O(f). Тодi з аксiоми (A3) i точної послiдовностi гомотопiчних

груп розшарування p маємо коротку точну послiдовнiсть:

· · · → πkS(f)
ik−−→ πkD(M)

pk−−→ πkO(f)
∂k−−→ πk−1S(f) → · · · ,

де ik — гомоморфiзм iндукований вкладенням i : S(f) ⊂ D(M), а ∂k — грани-

чний гомоморфiзм.

Нагадаємо, що πiD(M) = πiM для i ≥ 3 i π2D(M) = 0, див. [26, 26, 27, 40].

Так як за теоремою 8.2.1 Sid(f) є стягуваним, то ми отримуємо iзоморфiзми

πkO(f) ≈ πkD(M) для k ≥ 2 i наступну точну послiдовнiсть:

1 → π1D(M)
p1−−→ π1O(f)

∂1−−→ π0(S(f) ∩ Did(M)) → 1,

де π0(S(f) ∩ Did(M)) можна розглядати як ядро вiдображення включення i0 :

π0S(f) → π0D(M).

Залишається побудувати точну послiдовнiсть (8.12) для π1O(f).

Доведення (8.12). Нагадаємо, що має мiсце природний гомоморфiзм µ : π0S(f) →

Aut(Γ̂f). Нехай G = µ(ker i0) — образ пiдгрупи ker i0 = π0(S(f)∩Did(M)) групи

π0S(f) пiд дiєю µ i J0 — ядро обмеження µ на ker i0. Таким чином,

J0 := π0(ker(µ) ∩ Did(M))
лема 8.6.5

======= π0(D+,N(∆f) ∩ Did(M)).

Так як J = π0(D+,N(∆f)) ≈ Zk є вiльною абелевою групою, то J0 також вiльна

абелева, тобто J0 ≈ Zl для деякого l ≥ 0.
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Тодi має мiсце комутативна дiаграма, у якiй всi рядки та стовпцi є точними:

1 1

↓ ↓

1 → π1Did(M)
p−→ H ∂1−−→ J0 ≈ Zl → 1

|| ↓ ↓

1 → π1Did(M)
p−→ π1O(f)

∂1−−→ ker(i0) → 1

↓ ↓

G === G

↓ ↓

1 1

де H = ∂−1
1 (J0). Наступна теорема показує, що лiва вертикальна послiдовнiсть

спiвпадає з (8.12). Вона завершує доведення теореми 8.2.2.

Спочатку формулюємо одну просту лему

Лема 8.7.1. [74]. Образ p(π1Did(M)) мiститься в центрi групи π1O(f), а

граничне вiдображення ∂1 : π1O(f) → π0S(f) є гомоморфiзмом.

Теорема 8.7.2. Коротка точна послiдовнiсть

1 → π1Did(M)
p1−−−→ H ∂1−−−→ J0 → 1 (8.17)

допускає перерiз s : H → J0, тобто такий гомоморфiзм, що ∂1 ◦ s = idJ0
.

Так як ця послiдовнiсть є центральним розширенням, див. лему 8.7.1, то

вона розщеплюється, тобто H ≈ π1Did(M) ⊕ Zl.

Доведення. Досить розглядати випадок χ(M) ≥ 0, тобто коли π1Did(M) ̸= 0.

Нехай {gα}α∈A — довiльна множина твiрних J0. Для кожного α ∈ A нехай

ωα : I → Did(M) — такий шлях, що ωα(0) = idM i ωα(1) = gα, див. рис. 8.7.1a).

Так як gα ∈ J0 ⊂ S(f), то вiдображення ν : I → O(f), визначене за формулою

ν(t) = f ◦ ωα(t) є петлею, тобто ν(0) = ν(1) = f .
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a) Шляхи ωi b) Шлях κg1◦g2◦g3

Рис. 8.7.1

Нехай F — вiльна група, породжена символами {ĝα}α∈A. Тодi iснує єдиний

епiморфiзм η : F → J0 такий, що η(ĝα) = gα, та єдиний гомоморфiзм ψ : F →

π1O(f) визначений за формулою ψ(ĝα) = [f ◦ωα] для всiх α ∈ A. Тому наступна

дiаграма є комутативною:

F
η

��

ψ

~~}}
}}

}}
}}

H
∂1

33 J0

stt V_h

Це означає, що kerψ ⊂ ker η.

Таким чином ∂1 матиме перерiз s : J0 → H тодi i лише тодi, коли ker η ⊂ kerψ,

тобто ker η = kerψ. З останнього випливатиме, що H ≈ π1Did(M) × J0. Отже,

для доведення теореми 8.7.2 потрбiно знайти умови при яких ker η ⊂ kerψ.

Спочатку випишемо точнi формули для ψ. Нехай ĥ = (ĝ1)
ε1 · · · (ĝa)εa ∈ F ,

де εi ∈ Z. Покладемо h = η(ĥ) = gε11 · · · gεaa ∈ J0 i визначимо наступний шлях

κĥ : [0, a] → Did(M) за формулою:

κĥ(t) =



ω1(t)
ε1, t ∈ [0, 1],

gε11 ◦ ω2(t− 1)ε2, t ∈ [1, 2],

gε11 ◦ gε22 ◦ ω3(t− 2)ε3, t ∈ [2, 3],

· · · · · · · · · · · ·

gε11 ◦ · · · ◦ gεa−1

a−1 ◦ ωa(t− a+ 1)εa, t ∈ [a− 1, a],

(8.18)

див. Рис. 8.7.1b). Очевидно, що κĥ(0) = idM i κĥ(a) = h ∈ J0 ⊂ S(f). Тому
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вiдображення

νĥ : I → O(f), νĥ(t) = f ◦ κĥ(t/a)

є петлею, причому, як легко бачити, ψ(ĥ) = [νĥ].

Припустимо, що ĥ ∈ ker η, тобто h = η(ĥ) = idM . Тодi κĥ є петлею в Did(M).

Лема 8.7.3. Нехай {gα}α∈A — множина твiрних для J0, F — вiльна група по-

роджена символами {ĝα}α∈A i H = {ĥβ}β∈B ⊂ F — пiдмножина, нормальне

замикання якої спiвпадає з ker η. Таким чином

J0 = ⟨ {gα}α∈A | {ĥβ}β∈B ⟩

є копредставленням для J0. Для кожного α ∈ A виберемо такий шлях ωα :

I → Did(M), що ωα(0) = idM i ωα(1) = gα. Тодi кожна з наступних умови

гарантує, що ker η ⊂ kerψ:

(1) для кожного β ∈ B петля κhβ є гомотопною нулю в Did(M);

(2) iснує пiдмножина Q ⊂ M , що складається з k > χ(M) точок така, що

ωα(t) є нерухомим на Q для всiх α ∈ A i t ∈ I.

Доведення. Твердження 1) тривiальне.

2) Нехай x1, . . . , xk ∈ Q— k попарно рiзних точок, Did(M,k) — група дифео-

морфiзмiв M , якi лишають множину Q поточково нерухомою i Did(M,k) — то-

тожна компонента групи D(M,k). Тодi для кожного ĥβ the петля κĥβ мiститься

в Did(M,k). Так як χ(M) < k, то Did(M,k) є стягуваною, а отже петля κĥβ —

гомотопна нулю в Did(M,k) ⊂ Did(M). Тому ψ(ĥβ) = [f ◦ κĥβ ] є гомотопною

нулю в H, а значить ĥβ ∈ kerψ.

Таким чином, для доведення теореми 8.7.2 достатньо показати, що для кожної

поверхнi M з χ(M) ≥ 0 виконується одна з умов 1) або 2) леми 8.7.3.

Лема 8.7.4. Припустимо, що M є однiєю з поверхонь S2, RP 2, D2, M ö, або

S1 × I. Тодi iснує навiть нескiнченна пiдмножина Q ⊂ M така, що кожне

внутрiшнє скручування Дена є нерузомим на Q i iзотопне до idM вiдносно
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Q. Зокрема, це вiрно для кожного h ∈ J0, а тому згiдно твердження 2) ле-

ми 8.7.3 ker η ⊂ kerψ.

Доведення. Припустимо, що M є або 2-диском D2, або стрiчною Мьобiуса M ö,

або цилiндром S1×I. Покладемо Q = ∂M якщо M є або D2 або M ö i Q = S1×0

якщо M = S1×I. Тодi кожне внутрiшнє скручування Дена є нерухомим в околi

Q i iзотопним до idM вiдносно Q, див. напр. [4], [29, Th. 3.4 & 5.2], [134].

Нехай M — або 2-сфера S2, або проективна площина RP 2. У цьому випадку

f завжди має локальний екстремум. Позначимо цю точку через z i нехай Q ⊂

M \ T — замкнутий окiл точки z, дифеоморфний 2-диску. Тодi M \ Q є або 2-

диском (якщо M = S2) або стрiчкою Мьобiуса (якщо M = RP 2). Бiльш того,

кожну внутрiшнє скручування Дена τ є нерухомим на деякому околi Q. Тому

τ є iзотопним до the idM вiдносно Q.

Лема 8.7.5. Нехай M — є або 2-тором T 2, або пляшкою Клейна K. Припу-

стимо, що кожний внутрiшнiй шар γi, i = 1, . . . ,k, шарування ∆f розбиває

M . Тодi iснує пiдмножина Q ⊂M , що задовольняє умову 2) леми 8.7.3.

Доведення. Нехай Ui — вiдкритий окiл γi, дифеоморфний до S1× (0, 1) i такий,

що ∂Ui складається з двох регулярний шарiв ∆f , а supp τi ⊂ Ui. Так як γi

розбиває M , то M \ Ui складається з двох зв’язних компонент Bi та Ci. Далi,

з того, що M є або 2-тором T 2, або пляшкою Клейна K, випливає, що одна з

компонент, скажiмо B1, є або 2-диском, або стрiчкою Мьобiуса.

a) Припустимо, що B1 є стрiчкою Мьобiуса. Тодi M є пляшкою Клейна, а

C1 i C1 ∪U1 — стрiчками Мьобiуса. Покладемо Q = ∂U1 ∩B1. Тодi Q є простою

замкнутою кривою «паралельною» до γ1 i також розбиваючоюM на двi стрiчки

Мьобiуса. Бiльш того, кожне внутрiшнє скручування Дена τi є нерухомим на

деякому околi Q, а тому iзотопним до idM вiдносно Q.

b) Припустимо, що нi Bi нi Ci не є стрiчкою Мьобiуса. Тодi Bi є 2-диском.

Перенумеровуючи, якщо потрiбно, γi, можна вважати, що iснує r ∈ {1, . . . ,k},
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яке задовольняє наступнi умови:

• якщо i = 1, . . . , r, то Bi не мiститься в жодному з Bj для j = 1, . . . ,k i

j ̸= i, тобто Bi є «максимальним» диском;

• для j = r + 1, . . . ,k кожен Bj мiститься в деякому Bi для i = 1, . . . , r.

Покладемо

Q :=
r
∩
i=1

Ci =
r
∩
i=1

M \ (Bi ∪ Ui) = M \
r
∩
i=1

(Bi ∪ Ui). (8.19)

Тодi Q є зв’язним, як доповнення до незв’язного об’єднання замкнутих 2-дискiв

на зв’язнiй поверхнi. Звiдси випливає, що Q не мiстить жодної внутрiшньої

кривої. Дiйсно, припустимо, що γj ⊂ Q. Так як γj ⊂ Uj, то з (8.19) отримуємо,

що j ∈ {r + 1, . . . ,k}, а значить Bj ⊂ Bi для деякого i = 1, . . . , r. З iншого

боку, γj розбиває Q на двi непорожнi компоненти Dj i D′
j такi, що одна з них,

скажiмо Dj, мiститься в Bj. Тому Dj ⊂ Bj ⊂ Bi ⊂ M \ Q, що протирiчить

припущенню, що Dj ⊂ Q.

Таким чином, Q не мiстить внутрiшнiх кривих, а значить кожне скручування

τi є нерухомим на деякому околi Q. Так як M \Q є об’єднанням 2-дискiв, то τi є

iзотопним до idM вiдносно Q. Тому кожен g ∈ J0 також є iзотопним до idM .

Лема 8.7.6. Нехай M — або 2-тор T 2, або пляшка Клейна K. Припустимо,

що γ1 не розбиває M .

(i) Якщо M є 2-тором T 2, то iснує пiдмножина Q, що задовольняє умову 2)

леми 8.7.3, а значить ker η ⊂ kerψ.

(ii) Якщо M є пляшкою Клейна K, то ker η ⊂ kerψ.

Доведення. Так як всi γi є попарно диз’юнктними простими замкнутими криви-

ми на 2-торi, або пляшцi Клейна, то можна вважати що для деякого a = 1, . . . ,k

кривi γ1, . . . , γa не розбивають i попарно iзотопнi одна однiй, а кожна з кривих
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γa+1, . . . , γk розбиває M так, що одна з компонент M \ γi є 2-диском. Тому τi є

iзотопним до τ1 при i = 2, . . . , a i до idM при i = a+ 1, . . . ,k.

Нехай Q— регулярний шар шарування ∆f , що мiститься в U1 \ supp τ1, див.

рис. 8.7.1. Тодi кожне скручування τj є нерухомим на деякому околi Q в U1 \

supp τ1.

Нехай тепер h ∈ J0. Таким чином, h = τ i11 ◦· · ·◦τ iaa ◦τ ia+1

a+1 ◦· · ·◦τ
ik
k для деякого

ij ∈ Z, а h є iзотопним до idM . Покладемо d = i1 + · · · + ia. Так як M \ Q є

цилiндром, то h є iзотопним до τ d1 вiдносно Q.

(i) Припустимо, що M є 2-тором T 2. Так як h є iзотопним до idT 2, то d = 0.

Тому τ d1 (а значить i h) є iзотопним до idT 2 вiдносно Q.

(ii) Нехай M — пляшка Клейна K. Добре вiдомо, що τ 21 є iзотопним до idK ,

див. [65, лема 5]. Бiльш того, можна вважати, що Q є iнварiантною (але не

нерухомою!) пiд дiєю такої iзотопiї, див. рис. 8.7.1. Так як h є iзотопним до idK ,

то d є парним числом i h— також iзотопний до idK за допомогою iзотопiї, що

лишає множину Q iнварiантною.

Рис. 8.7.1: Iзотопiя мiж τ 21 та idK

Нехай {gα}α∈A — множина твiрних для J0, F — вiльна абелева група, породже-

на символами {ĝα}α∈A iH = {ĥβ}β∈B ⊂ F — пiдмножина, нормальне замикання

якої спiвпадає з ker η. Мiркуючи як i вище, для кожного gα iснує такий шлях

ωα : I → Did(K) мiж idK та gα, що ωα(t)(Q) = Q для всiх α ∈ A i t ∈ I.

Нехай β ∈ B та κĥβ : I → Did(K) — вiдповiдна петля в Did(K). Тодi κĥβ(t)(Q) =

Q для всiх t ∈ I. Тепер легко бачити, що κĥβ є гомотопним нулю, а отже вико-
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нується припущення (2) леми 8.7.3.

Дiйсно, нехай σ ⊂ K — проста замкнута крива, зображена на рис. 8.7.1. Тодi

K \σ складається з двох стрiчок Мьобiуса. Добре вiдомо, що π1Did(K) = Z i ця

група породжується iзотопiєю, яка повертає K двiчi уздовж σ, див. напр. [40].

Зокрема, якщо κ : I → Did(K) — негомотопна нулю петля, то κ(t)(Q) ̸= Q для

деякого t ∈ I. Тому κĥβ є гомотопним нулю для всiх ĥβ ∈ ker η.

Теорему 8.7.2 доведено.

8.8 Висновки

В цьому роздiлi обчислено гомотопiчнi типи стабiлiзаторiв та орбiт широкого

класу гладких функцiй f з компактних поверхонь M в пряму та коло. Доведе-

но, що за виключенням кiлькох простих ситуацiй, компонента зв’язностi Sid(f)

стабiлiзатора є стягуваною, πnOf(f) = πnM для n ≥ 3, π2Of(f) = 0 а π1Of(f)

має скiнчено порождену абелеву пiдгрупу (майже завжди вiльну) скiнченного

iндексу.



Роздiл 9 КОМПОНЕНТИ ЗВ’ЯЗНОСТI

ПРОСТОРIВ ФУНКЦIЙ МОРСА НА

КОМПАКТНИХ ПОВЕРХНЯХ

9.1 Вступ

Нехай M — гладка (C∞) зв’язна компактна поверхня з можливо порожньою

межею ∂M i P — одновимiрний многовид, тобто або числова пряма R або коло

S1.

Нехай M(M,P ) пiдмножина в C∞(M,P ), що складається з вiдображень f :

M → P таких, що всi критичнi точки f є невиродженими (тобто f є мор-

сiвським) i належать до внутрiшностi M .

Нехай далi M∂(M,P ) ⊂ M(M,P ) — пiдмножина, що складається з вiдобра-

жень f : M → P таких, що f приймає постiйнi значення на зв’язних компо-

нентах межi ∂M .

Якщо P = S1, то нехай Mcov(M,S1) ⊂ M(M,P ) — пiдмножина, яка склада-

ється з таких вiдображень f : M → S1, що для кожної зв’язної компоненти V

межi ∂M обмеження f на V є або постiйним, або накриваючим вiдобра-

женням.

Таким чином, M∂(M,S1) ⊂ Mcov(M,S1).

Нас цiкавитимуть компоненти зв’язностi просторiв M∂(M,P ) та Mcov(M,S1),

тобто множини π0M∂(M,P ) та π0Mcov(M,S1) вiдносно топологiй W∞, див.

теорему 9.1.3.
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Множина π0M∂(M,R) була незалежно та рiзними методами описана С. В. Ма-

твєєвим (його доведення наведене та узагальнене в статтi О. О. Кудрявце-

вої [156]) та В. В. Шарко [174], а множина π0M∂(M,S1) (для орiєнтовних

поверхонь) — в кандидатськiй дисертацiї автора дисертацiї див. [161]. Далi в

роботi [72] автором отримано ще одне незалежне доведення цих класифiка-

цiй для орiєнтовних та неорiєнтовних поверхонь та обох випадкiв P , за до-

помогою твiрних груп гомеотопiй поверхонь, а в [86] — наведено опис множини

π0Mcov(M,S1).

В цьому роздiлi представленi результати робiт [72,86]. Викладений пiдхiд має

зв’язок з роботою A. Hatcher та W. Thurston [44], де використовуються дефор-

мацiї функцiй Морса для побудови скiнченного копредставлення групи гомео-

топiй поверхнi. Ми застосуємо вiдому iнформацiю про твiрнi групи гомеотопiй

для побудови деформацiй мiж функцiями Морса в M∂(M,P ) та Mcov(M,S1).

Основне спостереження полягає в тому, що «елементарнi дифеоморфiзми», ти-

пу скручувань Дена, Y -гомеоморфiзмiв та iн., якi породжують цю групу, також

зберiгають деякi функцiї Морса.

Для зручностi введемо наступне означення

Означення 9.1.1. Нехай f, g ∈ M∂(M,P ) — два вiдображення Морса. Якщо

iснує гомотопiя F мiж ними в M∂(M,P ), то F називатиметься — Σ-го-

мотопiєю або Σ-деформацiєю мiж f та g i записуватимемо f Ft∼ g. Запис

f
Σ∼ g означатиме, що f та g є Σ-гомотопними.

Таким чином питання про множину π0M∂(M,P ) — це питання про множину

класiв Σ-гомотопiй вiдображень Морса.

Основний результат. Нехай f ∈ M∂(M,P ) або Mcov(M,S1). Позначимо

через ci(f) = ci, i = 0, 1, 2, число критичних точок f iндексу i. Тодi c0(f) +

c1(f) − c2(f) = χ(M), див. (1.17).

Нехай далi V — така компонента зв’язностi межi ∂M , що f приймає на нiй
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постiйне значення, z ∈ V i ξ ∈ TMz — дотичний вектор в точцi z, направлений

зовнi поверхнi M . Позначимо через εf(V ) знак числа df(z)ξ. Так як f не має

критичних точок на V , то εf(V ) = ±1 i не залежить вiд вибору точки z ∈

V та вектора ξ ∈ TMz як вище. Назвемо V f -додатною або f -вiд’ємною у

вiдповiдностi iз знаком εf(V ).

Зауваження 9.1.2. Припустимо, що f, g ∈ Mcov(M,S1) гомотопнi просто як

неперервнi вiдображення i нехай V — компонента межi ∂M . Тодi степенi вiдоб-

ражень f |V , g|V : V → S1 спiвпадають. Зокрема, якщо f приймає на V постiйне

значення, то g також постiне на V .

Наша мета дати нове доведення наступної теореми, див. §9.6.

Теорема 9.1.3. [72,86,156,161,174]. Нехай X = M∂(M,P ) або X = Mcov(M,S1),

але M є орiєнтовною. Два вiдображення Морса f, g ∈ X належать однiй ком-

понентi зв’язностi простору X тодi i лише тодi, коли виконуються наступнi

три умови:

(i) f та g гомотопнi, як неперервнi вiдображення (для випадку P = R ця

умова тривiально виконується)

(ii) ci(f) = ci(g) для i = 0, 1, 2;

(iii) εf(V ) = εg(V ) для кожної компоненти V межi ∂M , на якiй f та g при-

ймають постiйне значення.

Бiльш точно ми представимо новi доведення цiєї теореми лише для X =

M∂(M,P ) у наступних випадках:

1) P = R,

2) P = S1, але M є орiєнтовною

3) узагальнимо доведення роботи [161] (випадок P = S1) для всiх компактних

(орiєнтовних та неорiєнтовних) поверхонь.

Для X = Mcov(M,S1) доведення теореми 9.1.3 дається в [86]. Воно приблизно

повторює ключовi кроки доведень з [72,161], а тому ми не наводимо його.
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Необхiднiсть умов теореми очевидна, тому ми доводитимемо лише доста-

тнiсть. Коротко нагадаємо вiдомi пiдходи до доведення цiєї теореми. Спочатку

розглянемо випадок P = R. Нехай f та g— двi функцiї Морса, якi мають одна-

ковi критичнi типи. В обох доведеннях [156, 174] задача зводилась до випадку,

коли цi функцiї є мiнiмальними i взагалi не мають локальних екстремумiв.

Нехай F — градiєнтно-подiбне векторне поле для мiнiмальної функцiї Морса

f . Розглянемо об’єднання f -вiд’ємних компонент межi ∂M разом з траєкто-

рiями поля F , що закiнчуються в критичних точках f . Назвемо цю множину

спайном M . С. В. Матвеєв (див. О. Кудрявцева [156]) зауважує, що простiр

функцiй Морса з iзотопними спайнами є лiнiйно зв’язним. Далi вiн вводить

елементарнi перетворення спайнiв, якi iндукують Σ-гомотопiї функцiй Морса,

i показує, що довiльнi два спайни можуть бути з’єднанi скiнченним числом цих

елементарних перетворень.

В. В. Шарко [174] зводить доведення теореми до випадку, коли поверхня M

має лише одну додатну та одну вiд’ємну компоненти межi. Таку поверхню мож-

на розглядати як «оснащену» хордову дiаграму, що є просто регулярним околом

спайну. Вiдмiтимо, що фундаментальна група π1M є вiльною. Виберемо базис

цiєї групи. Тодi ребра будь-якої iншої хордової дiаграми, вкладеної в M , можна

однозначно виразити як слова в термiнах вибраних твiрних. Тодi цi слова також

утворюють базис π1M i визначають хордову дiаграму з точнiстю до еквiвален-

тностi. Бiльш того, за вiдомою теоремою Нiльсена, будь-якi два базиси скiнчено

породженої вiльної групи пов’язанi скiнченною послiдовнiстю так званих пере-

творень Нiльсена. В. В. Шарко довiв, що кожне таке перетворення Нiльсена

iндукує Σ-гомотопiю мiж вiдповiдними функцiями Морса i що функцiї Морса

з еквiвалентними хордовими дiаграмами є Σ-гомотопними.

План доведення теореми 9.1.3. Аналогiчно до роботи [156] ми зводимо

задачу до випадку коли g = f ◦ h, де h— дифеоморфiзм M i f має спецiальний

«канонiчний» вид. Зручно говорити, що дифеоморфiзм h є f -допустимим якщо
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f
Σ∼ f ◦ h. Використовуючи спецiальний вигляд f , ми виберемо певну систему

твiрних групи гомеотопiй M(M) i покажемо, що у випадку P = R всi цi твiрнi

є f -допустимими. Це доведе теорему 9.1.3 для даного випадку.

Якщо ж P = S1, M є орiєнтовною i f не гомотопне нулю, то одна з твiрних

принципово не може бути f -допустимою. Але використовуючи припущення про

те, що f та f◦h є гомотопними, ми зведемо задачу до випадку, коли h тривiально

дiє на групi гомологiй H1(M,∂M), тобто h належить до групи Тореллi поверхнi

M . Твiрнi цiєї групи добре вiдомi, див. [53, 103, 117] i це дозволить встановити,

що f Σ∼ f ◦ h.

9.2 Допомiжнi твердження

Розрiзання M уздовж регулярного рiвня f . Ми часто користуватимемось

наступною конструкцiєю. Нехай c— регулярне значення вiдображення Морса

f : M → S1. Тодi f−1(c) є незв’язним об’єднанням простих замкнутих кривих на

M . Припустимо, що f−1(c)∩∂M = ∅. Розрiжемо M уздовж f−1(c) i позначимо

отриману поверхню через M̃ = M̃(f, c). Аналогiчно, розрiжемо S1 в точцi f(c)

i отримаємо [0, 1]. Нехай p : M̃ → M i q : [0, 1] → S1 — вiдповiднi фактор-

вiдображення, де q(t) = e2πit, t ∈ [0, 1]. Тодi iснує така функцiя Морса f̃ : M̃ →

[0, 1], що наступна дiаграма є комутативною:

M̃
f̃−−→ [0, 1]

p

y yq
M

f−−→ S1.

(9.1)

Таким чином

f(x) = exp
(

2πif̃(p−1(x))
)
, ∀x ∈M. (9.2)

Покладемо B0 = f̃−1(0), B1 = f̃−1(1) i B = B0 ∪ B1. Тодi iснує природна

вiдповiднiсть мiж Σ-гомотопiями Ft функцiї f̃ вiдносно деякого околу B та Σ-
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гомотопiями ft функцiї f вiдносно деякого околу γ. Вiдповiднi вiдображення

Ft та ft пов’язанi комутативною дiграмою (9.1).

Так якM є зв’язним, то кожна компонента зв’язностiX поверхнi M̃ перетинає

B. Але можлива ситуацiя, що X ∩ Bi = ∅ для деякого i = 0, 1. Таким чином,

компоненти зв’язностi M̃ можна розбити на наступнi 4 групи:

Q0 = Q0(f, c), Q1
0 = Q1

0(f, c), Q1 = Q1(f, c) (9.3)

що (вiдповiдно) перетинають лише B0, перетинають обидвi множини B0 та B1,

перетинають тiльки B1.

Зрозумiло також, що для кожної зв’язної компоненти X множини Q1
0(f, c) i

t ∈ [0, 1] маємо спiввiдношення X ∩ f−1(t) ̸= ∅.

Мiнiмiзацiя перетину кривої з лiнiєю рiвня. Нехай M — компактна по-

верхня i f : M → S1 — вiдображення Морса. Припустимо, що на M задано

скiнченна сiм’я γ1, . . . , γm попарно диз’юнтктих простих замкнутих кривих.

Лема 9.2.1. [72, 161] f є Σ-гомотопним до вiдображення Морса g, для якого

жодна з кривих γi не проходить через критичну точку g i для кожного i =

1, . . . ,m виконуються наступнi умови:

(i) якщо обмеження f |γi не є гомотопним нулю, то кожна γi трансверсально

перетинає кожну множину рiвня g;

(ii) якщо ж обмеження f |γi гомотопне нулю, то iснує така регулярна мно-

жина рiвня L вiдображення g, що γi ∩ L = ∅.

Доведення. Твердження (ii) спiвпадає з теоремою 5 з [161], а твердження (i)

випливає з доведення. Ми залишаємо деталi читачевi.

Наслiдок 9.2.2. Кожне вiдображення Морса f : M → S1 є Σ-гомотопним до

такого вiдображення Морса g, що для деякого регулярного значення c вiдобра-

ження g виконуються наступнi умови:

(A) якщо f є гомотопним нулю, то g−1(c) = ∅;
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(B) в протилежному випадку число #(g−1(c)) компонент зв’язностi лiнiї рiв-

ня g−1(c) дорiвнює iндексу пiдгрупи f∗(H1(M)) в H1(S
1) = Z.

9.3 Канонiчнi вiдображення Морса

Скажемо, що вiдображення Морса f : M → P є канонiчним, якщо його КР-

вiдображення еквiвалентне до вiдображення зображеного на Рис. 9.3.1.

Спочатку розглянемо випадок P = R, див. Рис. 9.3.1A). Частина КР-графу,

прихована пiд прямокутником, вiдповiдає наступним випадкам M :

a) M — орiєнтовна;

b) M — неорiєнтована непарного роду g;

c) M — неорiєнтовна парного роду g;

d) M — неорiєнтовна, g ≥ 3 i є непарним. В цьому випадку ми використовува-

тимемо два типи канонiчних функцiй Морса, див. Рис. 9.3.1A). Цi двi функцiї

зв’язанi Σ-гомотопiєю, див. [156].

Для випадку P = S1 канонiчне вiдображення Морса f : M → S1 можна

описати наступним чином: iснує таке регулярне значення c вiдображення f ,

що γ = f−1(c) є простою замкнутою кривою. Бiльш того, якщо розрiзати M

уздовж γ, то обмеження f : M \ γ → S1 \ c є канонiчною функцiєю Морса. На

Рис. 9.3.1B) КР-граф функцiї f «прихований» за прямокутником.

Вiдмiтимо також, що канонiчне вiдображення Морса є вiдображенням загаль-

ного положення, а гомоморфiзм f∗ : H1(M) → H1(S
1) є сюр’єктивним.

Лема 9.3.1. Нехай f, g : M → P — два канонiчних вiдображення Морса, якi

мають однаковий критичний тип K(f) = K(g). Тодi цi вiдображення еквiва-

лентнi.

Бiльш того, iснує Σ-гомотопiя g у канонiчне вiдображення Морса g1 таке,

що g1 = f ◦ h, де h— дифеоморфiзм M .
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A) P = R B) P = S1

Рис. 9.3.1: КР-графи та КР-функцiї канонiчних вiдображень Морса в P

Доведення. Очевидно, що КР-граф та КР-вiдображення канонiчного вiдобра-

ження Морса визначається числами c0, c2, b+, b− та (орiєнтовним чи неорiєн-

товним) родом g поверхнi M . Вiдмiтимо також, що число c1 виражається через

c0 та c2 та Ейлерову характеристику поверхнi.

Тому з умови K(f) = K(g) випливає, що КР-вiдображення f та g еквiвален-

тнi. Тодi за лемою 1.3.2 f та g також є еквiвалентними, тобто p ◦ g = f ◦ h, де

p— дифеоморфiзм, що зберiгає орiєнтацiю P , а h— дифеоморфiзм M . Зокрема,

p є iзотопним до тотожного дифеоморфiзму idP . Нехай pt — iзотопiя мiж p = p1

та idP = p0. Тодi gt = pt ◦ g є Σ-гомотопiєю мiж g = g0 та g1 = p1 ◦ g = p ◦ g =

f ◦ h.

Твердження 9.3.2 (див. також [156, лема 10]). Кожне вiдображення Морса f :

M → P таке, що гомоморфiзм f∗(H1(M)) ⊂ H1(S
1) = π1(S

1) є сюр’єктивним,

Σ-гомотопне канонiчному вiдображенню Морса.

З цього твердження випливає, що f Σ∼ f1 i g Σ∼ g1, де f1 та g1 — канонiчнi вiдоб-

раження Морса однакового критичного типу K(f) = K(g). Тодi за лемою 9.3.1

g1 = f1 ◦ h, де h— дифеоморфiзм M .

Доведення. Як вiдмiчалось вище, дане твердження доведене в [156, лема 10]

для випадку замкнутих поверхонь та P = R. Доведення легко узагальнюється

на поверхнi з межею.
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Припустимо, що P = S1. Так як f∗ є вiдображенням «на», то за лемою 9.2.2

f є Σ-гомотопним до такого вiдображення Морса f1, що α = f−1
1 (c) є простою

замкнутою кривою, де c— деяке регулярне значення f1. Розрiзавши M уздовж

α як описано в §9.2 ми отримаємо поверхню M̃ та функцiю f̃ : M̃ → [0, 1]. Тодi

за випадком M = R даного твердження f̃ є Σ-гомотопним вiдносно деякого

околу B до канонiчної функцiї Морса. Ця Σ-гомотопiя iндукує Σ-гомотопiю f

до канонiчного вiдображення Морса.

9.4 Допустимi дифеоморфiзми та кривi

Означення 9.4.1. Нехай f : M → P — вiдображення Морса i h : M → M —

дифеоморфiзм. Назвемо його f-допустимим, якщо f ◦ h є Σ-гомотопним до

f . Вiдмiтимо, що з f -допустимостi випливає, що h зберiгає iнварiантними

множини f -додатних та f -вiд’ємних компонент межi ∂M i що f та f ◦ h є

гомотопними.

Нехай A(f) ⊂ D(M) — множина всiї f -допустимих дифеоморфiзмiв, Did(M) —

тотожна компонента D(M) i C(f) — компонента лiнiйної зв’язностi f в M∂(M,P ).

Лема 9.4.2. A(f) є групою i складається з повних класiв iзотопiї, тобто

Did(M) ⊂ A(f). Бiльш того, якщо g ∈ C(f), то A(g) = A(f).

Доведення. Припустимо, що p, q ∈ A(f) i нехай f
Φt∼ f ◦ p i f Ψt∼ f ◦ q— деякi

Σ-гомотопiї. Тодi p ◦ q i p−1 ∈ A(f). Дiйсно,

f
Ψt∼ f ◦ q Φt◦q∼ f ◦ p ◦ q i f = f ◦ p ◦ p−1 Φ1−t◦p−1

∼ f ◦ p−1.

Таким чином, A(f) є групою.

Якщо p Ht∼ p1 — iзотопiя, то гомотопiя f
Φt◦Ht∼ f ◦ p1 є Σ-гомотопiєю. Отже,

A(f) складається з повних класiв iзотопiї.

Нарештi, якщо f Ψt∼ g— Σ-гомотопiя, то g Ψt∼ f
Φt∼ f ◦ p Ψ1−t◦p∼ g ◦ p. Тому

p ∈ A(g), тобто A(f) ⊂ A(g). Аналогiчно, A(g) ⊂ A(f).
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Розглянемо наступнi три типи «елементарних дифеоморфiзмiв» i покажемо,

що вони зберiгають деякi функцiї Морса спецiального виду.

Скручування Дена. Нехай γ ⊂ M — двостороння орiєнтована проста за-

мкнута крива. Тодi можна визначити дифеоморфiзм tγ визначений в деякому

околi γ, як показано на Рис. 9.4.1a). Цей дифеоморфiзм (та обернений до нього)

називають скручуванням Дена, див. [23,66].

a) b)

Рис. 9.4.1: Скручування Дена

Означення 9.4.3. Нехай γ — двостороння проста замкнута крива в M \∂M .

Скажемо, що γ є f-допустимою, якщо f є Σ-гомотопним до вiдображення

Морса g такого, що γ є зв’язною компонентою деякої регулярної множини

рiвня вiдображення g.

Лема 9.4.4. Нехай γ ⊂ IntM — f -допустима крива. Тодi скручування Дена tγ

уждовж γ є f -допустимим.

Доведення. Нехай f F∼ g— така Σ-гомотопiя, що γ є зв’язною компонентою де-

якої регулярної множини рiвня вiдображення g. Тому iснує регулярний окiл γ

дифеоморфний до S1 × I, так що при цьому дифеоморфiзмi функцiя g є прое-

кцiєю на I, див. Рис. 9.4.1b). Очевидно, що iснує скручування Дена tγ уздовж

γ, яке лишає iнварiантним кожне коло виду S1×{t}. Цi кола є лiнiями рiвня g,

а тому tγ зберiгає функцiю g, тобто g = g◦tγ. Це означає, що tγ є g-допустимим,

а тому згiдно (1) леми 9.4.2 tγ є також f -допустимим.

Граничнi зсуви. Нехай A = S1 × [0, 1] — кiльце i C0, C1 — зв’язнi компоненти
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межi ∂A. Роздiлимо C1 на чотири дуги однакової довжини l1, . . . , l4 так, щоб l1

була протилежною до l3, а l2 до l4. Ототожнимо протилежнi точки l1 та l3. Тодi

фактор простiр є стрiчною Мьобiуса M ö з дiркою, межа якої C ′
1 = l2 ∪ l4.

Нехай τ : A → A— «напiв-скручування» Дена уздовж C1, яке мiняє мiсцями

l1 з l3, l2 з l4 та є тотожним в деякому околi C0. Тодi τ iндукує деякий дифео-

морфiзм ν : M ö → M ö, що «повертає C ′
1 на кут π i є нерухомим на C0», див.

Рис. 9.4.1a).

Припустимо, що M ö є вкладеним в M так, що C1 вiдображається на деяку

компоненту C межi ∂M . Тодi ν продовжується тотожним вiдображенням на

всю поверхню M . Цей дифеоморфiзм називається граничним зсувом C уздовж

M ö.

Вiдмiтимо, що наш опис граничних зсувiв вiдрiзняється вiд опису даного в [55,

138]. Перевага представленого опису в симетричностi ν. Тепер легко бачити, що

iснує така функцiя Морса f : M ö → [0, 1], яка має єдину критичну точку

iндексу 1, причому f−1(0) = C0 i f−1(1) = C ′
1. Її критична лiнiя рiвня та КР-

граф зображенi на Рис. 9.4.1b).

a) b)

Рис. 9.4.1: Граничний зсув

Наступна лема очевидна.

Лема 9.4.5. Нехай f : M → P — вiдображення Морса неорiєнтовної поверхнi

M . Припустимо, що КР-граф f має таке ребро e, що одна з його вершин, v1,

має степiнь 2, а iнша, v2, вiдповiдає деякiй компонентi зв’язностi C межi

∂M , див. Рис. 9.4.1b). Нехай N — окiл e, що не мiстить iнших вершин графу
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Γf крiм ∂e. Тодi M ö = f ∗−1(N) ⊂ M є стрiчкою Мьобiуса з дiркою i iснує

такий граничний зсув ν : M → M компоненти C = f ∗−1(v2) уздовж M ö, що

f ◦ y = f .

Y -дифеоморфiзми. Цей тип дифеоморфiзмiв був вперше розглянутий W. B. R. Li-

ckorish [65]. В [55, 138] автори використовують термiн crosscap slide. Слiдую-

чи [12] нагадаємо його означення через дволистне орiєнтовне накриття.

Нехай K — пляшка Клейна з двома дiрками p : T → K i — її орiєнтовне дволи-

стне накриття, де T — тор з чотирма дiрками. Вважатимемо, що T вкладений в

R3 так, що вiн є симетричним вiдносно початку координат, тобто iнварiантний

вiдносно iнволюцiї ξ(x, y, z) = (−x,−y,−z), див. Рис. 9.4.1a).

Нехай V1, . . . , V4 — компоненти зв’язностi ∂T занумерованi так, щоб ξ(V1) = V2

i ξ(V3) = V4. Тодi iснує дифеоморфiзм ỹ : T → T , який є нерухомим бiля

V3 ∪ V4, спiвпадає з ξ бiля V1 ∪ V2 i ỹ ◦ ξ = ξ ◦ ỹ. Таким чином, y можна

описати як «обертання» T вiдносно осi z на кут π з фiксованимим граничнимим

компонентами V3 та V4. На Рис. 9.4.1a) зображено дугу на T та її образ при ỹ.

Так як ỹ комутує з ξ, то вiн iндукує деякий дифеоморфiзм K = T/ξ нерухомий

в околi ∂K.

Припустимо, що K ⊂ M вкладена в поверхню M . Тодi y продовжується то-

тожним вiдображенням до дифеоморфiзму всiєї поверхнi M . Такий дифеомор-

фiзм M називатиметься Y -дифеоморфiзмом з носiєм в K.

Вiдмiтимо, що iснує така функцiя Морса f̃ : T → R з чотирма критичними

точками, що f̃ ◦ ỹ = f̃ , див. Рис. 9.4.1a), на якому зображенi лiнiї рiвня f̃ . Тодi

f̃ iндукує таку єдину функцiю Морса f : K → R з двома критичними точками,

що f ◦ y = f . КР-графи Γf̃ та Γf функцiй f̃ та f зображенi на Рис. 9.4.1b).

Лема 9.4.6. Нехай f : M → P — вiдображення Морса на неорiєнтовнiй по-

верхнi M . Припустимо, що КР-граф вiдображення f має вершину v сте-

пеня 2. Нехай N — окiл v в Γf , що не мiстить iнших вершин. Тодi K =
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a) b)

Рис. 9.4.1: Y -дифеоморфiзм

f ∗−1(N) ⊂ M є пляшкою клейна з двома дiрками i iснує такий Y -дифеомор-

фiзм y : M →M з носiєм в K, що f ◦ y = f .

Твiрнi M(M) для канонiчного вiдображення Морса. Нехай f : M →

P — вiдображення Морса. Позначимо через Mf(M) пiдгрупу в M(M), що скла-

дається з дифеоморфiзмiв якi лишають iнварiантними множини f -додатних та

f -вiд’ємних компонент ∂M . Очевидно, що A(f) ⊂ Mf(M).

Лема 9.4.7. Нехай f : M → P — канонiчне вiдображення Морса. У випадку

P = S1 припустимо також, що M є орiєнтовною. Тодi iснує така система

твiрних для Mf(M), що має наступнi властивостi.

(i) Якщо P = R, то всi цi твiрнi є f -допустимими, тобто A(f) = Mf(M),

а тому теорема 9.1.3 виконується для цього випадку.

(ii) Якщо ж P = S1 (i M є орiєнтовною), то всi твiрнi крiм однiєї є f -

допустимими.

Зауваження 9.4.8. Нагадаємо, що ми не доводитимемо теорему 9.1.3 (новим

методом) для випадку коли M є неорiєнтовною, а P = S1.

Доведення. Нехай f — канонiчне вiдображення Морса. Ми побудуємо таку си-

стему твiрних для M(M), описану в теоремах 1.5.1 та 1.5.2, що f -допустимiсть

її елементiв є майже очевидною.

Спочатку припустимо, що M є орiєнтовною i вкладена в R3 так, як показано
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на Рис. 9.3.1A). Тодi канонiчне вiдображення Морса f є просто проекцiєю на

вертикальну пряму.

(1) Нехай D(M) — дифеоморфiзм M , що є симетрiєю вiдносно площини лис-

тка. Тодi D(M) змiнює орiєнтацiю M i зберiгає f , тобто f = f ◦D(M). Зокрема,

D(M) є f -допустимим.

(2) Порiвнюючи Рис. 9.3.1A) та 1.5.1, бачимо, що αi та γi є регулярними ком-

понентами лiнiй рiвня f , а тому вiдповiднi скручування Денаs tαi
та tγi є f -

допустимими. f -допустимiсть скручувань Дена tβi, tδi та tϵi проiлюстрована на

Рис. 9.4.1.

Рис. 9.4.1: f -допустимiсть конфiгурацiї C

(3) Нехай Vi та Vj — двi f -додатнi компоненти ∂M . Тодi f є Σ-гомотопним

до вiдображення Морса f1, КР-граф Γf1 якого мiстить пiдграф Γ1, зображений

на Рис. 9.4.2a). Нехай σij — проста заскнута крива, що вiдповiдає точцi s ∈ Γ1.

Тодi iснує дифеоморфiзм bij поверхнi M1, якщо мiняє мiсцями Vi та Vj, зберiгає

f1, а його квадрат b2ij є скручуванням Дена уздовж σij. Тодi bij та σij є f -

допустимими.

Нехай Vi — f -додатна, а Vj — f -вiд’ємна компоненти ∂M . У цьому випадку

будь-який дифеоморфiзм bij, що переставляє Vi та Vj не є f -допустимим, так

як вiн не лишає множини f -додатних та f -вiд’ємних граничних компонент. По-

кажемо, що в цьому випадку його квадрат b2ij = tσij все ж таки є f -допустимим.

Розглянемо два випадки.

(a) Припустимо, що f має хоча б одну критичну точку iндексу 0 або 2, або

хоча б одну компоненту межi ∂M вiдмiнну вiд Vi та Vj. Тодi f є Σ-гомотопним

вiдображення Морса f1, КР-граф Γf2 якого мiстить пiдграф Γ2 зображений на



272

Рис. 9.4.2b). Нехай σij — проста замкнута крива, що вiдповiдає точцi s ∈ Γ2.

Тодi очевидно, що σij є f -допустимою.

(b) В протилежному випадку f не має локальних екстремумiв i ∂M = V1 ∪

V2. Нехай σ12 — проста замкнута крива, що перетинає кожну криву γi, але не

перетинає жодної з кривих конфiгурацiї C i розбиває M на двi компоненти M1

та M2 такi, що M1 є диском з двома дiрками V1 та V2, див. Рис. 9.4.2c).

Покажемо, що σ12 не є f -допустимою. В протилежному випадку обмеження

f на M2 повинно було б мати екстремуми, якi можуть прийматись лише на

граничних компонентах вiдмiнних вiд V1 та V2, або в критичних точках iндексiв

0 та 2. Таких граничних компонент та критичних точок немає на M2.

Але добре вiдомо, що скручування Дена tσ12 є добутком скручувань Денаs

уздовж кривих конфiгурацiї C за виключенням кривої γi. Тому скручування

Дена tσ12 є f -допустимим.

a) b) c)

Рис. 9.4.2: f -допустимiсть bij та σij

Нехай тепер M є неорiєнтовною роду g (див Рис. 1.5.1) i f : M → P — кано-

нiчна функцiя Морса, така як на Рис. 9.3.1A).

(1) Для випадку g ≥ 2 ми зараз визначимо допустимий Y -дифеоморфiзм.

Якщо g є непарним, то Γf обов’язково має вершину v степеня 2. В противно-

му випадку f є Σ-гомотопною до функцiї Морса f1, у якої КР-граф має таку

вершину, див. граф d) на Рис. 9.3.1A). Тодi за лемою 9.4.6, iснує такий Y -ди-

феоморфiзм y, що f = f ◦ y або f1 = f1 ◦ y в другому випадку. Тому y є f -

допустимим.

Визначення твiрних типiв (2) та (3), а також доведення їх f -допустимостi,
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аналогiчнi до орiєнтовного випадку. Потрбiно лише перевiрити f -допустимiсть

кривих β0 та δ0 для g = 2r ≥ 2.

Нехай N — окiл вершини v, який не мiстить iнших вершин графа Γf . Тодi

K = f ∗−1(N) ⊂ M є пляшкою Клейна з двома дiрками. Нехай p : T → K —

орiєнтовне дволистне накриття, де T — тор з чотирма дiрками. Можна вважати,

що функцiя f̃ = f ◦ p : T → R спiвпадає з функцiєю, визначеною в §9.4, див.

Рис. 9.4.1. Так як β0 та δ0 двостороннi, то прообраз β̃0 = p−1(β0) та δ̃0 = p−1(δ0)

кожної з них в T складається з пари диз’югктних простих замкнутих кривих,

див. Рис. 9.4.3a).

На Рис. 9.4.3b) показано, що β̃0 є регулярною лiнiєю рiвня функцiї f̃ , а також

проiлюстровано симетричну Σ-гомотопiю f̃ , нерухому бiля ∂T , яка робить δ̃0

регулярною лiнiєю рiвня. Тому β̃0 та δ̃0 є f̃ -допустимими, а значить β0 та δ0 є

f -допустимими.

a) b)

Рис. 9.4.3: f -допустимiсть β0 та δ0

(4) Залишається побудувати f -допустимi граничнi зсуви νi та ωi. Нехай Vi —

зв’язна компонента межi ∂M i zi ∈ Γf — вiдповiдна ◦-вершина.

Спочатку примустимо, що g є непарним, а тому Γf має єдину вершину x

степеня 2. Тодi f є Σ-гомотопним до такої функцiї Морса f1, що zi та x будуть

вершинами одного ребра, див. Рис. 9.4.4. Тому за лемою 9.4.5 iснує граничний

зсув νi компоненти Vi, що зберiгає f1, а значить νi є f -допустимим.

Якщо рiд g є парним, то Γf має двi вершини x1 та x2 степеня 2. Як i в

попередньому випадку, визначимо f -допустимий граничний зсув νi для Vi та
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x1, а також ωi для Vi та x2.

Рис. 9.4.4

Нехай тепер P = S1, c ∈ S1 — таке регулярне значення f , для α1 = f−1(c)

обмеження f на M \ α1 є канонiчною функцiєю Морса в S1 \ c.

Припустимо, що M є орiєнтовною. Визначимо конфiгурацiю кривих C, асоцi-

йовану з f , як показано на Рис. 9.4.5, де f — є «проекцiєю» на β1. Аналогiчно

до попереднього випадку означимо дифеоморфiзм D(M), скручування Дена

уздовж кривих конфiгурацiї C, та «транспозицiї» компонент межi bij. Як i в

випадку P = R можна показати, що всi цi дифеоморфiзми є допустимими,

за виключенням скручування Дена уздовж β1, так як f та f ◦ tβ1 не є навiть

гомотопними.

Вiдмiтимо, що коли M є неорiєнтовною, то поверхня M \ α1 може бути орi-

єнтовною або неорiєнтовною. Цей випадок ми не розглядаємо, див. зауважен-

ня 9.4.8.

Рис. 9.4.5: Конфiгурацiя C для неорiєнтовної поверхнi M та P = S1

Твiрнi групи Тореллi. Нехай f : M → S1 — вiдображення Морса i T (M) —
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група Тореллi поверхнi M , див. §1.5. Згiдно теореми 1.5.3 T (M) має два типи

твiрних. Наступна теорема описує f -допустимi твiрнi групи T (M).

Теорема 9.4.9. (i) Нехай γ ⊂M — проста замкнута крива i tγ — скручування

Дена уздовж γ. Тодi tγ є f -допустимим тодi i лише тодi, коли обмеження f |γ
є гомотопним нулю. Якщо γ розбиває M , то f |γ завжди є гомотопним нулю,

а тому кожен дифеоморфiзм типу (a) теореми 1.5.3 (породжений скручува-

ннями Дена уздовж розбиваючих кривих) є f -допустимим.

(ii) Кожен дифеоморфiзм типу (b) теореми 1.5.3 є f -допустимим.

Доведення. (i) Нехай γ ⊂ M — проста замкнута крива i tγ — скручування Дена

уздовє γ.

Необхiднiсть. Припустимо, що tγ є f -допустимим. Тодi f та f ◦ tγ є гомото-

пними. Ми покажемо, що deg f |γ = 0. Можна вважати, що iснує таке регулярне

значення c для f , що α = f−1(c) є простою замкнутою кривою. Позначимо

α′ = tγ(α).

Так як f та f ◦ tγ гомотопнi, то [α′] = [α] в H1(M,∂M), тобто tγ залишає не-

рухомим клас гомологiй [α]. Тому з формули (9.10), що описує дiю скручуваннь

Дена на H1(M,∂M) отримуємо, що

[α] = tγ([α]) = ω ([γ], [α]) · [γ] + [α] = deg f |γ · [γ] + [α],

а тому deg f |γ = 0.

Достатнiсть. Припустимо, що f |γ є гомотопним нулю. Тодi за лемою 9.2.1

f є Σ-гомотопним до такого вiдображення Морса g, що g−1(c) ∩ γ = ∅ для

деякого регулярного значення c вiдображення g. Застосуємо конструкцiю з §9.2.

Розрiзавши M уздовж g−1(c), ми отримаємо поверхню M̃ = M̃(g, c), функцiю

Морса g̃ : M̃ → [0, 1], i просту замкнуту криву τ ⊂ M̃ , що вiдповiдає γ. За

випадком P = R теореми 9.1.3, tτ є g̃-допустимою. Тому tγ є g-допустимим,

отже i f -допустимим.
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(ii) Нехай f : M → S1 — вiдображення Морса, γ1, γ2 ⊂ M — диз’юнктнi гомо-

логiчнi орiєнтованi простi замкнутi кривi i t = tγ1 ◦ t−1
γ2

— добуток вiдповiдних

скручувань Дена. Потрiбно довести, що t є f -допустимим.

Так як кривi є гомологiчними, то обмеження f на них є гомотопними. Якщо

цi обмеження гомотопнi нулю, то за випадком (i) теореми t є f -допустимим.

Припустимо, що f |γ1 ̸∼ 0. За лемою 9.2.1 можна також вважати, що γi транс-

версально перетинає кожну лiнiю рiвня g. Тодi твердження (ii) теореми 9.4.9

безпосередньо випливає з наступної леми:

Лема 9.4.10. Нехай f : M → S1 — вiдображення Морса, γ1, γ2 — двi гомоло-

гiчнi орiєнтованi простi замкнутi кривi в M i t = tγ1 ◦ t−1
γ2

. Припустимо, що

кожна з кривих γi трансверсально перетинає лiнiї рiвня f . Тодi f Σ∼ f ◦ t.

Доведення. Нехай X ⊂ M — замикання однiєї iз зв’язни компонент множини

M \ (γ1 ∪ γ2) обмеженої кривими γ1 та γ2. Так як γk, k = 1, 2, трансверсально

перетинають лiнiї рiвня g, то iснує таке вкладення ϕk цилiнра S1 × [−2, 2] на

деякий окiл Nk кривої γk, що

ϕk(S
1 × {0}) = γk, ϕk(S

1 × [0, 2]) ⊂ X, (9.4)

а наступна дiаграма є комутативною:

S1 × [−2, 2]
ϕk−−→ Nk ⊂ M

p1

y yg
S1 σ−−→ S1

(9.5)

В цiй дiаграмi p1 є проекцiєю на першу координату, а σ— накриваюче вiдобра-

ження степеня d = deg f |γ1 = deg f |γ2 визначене за формулою σ(z) = zd. Таким

чином

g ◦ ϕk(z, t) = zd. (9.6)

Можна також вважати, щоN1∩N2 = ∅. Для кожнї пари a, b ∈ [−2, 2] покладемо

N
[a,b]
k = ϕk(S

1 × [a, b]).
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Нехай µ : [−2, 2] → [0, 1] — така C∞ функцiя, що µ[−2,−1] = 0 i µ[1, 2] = 1.

Тодi скручування Дена tγk уздовж γk можна визначити так, щобt = tγ1 ◦ t−1
γ2

задавалось наступною формулою:

t(z, t) =


x, x ∈M \ (N1 ∪N2)

(ze2πiµ(s), s), x = ϕk(z, s) ∈ Nk, k = 1, 2.

(9.7)

Тепер Σ-гомотопiю G : M × [0, 1] → S1 мiж g та g ◦ t можна визначити за

формулою:

G(x, t) =


g(x) e2πidt, x ∈ X \ (N

[0,1]
1 ∪N [0,1]

2 ),

g ◦ ϕk(z e2πiµ(s)·t, s), x = ϕk(z, s) ∈ Nk, k = 1, 2.

g(x), x ∈M \ (X ∪N [−1,0]
1 ∪N [−1,0]

2 ).

Геометричний змiст цiєїх формули полягає в наступному: вiдображенняG «про-

кручує» d разiв частину X мiж кривими γ1 i γ2 «уздовж кола S1» залишаючи

доповнення M \X нерухомим.

Перевiримо, що G дiйсно є Σ-гомотопiєю мiж g та g ◦ t. Зрозумiло, що G0 =

g. Бiльш того, з (9.4) та (9.5) випливає, що ϕ1 зберiгає орiєнтацiю S1 × [−2, 2],

а ϕ2 — змiнює її. Тому з (9.7) ми отримуємо, що G1 = g ◦ tγ1 ◦ t−1
γ2

.

Очевидно також, що з неперервностi G випливаєтиме її гладкiсть. Щоб вста-

новити неперервнiсть G потрiбно перевiрити, що друга формула спiвпадає з

першою на N [1,2]
1 ∪N [1,2]

2 i з третьою на N [−2,−1]
1 ∪N [−2,−1]

2 .

Нехай x = ϕk(z, s) ∈ N
[1,2]
k для k = 1, 2. Тодi µ(s) = 1, а тому ми отримуємо

з (9.6), що

g ◦ ϕk(z e2πiµ(s)·t, s) = zd e2πidt = g(x) e2πidt.

Нехай тепер x = ϕk(z, s) ∈ N
[−2,−1]
k для k = 1, 2. Тодi µ(s) = 0, а тому

g ◦ ϕi(z e2πiµ(s)·t, s) = g ◦ ϕi(z, s) = g(x).

Вiдмiтимо, що для кожної точки x ∈M iснує окiл на якому вiдображення Gt

вiдмiнне вiд g на дифеоморфiзм або кола S1 або M . Тому Gt є функцiєї Морса

для всiх t ∈ [0, 1], а отже G є Σ-гомотопiєю.
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Теорему 9.4.9 доведено.

9.5 Симплектична група

Для доведення леми 9.6.1 нам буде потрiбен опис твiрних симплектичної групи

Sp2g(Z) та стабiлiзаторiв вiдносно дiї цiєї групи на Z2g.

Нехай Z2g — вiльний Z-модуль з базисом

α1, . . . , αg, β1, . . . , βg, (9.8)

I — одинична g×g-матриця i eij — g×g-матриця, у якої елемент (i, j), що стоїть

на перетинi i-го рядка та j-го стовпця, дорiвнює 1, а всi iншi елементи рiвнi

нулю.

Нехай також ω— косо-симетрична 2-форма, матриця якої в базисi (9.8) має

наступний вигляд: (
0 I

−I 0

)
. (9.9)

Таким чином, ω (αi, βi) = 1 i ω (αi, αj) = ω (βi, βj) = ω (αi, βj) = 0 для i, j =

1, . . . , g. Групу всiх лiнiйних автоморфiзмiв Z2g, що зберiгають форму ω позна-

чатимемо через Sp2g(Z) i називатимемо симплектичною.

Трансвекцiї. Нехай γ ∈ Z2g. Тодi наступний автоморфiзм tγ групи Z2g, ви-

значений за формулою:

tγ(x) = ω (γ, x) · γ + x, ∀x ∈ Z2g, (9.10)

називатиметься трансвекцiєю уздовж γ. Легко бачити, що tγ ∈ Sp2g(Z) i

t−1
γ (x) = −ω (γ, x) · γ + x, ∀x ∈ Z2g.

Визначимо наступнi елементи групи Sp2g(Z):

µij = tαi
◦ tαj

◦ t−1
αi+αj

, ηij = tβi ◦ tβj ◦ t−1
βi+βj

,

νij = tαi
◦ tβj ◦ t−1

αi+βj
.

(9.11)



279

Лема 9.5.1. Для i ̸= j = 1 . . . g мають мiсце наступнi спiввiдношення:

tαi
=

∥∥∥∥ I eii
0 I

∥∥∥∥ , tβi
=

∥∥∥∥ I 0
−eii I

∥∥∥∥ , tαi+βj
=

∥∥∥∥ I − eij eii
−ejj I + eji

∥∥∥∥ .
tαi+αj

=

∥∥∥∥ I eii + ejj + eij + eji
0 I

∥∥∥∥ ,
tβi+βj

=

∥∥∥∥ I 0
−eii − ejj − eij − eji I

∥∥∥∥ ,
µij =

∥∥∥∥ I −eij − eji
0 I

∥∥∥∥ , ηij =

∥∥∥∥ I 0
eij + eji I

∥∥∥∥
νij =

∥∥∥∥ I + eij 0
0 I − eji

∥∥∥∥ .
Бiльш того, матрицi tαi

, tβi, µij, ηij та νij, (i ̸= j = 1 . . . g) породжують

Sp2g(Z).

Доведення. Лема доводиться прямими обчисленнями. Твердження про те, що

вказанi матрицi породжують Sp2g(Z), легко випливає з [168, Роздiл 2, §2.2.]

або [11].

Для x ∈ Z2g позначимо через T (x) пiдгрупу в Sp2g(Z), породжену такими

трансвекцiями уздовж елементiв Z2g, якi є ω-ортогональними до x, тобто

T (x) = ⟨tγ | γ ∈ Z2g, ω (γ, x) = 0⟩. (9.12)

Нехай S(x) — стабiлiзатор x вiдносно дiї групи Sp2g(Z), тобто

S(x) = {h ∈ Sp2g(Z) | h(x) = x}.

З (9.10) легко випливає, що T (x) ⊂ S(x).

Твердження 9.5.2. [72]. T (α1) = S(α1). Бiльш того, ця група породжується

наступнимим матрицями:

tαi
, tβi, µij, ηij, νij,

за виключенням tβ1, η1i = ηi1 та νi1, (i ̸= j = 1, . . . , g). (9.13)
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9.6 Доведення теореми 9.1.3

Нехай f, g : M → P — два вiдображення Морса, що мають однаковий крити-

чний тип K(f) = K(g). Потрiбно довести, що f Σ∼ g.

Можна вважати, що у випадку P = S1 гомоморфiзм груп гомологiй f∗ = g∗ :

H1(M) → H1(S
1) є сюр’єктивним. Дiйсно, нехай p : P̃ → S1 — накриваюче

вiдображення кола, що вiдповiдає пiдгрупi f∗(H1(M)) ⊂ H1(S
1) = π1(S

1) i

f̃ , g̃ : M → P̃ — деякi пiдняття f та g вiдповiдно. Тодi f̃ та g̃ є вiдображеннями

Морса, причому f Σ∼ g тодi i лише тодi, коли f̃ Σ∼ g̃, див. [161].

Отже нехай f∗ = g∗ — сюр’єктивний гомоморфiзм. Тодi згiдно твердження 9.3.2

можна вважати, що f i g є канонiчними вiдображеннями Морса, а згiдно ле-

ми 9.3.1 — що g = f ◦ h для деякого дифеоморфiзму h ∈ D(M). Залишається

довести, що h є f -допустимим. Розглянемо три випадки.

1) Якщо P = R, то f -допустимiсть h випливає з твердження (i) леми 9.4.7.

2) Нехай P = S1 i M є орiєнтовною поверхнею. У цьому випадку всi кривi

конфiгурацiї C за виключенням кривої tβ1 є f -допустимими. Для доведення f -

допустимостi h використаємо умову, що f та f ◦ h є гомотопними вiдображен-

нями M → S1.

Лема 9.6.1. Нехай M — орiєнтовна поверхня i h1 — дифеоморфiзм M , поро-

джений скручуваннями Дена уздовж кривих конфiгурацiї C i такий, що f та

f ◦ h1 є гомотопними. Тодi iснує f -допустимий дифеоморфiзм c, породжений

скручуваннями Дена уздовж кривих конфiгурацiї C за виключенням скручува-

ння tβ1, i такий, що дифеоморфiзм t = c−1 ◦ h1 належить до T (M).

Доведення. Припустимо, що h ∈ PM(M) породжується дифеоморфiзмами з

{tl : l ∈ C}, а вiдображення f та f ◦ h є гомотопнимим. Потрiбно довести, що h

в дiйсностi породжується дифеоморфiзмами з {tl : l ∈ C \ β1}.

Нагадаємо, що H1(M,∂M) є вiльним модулем, породженим класами гомо-
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логiй кривих α1, . . . , αg, β1, . . . , βg. Бiльш того, матриця форми перетинiв ω в

цьому базисi має вигляд (9.9). Так як h∗ зберiгає форму ω, то h∗ ∈ Sp2g(Z).

Вiдмiтимо, що h∗[α1] = [α1], тобто h∗ належить до стабiлiзатора S([α1]) класу

α1 в Sp2g(Z).

Нехай tγ — скручування Дена уздовж γ. Тодi дiя tγ на H1(M,∂M) задається

формулою:

(tγ)∗(x) = ω ([γ], x) · [γ] + x, ∀x ∈ H1(M). (9.14)

Таким чином, це вiдображення є трансвекцiєю уздовж [γ], див. формулу (9.10).

Зокрема добутки трансвекцiй µij, ηij, νij визначенi за формулою (9.11) можна

реалiзувати як добутки скручувань Дена. Тепер з теореми 9.4.9 випливає, що

всi цi дифеоморфiзми за виключенням η1i = ηi1 та νi1 є f -допустимими.

З iншого боку, згiдно твердження 9.5.2, h∗ породжений лiнiйними iзоморфi-

змами tαi
, tβi, µij, ηij, νij, за виключенням tβ1, η1i = ηi1 та νi1, де i ̸= j = 1, . . . , g.

Тому iснує f -допустимий дифеоморфiзм c поверхнi M , який iндукує такий

само iзоморфiзм групи H, що i h∗, а тому t = c−1 ◦ h належить до T (M).

Тепер можемо завершити доведення теореми. Очевидно, що h можна пред-

ставити як добуток p ◦ h1, де h1 зберiгає орiєнтацiю M i породжується скру-

чуваннями Дена уздовж кривих конфiгурацiї C, а p породжується тими дифе-

оморфiзмами bij, якi належать до Mf(M). Зокрема, p є f -допустимим, тобто

f
Σ∼ f ◦ p, а значить f ◦ h Σ∼ f ◦ h1. Тому можна вважати, що h = h1, причому

f та f ◦ h є гомотопними вiдображеннями.

Тодi згiдно леми 9.6.1 h1 = c◦t, де c породжений скручуваннями Дена уздовж

кривих конфiгурацiї C за виключенням кривої tβ1, а t належить групi Тореллi

T (M). За твердженням (ii) леми 9.4.7 c також є f -допустимим, а згiдно ле-

ми 9.6.1 f -допустимим є t.

3) Знову нехай P = S1 i M є довiльною компактною (можливо неорiєнтов-

ною) поверхнею. Покажемо, що доведення з [161] узагальнюється на випадок
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неорiєнтовних поверхонь.

Нехай f, g : M → S1 — два вiдображення Морса однакового критичного типу,

c— їх спiльне регулярне значення, α = f−1(c) i β = g−1(c). Так як гомоморфiзм

f∗ = g∗ : H1(M) → H1(S
1) є сюр’єктивним, то за лемою 9.2.2, можна вважати

α та β простими замкнутими кривими.

Розрiжемо M уздовж α i позначимо отриману поверхню через M̃ . Нехай та-

кож p : M̃ → M — фактор-вiдображення, f̃ : M̃ → [0, 1] — вiдповiдна функцiя

Морса, iндукована f , B0 = f̃−1(0), B1 = f̃−1(1) i B = B0 ∪B1 (див. §9.2).

Лема 9.6.2. Якщо α = β, то f Σ∼ g.

Доведення. Можна вважати, що f = g в деякому околi α. Тодi g також iндукує

функцiю Морса g̃ : M → [0, 1], яка спiвпадає з f̃ бiля B i K(f̃) = K(g̃).

За випадком M = R iснує Σ-гомотопiя f̃
Σ∼ g̃ вiдносно деякого околу B. Ця

гомотопiя iндукує Σ-гомотопiю мiж f та g вiднеосно деякого околу α.

Припустимо, що α ̸= β. Так як f та g є гомотопними, то обмеження f |β є

гомотопним нулю. Тому за лемою 9.2.1 можна також вважати, що α ∩ β = ∅.

У цьому випадку γ̃ = p−1(β) роздiляє M̃ мiж B0 та B1. Тодi лекго побудувати

функцiю Морса f̃1 : M̃ → [0, 1], яка спiвпадає з f̃ бiля B0 ∪B1, має критичний

тип f̃ , i задовольняє умову f−1
1 (12) = γ̃. Тодi f̃1 iндукує вiдображення Морса

f1 : M → S1, яке спiвпадає з f̃ в околi α, причому f−1
1 (p(12)) = β. Таким чином

α та β є лiнiями рiвня f1. Тепер з леми 9.6.2 отримуємо, що f Σ∼ f1
Σ∼ g.

9.7 Висновки

В цьому роздiлi дається нове доведення класифiкацiї компонент зв’язностi про-

стору функцiй Морса локально постiйних на межi з компактних поверхонь в

пряму та коло, а також функцiй Морса з орiєнтовних поверхонь в коло, обме-

ження яких на кожну компоненту межi є або постiйним, або накриваючим.



Роздiл 10 ВИСНОВКИ

В данiй дисертацiйнiй роботi вивчалось вiдображення зсуву уздовж орбiт век-

торного поля та його застосування до опису гомотопiчного типу деяких нескiн-

ченно вимiрних просторiв. Зокрема,

(a) описано структуру множини функцiй перiоду для неперервних потокiв на

компактних многовидах;

(b) для широкого класу векторних полiв на компактних многовидах доведе-

но стягуванiсть компонент зв’язностi груп дифеоморфiзмiв, що лишають

iнварiантними орбiти таких полiв;

(c) для широкого класу гладких функцiй на компактних многовидах зi значе-

ннями в числовiй прямiй або колi встановлено гомотопiчну еквiвалентнiсть

правих та право-лiвих стабiлiзаторiв, а також вiдповiдних правих та право-

лiвих орбiт;

(d) для широкого класу гладких функцiй з iзольованими критичними точками

на компактних поверхнях описано гомотопiчнi типи правих стабiлiзаторiв

та орбiт;

(e) отримано нове доведення класифiкацiї компонент зв’язностi простору вi-

дображень Морса з компактних поверхонь в пряму та коло;

(f) отримано класифiкацiю компонент простору вiдображень Морса з орiєн-

товної поверхнi в коло, обмеження яких на межу є або постiйним, або на-

криваючим.
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[15] Bonahon Francis. Difféotopies des espaces lenticulaires / Francis Bonahon //

Topology. — 1983. — Vol. 22, no. 3. — Pp. 305–314.

[16] Bott Raoul. On a topological obstruction to integrability / Raoul Bott //

Global Analysis (Proc. Sympos. Pure Math., Vol. XVI, Berkeley, Calif., 1968).

— Providence, R.I.: Amer. Math. Soc., 1970. — Pp. 127–131.



286

[17] Camacho César. Orbit preserving diffeomorphisms and the stability of Lie

group actions and singular foliations / César Camacho, Alcides Lins Neto //

Geometry and topology (Proc. III Latin Amer. School of Math., Inst. Mat.

Pura Aplicada CNPq, Rio de Janeiro, 1976). — Berlin: Springer, 1977. —

Pp. 82–103. Lecture Notes in Math., Vol. 597.

[18] Cerf Jean. Topologie de certains espaces de plongements / Jean Cerf // Bull.

Soc. Math. France. — 1961. — Vol. 89. — Pp. 227–380.
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1973. — Vol. 6. — Pp. 53–66.

[41] Haefliger A. Feuilletages sur les variétés ouvertes / A. Haefliger // Topology.

— 1970. — Vol. 9. — Pp. 183–194.
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