
Àëãåáðà¨÷íà òîïîëîãiÿ
Ñåðãié Ìàêñèìåíêî
23 ãðóäíÿ 2022 ð.

Ïëàí

1. Ãîìîòîïi¨, äåôîðìàöi¨, ðåòðàêöi¨, äåôîðìàöiéíi ðåòðàêöi¨, ãîìîòîïi÷íi åêâiâàëåí-
òíîñòi.

2. Ôóíäàìåíòàëüíà ãðóïà.
3. Îá÷èñëåííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ãðóïè êîëà.
4. Íàêðèâàþ÷i âiäîáðàæåííÿ. Âëàñòèâiñòü ïiäíÿòòÿ ãîìîòîïié. Êëàñèôiêàöiÿ íàêðè-

âàþ÷èõ âiäîáðàæåíü. Iñíóâàííÿ óíiâåðñàëüíîãî íàêðèâàþ÷îãî ïðîñòîðó.
5. Âèùi ãîìîòîïi÷íi ãðóïè. Òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü ãîìîòîïi÷íèõ ãðóï ïàðè ïðîñòîðiâ.
6. Êîïðåäñòàâëåííÿ ãðóï. Òåîðåìà Çåéôåðòà - âàí Êàìïåíà. Îá÷èñëåííÿ ôóíäàìåí-

òàëüíî¨ ãðóïè êîìïàêòíèõ ïîâåðõîíü òà êëiòêîâèõ êîìïëåêñiâ. Ðåàëiçàöiÿ ñêií÷åííî-
ïðåäñòàâëåíèõ ãðóï ÿê ôóíäàìåíòàëüíèõ ãðóï.

7. Ñèïëiöiàëüíi êîìïëåêñè i ïîëiåäðè. Áàðèöåíòðè÷íi ïiäðîçáèòòÿ. Ãðóïè ñèìïëiöi-
àëüíèõ ãîìîëîãié. Ãåîìåòðè÷íà ðåàëiçàöiÿ ñèìïëiöiàëüíîãî êîìïëåêñà.

8. Ãðóïè ñèíãóëÿðíèõ ãîìîëîãié. Òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü òðóï ãîìîëîãié äëÿ ïàð. Âëà-
ñòèâiñòü âèðiçàííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü Ìàéåðà-Âü¹òîðiñà.

9. Îá÷èñëåííÿ ãðóï ãîìîëîãié êîìïàêòíèõ ïîâåðõîíü òà äåÿêèõ íàéïðîñòiøèõ êëi-
òêîâèõ êîìïëåêñiâ.

10. ×èñëî Ëåôøåöÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ. Òåîðåìè ïðî íåðóõîìi òî÷êè.

1. Ãîìîòîïi¨

Ñêðiçü íèæ÷å I = [0; 1] � öå îäèíèè÷íèé âiäðiçîê.
Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ H : X × [0; 1]→ Y íàçèâà¹òüñÿ ãîìîòîïi¹þ.
Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ñòÿãóâàíèì â òî÷êó a ∈ X, ÿêùî òîòîæíå âiä-

îáðàæåííÿ idX ãîìîòîïíå ïîñòiéíîìó âiäîáðàæåííþ ca : X → {a} â òî÷êó a.
Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ãîìîòîïi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ

ÿêùî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ g : Y → X òàêå, ùî g ◦ f ' idX i f ◦ g ' idY :

Y
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Çàäà÷à 1.1. Äîâåñòè, ùî íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü C(X,Y ) âiäíîøåííÿ ãîìîòîïíîñòi ¹ âiäíî-
øåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi

Çàäà÷à 1.2. Íåõàé f : X → Y i g : Y → Z � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî f ' f ′ i g ' g′,
òî g ◦ f ' g′ ◦ f ′.

Çàäà÷à 1.3. Äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i êëàñè ãîìîòîïi¨ âiäîáðàæåíü ìiæ íèìè óòâîðþþòü êàòåãîðiþ,
ïîçíà÷èìî ¨¨ HT .

Çàäà÷à 1.4. Ïîêàçàòè, ùî ãîìîòîïi÷íà åêâiâàëåíòiñòü ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè � öå òå æ ñàìå, ùî
içîìîðôiçì â êàòåãîð¨¨ HT .

Çàäà÷à 1.5. Íåõàé T � êàòåãîðiÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ i ¨õ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü. Äîâåñòè, ùî âiäïî-
âiäíiñòü F : T → HT , ÿêà òîòîæíà òà îá'¹êòàõ, òîáòî êîæíîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîðó X ∈ T ñòàâèòü ó

1



2

âiäïîâiäíiñòü éîãî æ, à êîæíîìó ìîðôiçìó (íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííþ) f : X → Y ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü
éîãî êëàñ ãîìîòîïi¨ [f ] (ìîðôiçì ìiæ X i Y â HT ) ¹ êîâàðiàíòíèì ôóíêòîðîì.

Íåõàé f : A→ B � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X
ðîçãëÿíåìî äâà âiäîáðàæåííÿ:

f ∗ : [X,A]→ [X,B], f ∗(φ) = f ◦ φ : X
φ−−→ A

f−−→ B,

f∗ : [B,X]→ [A,X], f∗(ψ) = ψ ◦ f : A
f−−→ B

f−−→ X.

Çàäà÷à 1.6. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi

1.6.1. f : A→ B � ãîìîòîïi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü;

1.6.2. äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X îáèäâà âiäîáðàæåííÿ f∗ i f∗ � ái¹êöi¨.

Çàäà÷à 1.7. Ïîêàçàòè, ùî çàäà÷à 1.6 íîñèòü ¾êàòåãîðíèé¿ õàðàêòåð â íàñòóïíîìó ñåíñi. Íåõàé C � äîâiëüíà
êàòåãîðiÿ i f : A → B � ìîðôiçì â C. Äëÿ êîæíîãî îá'¹êòó X ∈ Ob(C) ðîçãëÿíåìî äâà �âiäîáðàæåííÿ�
(áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî â C ìîðôiçìè ¹ ìíîæèíàìè):

f∗ : Mor(X,A)→Mor(X,B), f∗(φ) = f ◦ φ : X
φ−−→ A

f−−→ B,

f∗ : Mor(B,X)→Mor(A,X), f∗(ψ) = ψ ◦ f : A
f−−→ B

f−−→ X.

Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi

1.7.1. f : A→ B � içîìîðôiçì â C;
1.7.2. äëÿ êîæíîãî îá'¹êòó X ∈ Ob(C) îáèäâà âiäîáðàæåííÿ f∗ i f∗ � ái¹êöi¨.

Çàäà÷à 1.8. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà E[X] êëàñiâ ãîìîòîïi¨ ãîìîòîïi÷íèõ åêâiâàëåíòíîñòåé X → X óòâîðþ¹
ãðóïó. Â êàòåãîði¨ HT ãðóïà E[X] òîòîæíà ç Aut(X) � ãðóïîþ àâòîìîðôiçìiâ (içîìîðôiçìiâ íà ñåáå) îá'¹êòà
X.

Çàäà÷à 1.9. Íåõàé I = [0, 1]. Îá÷èñëèòè ãðóïó E[I].

Çàäà÷à 1.10. Ïîêàçàòè, ùî êîæåí ãîìåîìîðôiçì f : X → Y ¹ ãîìîòîïi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ.

Çàäà÷à 1.11. Íåõàé H(X) � ãðóïà ãîìåîìîðôiçìiâ X. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ q : H(X) → E[X], ÿêå
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü f ∈ H(X) éîãî êëàñ ãîìîòîïi¨ [f ] ÿê ãîìîòîïi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi, ¹ ãîìîìîðôiçìîì.
ßê îïèñàòè ÿäðî q.

Çàäà÷à 1.12. Íåõàé H(X) � ãðóïà ãîìåîìîðôiçìiâ X. Íåõàé I = [0, 1]. Îá÷èñëèòè ãðóïó E[I].

Çàäà÷à 1.13. Ïîêàçàòè, ùî êîæåí ñòÿãóâàíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì.

Çàäà÷à 1.14. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

1.14.1. X ñòÿãóâàíèé â äåÿêó òî÷êó a ∈ X;

1.14.2. X ñòÿãóâàíèé â êîæíó ñâîþ òî÷êó;

1.14.3. iñíó¹ ðåòðàêöiÿ r : CX → X × 0 êîíóñà CX íàä X íà éîãî îñíîâó X × 0;

1.14.4. äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y áóäü-ÿêi äâà âiäîáðàæåííÿ f, g : Y → X ãîìîòîïíi;

1.14.5. X ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíèé òî÷öi.

Çàäà÷à 1.15. Äîâåñòè, ùî Rn ¹ ñòÿãóâàíèì.

Çàäà÷à 1.16. Äîâåñòè, ùî êîæíà îïóêëà ïiäìíîæèíà â Rn ¹ ñòÿãóâàíîþ.

Çàäà÷à 1.17. Ïiäìíîæèíà K ⊂ Rn íàçèâà¹òüñÿ çið÷àòîþ âiäíîñíî òî÷êè a ∈ K, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè
b ∈ K âiäðiçîê [a, b] = {ta + (i − 1)b}t∈[0;1] ⊂ K. Äîâåñòè, ùî êîæíà ïiäìíîæèíà K â Rn çið÷àòà âiäíîñíî
äåÿêî¨ ñâî¹¨ òî÷êè a ∈ K ¹ ñòÿãóâàíîþ â òî÷êó a.

Íåõàé A ⊂ X � ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i H : X× [0; 1]→ X � ãîìîòîïiÿ.
Òîäi H íàçèâà¹òüñÿ

1) äåôîðìàöi¹þ X íà A ÿêùî
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à) H0 = idX ;

á) Ht(A) ⊂ A äëÿ âñiõ t ∈ [0; 1];

â) H1(X) ⊂ A

2) äåôîðìàöiéíîþ ðåòðàêöi¹þ X íà A, ÿêùî
à) H0 = idX ;

á) H1(X) ⊂ A i iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ H1 : X → A ¹ ðåòðàêöi¹þ, òîáòî
H1(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ A.

ßêùî æ äîäàòêîâî
â) Ht íåðóõîìå íà A äëÿ âñiõ t ∈ A,

òî H íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíîþ äåôîðìàöiéíîþ ðåòðàêöi¹þ X íà A. Â ñâîþ ÷åðãó A
íàçèâà¹òüñÿ (ñèëüíèì) äåôîðìàöiéíèì ðåòðàêòîì X.

Çàäà÷à 1.18. Äîâåñòè, ùî ÿêùî iñíó¹ äåôîðìàöiÿ X íà A, òî âiäîáðàæåííÿ âêëàäåííÿ i : A ⊂ X ¹ ãîìîòî-
ïi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ.

Çàäà÷à 1.19. Äîâåñòè, ùî ÿêùî iñíó¹ (ñèëüíà) äåôîðìàöiéíà ðåòðàêöiÿ X íà A, òî âiäîáðàæåííÿ âêëàäåííÿ
i : A ⊂ X ¹ ãîìîòîïi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ.

Çàäà÷à 1.20. Ïîêàçàòè, ùî êîæíà ñèëüíà äåôîðìàöiéíà ðåòðàêöiÿ ¹ îäíî÷àñíî äåôîðìàöi¹þ i äåôîðìàöié-
íîþ ðåòðàêöi¹þ.

2. Êîìïàêòíî âiäêðèòi òîïîëîãi¨

Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Äëÿ êîæíî¨ êîìïàêòíî¨ ïiäìíîæèíè K ⊂ X i
âiäêðèòî¨ V ⊂ Y ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ïiäìíîæèíó â ïðîñòîði C(X, Y ) âñiõ íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü:

[K,V ] := {f ∈ C(X, Y ) | f(K) ⊂ V }.
Òîäi ñiì'ÿ òàêèõ ìíîæèí

α :=
{

[K,V ] | K ⊂ X − êîìïàêòíà, V ⊂ Y − âiäêðèòà
}

ïîðîäæó¹ (òîáòî ¹ ïåðåäáàçîþ) äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ íà C(X, Y ). Öÿ òîïîëîãiÿ íàçèâà¹òüñÿ
êîìïàêòíî âiäêðèòîþ.
Ñêàæåìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹ êîìïàêòíèì, ÿêùî êîæíå éîãî âiäêðèòå ïîêðèòòÿ

ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.
Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâàòèìåìî ëîêàëüíî êîìïàêòíèì, ÿêùî â êîæíié éîãî òî÷öi

x iñíó¹ ëîêàëüíà áàçà ç êîìïàêòíèõ îêîëiâ, òîáòî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòîãî îêîëó U òî÷êè
x iñíó¹ êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà K ⊂ U òàêà, ùî x ∈ Int(K) ⊂ K ⊂ U .
Çàóâàæèìî, ùî òóò íå âèìàãà¹òüñÿ(!), ùîá ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïðîñòið áóâ õàóñäîð-

ôîâèì.
Ñêðiçü íèæ÷å âñi ïðîñòîðè âiäîáðàæåíü C(X, Y ) íàäiëåíi êîìïàêòíî âiäêðèòèìè òîïî-

ëîãiÿìè.

Çàäà÷à 2.1. Íåõàé K � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñòðó X i {Ui}ni=1 � ñêií÷åííå
ïîêðèòòÿ K. Òîäi iñíó¹ ñêií÷åíå ÷èñëî êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí K1, . . . ,Kn òàêèõ, ùî Ki ⊂ Ui äëÿ âñiõ

i = 1, . . . , n i K ⊂
n
∪
i=1

Ki.

Çàäà÷à 2.2. Íåõàé A ⊂ B ⊂ X � êîìïàêòíi i U ⊂ V ⊂ Y � âiäêðèòi. Ïîêàçàòè, ùî

[A,U ] ⊂ [A, V ], [B,U ] ⊂ [A,U ], [B,U ] ⊂ [A, V ].

Çàäà÷à 2.3. Íåõàé A,B ⊂ X � êîìïàêòíi i U, V ⊂ Y � âiäêðèòi. Ïîêàçàòè, ùî

[A,U ] ∩ [B, V ] ⊂ [A ∪B,U ∪ V ].

Íàâåñòè ïðèêëàä, êîëè öå âêëþ÷åííÿ ñòðîãå.
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Çàäà÷à 2.4. Íåõàé V ⊂ Y � ïiäìíîæèíà. Òîäi C(X,V ) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïiäìíîæèíó â C(X,Y ). Ïðè-
ïóñòèìî, ùî V � âiäêðèòà â Y . ×è ïðàâäà, ùî òîäi C(X,V ) ¹ âiäêðèòîþ â C(X,Y )? Äîâåñòè öå òâåðäæåííÿ,
àáî íàâåñòè êîíòðïðèêëàä.

Çàäà÷à 2.5. Íåõàé U ⊂ V � âiäêðèòi ïiäìíîæèíè â Y òàêi, ùî U ⊂ V . Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ êîìïàêòíèõ
ïiäìíîæèíè K ⊂ X ìà¹ìî, ùî [K,U ] ⊂ [K,V ].

Çàäà÷à 2.6. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî X çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó Ti äëÿ äåÿêîãî i ∈ {0, 1, 2, 3}, òî C(X,Y ) òàêîæ
Ti-ïðîñòið äëÿ äîâiëüíîãî Y .

Çàäà÷à 2.7. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü

F : X → Y, G : Y → Z

âiäîáðàæåííÿ

G∗ : C(X,Y )→ C(X,Z), G∗(f) = G ◦ f,
F ∗ : C(Y,Z)→ C(X,Z), F ∗(g) = g ◦ F,

¹ íåïåðåðâíèìè â êîìïàêòíî âiäêðèòèõ òîïîëîãiÿõ.

Çàäà÷à 2.8. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî Y � ëîêàëüíî êîìïàêòíèé, òî âiäîáðàæåííÿ êîìïîçèöi¨ âiäîáðàæåíü

µ : C(X,Y )× C(Y, Z)→ C(X,Z), µ(f, g) = g ◦ f
¹ íåïåðåðâíèì.

Çàäà÷à 2.9. Íåõàé A ⊂ X � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ îáìåæåííÿ rA : C(X,Y ) →
C(A, Y ), rA(h) = h|A, ¹ íåïåðåðâíèì.

Çàäà÷à 2.10. Íåõàé {Ai}i=1...,n � ñêií÷åííå çàìêíåíå ïîêðèòòÿ X. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

r : C(X,Y )→
n∏
i=1

C(Ai, Y ), r(f) = (f |A1
, . . . , f |An)

Äîâåñòè, ùî âîíî ¹ ãîìåîìîðôiçìîì íà ñâié îáðàç.

Çàäà÷à 2.11. Äëÿ òî÷êè y ∈ Y íåõàé cy : X → Y � ïîñòiéíå âiäîáðàæåííÿ â òî÷êó y. Ïîêàçàòè, âiäîáðàæåííÿ
c : Y → C(X,Y ), c(y) = cy, ¹ íåïåðåðâíèì.

Çàäà÷à 2.12. Äëÿ òî÷êè x ∈ X íåõàé ex : C(X,Y ) → Y � âiäîáðàæåííÿ îá÷èñëåííÿ â òî÷öi x, òîáòî
ex(f) = f(x). Äîâåñòè, ùî ex ¹ íåïåðåðâíèì.

Çàäà÷à 2.13. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî X � ëîêàëüíî êîìïàêòíèé, òî âiäîáðàæåííÿ e : C(X,Y ) × X → Y ,
e(f, x) = f(x), ¹ íåïåðåðâíèì.

Åêñïîíåíöiéíèé çàêîí. Äëÿ ìíîæèí X, Y ïîçíà÷èìî ÷åðåç Map(X, Y ) ìíîæèíó âñiõ
âiäîáðàæåíü f : X → Y .
Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ òðüîõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí X, Y, Z ìà¹ìî âiäîáðàæåííÿ

E = EX,Y,Z : Map(X × Y, Z)→Map(X,Map(Y, Z)), E(F )(x)(y) = F (x, y).

Çàäà÷à 2.14. Ïîêàçàòè, ùî EX,Y,Z � ái¹êöiÿ, îáåðíåíà äî ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ ïðàâèëîì

E−1 : Map(X,Map(Y,Z))→Map(X × Y,Z), E−1(f)(x, y) = f(x)(y).

Çàäà÷à 2.15. Íåõàé X,Y, Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåíííÿ.

2.15.1. ßêùî F : X×Y → Z � íåïåðåðâíå, òî E(F ) : X → C(Y,Z), E(F )(x)(y) = F (x, y), òàêîæ íåïåðåðâíå.
Iíøèìè ñëîâàìè, E

(
C(X × Y,Z)

)
⊂ C(X,C(Y,Z)).

2.15.2. Iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ E : C(X × Y,Z)→ C(X,C(Y, Z)) � íåïåðåðâíå.

2.15.3. ßêùî Y � ëîêàëüíî êîìïàêòíèé, òî E
(
C(X×Y, Z)

)
= C(X,C(Y,Z)), òîáòî ïîïåðåäí¹ âiäîáðàæåííÿ

ç 2.15.2 ¹ íåïåðåðâíîþ ái¹êöi¹þ.

2.15.4. ßêùî X � T3-ïðîñòið i Y � ëîêàëüíî êîìïàêòíèé, òî âiäîáðàæåííÿ ç 2.15.2 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.



5

ßêùî ïîçíà÷èòè C(X, Y ) ÷åðåç XY , òî çàäà÷à ãîâîðèòü ïðî òå, ùî ÿêùî X � T3-ïðîñòið
i Y � ëîêàëüíî êîìïàêòíèé, òî ìà¹ ìiñöå ãîìåîìîðôiçì:

ZX×Y ∼= (ZY )X .

Çâiäñè íàçâà åêñïîíåíöiéíèé çàêîí.

3. Ôóíäàìåíòàëüíà ãðóïà

Ïðîñòîðè øëÿõiâ. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i I = [0; 1]. Øëÿõîì â X íàçèâà-
¹òüñÿ äîâiëüíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ γ : I → X. Ïðè öüîìó γ(0) íàçèâà¹òüñÿ ïî÷à-
òêîì, à γ(1) � êiíöåì øëÿõó γ. Òàêîæ êàæóòü, ùî γ � öå øëÿõ â X ç òî÷êè γ(0) â òî÷êó
γ(1).
ßêùî γ(0) = γ(1), òî γ íàçèâà¹òüñÿ ïåòëåþ â òî÷öi γ(0).
Òàêèì ÷èíîì ìíîæèíà âñiõ øëÿõiâ â X, öå ïðîñòî C(I,X). Äëÿ äâîõ òî÷îê x, y ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç P(X, x, y) � ìíîæèíó øëÿõiâ ç x â y, à ÷åðåç Ω(X, x) = P(X, x, x) ìíîæèíó
ïåòåëü â òî÷öi x.
Íàäiëèìî C(I,X) êîìïàêòíî âiäêðèòîþ òîïîëîãi¹þ, à êîæåí ïiäïðîñòið P(X, x, y) �

âiäïîâiäíîþ iíäóêîâàíîþ òîïîëîãi¹þ.
Äâà øëÿõè γ, δ ∈ C(I,X) íàçèâàþòüñÿ êîìïîíîâíèìè, ÿêùî γ(1) = δ(0). Òîäi äëÿ ïàðè

êîìïîíîâíèõ øëÿõiâ γ, δ âèçíà÷åíî ¨õ äîáóòîê γδ : I → X çà ôîðìóëîþ

(γδ)(t) =

{
γ(2t), t ∈ [0; 1

2
]

δ(2t− 1), t ∈ [1
2
; 1].

Öåé øëÿõ ¹ øëÿõîì ç òî÷êè γ(0) â òî÷êó δ(1).

Çàäà÷à 3.1. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ òðüîõ òî÷îê x, y, z ∈ X âiäîáðàæåííÿ êîìïîçèöi¨ øëÿõiâ

µ : P(X,x, y)× P(X, y, z)→ P(X,x, z), µ(γ, δ) = γδ (3.1)

¹ íåïåðåðâíèì.
Çîêðåìà, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X ìà¹ìî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ

µ : Ω(X,x)× Ω(X,x)→ Ω(X,x), µ(γ, δ) = γδ.

Çàäà÷à 3.2. Ïîêàçàòè, ùî îïåðàöiÿ äîáóòêó ïåòåëü íà Ω(X,x) âçàãàëi êàæó÷è íå çàäà¹ ãðóïîâî¨ ñòðóêòóðè.

Çàäà÷à 3.3. Íåõàé

P = {(γ, δ) | γ, δ ∈ C(I,X), γ(1) = δ(0)} ⊂ C(I,X)× C(I,X)

� ïiäìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàð êîìïîíîâíèõ øëÿõiâ. Òîäi ìà¹ìî êîðåêòíî âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ
µ : P → C(I,X), µ(γ, δ) = γδ. Äîâåñòè, ùî µ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì, äèâ. çàäà÷i 2.9 i 2.10.

Ñêàæåìî, ùî äâà øëÿõè γ, δ ∈ P(X, x, y) ãîìîòîïíi , ÿêùî iñíó¹ ãîìîòîïiÿ H : I ×
[0; 1]→ X òàêà, ùî H0 = γ, H1 = δ, Ht ∈ P(X, x, y) äëÿ âñiõ t ∈ [0; 1].

Çàäà÷à 3.4. Ïîêàçàòè, ùî âiäíîøåííÿ ãîìîòîïíîñòi ' øëÿõiâ ìiæ x i y ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà
P(X,x, y).

Êëàñ åêiâàëåíòíîñòi øëÿõó γ ∈ P(X, x, y) ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç [γ].
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Π1(X, x, y) := P(X, x, y)/' ìíîæèíó êëàñiâ ãîìîòîïi¨ øëÿõiâ.
Çîêðåìà äëÿ x = y ìíîæèíà êëàñiâ ãîìîòîïi¨ ïåòåëü â òî÷öi x:

π1(X, x) := Π1(X, x, x) = P(X, x, x)/' = Ω(X, x)/'

ôóíäàìåíòàëüíîþ ãðóïîþ ïðîñòîðó X â òî÷öi x.
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Çàäà÷à 3.5. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ (iíäóêîâàíå (3.1))

µ : Π1(X,x, y)×Π1(X, y, z)→ Π1(X,x, z), µ([γ], [δ]) = [γδ].

Äîâåñòè, ùî öå âiäîáðàæåííÿ êîðåêòíî âèçíà÷åíå, òîáòî, ùî êëàñ [γδ] íå çàëåæèòü âiä âèáîðó êîíêðåòíèõ
ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ γ i δ.

Çîêðåìà, ìà¹ìî îïåðàöiþ êîìïîçèöi¨ êëàñiâ ãîìîòîïi¨ øëÿõiâ â π1(X, x) çà ïðàâèëîì:

π1(X, x)× π1(X, x)→ π1(X, x), [γ][δ] := [γδ]

äå γ, δ ∈ Ω(X, x). Íàñòóïíi çàäà÷i ïîêàçóþòü, ùî òàê âèçíà÷åíèé äîáóòîê çàäà¹ ñòðóêòóðó
ãðóïè íà π1(X, x).

Çàäà÷à 3.6. Íåõàé α, β, γ ∈ Ω(X,x) � òðè ïåòëi. Âèïèñàòè äîáóòêè (αβ)γ i α(βγ). Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹
êóñêîâî ëiíiéíèé ãîìåîìîðôiçì, φ : [0; 1]→ [0; 1] òàêèé, ùî φ(0) = 0, φ(1) = 1 i

(αβ)γ = α(βγ) ◦ φ.
Âèâåcòè çâiäñè, ùî ïåòëi (αβ)γ i α(βγ) ãîìîòîïíi. Iíøèìè ñëîâàìè,

([α][β])[γ] = [α]([β][γ]),

à îòæå îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ êëàñiâ ãîìîòîïi¨ ïåòåëü â π1(X,x) ¹ àñîöiàòèâíîþ, òîáòî π1(X,x) ¹ íàïiâãðóïîþ.
Ïiäêàçêà, φ � êóñêîâî-ëiíiéíèé ãîìåîìîðôiçì, òàêèé, ùî

φ([0; 1
4 ]) = [0; 1

2 ], φ([ 1
4 ,

1
2 ]) = [ 1

2 ,
3
4 ], φ([ 1

2 , 1) = [3
4 , 1].

Çàäà÷à 3.7. Íåõàé ε : I → {x} ⊂ X � ïîñòiéíà ïåòëÿ â òî÷êó x. Íåõàé α ∈ Ω(X,x) � äîâiëüíà ïåòëÿ.
Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ êóñêîâî ëiíiéíà ôóíêöiÿ, φ : [0; 1]→ [0; 1] òàêà, ùî φ(0) = 0, φ(1) = 1 i

αε = α ◦ φ.
Âèâåcòè çâiäñè, ùî ïåòëi αε i α ãîìîòîïíi. Iíøèìè ñëîâàìè,

[α][ε] = [α],

à îòæå êëàñ ãîìîòîïi¨ [ε] ïîñòiéíî¨ ïåòëi ¹ îäèíè÷íèì åëåìåíòîì π1(X,x). Çîêðåìà, π1(X,x) ¹ ìîíî¨äîì.

Çàäà÷à 3.8. Íåõàé α ∈ Ω(X,x) � äîâiëüíà ïåòëÿ i β : I → X � ïåòëÿ, âèçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ β(t) = α(1−t).
Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ êóñêîâî ëiíiéíà ôóíêöiÿ, φ : [0; 1]→ [0; 1] òàêà, ùî φ(0) = φ(1) = 0 i αβ = α ◦ φ. Âèâåcòè
çâiäñè, ùî ïåòëi αβ i ε ãîìîòîïíi. Iíøèìè ñëîâàìè,

[α][β] = [ε],

à îòæå êëàñ ãîìîòîïi¨ [β] ¹ îáåðíåíèì äî êëàñó [α] â π1(X,x). Çîêðåìà, π1(X,x) ¹ ãðóïîþ.

Çàäà÷à 3.9. Áiëüø çàãàëüíî, äîâåñòè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

3.9.1. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæåííÿ êëàñiâ ãîìîòîïi¨ êîìïîíîâíèõ øëÿõiâ ¹ àñîöiàòèâíèì, òîáòî ÿêùî α ∈
P(X,x, y), β ∈ P(X, y, z), γ ∈ P(X, z, u), òî [αβ][γ] = [α][βγ] ∈ P(x, u,).

3.9.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X êëàñ ãîìîòîïi¨ ïîñòiéíîãî âiäîáðàæåííÿ εx : I → {x} ⊂ X ¹ ïðàâîþ i
ëiâîþ îäèíèöåþ, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ øëÿõiâ α ∈ P(X,x, y) i β ∈ P(X, z, x) ìà¹ìî, ùî [εxα] = [α]
i [βεx] = [β].

3.9.3. Äëÿ êîæíîãî øëÿõó α ∈ P(X,x, y), øëÿõ β ∈ P(X, y, x) âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ β(t) = α(1 − t)
ìà¹ âëàñòèâiñòü, ùî α[β] = [εx] i [βα] = [εy], òîáòî [β] ¹ îáåðíåíèì äî [α] i òàêîæ ïîçíà÷àòèìåòüñÿ
÷åðåç [α]−1.

Çîêðåìà, öi òâåðäæåííÿ îçíà÷àþòü, ùî ìíîæèíà Π1(X) := tx,y∈XΠ1(X,x, y) ¹ ãðóïî¨äîì.

Çàäà÷à 3.10. Íåõàé f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i f# : Ω(X,x)→ Ω(Y, f(x)) iíäóêîâàíå âiäîáðà-
æåííÿ, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f#(γ) = f ◦ γ:

f#(γ) = f ◦ γ : (I, ∂I)
γ−→ (X,x)

f−→ (Y, f(x)).

Äîâåñòè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

3.10.1. Ïîêàçàòè, ùî f# âiäîáðàæà¹ ãîìîòîïíi ïåòëi â ãîìîòîïíi, à îòæå iíäóêó¹ âiäîáðàæåííÿ f# : π1(X,x)→
π1(Y, f(x)), f#([γ]) = [f ◦ γ].
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3.10.2. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f# ¹ ãîìîìîðôiçìîì ôóíäàìåíòàëüíèõ ãðóï.

3.10.3. Äîâåñòè, ùî ÿêùî f � ãîìîìîòîïi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü ïàð f : (X,x) → (Y, f(x)), çîêðåìà, ãîìåî-
ìîðôiçì, òî f# � içîìîðôiçì ãðóï.

3.10.4. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî f : (X,x)→ (Y, y) i g : (Y, y)→ (Z, z) � äâà âiäîáðàæåííÿ ïàð, òî

(g ◦ f)# = g# ◦ f# : π1(X,x)→ π1(Z, z).

3.10.5. Ðîçãëÿíåìî êàòåãîðiþ T∗ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ç âiäìi÷åíîþ òî÷êîþ (X,x) òà íåïåðåðâíèõ âiä-
îáðàæåíü ìiæ íèìè, ÿêi ïåðåâîäÿòü âiäìi÷åíi òî÷êè â âiäìi÷åíi. Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó
(X,x) ôóíäàìåíòàëüíó ãðóïó π1(X,x), à íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííþ f : (X,x) → (Y, y) � ãîìî-
ìîðôiçì f# : π1(X,x)→ π1(Y, y). Äîâåñòè, ùî öÿ âiäïîâiäíiñòü ¹ ôóíêòîðîì ç T∗ â êàòåãîðiþ ãðóï
i ¨õ ãîìîìîðôiçìiâ.

Çàäà÷à 3.11. Íåõàé γ ∈ P(X,x, y).

3.11.1. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ γ# : π1(X,x) → π1(X, y) âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ γ#(α) = [γαγ−1] ¹
içîìîðôiçìîì ãðóï.

3.11.2. Äîâåñòè, ùî içîìîðôiçì γ# çàëåæèòü òiëüêè âiä êëàñó ãîìîòîïi¨ [γ] ∈ Π1(X,x, y), à îòæå ìè ìà¹ìî
âiäîáðàæåííÿ

φ : Π1(X,x, y)× π1(X,x)→ π1(X, y), φ([γ], [α]) = [γ][α][γ]−1.

3.11.3. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî øëÿõó γ ∈ P(X,x, y) âiäîáðàæåííÿ

γ∗ : π1(X,x)→ Π1(X,x, y), γ∗([α]) = [αγ],

γ∗ : π1(X, y)→ Π1(X,x, y), γ∗([β]) = [γβ]

¹ ái¹êöiÿìè.

3.11.4. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî π1(X,x) êîìóòàòèâíà, òî äëÿ äîâiëüíèõ øëÿõiâ γ, δ ∈ P(X,x, y) içîìîðôiçìè
γ#, δ# : π1(X,x)→ π1(X, y) òîòîæíi.

3.11.5. Çîêðåìà, ÿêùî γ ∈ π1(X,x) òî ïîïåðåäí¹ âiäîáðàæåííÿ

φ : π1(X,x)× π1(X,x)→ π1(X,x), φ([γ], [α]) = [γ][α][γ]−1.

¹ ñïðÿæåííÿì â ãðóïi π1(X,x). Äîâåñòè, ùî â öié ñèòóàöi¨ φ öå äiÿ ãðóïè π1(X,x) íà ñîái π1(X,x).
ßêà öå äiÿ ïðàâà ÷è ëiâà?

Çàäà÷à 3.12. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà ç îäèíèöåþ e i µ : G × G → G � âiäîáðàæåííÿ ìíîæåííÿ, ÿêå
ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ·, òîáòî µ(g, h) = g · h. Òîäi âèíèêà¹ âiäîáðàæåííÿ ïîòî÷êîâîãî ìíîæåííÿ ïåòåëü:

ν : Ω(G, e)× Ω(G, e)→ Ω(G, e), ν(α, β)(t) = µ(α(t), β(t)) = α(t) · β(t)

Çðó÷íî áóäå ïîçíà÷àòè ν(α, β) ÷åðåç α · β.
3.12.1. Ïîêàçàòè, ùî ν iíäóêó¹ âiäîáðàæåííÿ íà êëàñàõ ãîìîòîïi¨

ν̂ : π1(G, e)× π1(G, e)→ π1(G, e), ν̂([α][β]) = [ν(α, β)] = [α · β].

Òîáòî ìîæíà âèçíà÷èòè ìíîæåííÿ · êëàñiâ ãîìîòîïi¨ ïåòåëü â îäèíèöi:

[α] · [β] := [α · β].

3.12.2. Ïîêàçàòè, ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ïåòåëü · ïåðåòâîðþ¹ π1(G, e) â ãðóïó. Îïèñàòè íåéòðàëüíèé åëåìåíò
i îáåðíåíèé äî ïåòëi α.
Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî äâi îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ êëàñiâ ãîìîòîïi¨ ïåòåëü: [α][β] � iíäóâîâàíå êîìïîçèöi¹þ
i [α] · [β] � iíäóêîâàíå ïîòî÷êîâèì ìíîæåííÿì â ãðóïi.

3.12.3. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïåòåëü αβ ∈ Ω(G, e), [α][β] = [α] · [β] ∈ π1(G, e). Iíøèìè ñëîâàìè,
çâè÷àéíà êîìïîçèöiÿ ïåòåëü i ¨õ ïîòî÷êîå ìíîæåííÿ äàþòü îäíó i òó æ ñòðóêòóðó ãðóïè íà π1(G, e).

3.12.4. Äîâåñòè, ùî π1(G, g) � êîìóòàòèâíà äëÿ âñiõ g ∈ G.

Çàäà÷à 3.13. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íèé ìîíî¨ä ç îäèíèöåþ e i ìíîæåííÿì µ : G × G → G, òîáòî ìíîæåííÿ
àñîöiàòèâíå, àëå íå âñi åëåìåíòè ìàþòü îáåðíåíi. Òîäi, ÿê i â çàäà÷i 3.12, âñå îäíî âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ
ìíîæåííÿ ïåòåëü:

ν : Ω(G, e)× Ω(G, e)→ Ω(G, e), ν(α, β)(t) = µ(α(t), β(t)) = α(t) · β(t)
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ÿêå òàêîæ ïîçíà÷àòèìåòüñÿ ÷åðåç ·. Äîâåñòè, ùî òîäi âñi òâåðäæåííÿ çàäà÷i 3.12 ìàþòü ìiñöå: òîáòî, ùî
ìíîæåííÿ ïåòåëü iíäóêó¹ ìíîæåííÿ êëàñiâ ãîìîòîïi¨, ÿêå ñïiâïàäà¹ iç çâè÷àéíèì ìíîæåííÿì â π1(G, e).
Áiëüø òîãî, ãðóïà π1(G, e) ¹ êîìóòàòèâíîþ.

4. Ïîëiåäðè

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y ⊂ Rn i f, g : X → Y � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ.
ÃîìîòîïiþH : X×[0; 1]→ Rn ìiæ f òà g ÿê âiäîáðàæåííÿìè â Rn âèçíà÷åíó çà ôîðìóëîþ
H(x, t) = (1 − t)f(x) + tg(x), (x, t) ∈ X × [0; 1], íàçèâàòèìåìî îïóêëîþ ãîìîòîïi¹þ. ßêùî
H(X×[0; 1]) ⊂ Y , òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f, g : X → Y � îïóêëî ãîìîòîïíi (ÿê âiäîáðàæåííÿ
â Y .

4.A. Ëiíiéíî íåçàëåæíi ñèñòåìè òî÷îê â Rm. Ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà òî÷îê

α = {a0, . . . , ak} ⊂ Rm

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ âiäíîñíî òî÷êè a0 (ËÍÇ), ÿêùî ëiíiéíî íåçàëåæíèìè ¹ âå-
êòîðè

a0a1, a0a2, . . . , a0ak.

Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, öÿ ñèñòåìà òî÷îê íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çàëåæíîþ (ËÇ) (âiäíîñíî
òî÷êè a0).

Çàäà÷à 4.1. ßêùî α ¹ ËÍÇ (ËÇ) âiäíîñíî òî÷êè a0, òî âîíà ¹ ËÍÇ (ËÇ) âiäíîñíî áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ òî÷êè
ai ∈ α.

Ìíîæèíà α = {a0, . . . , ak} íàçèâàòèìåòüñÿ ËÍÇ (ËÇ), ÿêùî âîíà ¹ òàêîþ âiäíîñíî äåÿêî¨
(à îòæå áóäü-ÿêî¨) ñâî¹¨ òî÷êè. ×åðåç

|α| := |a0, . . . , ak| =
{ k∑
i=0

tiai | ti ∈ [0; 1],
k∑
i=0

ti = 1
}

ïîçíà÷àòèìåìî îïóêëó îáîëîíêó öi¹¨ ñèñòåìè òî÷îê. Íàñòóïíi ìíîæèíè

Int (|α|) = {(t0, . . . , tk) | ti > 0, i = 0, 1, . . . , k}, ∂|α| = |α| \ Int (|α|) .
íàçèâàþòü, âiäïîâiäíî âíóòðiøíiñòþ i ìåæåþ îïóêëî¨ ìíîæèíè |α|.
ßêùî α = {a0, . . . , ak} � ËÍÇ ñèñòåìà òî÷îê, òî |α| òàêîæ íàçèâàòèìåòüñÿ ñèìïëåêñîì

(ïîðîäæåíèì âåðøèíàìè a0, . . . , ak). Â öié ñèòóàöi¨ äëÿ êîæíî¨ (ìîæëèâî ïîðîæíüî¨) ïiä-
ìíîæèíè β ⊂ α ñèìïëåêñ |β| íàçèâà¹òüñÿ ãðàííþ |α|. ßêùî β = ∅, òî |β| = ∅. Ãðàíü
|β| íàçèâà¹òüñÿ âëàñíîþ, ÿêùî |β| âiäìiííà âiä ∅ i |α|. Çîêðåìà, òî÷êè ai � íàçèâàþòü
âåðøèíàìè, à ñèìïëåêñè |ai, aj|, ïîðîäæåíi ïàðàìè âåðøèí, � ðåáðàìè. ×èñëî k � êiëüêiñòü
âåðøèí â |α| ìiíóñ 1, íàçèâàþòü ðîçìiðíiñòþ ñèìïëåêñà |α| i ïîçíà÷àþòü dim |α|.
Çàäà÷à 4.2. Íåõàé α = {a0, . . . , ak} ⊂ Rm � ñêií÷åííà ìíîæèíà. Ïåðåâiðèòè òàêi òâåðäæåííÿ:

4.2.1. ßêùî a ∈ Rm � òî÷êà, òîáòî 0-ñèìïëåêñ, òî {a} = |a| = Int (|a|) i ∂|a| = ∅.
4.2.2. |α| i ∂|α| ¹ çàìêíåíèìè ïiäìíîæèíàìè Rm;
4.2.3. Int (|α|) ¹ îïóêëîþ ïiäìíîæèíîþ â Rm;
4.2.4. Ïîêàçàòè, ùî âíóòðiøíiñòü i ìåæà |α| ÿê îïóêëî¨ ìíîæèíè ìîæóòü âiäðiçíÿòèñü âiä âíóòðiøíîñòi i

ìåæi |α| ÿê ïiäìíîæèíè â Rm.

Çàäà÷à 4.3. Íåõàé α = {a0, . . . , ak} � ËÍÇ ìíîæèíà â Rm. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.

4.3.1. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ |α| iñíóþòü ¹äèíi ÷èñëà ti ∈ [0; 1], i = 0, . . . , k, òàêi, ùî
k∑
i=0

ti = 1 i x =
k∑
i=0

tiai.

Öi ÷èñëà íàçèâàþòü áàðèöåíòðè÷íèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè x ∈ |α|, à ñàìó òî÷êó òîäi ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi x = (t0, . . . , tk).
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4.3.2. Áóäü-ÿêà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà β ⊂ α òàêîæ ¹ ËÍÇ.

4.3.3. Íåõàé β = {ai0 , . . . , ail} ⊂ α � ïiäìíîæèíà, x ∈ |β| ⊂ |α| òî÷êà i (si0 , . . . , sil) òà (t0, . . . , tk) �

áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè òî÷êè x âiäíîñíî β i α. Òîáòî x =
l∑

j=0

sijaij =
k∑
j=0

tjaj . Òîäi

ti =

{
si, ai ∈ β,
0, ai 6∈ β.

4.3.4. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi
(à) α ¹ ìàêñèìàëüíîþ;
(á) m = k + 1;
(â) Int (|α|) ¹ âiäêðèòîþ â Rm;
(ã) Int (|α|) òîòîæíà ç âíóòðiøíiñòþ |α| ÿê ïiäìíîæèíè â Rm;
(ä) ∂|α| òîòîæíà ç ìåæåþ |α| ÿê ïiäìíîæèíè â Rm;
4.3.5. Ñèìïëåêñ |α| íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ñèìïëåêñiâ ìåíøî¨ ðîçìið-

íîñòi.

4.3.6. Íåõàé |β| � äåÿêà ãðàíü |α|, B ⊂ |β| � ñêií÷åííà ËÍÇ ïiäìíîæèíà i b ∈ |α| \ |β| äîâiëüíà òî÷êà, ùî
íå íàëåæèòü ãðàíi |β|. Òîäi ìíîæèíà B ∪ {b} ¹ ËÍÇ.

Çàäà÷à 4.4. Íåõàé α = {a0, . . . , ak} ⊂ Rm � ËÍÇ ìíîæèíà i f : α→ Rn � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ. Âèçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ f̂ : |α| → Rn çà ôîðìóëîþ

f̂
( k∑
i=0

tiai

)
=

k∑
i=0

tif(ai).

Íàçèâàòèìåìî f̂ � ëiíiéíèì ïðîäîâæåííÿì f . Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.

4.4.1. f̂ êîðåêòíî âèçíà÷åíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.

4.4.2. Iñíó¹ àôiííå âiäîáðàæåííÿ F : Rm → Rn, F (x) = Ax+ b, äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi A òà âåêòîðà b ∈ Rn,
òàêå, ùî f̂ = F ||α|.

4.4.3. Äîâåñòè, ùî α � ìàêñèìàëüíà ËÍÇ ñèñòåìà, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè òàêi A òà b � ¹äèíi.

4.B. Ìåòðè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ â ñèìïëåêñi.

Çàäà÷à 4.5. Íåõàé ABC � òðèêóòíèê íà ïëîùèíi.

4.5.1. Ïîêàçàòè, ùî AX ≤ max{AB,AC} äëÿ êîæíî¨ òî÷êè X ∈ BC.
4.5.2. Íåõàé AM � ìåäiàíà i O ∈ AM � òî÷êà ïåðåòèíó ìåäiàí òðèêóòíèêà ABC. Òîäi AO = 2OM .

Çàäà÷à 4.6. Íåõàé α = {a0, . . . , ak} ⊂ Rm � ËÍÇ ìíîæèíà.

4.6.1. Ïîêàçàòè, ùî ‖x− y‖ ≤ max
i,j=0,...,k

‖ai − aj‖ äëÿ âñiõ x, y ∈ |α|, à îòæå

diam(|α|) := sup
x,y∈|α|

‖x− y‖ = max
i,j=0,...,k

‖ai − aj‖,

òîáòî, ùî äiàìåòð ñèìïëåêñà äîðiâíþ¹ äîâæèíi éîãî íàéáiëüøîãî ðåáðà.
Ïiäêàçêà. 1) Äîâåñòè òâåðäæåííÿ çàäà÷i äëÿ dim |α| = 0, 1, 2.
2) ßêùî x, y íàëåæàòü äåÿêié âëàñíié ãðàíi |β| ñèìïëåêñà |α|, òî ìîæíà çàìiíèòè |α| íà |β|.
3) Íåõàé x′, y′ � êiíöi âiäðiçêà, ùî ¹ ïåðåòèíîì ïðÿìî¨ xy i |α|. Òîäi x′, y′ ∈ ∂|α| i ‖x − y‖ ≤ ‖x′ −

y′‖. Òîìó ìîæíà çàìiíèòè ïàðó x, y íà x′, y′ i ââàæàòè, ùî x, y ∈ ∂|α|. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi, íåõàé x ∈
|a0, . . . , ak−2, ak−1|, y ∈ |a0, . . . , ak−2, ak|.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ äîâåäåíå äëÿ âñiõ ñèìïëåêñiâ ðîçìiðíîñòi < k. Ìîæíà òàêîæ ââàæàòè,
ùî âåðøèíà a0 ∈ |α| âiäìiííà âiä îáîõ òî÷îê x, y. Íåõàé bx, by ∈ |a1, . . . , ak| � âiäïîâiäíî òî÷êè ïåðåòèíó
ïðîìåíiâ a0x òà a0y ç (l−1)-ãðàííþ |a1, . . . , ak|. Òîäi âiäðiçîê [x; y] ìiñòèòüñÿ â ñèìïëåêñi |a0, bx, by|. Áiëüø
òîãî, çà âèïàäêîì k = 2,

‖x− y‖ ≤ max{‖bx − a0‖, ‖by − a0‖, ‖bx − by‖},
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ïðè÷îìó êîæíà ïàðà (bx, a0), (by, a0), (bx, by) ëåæèòü â äåÿêié (k − 1)-ãðàíi |β|. Òîìó ìîæíà çàìiíèòè
ïàðó âiäðiçîê [x; y] íà íàéäîâøå ðåáðî ñèìïëåêñà |a0, bx, by|. Òåïåð, çà iíäóêöi¹þ, iñíó¹ ðåáðî |ai, aj | ⊂ |β|
òàêå, ùî ‖x− y‖ ≤ ‖ai − aj‖.

4.6.2. Äîâåñòè, ùî ‖x− a0‖ ≤ max
i=1,...,k

‖ai − a0‖ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ |α|.

Ïiäêàçêà. Äîâæèíó ‖x−a0‖ ìîæíà çáiëüøèòè çàìiíèâøè x íà òî÷êó ïåðåòèíó ïðîìåíÿ a0x ç ãðàííþ
|a1, . . . , ak| i òàêîæ ââàæàòè, ùî x âiäìiííà âiä êîæíî¨ ç âåðøèí ñèìïëåêñà |α|. Äëÿ k = 0, 1 òâåðäæåííÿ
çàäà÷i î÷åâèäíå, à äëÿ k = 2 � ìiñòèòüñÿ â çàäà÷i 4.5.1. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ äîâåäåíå äëÿ k− 1.
Íåõàé x′ � òî÷êà ïåðåòèíó ãðàíi |a2, . . . , ak| ç ïðîìåíåì a1x. Òîäi çà âèïàäêîì k = 2 äëÿ òðèêóòíèêà
a0a1x

′ ìà¹ìî, ùî ‖a0−x‖ ≤ max{‖a0−x′‖, ‖a0−a1‖}. ßêùî ‖a0−x‖ ≤ ‖a0−a1‖ � òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.
ßêùî æ ‖a0 − x‖ ≤ ‖a0 − x′‖, òî ìîæíà çàìiíèòè x íà x′. Çàóâàæèìî, ùî x′ íàëåæèòü (k − 2)-ãðàíi
|a2, . . . , ak| (k − 1)-ñèìïëåêñà |a0, a2, . . . , ak|. Òîäi çà âèïàäêîì k − 1, ‖x′ − a0‖ ≤ max

i=2,...,k
‖ai − a0‖.

4.6.3. Íåõàé β = {a1, . . . , ak}, xα = 1
k+1

k∑
i=0

ai � öåíòð ìàñ ñèìïëåêñà |α|, xβ = 1
k

k∑
i=1

ai � öåíòð ìàñ

ñèìïëåêñà |β|. Ïîêàçàòè, ùî
xα = 1

k+1a0 + k
k+1xβ .

Çîêðåìà, (äèâ. òàêîæ çàäà÷ó 4.5.2), xα íàëåæèòü âiäðiçêó [a0, xβ ],

‖xα − a0‖ = k
k+1‖xβ − a0‖, ‖xα − xβ‖ = 1

k+1‖xβ − a0‖.
4.6.4. Âèâåñòè ç 4.6.2 i 4.6.3, ùî

‖xα − x‖ ≤ k
k+1diam(|α|)

äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ |α|.
4.6.5. Íåõàé |γ| i |δ| � äâi ãðàíi |α| òàêi, ùî |γ| ⊃ |δ|, i xγ , xδ � ¨õ öåíòðè ìàñ. Äîâåñòè, ùî

‖xγ − xδ‖ ≤ k
k+1diam(|α|).

4.C. Óçãîäæåíi ñèìïëåêñè. Íåõàé |α|, |β| ⊂ Rm � äâà ñèìïëåêñè. Ñêàæåìî, ùî âîíè
óçãîäæåíi, ÿêùî ïåðåòèí |α| ∩ |β| ¹ ñïiëüíîþ ãðàííþ îáîõ öèõ ñèìïëåêñiâ. Çîêðåìà, ÿêùî
|α| ∩ |β| = ∅, òî |α| i |β|) óçãîäæåíi, áî òîé ïåðåòèí ¹ ïîðîæíüîþ ãðàííþ.

Çàäà÷à 4.7. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.

4.7.1. ßêùî |α| i |β| � óçãîäæåíi ñèìïëåêñè, |α′| � ãðàíü |α|, à |β′| � ãðàíü |β|, òî |α′| i |β′| òàêîæ óçãîäæåíi.

4.7.2. Äëÿ êîæíîãî ñèìïëåêñà éîãî ãðàíi ¹ ïîïàðíî óçãîäæåíèìè.

4.D. Òðèàíãóëÿöi¨. Ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñiì'ÿ Σ = {|αi|}i∈Λ ïîïàðíî óçãîäæåíèõ ñèì-
ïëåêñiâ íàçèâà¹òüñÿ òðèàíãóëÿöi¹þ. Îá'¹äíàííÿ ñèìïëåêñiâ

|Σ| := ∪
i∈Λ
|αi|

íàçèâàþòü íîñi¹ì Σ. Iíîäi áóäå çðó÷íî ðîçãëÿäàòè ñiì'þ âiäïîâiäíèõ ËÍÇ ìíîæèí, ùî
ïîðîäæóþòü öi ñèìïëåêñè:

〈Σ〉 = {αi}i∈Λ,

ÿêó ìè íàçèâàòèìåìî ñèñòåìîþ òâiðíèõ òðèàíãóëÿöi¨ Σ.
Çàóâàæèìî, ùî ðiçíi òðèàíãóëÿöi¨ ìîæóòü ìàòè òîòîæíi íîñi¨. Ïiäìíîæèíà K ⊂ Rm

íàçèâà¹òüñÿ ïîëiåäðîì, ÿêùî âîíà òîòîæíà ç íîñi¹ì äåÿêî¨ òðèàíãóëÿöi¨. Â öié ñèòóàöié
òàêîæ ãîâîðÿòü, ùî Σ ¹ òðèàíãóëÿöi¹þ (ïîëiåäðà) K.
Íåõàé Σ = {|αi|}i∈Λ � òðèàíãóëÿöiÿ â Rm. Äëÿ k ≥ 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Σ(k) ñiì'þ âñiõ

ãðàíåé ðîçìiðíîñòi ≤ k âñiõ ñèìïëåêñiâ òðèàíãóëÿöi¨ Σ i íàçèâàòèìåìî ¨¨ k-ñêåëåòîì Σ.

Çàäà÷à 4.8. Íåõàé Σ = {|αi|}i∈Λ � òðèàíãóëÿöiÿ

4.8.1. Äîâåñòè, ùî ¨¨ íîñié |Σ| òðèàíãóëÿöi¨ ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.
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4.8.2. Ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ïiäñiì'ÿ Σ′ ⊂ Σ ¹ òðèàíãóëÿöi¹þ. Çîêðåìà k-ñêåëåò òðèàíãóëÿöi¨ òàêîæ ¹
òðèàíãóëÿöi¹þ.

4.8.3. Íåõàé
• Σ � ñiì'ÿ âñiõ ãðàíåé âñiõ ñèìïëåêñiâ ç Σ;
• Σ0 � ïiäñiì'ÿ â Σ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ñèìïëåêñiâ, ÿêi íå ¹ âëàñíèìè ãðàíÿìè iíøèõ ñèìïëåêñiâ ç Σ;
• Σ′ � äîâiëüíà ïiäñiì'ÿ â Σ òàêà, ùî Σ0 ⊂ Σ′ ⊂ Σ.
Ïîêàçàòè, ùî Σ0, Σ′ òà Σ̄ � ¹ òðèàíãóëÿöiÿìè ïîëiåäðà |Σ|, òîáòî |Σ0| = |Σ′| = |Σ̄| = |Σ|.

Òðèàíãóëÿöiþ Σ̄ çðó÷íî íàçèâàòè ïîâíîþ, à òàêîæ ïîâíåííÿì òðèàíãóëÿöi¨ Σ. Íå âòðà-
÷àþ÷è çàãàëüíîñòi íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî òiëüêè ïîâíi òðèàíãóëÿöi¨.

Çàäà÷à 4.9. Íåõàé Σ = {|α|} � ñiì'ÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî ñèìïëåêñà. Ïîêàçàòè, ùî Σ � òðèàíãóëÿöiÿ,
Σ0 = Σ, Σ � ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ãðàíåé |α| i |Σ| = |α|. Çîêðåìà, êîæåí ñèìïëåêñ ¹ ïîëiåäðîì.

Íàäàëi áóäå çðó÷íî ïîçíà÷àòè ÷åðåç 2|α| ïîâíó òðèàíãóëÿöiþ ñèìïëåêñà |α|, ÿêà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç óñiõ éîãî ãðàíåé.
Íåõàé Σ,Σ′ � äâi ïîâíi òðèàíãóëÿöi¨. Ñêàæåìî, ùî Σ′ ¹ ïiäðîçáèòòÿì òðèàíãóëÿöi¨ Σ′, i

ïèñàòèìåìî Σ′ ≺ Σ, ÿêùî

• |Σ′| = |Σ|;
• êîæåí ñèìïëåêñ |α| ∈ Σ ¹ îá'¹äíàííÿì äåÿêèõ ñèìïëåêñiâ ç Σ′.

Çàäà÷à 4.10. Ïîêàçàòè, ùî âiäíîøåííÿ ≺ ¾áóòè ïiäðîçáèòòÿì¿ äëÿ òðèàíãóëÿöié ¹ òðàíçèòèâíèì, òîáòî ç
Σ′′ ≺ Σ′ i Σ′ ≺ Σ âèïëèâà¹, ùî Σ′′ ≺ Σ.

4.E. Ðîçìiðíiñòü ïîëiåäðà. Íåõàé Σ � òðèàíãóëÿöiÿ â Rm. Ðîçìiðíiñòþ òðèàíãóëÿöi¨ Σ
íàçèâàþòü ÷èñëî

dim Σ := sup
|α|∈Σ

dim |α|.

Çàäà÷à 4.11. Íåõàé Σ, Σ′ � äâi òðèàíãóëÿöi¨ â Rm, òàêi, ùî |Σ| = |Σ′|. Ïîêàçàòè, ùî dim Σ = dim Σ′, (äèâ.
çàäà÷ó 4.3.5).

Ðîçìiðíiñòþ ïîëiåäðà íàçâåìî ðîçìiðíiñòü äåÿêî¨ éîãî òðèàíãóëÿöi¨. Iíøèìè ñëîâàìè,
ïîêëàäåìî, dim |Σ| := dim Σ = sup

|α|∈Σ

dim |α|. Çãiäíî çàäà÷i 4.11 öå ÷èñëî íå çàëåæèòü âiä

òðèàíãóëÿöi¨ ïîëiåäðà |Σ|.
4.F. Áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ ñèìïëåêñà. Íåõàé |α| ⊂ Rm � ñèìïëåêñ. Ïðàïî-
ðîì ãðàíåé ñèìïëåêñà |α| íàçâåìî äîâiëüíó ñòðîãî ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü éîãî íåïîðîæíiõ
ãðàíåé:

σ : |β0| ⊃ |β1| ⊃ · · · ⊃ |βl|. (4.1)

Ìíîæèíó âñiõ ïðàïîðiâ ãðàíåé ñèìïëåêñà |α| ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç fl(α).
Ïðèïóñòèìî, ùî ó âíóòðiøíîñòi êîæíî¨ ãðàíi |β| ñèìïëåêñà |α| âèáðàíî äåÿêó òî÷êó

x|β| ∈ Int (|β|). Öþ âiäïîâiäíiñòü ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäîáðàæåííÿ ξ : 2α \ {∅} → |α|,
ξ(|β|) = xβ, òàêå, ùî ξ(|β|) ∈ Int (|β|). Êîæíå òàêå âiäîáðàæåííÿ íàçèâàòèìåìî âiäîáðàæå-

ííÿì âèáîðó (âíóòðiøíüî¨ òî÷êè). Òîäi êîæíîìó ïðàïîðó ãðàíåé σ ∈ fl(α) ìîæíà ïîñòàâèòè
ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó ξ(σ) = {x|β0| . . . , x|βl|} ⊂ |α| ⊂ Rm.

Çàäà÷à 4.12. Íåõàé ξ : 2α \ {∅} → |α| � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ âèáîðó âíóòðiøíüî¨ òî÷êè. Ïåðåâiðèòè òàêi
òâåðäæåííÿ.

4.12.1. ßêùî a � âåðøèíà |α|, òî ξ({a}) = a.

4.12.2. Äëÿ êîæíîãî ïðàïîðà σ ∈ fl(α), ìíîæèíà ξ(σ) ¹ ËÍÇ (äèâ. çàäà÷ó 4.3.6).

4.12.3. Äëÿ äîâiëüíèõ ïðàïîðiâ σ, σ′ ∈ fl(α), ñèìïëåêñè |ξ(σ)| òà |ξ(σ′)| ¹ óçãîäæåíèìè.
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4.12.4. |α| = ∪
σ∈fl(α)

|ξ(σ)|.

Òàêèì ÷èíîì ñiì'ÿ b(α, ξ) := {|ξ(σ)|}σ∈fl(α) óòâîðþ¹ òðèàíãóëÿöiþ, ÿêà ¹ ïiäðîçáèòòÿì
ñòàíäàðòíî¨ òðèàíãóëÿöi¨ 2α ñèìïëåêñà |α|. Ìè íàçèâàòèìåìî ¨¨ áàðèöåíòðè÷íèì ïiäðîçáè-

òòÿì |α| (ùî âiäïîâiäà¹ âiäîáðàæåííþ âèáîðó âíóòðiøíüî¨ òî÷êè ξ : 2α \ {∅} → |α|).
Çàóâàæèìî, ùî ïðîöåäóðó áàðèöåíòðè÷íîãî ïiäðîçáèòòÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè äî âæå

ïîáóäîâàíîãî áàðèöåíòðè÷íîãî ïiäðîçáèòòÿ b(α, ξ) i ò.ä. Ñêàæåìî, ùî òðèàíãóëÿöiÿ ñèì-
ïëåêñà Σ ¹ k-êðàòíèì áàðèöåíòðè÷íèì ïiäðîçáèòòÿì |α|, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïiäðîçáèòòiâ
Σk ≺ Σk−1 ≺ · · · ≺ Σ0, òàêà, ùî Σj ¹ áàðèöåíòðè÷íèì ïiäðîçáèòòÿì Σj−1 (âiäíîñíî äåÿêî¨
ôóíêö¨i âèáîðó) äëÿ âñiõ j = 1, . . . , k.
Âèçíà÷èìî ùå îäíå âiäîáðàæåííÿ âèáîðó âíóòðiøíüî¨ òî÷êè ξc : 2α \ {∅} → |α| çà

ôîðìóëîþ: ÿêùî |β| = |b0, . . . , bl| ∈ 2α � ñèìïëåêñ, òî

ξc(|β|) = 1
l+1

l∑
i=0

bl = ( 1
l+1
, . . . , 1

l+1
)

¹ ¾öåíòðîì ìàñ¿ ñèìïëåêñà |β|. Òàêå âiäîáðàæåííÿ ξc òà âiäïîâiäíå áàðèöåíòðè÷íå ïiä-
ðîçáèòòÿ b(|α|, ξc) ñèìïëåêñà |α| íàçèâàòèìóòüñÿ êàíîíi÷íèìè. Êàíîíi÷íå áàðèöåíòðè÷íå
ïiäðîçáèòòÿ |α| ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç bc|α|; à j-êðàòíå áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ, ÿêå ¹
ïîñëiäîâíiñòþ êàíîíi÷íèõ áàðèöåíòðè÷íèõ ïiäðîçáèòòiâ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç bjc|α| i òåæ
íàçèâàòèìåìî j-êðàòíèì êàíîíi÷íèì áàðèöåíòðè÷íèì ïiäðîçáèòòÿì.

Çàäà÷à 4.13. Íåõàé |α| � k-ñèìïëåêñ â Rm.
4.13.1. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî ñèìïëåêñà |β| j-êðàòíîãî êàíîíi÷íîãî áàðèöåíòðè÷íîãî ïiäðîçáèòòÿ bjc|α|

ìà¹ ìiñöå îöiíêà
diam(|β|) ≤

(
k
k+1

)j
diam(|α|), j ≥ 0,

äèâ. çàäà÷ó 4.6.5. Çîêðåìà
lim
j→∞

sup
β∈bjc|α|

diam(|β|) = 0.

4.13.2. Ïîáóäóâàòè íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü òðèàíãóëÿöié {Σj}j≥0 ñèìïëåêñà |α|, òàêó, ùî
• Σ0 = 2α,
• Σj+1 ¹ äåÿêèì áàðèöåíòðè÷íèì ïiäðîçáèòòÿì Σj äëÿ âñiõ j ≥ 0,
• äëÿ êîæíîãî j ≥ 0 iñíó¹ ñèìïëåêñ βj ∈ Σj , òàêèé, ùî lim

j→∞
diam(|βj |) > 0.

4.G. Áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ ïîëiåäðà. Íåõàé Σ = {|αi|}i∈Λ � äåÿêà ïîâíà
òðèàíãóëÿöiÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç fl(Σ) = ∪

i∈Λ
fl(αi) � ñóêóïíiñòü óñiõ ïðàïîðiâ ãðàíåé âñiõ

ñèìïëåêñiâ ç Σ.
Ó âíóòðiøíîñòi êîæíî¨ ãðàíi |β| êîæíîãî ñèìïëåêñà |αi| âèáåðåìî òî÷êó xβ. Öåé âèáið

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäîáðàæåííÿ ξ : Σ → |Σ|, òàêå, ùî ξ(|β|) := xβ ∈ Int (|β|). Òàêi
âiäîáðàæåííÿ òàêîæ íàçèâàòèìåìî âiäîáðàæåííÿì âèáîðó âíóòðiøíüî¨ òî÷êè. Òîäi êîæíîìó
ïðàïîðó ãðàíåé σ : (|β0| ⊃ |β1| ⊃ · · · ⊃ |βl|) ∈ fl(Σ) ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü
ìíîæèíó ξ(σ) = {xβ0 , xβ1 . . . , xβl

} ⊂ |Σ| ⊂ Rm.

Çàäà÷à 4.14. Äîâåñòè, ùî {|ξ(σ)|}σ∈fl(α) ¹ òðèàíãóëÿöi¹þ ïîëiåäðà |Σ|, ÿêó ìè íàçèâàòèìåìî áàðèöåíòðè-
÷íèì ïiäðîçáèòòÿì |Σ| i ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç b(Σ, ξ). Iíøèìè ñëîâàìè ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè, ùî

4.14.1. äëÿ äîâiëüíèõ ïðàïîðiâ σ, σ′ ∈ fl(Σ), ñèìïëåêñè |ξ(σ)| òà |ξ(σ′)| ¹ óçãîäæåíèìè;
4.14.2. |Σ| = ∪

σ∈fl(Σ)
|ξ(σ)|.

Çàäà÷à 4.15. Íåõàé b(Σ, ξ) i b(Σ, ξ′) � äâà áàðèöåíòðè÷íèõ ïiäðîçáèòòÿ òðèàíãóëÿöi¨ Σ â Rm, ùî âiäïîâiäàþòü
ðiçíèì ôóíêöiÿì âèáîðó âíóòðiøíüî¨ òî÷êè ξ, ξ′ : Σ → |Σ|. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷àòèìåìî ξ(β) = xβ i
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ξ(β) = x′β . Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ H : |Σ|× [0; 1]→ Rm çà òàêèì ïðàâèëîì. Íåõàé |β| � ñèìïëåêñ â b(Σ, ξ)

ïîðîäæåíèé âåðøèíàìè (xβ0 , . . . , xβk), òîäi äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y = (t0, . . . , tk) =
k∑
i=0

tixβi ,

H(y, t) = t

k∑
i=0

tix
′
βi + (1− t)

k∑
i=0

tixβi =

k∑
i=0

ti
(
txβi + (1− t)x′βi

)
.

Äîâåñòè, ùî

4.15.1. H � öå içîòîïiÿ |Σ|, òîáòî, H � íåïåðåðâíå, Ht(|Σ|) = |Σ|, à âiäîáðàæåííÿ Ht : |Σ| → |Σ| ¹
ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ t ∈ [0; 1];

4.15.2. äëÿ êîæíîãî t ∈ [0; 1] ñiì'ÿ ñèìïëåêñiâ ξt := {Ht(|β|)}β∈fl(Σ) ¹ áàðèöåíòðè÷íèì ïiäðîçáèòòÿì
ïîëiåäðà |Σ|;

4.15.3. ξ0 = ξ i ξ1 = ξ′.

Iíøèìè ñëîâàìè, H � öå içîòîïiÿ ìiæ áàðèöåíòðè÷íèìè ïiäðîçáèòòÿìè ξ i ξ′. Çîêðåìà, äîâiëüíi äâà áàðè-

öåíòðè÷íèõ ïiäðîçáèòòÿ îäíi¹¨ òðèàíãóëÿöi¨ içîòîïíi.

4.H. Çiðêè ñèìïëåêñiâ. Íåõàé Σ � òðèàíãóëÿöiÿ â Rm i |α| ∈ Σ äåÿêèé ¨¨ ñèìïëåêñ.
Çàìêíåíîþ çiðêîþ stΣ(α) ñèìïëåêñà |α| íàçèâàþòü îá'¹äíàííÿ âñiõ ñèìïëåêñiâ ç Σ, ÿêi
ìiñòÿòü |α|:

stΣ(α) := ∪
|α|⊂|β|

|β|.

Âiäêðèòîþ çiðêîþ stΣ(α) ñèìïëåêñà |α| íàçèâàþòü îá'¹äíàííÿ âíóòðiøíîñòåé âñiõ ñèìïëå-
êñiâ ç Σ, ÿêi ìiñòÿòü |α|:

stΣ(α) := ∪
|α|⊂|β|

Int (|β|) .

ßêùî òðèàíãóëÿöiÿ çàôiêñîâàíà, òî çiðêè ìîæóòü òàêîæ ïîçíà÷àòèñü ÷åðåç st(α) i st(α)
âiäïîâiäíî.

Çàäà÷à 4.16. Íåõàé a � âåðøèíà òðèàíãóëÿöi¨ Σ. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.

4.16.1. Âiäêðèòà çiðêà st(a) âåðøèíè a ¹ âiäêðèòèì îêîëîì a â |Σ|.
4.16.2. Íåõàé Da � îá'¹äíàííÿ âñiõ ñèìïëåêñiâ ç Σ, ÿêi íå ìiñòÿòü a. Äîâåñòè, ùî st(a) = |Σ| \Da.

4.16.3. Çàìêíåíà çiðêà st(a) âåðøèíè a ¹ çàìèêàííÿì ¨¨ âiäêðèòî¨ çiðêè st(a).

Çàäà÷à 4.17. Íåõàé a0, . . . , ak � äåÿêi âåðøèíè â Σ. Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) Σ ìiñòèòü ñèìïëåêñ α = (a0, . . . , ak);

(2)
k
∩
i=0

st(ai) 6= ∅;

(3)
k
∩
i=0

st(ai) 6= ∅;

Äîâåñòè, ùî çà âèêîíàííÿ (áóäü-ÿêî¨ ç) öèõ óìîâ ìàþòü ìiñöå òàêi âêëþ÷åííÿ:

Int (|α|) ⊂ st(α) =
k
∩
i=0

st(ai), |α| ⊂ st(α) =
k
∩
i=0

st(ai).

Çàäà÷à 4.18. Íåõàé |α| � ñèìïëåêñ òðèàíãóëÿöi¨ Σ. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.

4.18.1. Âiäêðèòà çiðêà st(α) ñèìïëåêñà ¹ âiäêðèòèì îêîëîì éîãî âíóòðiøíîñòi Int (|α|) â |Σ|.
4.18.2. Íåõàé Dα � îá'¹äíàííÿ âñiõ ñèìïëåêñiâ ç Σ, ÿêi íå ìiñòÿòü α. Äîâåñòè, ùî st(a) = |Σ| \Dα.

4.18.3. Çàìêíåíà çiðêà st(α) ¹ çàìèêàííÿì âiäêðèòî¨ çiðêè st(α).
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4.I. Ç'¹äíàííÿ òðèàíãóëÿöié. Íåõàé α = {a0, . . . , ak} � ËÍÇ ñèñòåìà òî÷îê â Rm,
β ⊂ α � ïiäìíîæèíà i γ = α \ β � ¨¨ äîïîâíåííÿ. Òîäi ãðàíi |β| i |γ| ñèìïëåêñà |α|
íàçèâàþòüñÿ ïðîòèëåæíèìè.

Çàäà÷à 4.19. Íåõàé |β| i |γ| � íåïîðîæíi ïðîòèëåæíi ãðàíi ñèìïëåêñà |α|. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.

4.19.1. Íåõàé x 6= x′ ∈ |β| � äâi ðiçíi òî÷êè i y, y′ ∈ |γ| äâi äîâiëüíi (ìîæëèâî òîòîæíi ìiæ ñîáîþ) òî÷êè.
Ïîêàçàòè, ùî âíóòðiøíîñòi âiäðiçêiâ |x, y| i |x′, y′| íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

4.19.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè u ∈ |α| \ (|β| ∪ |γ|) iñíóþòü ¹äèíi òî÷êè x ∈ |β| i y ∈ |γ| òàêi, ùî u íàëåæèòü
âíóòðiøíîñòi âiäðiçêà |x, y|.

Íåõàé Σ i Λ � äâi ñêií÷åííi òðèàíãóëÿöi¨ â Rm. Ñiì'ÿ îïóêëèõ ìíîæèí

Σ∗Λ := {|α ∪ β| : |α| ∈ Σ, |β| ∈ Λ}

íàçèâà¹òüñÿ ç'¹äíàííÿì òðèàíãóëÿöié Σ i Λ. ßêùî Σ∗Λ ¹ òðèàíãóëÿöi¹þ, òîáòî

• äëÿ êîæíî¨ ïàðè ñèìïëåêñiâ |α| ∈ Σ i |β| ∈ Λ ìíîæèíà α ∪ β ¹ ËÍÇ;
• äëÿ êîæíèõ ñèìïëåêñiâ |α|, |α′| ∈ Σ i |β|, |β′| ∈ Λ ñèìïëåêñè |α ∪ β| i |α′ ∪ β′| �
óçãîäæåíi;

òî Σ∗Λ íàçèâàòèìåòüñÿ ðåãóëÿðíèì ç'¹äíàííÿì Σ i Λ (àíãëiéñüêèé òåðìií ¾join¿).
ßêùî Σ = {x} � îäíà òî÷êà, òî ðåãóëÿðíå ç'¹äíàííÿ x∗Λ íàçèâà¹òüñÿ êîíóñîì íàä

òðèàíãóëÿöi¹þ Λ. Ïðè öüîìó òî÷êó x íàçèâàþòü âåðøèíîþ êîíóñà, à Λ (òà ¨¨ íîñié |Λ|) �
îñíîâîþ êîíóñà.

Çàäà÷à 4.20. Íàâåñòè ïðèêëàä òðèàíãóëÿöié äëÿ ÿêèõ ç'¹äíàííÿ íå ¹ ðåãóëÿðíèì.

Çàäà÷à 4.21. Íåõàé |α| � ñèìïëåêñ i |β| i |γ| � éîãî ïðîòèëåæíi ãðàíi. Äîâåñòè, ùî ñòàíäàðòíà òðèàíãóëÿöiÿ
2α ñèìïëåêñà α ¹ ðåãóëÿðíèì ç'¹äíàííÿì 2β∗2γ .

Çàäà÷à 4.22. Íåõàé Σ i Λ � äâi ñêií÷åííi òðèàíãóëÿöi¨ â Rm+1+n, ïðè÷îìó Σ ⊂ Rm×0n+1, à Λ ⊂ 0m+1×Rn.
Ïîêàçàòè, ùî Σ∗Λ ¹ òðèàíãóëÿöi¹þ â Rm+1+n.

Çàäà÷à 4.23. Íåõàé Σ i Λ � äâi ñêií÷åííi òðèàíãóëÿöi¨ â Rm, òàêi, ùî ¨õ ç'¹äíàííÿ ¹ ðåãóëÿðíèì. Äîâåñòè
òàêi òâåðäæåíííÿ.

4.23.1. Äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x ∈ |Σ| i y ∈ |Λ| âiäðiçîê |x, y| ⊂ |Σ∗Λ|;
4.23.2. Íåõàé x, x′ ∈ |Σ| i y, y′ ∈ |Λ| òàêi òî÷êè, ùî àáî x 6= x′, àáî y 6= y′. Òîäi âíóòðiøíîñòi âiäðiçêiâ

|x, y| i |x′, y′| íå ïåðåòèíàþòüñÿ.
4.23.3. Σ∗Λ = ∪

x∈|Λ|
x∗Λ = ∪

y∈|Σ|
Σ∗y.

4.23.4. Äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x, y ∈ |Σ| íîñi¨ êîíóñiâ

|x∗Λ| ∩ |y∗Λ| = |Λ|,

òîáòî íîñi¨ êîíóñiâ íàä Λ ç âåðøèíàìè â öèõ òî÷êàõ ïåðåòèíàþòüñÿ òiëüêè ïî îñíîâàõ öèõ êîíóñiâ.

Çàäà÷à 4.24. Íåõàé Σ � òðèàíãóëÿöiÿ, |α| ∈ Σ � ñèìïëåêñ, Stα = {|β| ∈ Σ | |α| ⊂ |β|} � ñiì'ÿ ñèìïëåêñiâ ç
Σ ÿêi ìiñòÿòü |α|. Çîêðåìà, Stα ¹ òðèàíãóëÿöi¹þ stΣ(α), òîáòî |Stα| = stΣ(α). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Bα := {|β \ α| : |α| ⊂ |β|}

� ñiì'þ ïðîòèëåæíèõ äî |α| ãðàíåé ñèìïëåñêiâ, ÿêi ìiñòÿòü α. Äîâåñòè, ùî Stα ¹ ðåãóëÿðíèì ç'¹äíàííÿì
Bα∗α.
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4.J. Ñèìïëiöiàëüíi òà çiðêîâi âiäîáðàæåííÿ. Â öüîìó ïàðàãðàôi ââàæàòèìåìî,
ùî Σ � òðèàíãóëÿöiÿ â Rm, à Λ � òðèàíãóëÿöiÿ â Rn.
Âiäîáðàæåííÿ f : Σ(0) → Λ(0) ìiæ ìíîæèíàìè ¨õ âåðøèí ïîëiåäðiâ |Σ| i |Λ| íàçèâà¹-

òüñÿ ñèïëiöiàëüíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ñèìïëåêñà |a0, . . . , ak| ∈ Σ íîñié |f(a0), . . . , f(ak)|
ìíîæèíè îáðàçiâ öèõ òî÷îê: ¹ ñèìïëåêñîì â Λ.

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f̂ : |Σ| → |Λ| íàçèâà¹òüñÿ çiðêîâèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè
a ∈ |Σ| iñíó¹ (íå îáîâ'ÿçêîâî ¹äèíà) âåðøèíà b ∈ |Λ| òàêà, ùî

f̂(stΣ(a)) ⊂ stΛ(b).

Íåõàé f̂ : |Σ| → |Λ| � çiðêîâå âiäîáðàæåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a ∈ |Σ| çàôiêñó¹ìî
âåðøèíó b ∈ |Λ| òàêó, ùî f̂(stΣ(a)) ⊂ stΛ(b), i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ (ìiæ âåðøèíàìè
òðèàíãóëÿöié) g : K → L, g(a) = b. Âîíî íàçèâàòèìåòüñÿ ñèìïëiöiàëüíèì íàáëèæåííÿì f̂ .

Çàäà÷à 4.25. Äîâåñòè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

4.25.1. Êîìïîçèöiÿ ñèìïëiöiàëüíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ñèìïëiöiàëüíèì. Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè âåð-
øèí òðèàíãóëÿöi¨ � ¹ òàêîæ ñèìïëiöiàëüíèì. Îòæå, òðèàíãóëÿöi¨ òà ñèìïëiöiàëüíi âiäîáðàæåííÿ ¨õ âåð-

øèí óòâîðþþòü êàòåãîðiþ, SMP .

4.25.2. Êîìïîçèöiÿ çiðêîâèõ âiäîáðàæåíü ¹ çiðêîâèì. Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè âåðøèí òðèàíãó-
ëÿöi¨ � ¹ òàêîæ çiðêîâèì. Îòæå, òðèàíãóëÿöi¨ òà ¨õ çiðêîâi âiäîáðàæåííÿ óòâîðþþòü êàòåãîðiþ STAR.

4.25.3. Íåõàé f̂ : |Σ| → |Λ| i f̂ ′ : |Λ| → |Θ| � çiðêîâi âiäîáðàæåííÿ i g : Σ → Λ i g′ : Λ → Θ � ¨õ
äîâiëüíi ñèìïëiöiàëüíi àïðîêñèìàöi¨. Ïîêàçàòè, ùî êîìïîçèöiÿ ñèìïëiöiàëüíèõ àïðîêñèìàöié g′ ◦ g : Σ → Θ

¹ ñèìïëiöiàëüíîþ àïðîêñèìàöi¹þ f̂ ′ ◦ f̂ .

Çàäà÷à 4.26. Íåõàé g : Σ(0) → Λ(0) � ñèìïëiöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ĝ : |Σ| → |Λ|

çà òàêîþ ôîðìóëîþ: ÿêùî x ∈ |Σ| íàëåæèòü ñèìïëåêñó |a0, . . . , ak| ∈ Σ, i x =
k∑
t=0

tiai, äëÿ ¹äèíèõ ti ≥ 0,

k∑
i=0

ti = 1, òî ĝ(x) =
k∑
t=0

tig(ai). Íàçèâàòèìåìî ĝ ëiíiéíèì ïðîäîâæåííÿì ñèìïëiöiàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ g.

Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.

4.26.1. ĝ êîðåêòíî âèçíà÷åíå (òîáòî éîãî îáðàç ìiñòèòüñÿ â |Λ|) i ¹ íåïåðåðâíèì.
4.26.2. ĝ ¹ çiðêîâèì âiäîáðàæåííÿì.

4.26.3. Âiäïîâiäíiñòü L : g 7→ ĝ ¹ ôóíêòîðîì ç êàòåãîði¨ SMP ñèìïëiöiàëüíèõ âiäîáðàæåíü â êàòåãîðiþ
STAR çiðêîâèõ âiäîáðàæåíü.

Çàäà÷à 4.27. Íåõàé f̂ : |Σ| → |Λ| � çiðêîâå âiäîáðàæåííÿ i g : Σ(0) → Λ(0) äåÿêå éîãî ñèìïëiöiàëüíå
íàáëèæåííÿ. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.

4.27.1. g ¹ ñèìïëiöiàëüíèì âiäîáðàæåííÿì g : Σ(0) → Λ(0).

4.27.2. Íåõàé ĝ : |Σ| → |Λ| � âiäïîâiäíå ëiíiéíå ïðîäîâæåííÿ g. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ñèìïëåêñà
|α| = |a0, . . . , ak| ∈ Σ ìàþòü ìiñöå âêëþ÷åííÿ:

f̂(α) ⊂ f̂(stΣ(α)) = f̂

(
k
∩
i=0

stΣ(α)

)
⊂

k
∩
i=0

stΣ(ĝ(ai)) = stΣ(ĝ(α)) = Bĝ(α)∗ĝ(α) = ∪
y∈|Bĝ(α)|

y∗ĝ(α),

äå Bĝ(α) � ñiì'ÿ ïðîòèëåæíèõ äî ĝ(|α|) ãðàíåé ñèìïëåñêiâ, ÿêi ìiñòÿòü |α|. (Äèâ. çàäà÷i 4.17, 4.24, 4.23.3.)
4.27.3. Íåõàé |α| ∈ Σ � ñèìïëåêñ i x ∈ |α| � òî÷êà. Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ òàêà òî÷êà y ∈ |Bĝ(α)|, ùî

f̂(x) ∈ y∗ĝ(α), à ĝ(x) íàëåæèòü îñíîâi ĝ(|α|). Çîêðåìà, âiäðiçîê |f̂(x), ĝ(x)| ëåæèòü â Λ.

4.27.4. Íåõàé
Ĥ : |Σ| × [0; 1]→ Rn, Ĥ(x, t) = tf̂(x) + (1− t)ĝ(x),

� îïóêëà ãîìîòîïiÿ ìiæ f̂ i ĝ. Ïîêàçàòè, ùî îáðàç Ĥ ìiñòèòüñÿ â |Λ|, òîáòî Ĥ � öå ãîìîòîïiÿ ìiæ f̂ i ëiíiéíèì
ïðîäîâæåííÿì ĝ éîãî ñèìïëiöiàëüíîãî íàáëèæåííÿ g.
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4.27.5. Íåõàé g0, g1 : K → L � äîâiëüíi ñèìïëiöiàëüíi íàáëèæåííÿ f̂ , à ĝ0, ĝ1 : |Σ| → |Λ| � ¨õ ëiíiéíi
ïðîäîâæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îïóêëó ãîìîòîïiþ

Ĥ : |Σ| × [0; 1]→ Rn, Ĥ(x, t) = tĝ0(x) + (1− t)ĝ1(x),

ìiæ ĝ0 i ĝ1. Äîâåñòè, ùî îáðàç Ĥ ìiñòèòüñÿ â |Λ|, òîáòî ĝ0 i ĝ1 îïóêëî ãîìîòîïíi.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî f̂ � çiðêîâå âiäîáðàæåííÿ, à ĝ0 i ĝ1 � ëiíiéíi ïðîäîâæåííÿ áóäü-ÿêèõ éîãî

ñèìïëiöiàëüíèõ íàáëèæåíü f̂ , òî âñi òðè âiäîáðàæåííÿ f̂ , ĝ0 i ĝ1 ïîïàðíî îïóêëî ãîìîòîïíi.

Çàäà÷à 4.28. Íåõàé Σ � òðèàíãóëÿöiÿ â Rm, bΣ � ¨¨ áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ, ùî âiäïîâiäà¹ äåÿêîìó
âiäîáðàæåííþ ξ : Σ→ |Σ| âèáîðó âíóòðiøíüî¨ òî÷êè. Äëÿ ñèìïëåêñà |β| ∈ Σ ïîçíà÷èìî xβ := ξ(β).

4.28.1. Ïîêàçàòè, ùî çàìêíåíà çiðêà stbΣ(xβ) â bΣ ñêëàäà¹òüñÿ ç ñèìïëåêñiâ âèäó

{xα0
, . . . , xβ , . . . , xαk},

ÿêi ìiñòÿòü xβ , äå α0 ⊃ · · · ⊃ β ⊃ · · · ⊃ αk � äîâiëüíèé ïðàïîð ãðàíåé Σ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç β.

4.28.2. Äîâåñòè, ùî stbΣ(xβ) ⊂ stΣ(a) òîäi òiëüêè òîäi, êîëè a ∈ β.
4.28.3. Ïîêàçàòè, ùî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ id : |bΣ| → |Σ| ¹ çiðêîâèì.

Íåõàé ξ(Σ) = {xβ | β ∈ Σ} � ìíîæèíà âåðøèí áàðèöåíòðè÷íîãî ïiäðîçáèòòÿ b(Σ, ξ)
òðèàíãóëÿöi¨ Σ. Âiäîáðàæåííÿ φ : ξ(Σ) → Σ(0) ìiæ ìíîæèíàìè âåðøèí b(Σ, ξ) i Σ íà-
çèâàòèìåìî âiäîáðàæåííÿì âèáîðó âåðøèíè, ÿêùî φ(xβ) ¹ âåðøèíîþ β äëÿ âñiõ ñèìïëåêñiâ
β ∈ Σ.

Çàäà÷à 4.29. Íåõàé φ : ξ(Σ)→ Σ(0) äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ âèáîðó âåðøèíè. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.

4.29.1. φ � ñèìïëiöiàëüíå.

4.29.2. Äîâåñòè, ùî ñèìïëiöiàëüíi íàáëèæåííÿ òîòîæíîãî âiäîáðàæåííÿ id : |b(Σ, ξ)| → |Σ| öå òåæ ñàìå,
ùî âiäîáðàæåííÿ âèáîðó âåðøèíè.

4.29.3. Ëiíiéíå ïðîäîâæåííÿ φ̂ : |b(Σ, ξ)| → |Σ| ¹ çiðêîâèì. Ëiíiéíi ïðîäîâæåííÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ âiäîáðà-
æåíü âèáîðó îïóêëî ãîìîòîïíi, äèâ. çàäà÷ó 4.27.

Çàäà÷à 4.30. Íåõàé f̂ : |Σ| → |Λ| � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Ïîêàçàòè, iñíó¹ òàêå u-êðàòíå (äëÿ äåÿêîãî
u ≥ 1) áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ Σu òðèàíãóëÿöi¨ Σ, ùî âiäîáðàæåííÿ f̂ : |Σu| = |Σ| → |Λ| ¹ çiðêîâèì.
Çîêðåìà, f̂ ãîìîòîïíå íåïåðåðâíîìó ïðîäîâæåííþ ĝ éîãî ñèìïëiöiàëüíîãî íàáëèæåííÿ g : (|Σu|)(0) → Λ(0).
Ïiäêàçêà. Ðîçãëÿíüòå êðàòíi êàíîíi÷íi áàðèöåíòðè÷íi ïiäðîçáèòòÿ Σ i âèêîðèñòàéòå îöiíêè ç çàäà÷i 4.13.

5. Ãðóïè ñèìëiöiàëüíèõ ãîìîëîãié

5.A. Ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ. Íàøà íàñòóïíà ìåòà � âèäiëèòè ¾êîìáiíàòîðíó¿
iíôîðìàöiþ, ÿêà çàäà¹ ïîëiåäð i äîñëiäèòè ¨¨ àëãåáðà¨÷íi âëàñòèâîñòi. Çîêðåìà, âèçíà÷èòè
ãðóïè ãîìîëîãié âiäïîâiäíèõ êîìáiíàòîðíèõ ñòðóêòóð.

Ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ � öå ïàðà (K,Σ), äå K � äîâiëüíà ìíîæèíà, à Σ � ñiì'ÿ ñêií-
÷åííèõ ïiäìíîæèí â K, ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

• K = ∪
α∈Σ

α,

• Σ çàìêíåíà âiäíîñíî âçÿòòÿ ïiäìíîæèí, òîáòî ÿêùî α ∈ Σ i β ⊂ α, òî β ∈ Σ.

Ñiì'þ Σ íàçèâàþòü ñèìïëiöiàëüíîþ ñòðóêòóðîþ íà K. Åëåìåíòè Σ íàçèâàþòü ñèìïëåêñà-

ìè. ×èñëî åëåìåíòiâ â α ∈ Σ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç #(α). Ðîçìiðíiñòþ ñèìïëåêñà α ∈ Σ
íàçèâàþòü ÷èñëî dim(α) = #(α)− 1, à ðîçìiðíiñòþ K � ÷èñëî

dim(K) := sup
α∈Σ

dim(α).

Ñèìïëåêñè ðîçìiðíîñòi m òàêîæ íàçèâàþòü m-ñèìïëåêñàìè. Òàêèì ÷èíîì, m-ñèìïëåêñ
ñêëàäà¹òüñÿ ç m+ 1 åëåìåíòà.
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Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà Σ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà çà âêëþ÷åííÿì ⊂.
Íàñòóïíà çàäà÷à âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ òðèàíãóëÿöiÿìè i ñèìïëiöiàëüíèìè êîìïëå-

êñàìè. Çîêðåìà, âñi êîíñòðóêöi¨ íàä òðèàíãóëÿöiÿìè áóäóòü íèæ÷å ïåðåíåñåíi íà ñèìïëi-
öiàëüíi êîìïëåêñè.

Çàäà÷à 5.1. Íåõàé Σ = {|αi|}i∈J � ïîâíà òðèàíãóëÿöiÿ â Rm, 〈Σ〉 = {αi}i∈J � ¨¨ ñèñòåìà òâiðíèõ, i Σ(0) �
ìíîæèíà ¨¨ âåðøèí. Ïîêàçàòè, ùî ïàðà (Σ(0), 〈Σ〉) ¹ ñèìïëiöiàëüíèì êîìïëåêñîì.

Çàäà÷à 5.2. Íåõàé K � äîâiëüíà ìíîæèíà i Σ � äîâiëüíà ñiì'ÿ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí K òàêà, ùî K = ∪
α∈Σ

α.

Íåõàé òàêîæ Σ̄ = {β | β ∈ 2α, α ∈ Σ} � ñóêóïíiñòü âñiõ ïiäìíîæèí âñiõ åëåìåíòiâ ç Σ. Ïîêàçàòè, ùî (K, Σ̄) �
ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ, (ïîðiâíÿéòå ç çàäà÷åþ 4.8.3).

Çàäà÷à 5.2 äîçâîëÿ¹ çàäàâàòè ñèìïëiöiàëüíi êîìïëåêñè ìåíøèì ÷èñëîì ñèìïëåêñiâ.
Áiëüø çàãàëüíî, íåõàé K � ìíîæèíà i Σ � äîâiëüíà ñiì'ÿ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí K

òàêà, ùîK = ∪
α∈Σ

α. Òîäi ïàðó (K,Σ) áóäåìî òàêîæ íàçèâàòè ñèìïëiöiàëüíèì êîìïëåêñîì,

îòîòîæíþþ÷è ¨¨ ç (K, Σ̄), äå Σ̄ = {β | β ∈ 2α, α ∈ Σ}. Ïðè öüîìó çðó÷íî òàêîæ ãîâîðèòè,
ùî ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ (K,Σ) (àáî ïðîñòî K) ¹ îá'¹äíàííÿì ñèìïëåêñiâ ç Σ.
Äëÿ êîæíîãî i = 0, 1, 2, . . . ïîçíà÷èìî ÷åðåç Σ(i) = {α ∈ Σ | dimα = i} ïiäñiì'þ â Σ, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç ñèìïëåêñiâ ðîçìiðíîñòi i.

Çàäà÷à 5.3. Ïîêàçàòè, ùî dim(∅) = −1, i ÿêùî α = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Σ, òî dim(α) = n.

Çàäà÷à 5.4. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî dim Σ <∞, òî êîæåí ñèìïëåêñ ëåæèòü â äåÿêîìó ìàêñèìàëüíîìó åëåìåíòi
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Σ,⊂). Çîêðåìà, (K,Σ) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ëèøå ìàêñèìàëüíèìè
åëåìåíòàìè (Σ,⊂).

Íåõàé L ⊂ K � ïiäìíîæèíà, i Λ � ñèìïëiöiàëüíà ñòðóêòóðà íà L. Òîäi (L,Λ) íàçèâà¹òüñÿ
(ñèìïëiöiàëüíèì) ïiäêîìïëåêñîì â K, ÿêùî Λ ⊂ Σ, òîáòî Λ � öå ïiäñiì'ÿ â Σ òàêîæ çàìêíåíà
âiäíîñíî âçÿòòÿ ïiäìíîæèí.

Çàäà÷à 5.5. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî m ≥ 0 ïàðà K(m) := (K,
m
∪
i=0

Σ(i)) ¹ ïiäêîìïëåêñîì â K. Âií íàçèâà-

¹òüñÿ m-òèì ñêåëåòîì (K,Σ).

Çàäà÷à 5.6. Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ ïðèðîäíà ái¹êöiÿ ìiæ K i Σ(0).

Íåõàé (K,Σ), (L,Λ) � ñèìïëiöiàëüíi ïiäêîìïëåêñè. Âiäîáðàæåííÿ f : K → L íàçèâà¹-
òüñÿ ñèìïëiöiàëüíèì, ÿêùî f(α) ∈ Λ äëÿ êîæíîãî α ∈ K.
Çãiäíî çàäà÷i 5.6 ñèìïëiöiàëüíi âiäîáðàæåííÿ ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿäàòè ÿê âiäîáðàæå-

ííÿ f : K(0) → L(0) ìiæ ìíîæèíàìè âåðøèí.

Çàäà÷à 5.7. Íåõàé K ⊂ L � ïiäìíîæèíà, i Σ � äåÿêà ñèìïëiöiàëüíà ñòðóêòóðà íà K. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi
óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) (K,Σ) ïiäìêîìïëåêñ â (L,Λ);
(2) âiäîáðàæåííÿ âêëàäåííÿ j : K ⊂ L ¹ ñèìïëiöiàëüíèì.

5.B. Ëàíöþãîâèé êîìïëåêñ ñèìïëiöiàëüíîãî êîìïëåêñà. Íåõàé (K,Σ) � ñèì-
ïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ i G � êîìóòàòèâíà ãðóïà. Äëÿ êîæíîãî m ∈ Z ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Cm(K,G) := G[Σ(m)]

âiëüíèé ìîäóëü ïîðîäæåíèé ñèìïëåêñàìè ðîçìiðíîñòi m. Âií íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ m-âèìið-

íèõ ëàíöþãiâ (àáî m-ëàíöþãiâ) ñèìïëiöiàëüíîãî êîìïëåêñà K ç êîåôiöi¹íòàìè â G.
Òàêèì ÷èíîì, Cm(K,G) ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií÷åííèõ ôîðìàëüíèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié

ñèìïëåêñiâ ðîçìiðíîñòi m ç êîåôiöi¹íòàìè â ãðóïi G. Çàóâàæèìî, ùî Cm(K,G) = 0 äëÿ
m < 0 im > dim(K), àëå áóäå çðó÷íî ââàæàòè, ùî öi íóëüîâi ìîäóëi òàêîæ ¹ âèçíà÷åíèìè.
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Íåõàé α = (x0, x1, . . . , xm) ∈ Σ � ñèìïëåêñ ðîçìiðíîñòi m. Ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü
β = (xi1 , xi2 , . . . , xik) òî÷îê ç α òàêà, ùî m ≤ k i âñi òî÷êè ç α ïðèñóòíi â β íàçèâàòèìåòüñÿ
(äîïóñòèìèì) çàïèñîì α. Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî m < k, òî â β äåÿêi ñèìâîëè ïîâòîðþþòüñÿ.
Â ïîäàëüøîìó, áóäå íåîáõiäíî çàäàâàòè ñèìïëåêñè ¨õ äîïóñòèìèìè çàïèñàìè.
×àñòêîâèé ïîðÿäîê < íà K íàçâåìî óçãîäæåíèì (ç ñèìïëiöiàëüíîþ ñòðóêòóðîþ Σ),

ÿêùî äëÿ êîæíîãî ñèìïëåêñà α ∈ Σ éîãî âåðøèíè ïîïàðíî ïîðiâíþâàíi âiäíîñíî <.
Çîêðåìà, âåðøèíè α ìîæíà ëiíiéíî âïîðÿäêóâàòè i òîäi α ìàòèìå ¹äèíèé äîïóñòèìèé
çàïèñ (x0, x1, . . . , xm), ó ÿêîìó òî÷êè ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi, òîáòî

x0 < x1 < · · · < xm.

Òàêèé çàïèñ α íàçèâàòèìåìî êàíîíi÷íèì.

Çàäà÷à 5.8. Íåõàé f : (K,Σ) → (L,Λ) � ñèìïëiöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ ñèìïëiöiàëüíèìè êîìïëåêñàìè.
Ïðèïóñòèìî, ùî íà L çàôiêñîâàíî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê < óçãîäæåíèé ç ñèìïëiöiàëüíîþ ñòðóêòóðîþ Λ. Òîäi
iñíó¹ ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà K óçãîäæåíèé ç ñèìïëiöiàëüíîþ ñòðóêòóðîþ Σ, òàêèé, ùî f ¹ ìîíîòîííèì, òîáòî
ÿêùî x ≤ y, òî f(x) ≤ f(y).

Ïiäêàçêà. Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè y ∈ L ¨¨ ïðîîáðàç f−1(y) ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì äåÿêèõ ñèìïëå-
êñiâ. Íà êîæíîìó ç öèõ ñèìïëåêñiâ çàôiêñóéòå äîâiëüíèé ëiíiéíèé ïîðÿäîê, ùî äà¹ äåÿêèé ÷àñòêîâèé
ïîðÿäîê íà ìíîæèíi ïàð âåðøèí (x, y) ∈ K2, òàêèõ, ùî f(x) = f(y). ßêùî æ (x, y) ∈ K2 òàêà ïàðà, ùî
f(x) < f(y), òîáòî f(x) 6= f(y) i öi òî÷êè ïîðiâíþâàíi, òî ïîêëàäåìî x < y. Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî
< ¹ óçãîäæåíèì ç ñèìïëiöiàëüíîþ ñòðóêòóðîþ Σ.

Çàôiêñó¹ìî íà K óçãîäæåíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê < i íåõàé α ∈ Σ � m-ñèìïëåêñ i
α = (x0, x1, . . . , xm) � êàíîíi÷íèé çàïèñ α. Çà îçíà÷åííÿì, α ¹ (áàçèñíèì) åëåìåíòîì
Cm(K,G), i òîìó éîãî êàíîíi÷íèé çàïèñ ìîæíà ââàæàòè iíøèì ïîçíà÷åííÿì äëÿ α, ÿê
åëåìåíòà Cm(K,G).
ßêùî β = (xi0 , xi1 , . . . , xik) � iíøèé äîïóñòèìèé çàïèñ α, òî ââàæàòèìåìî, ùî öå òà-

êîæ åëåìåíò Cm(K,G), ÿêèé äîðiâíþ¹ β := sgn(β)α, äå sgn(β) ∈ {−1, 0, 1} âèçíà÷åíå
íàñòóïíèì ÷èíîì.

• ßêùî m < k, òî ââàæàòèìåìî, ùî sgn(β) := 0.
• ßêùî æ m = k, òî β ¹ ïåðåñòàíîâêîþ åëåìåíòiâ ç α i òîäi sgn(β) := ±1 � öå çíàê öi¹¨
ïåðåñòàíîâêè (òîáòî ïàðíiñòü ÷èñëà òðàíñïîçèöié ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ, ÿêi ïîðîäæóþòü
äàíó ïåðåñòàíîâêó).

Çàäà÷à 5.9. Íåõàé (K,Σ) � ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ. Ïåðåâiðèòè íàñòóïíi âëàñòèâîñòi.

5.9.1. Íåõàé (a, b, c) � 2-ñèìïëåêñ â K, à îòæå åëåìåíò â C2(K,G). Òîäi â C2(K,G) ìàþòü ìiñöå òàêi
òîòîæíîñòi: (a, b, c) = −(b, a, c) = (b, c, a) = (c, a, b) i (a, b, b, c) = 0.

5.9.2. Íåõàé (a, b) � 1-ñèìïëåêñ â K, à îòæå åëåìåíò â C1(K,G). Òîäi â C1(K,G) ìàþòü ìiñöå òàêi
òîòîæíîñòi: (a, b) = −(b, a), (a, a, b) = 0, (a, b, a, b, b) = 0.

5.9.3. Íåõàé (a, b, c) � 2-ñèìïëåêñ â K, à îòæå åëåìåíò â C2(K,G). Òîäi â C2(K,G) ìàþòü ìiñöå òàêi
òîòîæíîñòi: (a, b, c) = −(b, a, c) = (b, c, a) = (c, a, b) i (a, b, b, c) = 0.

5.9.4. Íåõàé β = (x0, x1, . . . , xk) � äîïóñòèìèé çàïèñ äåÿêîãî ñèìïëåêñà i

γ = (xi0 , xi1 , . . . , xil)

� äåÿêà ïiäïîñëiäîâíiñòü ç β (òîáòî äåÿêi ñèìâîëè ç β çàïèñàíi â òîìó æ ïîðÿäêó, ùî i â β). Äîâåñòè, ùî γ
¹ äîïóñòèìèì çàïèñîì äåÿêîãî ñèìïëåêñà â K.

Íåõàé β = (x0, x1, . . . , xk) � äîïóñòèìèé çàïèñ äåÿêîãî ñèìïëåêñà i i ∈ {0, . . . , k}. Òîäi
÷åðåç

(x0, . . . , x̂i, . . . xk)
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áóäå çðó÷íî ïîçíà÷àòè ïîñëiäîâíiñòü β â ÿêié xi âèäàëåíî, òîáòî

(x0, . . . , x̂i, . . . xk) := (x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . xk) = β \ {xi}.

5.C. Ãðàíè÷íi ãîìîìîðôiçìè. Äëÿ äîïóñòèìîãî çàïèñó α = (x0, x1, . . . , xm) ∈ Cm(K,G)
äåÿêîãî ñèìïëåêñà α ç m ≥ 1, âèçíà÷èìî åëåìåíò ∂α ∈ Cm−1(K,G) çà òàêîþ ôîðìóëîþ

∂(x0, x1, . . . , xm) =
m∑
i=0

(−1)i(x0, x1, . . . , x̂i, . . . , xk).

Âií íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ñèìïëåêñà α. Çîêðåìà, ÿêùî dim(α) = 0, òîáòî α = (x0), òî
ââàæàòèìåìî, ùî ∂α = 0 ∈ C−1(K,G) = 0.

Çàäà÷à 5.10. Äîâåñòè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

5.10.1. ∂(a, b) = b− a.
5.10.2. ∂(a, b, c) = (b, c)− (a, c) + (a, b) = (a, b) + (b, c) + (c, a)

5.10.3. Íåõàé α = (x0, x1, . . . , xm) � ñèìïëåêñ, çàäàíèé êàíîíi÷íèì çàïèñîì i

β = (x1, x0, x2, . . . , xm)

� éîãî äîïóñòèìèé çàïèñ, îòðèìàíèé òðàíñïîçèöi¹þ x0 òà x1. Çîêðåìà, β = −α. Ïîêàçàòè, ùî
∂α = −∂β.

5.10.4. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ñèìïëåêñà α = (x0, x1, . . . , xm), çàäàíîãî êàíîíi÷íèì çàïèñîì i äî-
âiëüíîãî äîïóñòèìîãî çàïèñó β = (xi1 , xi2 , . . . , xik), (m ≤ k), öüîãî ñèìïëåêñà ìà¹ìî, ùî

∂β = sgn(β)∂α.

Çîêðåìà, ∂β = 0, ÿêùî äåÿêi âåðøèíè â β ïîâòîðþþòüñÿ, íàïðèêëàä, öå çàâæäè òàê, êîëè m < k.

5.10.5. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ Z îïåðàöiÿ ∂ ïðîäîâæó¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì äî G-ëiíiéíîãî âiä-
îáðàæåííÿ ∂m : Cm(K,G)→ Cm−1(K,G) çà òàêîþ ôîðìóëîþ:

∂m
(∑
j

gjαj
)

:=
∑
j

gj∂αj .

Çîêðåìà, ùî öå âiäîáðàæåííÿ íå çàëåæèòü âiä äîïóñòèìîãî çàïèñó ñèìïëåêñiâ αj .

5.10.6. Ïåðåâiðèòè, ùî

∂∂(a, b) = 0, ∂∂(a, b, c) = 0, ∂∂(a, b, c, d) = 0.

5.10.7. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî m-ñèìïëåêñà α, ∂∂α = 0;

5.10.8. Ïîêàçàòè, ùî ∂m ◦ ∂m+1 : Cm+1(K,G)→ Cm−1(K,G) � öå íóëüîâèé ãîìîìîðôiçì.

5.10.9. Äîâåñòè, ùî óìîâà ∂m ◦ ∂m+1 = 0 åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî img(∂m+1) ⊂ ker(∂m).

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó òàêi ïiäãðóïè â Cm(K,G):

• Bm(K,G) = img(∂m+1), âîíà íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ ãðàíèöü;
• Zm(K,G) = ker(∂m), âîíà íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ öèêëiâ.

Çà çàäà÷åþ 5.10.9 óìîâà ∂m+1 ◦ ∂m îçíà÷à¹, ùî Bm(K,G) ⊂ Zm(K,G).
Ôàêòîð ãðóïà

Hm(K,G) := Zm(K,G)/Bm(K,G)

ãðóïè öèêëiâ ïî ãðóïi ãðàíèöü íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ m-õ ãîìîëîãié K ç êîåôiöi¹íòàìè â G.

Çàäà÷à 5.11. Âèïèñàòè ëàíöþãîâi êîìïëåêñè i îá÷èñëèòè ãðóïè ãîìîëîãié òàêèõ ñèìïëiöiàëüíèõ êîìïëåêñiâ.

5.11.1. Íåõàé ∆m - ñèìïëåêñ ðîçìiðíîñòi m, m = 0, 1, 2, 3. Ïîêàçàòè ïðÿìèìè îá÷èñëåííÿìè, ùî

Hi(∆
m, G) =

{
G, i = 0,

0, i 6= 0.
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5.11.2. ÍåõàéK � ñêií÷åííà ìíîæèíà, òîáòî ñêií÷åííèé 0-âèìiðíèé êîìïëåêñ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç n òî÷îê.
Ïîêàçàòè ïðÿìèìè îá÷èñëåííÿìè, ùî

Hi(K,G) =

{
Gn, i = 0,

0, i 6= 0.

5.11.3. Íåõàé T = ∂∆2 � ìåæà 2-ñèìïëåêñà (òðèêóòíèê áåç âíóòðiøíîñòi � ¾ãåîìåòðè÷íà ðåàëiçàöiÿ¿
êîëà). Ïîêàçàòè, ùî

Hi(T,G) =


G, i = 0,

G, i = 1,

0, ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ.

5.11.4. Áiëüø çàãàëüíî, íåõàé (K,Σ) � n-êóòíèê áåç âíóòðiøíîñòi, òîáòî ùå îäíà ¾ãåîìåòðè÷íà ðåàëiçà-
öiÿ¿ êîëà. Òîáòî K = {a1, a2, . . . , an} ñêëàäà¹òüñÿ ç n òî÷îê, à Σ ¹ îá'¹äíàííÿìè ñèìïëåêñiâ

(a1a2), (a2a3), . . . , (an−1, an), (an, a1).

Ïîêàçàòè, ùî

Hi(T,G) =


G, i = 0,

G, i = 1,

0, ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ.

5.11.5. Íåõàé T = ∂∆3 � ìåæà 3-ñèìïëåêñà (òðèêóòíà ïiðàìiäà áåç âíóòðiøíîñòi � ¾ãåîìåòðè÷íà ðåàëi-
çàöiÿ¿ 2-ñôåðè). Ïîêàçàòè, ùî

Hi(T,G) =


G, i = 0,

0, i = 1,

G, i = 2,

0, ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ.

5.D. Ç'¹äíàííÿ ñèìïëiöiàëüíèõ êîìïëåêñiâ. Íåõàé (K,Σ) i (L,Λ) � ñèìïëiöiàëüíi
êîìïëåêñè, òàêi, ùî ìíîæèíè ¨õ âåðøèí íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ç'¹äíàííÿìK òà L íàçèâà¹òüñÿ
íàñòóïíèé ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ:

K∗L =
{
K t L, {α t β | α ∈ Σ, β ∈ Λ}

}
,

òîáòî

• âåðøèíè K∗L � öå äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ K t L âåðøèí K òà L;
• ñèìïëåêñè K∗L � öå ïîïàðíi îá'¹äíàííÿ ñèìïëåêñiâ α t β, äå α ∈ Σ, β ∈ Λ.

Çîêðåìà, ÿêùî {c} � òî÷êà, òî ç'¹äíàííÿ c∗K íàçèâà¹òüñÿ êîíóñîì íàä K. Ïðè öüîìó
{c} íàçèâàþòü âåðøèíîþ, à K � îñíîâîþ êîíóñà c∗K.

Çàäà÷à 5.12. Íåõàé (K,Σ) òà (L,Λ) � ñèìïëiöiàëüíi êîìïëåêñè. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ñèìïëåêñiâ α ∈ Ck(Σ)
i β ∈ Cl(Λ) êîðåêòíî âèçíà÷åíèé ñèìïëåêñ α∗β ∈ Ck+l(K∗L).

5.12.1. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ âñiõ k, l ∈ Z iñíó¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

∗ : Ck(K)× Cl(L)→ Ck+l(K ∗ L), ∗
(∑

i

giαi,
∑
j

hjβ
)

=
∑
i,j

gihj αi∗βj .

5.12.2. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ëàíöþãiâ α ∈ Ck(K) i β ∈ Cl(L) âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

∂(α ∗ β) = (∂α) ∗ β − (−1)dimαα ∗ ∂β.

Çàäà÷à 5.13. Íåõàé (K,Σ) � ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ ç ôiêñîâàíèì ëiíiéíèì ïîðÿäêîì íà ìíîæèíi âåðøèí,
{c} � òî÷êà, i c∗K � êîíóñ íàä K.

5.13.1. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî i ∈ Z êîðåêòíî âèçíà÷åíå íàñòóïíå G-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

σi : Ci(K)→ Ci+1(c∗K), σ
(∑

j

gjαj

)
=
∑
j

gj c∗αj .
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5.13.2. Äîâåñòè, ùî ∂i+1(σi(α)) = α− σi+1(∂iα) äëÿ âñiõ α ∈ Ci(K).

5.13.3. Ïîêàçàòè, ùî ñèìïëiöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ âêëàäåííÿ γ : K → c∗K, γ(ai) = ai, iíäóêó¹ íóëüîâi
ãîìîìîðôiçìè ãðóï ãîìîëîãié γi : Hi(K)→ Hi(c∗K) äëÿ âñiõ i ∈ Z.

5.E. Öèëiíäð íàä ñèìïëåêñîì. Íåõàé A = [a0, a1] i B = [b0, b1] � äâà âiäðiçêè. Òîäi
ïðÿìîêóòíèê A×B íå ìà¹ ÿêî¨ñü ¾êàíîíi÷íî¨¿ òðèàíãóëÿöi¨. Àëå ïðîâiâøè äiàãîíàëü, íà-
ïðèêëàä, (a0, b1), ìè îòðèìà¹ìî òðèàíãóëÿöiþ A×B, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ 2-ñèìïëåêñiâ
(a0, b0, b1) i (a0, a1, b1).
Áiëüø çàãàëüíî, íåõàé α = (a0, . . . , ak) � k-ñèìïëåêñ ç ôiêñîâàíèì ëiíiéíèì ïîðÿäêîì

âåðøèí. Öèëiíäðîì íàä α íàçèâà¹òüñÿ ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ α × I, âèçíà÷åíèé íà-
ñòóïíèì ÷èíîì. Âåðøèíè α × I � öå äåêàðòîâèé äîáóòîê ìíîæèí (a0, . . . , ak) × {0, 1}.
Ìíîæèíè α× 0 òà α× 1 íàçèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, íèæíüîþ òà âåðõíüîþ ãðàíÿìè α× I.
Çðó÷íî òàêîæ ïîçíà÷àòè (ai, 0) = a0

i , (ai, 1) = a1
i . Òîäi α× I ¹ îá'¹äíàííÿì òàêèõ (k + 1)-

ñèìïëåêñiâ: (
a0

0, a
1
0, a

1
1, . . . , a

1
k

)
,(

a0
0, a

0
1, a

1
1, a

1
2, . . . , a

1
k

)
,

...(
a0

0, a
0
1, . . . , a

0
i , a

1
i , a

1
i+1, . . . , a

1
k

)
,

...(
a0

0, a
0
1, . . . a

0
k, a

1
k

)
.

ßêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè i, j òàêî¨, ùî 0 ≤ i ≤ j ≤ k ââåñòè ïîçíà÷åííÿ

Ali,j = (ai, ai+1, . . . , aj)× l =
(
ali, a

l
i+1, . . . , a

l
j

)
, l = 0, 1.

òî öi ñèìïëåêñè ìîæíà çàïèñàòè ùå é ó âèãëÿäi ç'¹äíàíü:

A0
0,0∗A1

0,k, A
0
0,1∗A1

1,k, . . . , A
0
0,i∗A1

i,k, . . . , A
0
0,k∗A1

k,k.

Òàêèì ÷èíîì, öèëiíäð α× I íàä ñèìïëåêñîì α � öå ïàðà (α×{0, 1},Σ), äå Σ � ñêëàäà-
¹òüñÿ ç ïiäìíîæèí ìíîæèí âèäó A0

0,i∗A1
i,k, i = 0, . . . , k.

Çàäà÷à 5.14. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.

5.14.1. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

ξ0, ξ1 : α→ α× {0, 1}, ξ0(ai) = (ai, 0), ξ1(ai) = (ai, 1),

¹ ñèìïëiöiàëüíèìè âêëàäåííÿìè. Îáðàçè ξ0(α) òà ξ1(α) íàçèâàòèìóòüñÿ âiäïîâiäíî íèæíüîþ òà âåðõíüîþ
ãðàíÿìè α× I.

5.14.2. Íåõàé δ = (ai0 , . . . , ail) � äîâiëüíà ãðàíü α ïîäàíà â êàíîíi÷íîìó çàïèñi, òîáòî i0 < i1 < · · · < il.
Ïîêàçàòè, ùî òîòîæíå âêëàäåííÿ γ : δ×{0, 1} → α×{0, 1}, γ(ai, j) = (ai, j), ¹ ñèìïëiöiàëüíèì âêëàäåííÿì.

Çàäà÷à 5.15. Âèçíà÷èìî íàñòóïíèé åëåìåíò q(α) ∈ Ck+1(α× I):

q(α) :=

k∑
i=0

(−1)iA0
0,i∗A1

i,k =

= A0
0,0∗A1

0,k −A0
0,1∗A1

1,k + · · ·+ (−1)iA0
0,i∗A1

i,k + · · · .

Òîäi äëÿ êîæíî¨ ãðàíi δ ∈ Cl(α), ïîäàíî¨ â êàíîíi÷íîìó çàïèñi, ìîæíà àíàëîãi÷íèì ÷èíîì âèçíà÷èòè åëåìåíò
q(δ) ∈ Cl+1(δ × I).

5.15.1. Íåõàé ai � âåðøèíà α. Ïîêàçàòè, ùî

q(ai) =
(
a0
i , a

1
i

)
= A0

i,i∗A1
i,i.
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5.15.2. Íåõàé (ai, aj) � ðåáðî α, i < j. Ïîêàçàòè, ùî

q(ai, aj) = (a0
i , a

1
i , a

1
j )− (a0

i , a
0
j , a

1
j ).

5.15.3. Íåõàé (ar, as, at) � 2-ãðàíü α, r < s < p. Ïîêàçàòè, ùî

q(ar, as, at) = (a0
r, a

1
r, a

1
s, a

1
t )− (a0

r, a
0
s, a

1
s, a

1
t ) + (a0

r, a
0
s, a

0
t , a

1
t ).

5.15.4. Ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü δ 7→ q(δ) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ¹äèíîãî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ

ql : Cl(α)→ Cl+1(α× I), ql

(∑
j

gjδj

)
=
∑
j

gjq(δj).

5.15.5. Ïåðåâiðèòè, ùî ∂1q0(ai) = b1 − a1.

5.15.6. Îá÷èñëèòè ∂2q1(ai, aj) i ïîêàçàòè, ùî

∂2q1(ai, aj) = (bi, bj)− (ai, aj)−
(
(aj , bj)− (ai, bi)

)
= (bi, bj)− (ai, aj)− q0∂1(ai, aj).

5.15.7. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ñèìïëåêñà δ ∈ Cl(∆k)

∂ql(δ) = ξ1(δ)− ξ0(δ)− ql−1(∂δ).

5.15.8. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ âñiõ δ ∈ Cl(∆k) âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü:

ξ1(δ)− ξ0(δ) = ∂ql(δ) + ql−1(∂δ).

5.F. Öèëiíäð íàä ñèìïëiöiàëüíèì êîìïëåêñîì. Íåõàé (K,Σ) � ñèìïëiöiàëüíèé
êîìïëåêñ ç ôiêñîâàíèì óçãîäæåíèì ïîðÿäêîì íà ìíîæèíi âåðøèí. Öèëiíäðîì íàä K íà-
çèâà¹òüñÿ íàñòóïíèé ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ

K × I =
(
K × {0, 1}, {δ × I | δ ∈ Σ}

)
òîáòî éîãî âåðøèíè � öå äåêàðòîâèé äîáóòîê K × {0, 1} (äâi äèç'þíêòíi êîïi¨ K), à ñàì
K × I ¹ îá'¹äíàííÿì öèëiíäðiâ íàä ñèìïëåêñàìè K.

Çàäà÷à 5.16. Äîâåñòè, ùî K × I äiéñíî ¹ ñèìïëiöiàëüíèì êîìïëåêñîì.

ßê i âèùå, äëÿ âåðøèíè a ∈ K çðó÷íî ïîçíà÷àòè (a, 0) = a0 i (a, 1) = a1.
Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ξ0, ξ1 : K → K × {0, 1} çà ôîðìóëàìè: ξ0(a) = (a, 0), ξ1(a) =

(a, 1) äëÿ âñiõ âåðøèí a ∈ K. Öi âiäîáðàæåííÿ íàçèâàòèìóòüñÿ âiäîáðàæåííÿìè íèæíüî¨

òà âåðõíüî¨ îñíîâè âiäïîâiäíî.
ßêùî (L,Λ) � ùå îäèí ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ, òî êîæíå ñèìïëiöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ

H : K × {0, 1} → L íàçèâà¹òüñÿ êîìáiíàòîðíîþ ãîìîòîïi¹þ.

Çàäà÷à 5.17. Íåõàé (K,Σ), (L,Λ) � ñèìïëiöiàëüíi êîìïëåêñè ç óçãîäæåíèìè ÷àñòêîâèìè ïîðÿäêàìè íà
âiäïîâiäíèõ ìíîæèíàõ âåðøèí. Äîâåñòè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

5.17.1. Íåõàé f : K → L � íåñïàäíå ñèìïëiöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ âåðøèí a ≤ b ∈ K
ìà¹ìî, ùî f(a) ≤ f(b) ∈ L. Ïîêàçàòè, ùî f iíäóêó¹ ñèìïëiöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ f×I : K×{0, 1} → L×{0, 1}.
Äîâåñòè, ùî ÿêùî f � âêëàäåííÿ (àáî ñþð'¹êòèâíå), òî f×I òàêîæ âêëàäåííÿ (ñþð'¹êòèâíå). Çîêðåìà, ÿêùî
K � ïiäêîìïëåêñ â L, òî K × I ¹ ïiäêîìïëåñîì â L× I.

5.17.2. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî ñèìïëåêñà α ∈ K, éîãî öèëiíäð α× I ¹ ïiäêîìïëåêñîì â K × I.
5.17.3. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ âåðõíüî¨ òà íèæíüî¨ îñíîâ ξ0, ξ1 : K → K × {0, 1} ¹ ií'¹êòèâíèìè

ñèìïëiöiàëüíèìè âiäîáðàæåííÿìè. �õ îáðàçè (ïiäêîìïëåêñè â K × I) íàçèâàþòü íèæíüîþ òà âåðõíüîþ
îñíîâàìè öèëiíäðà K × I.

5.17.4. Äëÿ êîæíîãî k-ñèìïëåêñà α ∈ K, â çàäà÷i 5.15 âèçíà÷åíî åëåìåíò q(α) ∈ Ck+1(K). Äîâåñòè, ùî
âiäïîâiäíiñòü α 7→ q(α) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî G-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ qk : Ck(K)→ Ck+1(K × I).

5.17.5. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ qk : Ck(K)→ Ck+1(K × I) çàäîâîëüíÿ¹ òàêó òîòîæíiñòü:

ξ1(δ)− ξ0(δ) = qk−1(∂kδ) + ∂k+1(qk(δ)) (5.1)

äëÿ âñiõ δ ∈ Ck(K).
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5.17.6. Âèâåñòè ç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i, ùî iíäóêîâàíi ãîìîìîðôiçìè (ξ0)i, (ξ1)i : Hi(K) → Hi(K × I)
âiäïîâiäíèõ ãðóï ãîìîëîãié òîòîæíi: (ξ0)i = (ξ1)i äëÿ âñiõ i ∈ Z. Ïiäêàçêà. Ïåðåêîíàéòåñü, ùî ÿêùî
â (5.1) åëåìåíò δ ¹ öèêëîì, òî ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ òîòîæíîñòi ¹ ãðàíèöåþ, òîáòî åëåìåíòè çëiâà íàëåæàòü
îäíîìó êëàñàì ãîìîëîãié.

5.17.7. Iíâàðiàíòíiñòü ãîìîìîðôiçìiâ ãðóï ãîìîëîãié âiäíîñíî ¾êîìáiíàòîðíèõ ãîìîòîïié¿. Íåõàé
f : K × {0, 1} → L � êîìáiíàòîðíà ãîìîòîïiÿ. Ïîêàçàòè, ùî iíäóêîâàíi ãîìîìîðôiçìè ãðóï ãîìîëîãié

(f ◦ ξ0)∗, (f ◦ ξ1)∗ : H∗(K)→ H∗(L)

òîòîæíi: (f ◦ ξ0)∗ = (f ◦ ξ1)∗.

5.G. Äîáóòîê ñèìïëiöiàëüíèõ êîìïëåêñiâ. Íåõàé (K,Σ) òà (L,Λ) � ñèìïëiöiàëüíi
êîìïëåêñè. Çàôiêñó¹ìî òàêîæ ëiíiéíi ïîðÿäêè íà ¨õ âåðøèíàõ. Òîäi ¨õ äîáóòêîì K × L
íàçèâà¹òüñÿ ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ, ìíîæèíîþ âåðøèí ÿêîãî ¹ äåêàðòîâèé äîáóòîê
K × L âåðøèí K òà L, à ñèìïëåêñè âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.
Íåõàé α = (a0, . . . , ak) ∈ Σ òà β = (b0, . . . , bl) ∈ Λ � êàíîíi÷íi çàïèñè äåÿêèõ ñèìïëåêñiâ

ç K òà L. Äëÿ êîæíî¨ íåñïàäíî¨ ïiäìíîæèíè iíäåêñiâ η = {0 ≤ i0 ≤ i1 ≤ · · · ≤ il ≤ k}
âèçíà÷èìî íàñòóïíó ïiäìíîæèíó K × L:

α ∗η β :=


(a0, b0), (a1, b0), . . . , (ai0 , b0),
(ai0 , b1), (ai0+1, b1), . . . , (ai1 , b1),
(ai1 , b2), (ai1+1, b2), . . . , (ai2 , b2),
· · ·
(ail , bl), (ail+1, bl), . . . , (ak, bl)


Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíi ïîçíà÷åííÿ Ai,j = (ai, . . . , aj) ìîæåìî çàïèñàòè öi ñèìëåêñè

íàñòóïíèì ÷èíîì:

α ∗η β :=
{
Ab00,i0 ∗ A

b1
i0,i1
∗ · · · ∗ Abl−1

il−1,il
∗ Ablil,k

}
Çàóâàæèìî, ùî η ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêöiþ η : {1, . . . , l} → {1, . . . , k}, η(j) = ij.

Ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó òàêèõ ôóíêöié ÷åðåç (k)(l). Íåõàé

Θ = {γ ⊂ α ∗η β | α ∈ Σ, β ∈ Λ, η ∈ (dimα)(dimβ)}.
ñóêóïíiñòü âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèí âèäó α ∗η β.
Òîäi ñèïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ (K × L,Θ) íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì K òà L.

5.H. Áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ ñèìïëiöiàëüíîãî êîìïëåêñó. Íåõàé (K,Σ) �
ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ. Íàøà ìåòà ïîáóäóâàòè ïî íüîìó íîâèé ñèìïëiöiàëüíèé êîì-
ïëåêñ (bK, bΣ), ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ áàðèöåíòðè÷íèì ïiäðîçáèòòÿì (K,Σ).
Ãåîìåòðè÷íî, âií áóäó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïî÷íåìî ç K(0) = K. Äàëi, ó âíóòði-

øíîñòi êîæíîãî 1-ñèìïëåêñà (ðåáðà) α âèáèðà¹ìî òî÷êó, íàçâåìî ¨¨ ¾öåíòðîì¿ α. Âîíà
ðîçáèâà¹ α íà äâà ñèìïëåêñè i ìè ¾çàìiíþ¹ìî¿ α íà öi äâà ñèìïëåêñè. Ôàêòè÷íî ìè
çàìiíèëè α íà êîíóñ íàä éîãî ìåæåþ. Àíàëîãi÷íî, ó âíóòðiøíîñòi êîæíîãî 2-ñèìïëåêñà
(òðèêóòíèêà) α òàêîæ âèáèðà¹ìî òî÷êó (íàçâåìî ¨¨ ¾öåíòðîì¿ ãðàíi α) i çàìiíÿ¹ìî α íà
êîíóñ íàä éîãî ìåæåþ, ÿêà âæå ðîçáèòà íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi. I òàê äàëi ïî iíäóêöi¨.
Îòðèìàíèé ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ íàçèâàþòü áàðèöåíòðè÷íèì ïiäðîçáèòòÿì (K,Σ)
i ïîçíà÷àòèìåòüñÿ ÷åðåç (bK, bΣ).
Çà ïîáóäîâîþ, ìà¹ìî ái¹êöiþ ìiæ ñèìïëåêñàìè â K i âåðøèíàìè bK (öåíòðàìè âiä-

ïîâiäíèõ ãðàíåé). Áiëüø òîãî, íåâàæêî áà÷èòè, ùî êîæåí ñèìïëåêñ â bΣ � öå ìíîæèíà
öåíòðiâ ãðàíåé ç K, ïðè÷îìó öi ãðàíi âïîðÿäêîâàíi çà âêëþ÷åííÿì. Òîìó bK ìîæíà
îòîòîæíèòè ç Σ, à bΣ � iç ñêií÷åííèìè ñïàäàþ÷èìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ñèìïëåêñiâ ç Σ.
Äàìî ñòðîãå îçíà÷åííÿ.
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Áàðèöåíòðè÷íèì ïiäðîçáèòòÿì ñèìïëiöiàëüíîãî êîìïëåêñó (K,Σ) íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (bK, bΣ),
äå bK = Σ, à

bΣ =
{

(α0 ⊃ α1 ⊃ · · · ⊃ αk) | αi ∈ Σ
}
.

ìíîæèíà âñiõ ñií÷åííèõ ñïàäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ñèìïëåêñiâ.
Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî ñèìïëåêñà (α0 ⊃ α1 ⊃ · · · ⊃ αk) ∈ bΣ éîãî âåðøèíè (ÿê

ñèìïëåêñè â K) ïðèðîäíèì ÷èíîì ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ïî âêëþ÷åííþ. À ñàìå, íåõàé
α, β ∈ bK = Σ. Ñêàæåìî, ùî α < β òîäi i ëèøå òîäi, êîëè α ⊃ β.
Ñêðiçü íèæ÷å ââàæàòèìåìî, ùî íà bK çàôiêñîâàíî ñàìå öåé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê.

Çàäà÷à 5.18. Ïåðåâiðèòè íàñòóïíi âëàñòèâîñòi áàðèöåíòðè÷íèõ ïiäðîçáèòòiâ.

5.18.1. ×àñòêîâèé ïîðÿäîê ⊃ ïî âêëþ÷åííþ äëÿ ñèìïëåêñiâ ç Σ (ÿê âåðøèí bK) ¹ óçãîäæåíèì ç ñèìïëi-
öiàëüíîþ ñòðóêòóðîþ bK (òîáòî âñi âåðøèíè â îäíîìó ñèìïëåêñi ¹ ïîïàðíî ïîðiâíþâàíèìè).

5.18.2. (bK, bΣ) ¹ ñèìïëiöiàëüíèì êîìïëåêñîì.

5.18.3. Íåõàé f : K → L � ñèìïëiöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ ñèìïëiöiàëüíèõ êîìïëåêñiâ. Òîäi âiäîáðàæåííÿ
bf : bK → bL, bf(α) = f(α), ¹ ñèìïëiöiàëüíèì.

Íåõàé α = (a0, . . . , ak) ∈ Σ = bK � k-ñèìïëåêñ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç α! ìíîæèíó âñiõ
âïîðÿäêóâàíü (ïåðåñòàíîâîê) α. Íàïðèêëàä,

(a)! = {a}, (a, b)! = {ab, ba}, (a, b, c)! = {abc, acb, bac, bca, cab, cba}.
Äëÿ ïåðåñòàíîâêè éîãî âåðøèí ξ = (ai0 , ai1 , . . . , aik) ∈ α! çðó÷íî ïîçíà÷àòè ÷åðåç [ξ]

íàñòóïíó ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü ñèìïëåêñiâ â K, òîáòî ñèìïëåêñ â bK:

[ξ] =
(
(ai0 , ai1 , . . . , aik) ⊃ (ai1 , . . . , aik) ⊃ · · · ⊃ (aij , . . . , aik) ⊃ · · · ⊃ (aik−1

, aik) ⊃ (ak)
)

=
(
A0,k, A1,k, . . . , Ak,k

)
.

Äëÿ êîæíîãî k-ñèìïëåêñà β â bK i l ≥ 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç G[β, l] ïiäìîäóëü â Cl(bK),
ïîðîäæåíèé ñïàäàþ÷èìè ïîñëiäîâíîñòÿìè äîâæèíè l + 1 ãðàíåé β, òîáòî l-ñèìïëåêñàìè
â bK, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ãðàíåé β.

Çàäà÷à 5.19. Íåõàé f : C∗(bK) → C∗(bK) � ëàíöþãîâå âiäîáðàæåííÿ, òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî ñèìïëåêñà
γ = (β0 ⊃ · · · ⊃ βk) éîãî îáðàç fk(γ) ∈ G[β0, k]. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

F : C∗(bK × I)→ C∗(bK)

çà òàêèì ïðàâèëîì: ÿêùî δ = (A×0)∗(B×1) � ñèìïëåêñ â bK×I, äåA = (α0 ⊃ · · · ⊃ αk) iB = (β0 ⊃ · · · ⊃ βl)
ñèìïëåêñè â bK òàêi, ùî αk ⊃ β0, òî

F (δ) = (A× 0)∗(B × 1) = A∗f(B).

Äîâåñòè, ùî F � ëàíöþãîâå, òîáòî êîìóòó¹ ç äèôåðåíöiàëàìè ∂. Âèâåñòè çâiäñè, ùî f � iíäóêó¹ òîòîæíèé
içîìîðôiçì ãðóï ãîìîëîãié f : H∗(bK)→ H∗(bK).

5.I. Ãîìîëîãi¨ áàðèöåíòðè÷íîãî ïiäðîçáèòòÿ. Âiäîáðàæåííÿ φ : bK ≡ Σ→ K, ÿêå
çàäîâîëüíÿ¹ òàêó óìîâó: φ(α) ∈ α äëÿ âñiõ α ∈ Σ, íàçèâàòèìåòüñÿ âiäîáðàæåííÿì âèáîðó

(âåðøèíè). Iíøèìè ñëîâàìè, âîíî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó ñèìïëåêñó α ∈ Σ ÿêó-
íåáóäü éîãî âåðøèíó.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé φ : bK ≡ Σ → K äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ âèáîðó, òîáòî φ(α) ∈ α
äëÿ âñiõ α ∈ Σ. Òîäi φ ¹ ñèìïëiöiàëüíèì âiäîáðàæåííÿì (bK, bΣ) → (K,Σ) i iíäóêó¹
içîìîðôiçì ãðóï ãîìîëîãié (ç êîåôiöi¹íòàìè â äîâiëüíié ôiêñîâàíié àáåëåâié ãðóïi G):

φi : Hi(bK) ∼= Hi(K), i ∈ Z. (5.2)

Äîâåäåííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç íàñòóïíèõ êðîêiâ.
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Çàäà÷à 5.20. Íåõàé φ : bK ≡ Σ→ K � âiäîáðàæåííÿ âèáîðó. Ïåðåâiðèòè íàñòóïíi âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåíü
âèáîðó.

5.20.1. Ïîêàçàòè, ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ âèáîðó ¹ ñèìïëiöiàëüíèì.

5.20.2. Íåõàé ψ : bK ≡ Σ → K äîâiëüíå iíøå âiäîáðàæåííÿ âèáîðó. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ âåðøèí
öèëiíäðà f : bK × I = bK × {0, 1} → K çà ôîðìóëîþ f(a, 0) = φ(a) i f(a, 1) = ψ(a). Ïîêàçàòè, ùî f ¹
ñèìïëiöiàëüíèì. Âèâåñòè ç çàäà÷i 5.17.7, ùî iíäóêîâàíi ãîìîìîðôiçìè ãðóï ãîìîëîãié

φ∗, ψ∗ : H∗(bK)→ H∗(K)

òîòîæíi ìiæ ñîáîþ. Òàêèì ÷èíîì ãîìîìîðôiçìè (5.2) íå çàëåæàòü âiä êîíêðåòíîãî âiäîáðàæåííÿ

âèáîðó.

5.20.3. Ïîêàçàòè, ùî φ(a) = a äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a ∈ K ðîçãëÿäóâàíî¨ ÿê 0-ñèìïëåêñ ç Σ = bK.

5.20.4. Íåõàé α = (a, b) � 1-ñèìïëåêñ â K. Ïîêàçàòè, ùî ëèøå îäèí ç ñèìïëåêñiâ

φ
(
(a, b) ⊃ (b)

)
=
(
φ(a, b), φ(b)

)
, φ

(
(a, b) ⊃ (a)

)
=
(
φ(a, b), φ(a)

)
,

¹ íåâèðîäæåíèì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiçíèõ âåðøèí a òà b.

5.20.5. Íåõàé α = (a, b, c) � 2-ñèìïëåêñ â K. Ïîêàçàòè, ùî ðiâíî îäèí ç ñèìïëåêñiâ

φ
(
(a, b, c) ⊃ (a, b) ⊃ (a)

)
, φ

(
(a, b, c) ⊃ (a, b) ⊃ (b)

)
,

φ
(
(a, b, c) ⊃ (a, c) ⊃ (a)

)
, φ

(
(a, b, c) ⊃ (a, c) ⊃ (c)

)
,

φ
(
(a, b, c) ⊃ (b, c) ⊃ (b)

)
, φ

(
(a, b, c) ⊃ (b, c) ⊃ (c)

)
¹ íåâèðîäæåíèì, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiçíèõ âåðøèí a, b, c.

5.20.6. Ëåìà Øïåðíåðà. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî k-ñèìïëåêñà α = (a0, . . . , ak) ∈ Σ = bK iñíó¹ ¹äèíà
ïåðåñòàíîâêà âåðøèí ξ = (ai0 , ai1 , . . . , aik) ∈ α! òàêà, ùî äëÿ âñiõ j = 0, . . . , k,

φ
(
aij , aij+1

, . . . , aik
)

= aj ,

Çîêðåìà, φ(ξ) = α, i îáðàç φ([ξ]) ñèìïëåêñà [ξ] ¹ íåâèðîäæåíèì. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ iíøèõ ïåðåñòàíîâîê
η ∈ α! òàêèõ, ùî η 6= ξ, φ ¾ñêëåþ¹¿ äåÿêi âåðøèíè [η], òîáòî φ([η]) ¹ âèðîäæåíèì ñèìïëåêñîì.

Çãiäíî çàäà÷i 5.20.1, φ ¹ ñèìïëiöiàëüíèì âiäîáðàæåííÿ, à òîìó âîíî iíäóêó¹ ìîðôiçì
φ∗ : C∗(bK)→ C∗(K) âiäïîâiäíèõ ëàíöþãîâèõ êîìïëåêñiâ:

· · · // Ci+1(bK)
∂i+1 //

φi+1

��

Ci(bK)
∂i //

φi
��

Ci−1(bK)
∂i−1 //

φi−1

��

· · ·

· · · // Ci+1(K)
∂i+1 // Ci(K)

∂i // Ci−1(K)
∂i−1 // · · ·

Íàñòóïíèé êðîê - ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ òàêèé ìîðôiçì s∗ : C∗(K) → C∗(bK), òàêèé, ùî
φ∗ ◦ s∗ = idC∗(K), à ãîìîìîðôiçìè ãðóï ãîìîëîãié

s∗ : H∗(K)→ H∗(bK), φ∗ : H∗(bK)→ H∗(K)

¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè içîìîðôiçìàìè.

Çàäà÷à 5.21. Íåõàé φ : bK → K � âiäîáðàæåííÿ âèáîðó. Äëÿ êîæíîãî i < 0 íåõàé si : Ci(K) → Ci(bK) �
¹äèíå íóëüîâå âiäîáðàæåííÿ íóëüîâèõ ãðóï. Â íàñòóïíèõ çàäà÷àõ âèçíà÷èìî si äëÿ i ≥ 0.

5.21.1. Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ ¹äèíå G-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ s0 : C0(K)→ C0(bK), òàêå, ùî s0(a) = (a) äëÿ
âñiõ âåðøèí a ∈ K (ðîçãëÿäóâàíèõ ÿê áàçèñíi åëåìåíòè C0(K)). Äîâåñòè, ùî φ0 ◦ s0 : C0(K) → C0(K) ¹
òîòîæíèì içîìîðôiçìîì idC0(K).

5.21.2. Äëÿ êîæíîãî îði¹íòîâàíîãî 1-ñèìïëåêñà α = (a, b) ∈ C1(Σ) âèçíà÷èìî íàñòóïíèé åëåìåíò s1(α) ∈
C1(bK) çà ïðàâèëîì:

s1(α) = α ∗ (s0∂(α)).
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Áiëüø äåòàëüíî,

s1(α) = α ∗ (s0∂(α)) = (a, b) ∗ (s0(b− a)) =

= (a, b) ∗ (s0(b)− s0(a)) = (a, b) ∗ ((b)− (a)) =

=
(
(a, b) ⊃ (b)

)
−
(
(a, b) ⊃ (a)

)
= [a, b]− [b, a] .

Ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü α 7→ s1(α) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ¹äèíîãî G-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ s1 : C1(K) →
C1(bK), òàêîãî, ùî

φ1 ◦ s1 = idC1(K) : C1(K)→ C1(K),∂1 ◦ s1 = s0 ◦ ∂1 : C1(K)→ C0(bK).

5.21.3. Äëÿ êîæíîãî îði¹íòîâàíîãî 2-ñèìïëåêñà α = (a, b, c) ∈ C2(Σ) âèçíà÷èìî íàñòóïíèé åëåìåíò
s2(α) ∈ C2(bK) çà ïðàâèëîì:

s2(α) = α ∗ (s1∂(α)).

Áiëüø äåòàëüíî,

s2(α) = α ∗ (s1∂(α)) = (a, b, c) ∗ (s1(bc− ac+ ab)) =

= (a, b, c) ∗
(
[b, c]− [c, b]− [a, c] + [c, a] + [a, b]− [b, a]

)
=

= [a, b, c]− [a, c, b]− [b, a, c] + [b, c, a] + [c, a, b]− [c, b, a] =
∑
σ∈α!

sgn(σ) [σ] .

Ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü α 7→ s1(α) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ¹äèíîãî G-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ s1 : C1(K) →
C1(bK), òàêîãî, ùî

φ1 ◦ s1 = idC1(K) : C1(K)→ C1(K),

∂1 ◦ s1 = s0 ◦ ∂1 : C1(K)→ C0(bK).

5.21.4. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñiõ j < i ìè âæå âèçíà÷èëè G-ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ sj : Cj(K) → Cj(bK),
òàêi, ùî

φj ◦ sj = idCj(K) : Cj(K)→ Cj(K),

∂j ◦ sj = sj−1 ◦ ∂j : Cj(K)→ Cj−1(bK).

Äëÿ êîæíîãî îði¹íòîâàíîãî 2-ñèìïëåêñà α ∈ Ci(K) âèçíà÷èìî íàñòóïíèé åëåìåíò si(α) ∈ Ci(bK) çà ïðàâè-
ëîì:

si(α) = α ∗ (si−1∂(α)).

Ïîêàçàòè, ùî
si(α) =

∑
σ∈α!

sgn(σ) [σ] ,

i öÿ âiäïîâiäíiñòü α 7→ si(α) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ¹äèíîãî G-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ si : Ci(K) → Ci(bK),
òàêîãî, ùî

φi ◦ si = idCi(K) : Ci(K)→ Ci(K),

∂i ◦ si = si−1 ◦ ∂i : Ci(K)→ Ci−1(bK).

5.21.5. Âèâåñòè ç ïîïåðåäíiõ çàäà÷, ùî âiäîáðàæåííÿ {si : Ci(K) → Ci(bK)}i∈Z âèçíà÷àþòü ëàíöþãîâå
âiäîáðàæåííÿ s∗ : C∗(K) → C∗(bK) òàêå, ùî φ∗ ◦ s∗ = idC∗(K). Çîêðåìà, âiäïîâiäíèé ãîìîìîðôiçì ãðóï
ãîìîëîãié ¹ òîòîæíèì içîìîðôiçìîì:

φ∗ ◦ s∗ = idH∗(K) : H∗(K)→ H∗(K).

5.21.6. Íåõàé δ = (α0 ⊃ α1 ⊃ · · · ⊃ αk) ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü ñèìïëåêñiâ â K, òîáòî ñèìïëåêñ â bK i
γ = φ(δ) :=

(
φ(α0), . . . , φ(αk)

)
� ¨¨ îáðàç ïiä äi¹þ φ. Çîêðåìà, γ � ñèìïëåêñ â K. Ïîêàçàòè, ùî

sk ◦ φk(δ) =
∑

σ∈φ(δ)!

sgn(σ) [σ] .

5.21.7. Äîâåñòè, ùî sk ◦ φk(δ) ∈ G[α0, k] äëÿ êîæíîãî δ = (α0 ⊃ α1 ⊃ · · · ⊃ αk). Âèâåñòè ç çàäà÷i 5.19,
ùî s∗ ◦φ∗ ëàíöþãîâî ãîìîòîïíå òîòîæíîìó âiäîáðàæåííþ idCi(bK). Çîêðåìà, âiäïîâiäíèé ãîìîìîðôiçì ãðóï
ãîìîëîãié ¹ òîòîæíèì içîìîðôiçìîì:

s∗ ◦ φ∗ = idH∗(bK) : H∗(bK)→ H∗(bK).
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Äëÿ i ≥ 0 íåõàé biK � i-êðàòíå áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ ñèìïëiöiàëüíîãî êîìïëåêñà.
Òîäi äëÿ êîæíîãî i ≥ 0 ìè ìà¹ìî ¾êàíîíi÷íèé¿ içìîðôiçì

φi+1,i : H∗(b
i+1K)→ H∗(b

iK),

ÿêèé çàäà¹òüñÿ äîâiëüíèì âiäîáðàæåííÿì âèáîðó âåðøèíè. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè i > j ≥ 0
âèçíà÷èìî içîìîðôiçì

φi,j : H∗(b
iK)→ H∗(b

jK),

ÿê êîìïîçèöiþ

φi,j : H∗(b
iK)

φi,i−1

−−−→ H∗(b
i−1K)

φi−1,i−2

−−−−−→ · · · φ
j+1,j

−−−→ H∗(b
jK).

Íåõàé òàêîæ φi,i = idH∗(biK) � òîòîæíèé içîìîðôiçì i φi,j = (φi,j)−1 äëÿ i < j.

Çàäà÷à 5.22. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ i, j, k ≥ 0 ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü φj,k ◦ φi,j = φi,k.

Çàäà÷à 5.23. Íåõàé s : C∗(K) → C∗(bK) òà ξj : C∗(K) → C∗(K × I), j = 0, 1, ëàíöþãîâi âiäîáðàæåííÿ
âèçíà÷åíi âèùå. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî K × I ìà¹ àíàëîãi÷íå ëàíöþãîâå âiäîáðàæåííÿ

s : C∗(K × I)→ C∗(b(K × I)).

Äëÿ j = 0, 1 âèçíà÷èìî ñèìïëiöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ

bξj : bK → b(K × I), bξj(α0 ⊃ · · · ⊃ αk) = (α0 ⊃ · · · ⊃ αk)× j.
5.23.1. Äîâåñòè, ùî äëÿ j = 0, 1 ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà êîìóòàòèâíà äiàãðàìà ëàíöþãîâèõ êîìïëåêñiâ:

C∗(K)
s //

ξj

��

C∗(bK)

bξj

��
C∗(K × I)

s // C∗(b(K × I))

5.23.2. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ bξ0 ◦ s i bξ1 ◦ s � ëàíöþãîâî ãîìîòîïíi. Çîêðåìà, ãîìîìîðôiçìè
bξ1 ◦ s = bξ1 ◦ s : H∗(K) → H∗(bK × I) òîòîæíi ìiæ ñîáîþ. Âèâåñòè çâiäñè, ùî ãîìîìîðôiçìè bξ1 = bξ1 :
H∗(bK)→ H∗(bK × I) òàêîæ òîòîæíi ìiæ ñîáîþ. Ïiäêàçêà. Äèâ. çàäà÷ó 5.17.5

5.23.3. Íåõàé H : bu(K × I) → L � ñèìïëiöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ. Äîâåñòè, ùî ãîìîìîðôiçìè H ◦ bξ0 =
H ◦ bξ1 : H∗(bK)→ H∗(L) òîòîæíi ìiæ ñîáîþ.

5.23.4. Óçàãàëüíèòè ïîïåðåäíi òðè çàäà÷i íà âèïàäîê u-êðàòíèõ áàðèöåíòðè÷íèõ ðîçáèòòiâ.

5.J. Ãîìîëîãi¨ ïîëiåäðiâ. Íåõàé Σ � òðèàíãóëÿöiÿ â Rm. Çãiäíî çàäà÷i 5.1 ¨é âiäïîâiä-
à¹ ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ (Σ(0), 〈Σ〉). Ãðóïàìè ëàíöþãiâ, öèêëiâ, ãðàíèöü i ãîìîëîãié òðèàí-
ãóëÿöi¨ Σ íàçèâàòèìóòüñÿ âiäïîâiäíi ãðóïè ñèìïëiöiàëüíîãî êîìïëåêñó (Σ(0), 〈Σ〉). Âîíè
ïîçíà÷àòèìóòüñÿ ÷åðåç C∗(Σ), Z∗(Σ), B∗(Σ), H∗(Σ) âiäïîâiäíî.
Íàøà ìåòà, ïîêàçàòè, ùî ãðóïè ãîìîëîãié òðèàíãóëÿöi¨ çàëåæàòü òiëüêè âiä ¨¨ íîñiÿ.

Çàäà÷à 5.24. Íåõàé Σ � òðèàíãóëÿöiÿ â Rm i Σi, i = 0, 1, � áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ Σ, ùî âiäïîâiäà¹
äåÿêié ôóíêöi¨ âèáîðó âíóòðiøíüî¨ òî÷êè ξ : Σ→ |Σ|.

5.24.1. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ìiæ âåðøèíàìè ñèìïëiöiàëüíèõ êîìïëåêñiâ

h : (Σ0)(0) → (Σ1)(0), h(ξ0(β)) = ξ1(β),

äëÿ âñiõ β ∈ Σ ¹ ñèìïëiöiàëüíèì içîìîðôiçìîì. Çîêðåìà, h iíäóêó¹ içîìîðôiçì ìiæ ãîìîëîãiÿìè

h∗ : H∗(Σ0)→ H∗(Σ1).

5.24.2. Íåõàé u ≥ 1 i Σ0 i Σ1 � u-êðàòíi áàðèöåíòðè÷íi ïiäðîçáèòòÿ Σ. Ïîáóäóâàòè àíàëîãi÷íèé ñèìïëiöi-
àëüíèé içîìîðôiçì h : (Σ0)(0) → (Σ1)(0). Âií òàêîæ iíäóêó¹ içîìîðôiçì ãðóï ìiæ ãîìîëîãiÿìè

h∗ : H∗(Σ0)→ H∗(Σ1).
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Òàêèì ÷èíîì âñi áàðèöåíòðè÷íi ïiäðîçáèòòÿ òðèàíãóëÿöi¨ ìàþòü îäíàêîâó êîìáiíàòîð-
íó ñòðóêòóðó.

Çàäà÷à 5.25. Íåõàé f : |Σ| → |Λ| � çiðêîâå âiäîáðàæåííÿ ìiæ òðèàíãóëÿöiÿìè i g0, g1 : Σ(0) → Λ(0) � äâà
äîâiëüíi ñèìïëiöiàëüíi íàáëèæåííÿ f . Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ H : Σ(0)×{0, 1} → Λ(0), H(a, j) = gj(a), äëÿ
âñiõ âåðøèí a ∈ Σ(0) i j = 0, 1. Ïîêàçàòè, ùî H ¹ ñèìïëiöiàëüíèì âiäîáðàæåííÿì Σ× I → Λ (êîìáiíàòîðíîþ
ãîìîòîïi¹þ), à òîìó ãîìîìîðôiçìè g0

∗ = g1
∗ : H∗(Σ)→ H∗(Λ) òîòîæíi ìiæ ñîáîþ.

Òàêèì ÷èíîì êîæíîìó çiðêîâîìó âiäîáðàæåííþ f : |Σ| → |Λ| íîñi¨â òðèàíãóëÿöié âiä-
ïîâiäà¹ ãîìîìîðôiçì ãðóï ãîìîëîãié H∗(Σ) → H∗(Λ), iíäóêîâàíèé äîâiëüíèì ñèìïëiöi-
àëüíèì íàáëèæåííÿì f . Ìè ïîçíà÷àòèìåìî öåé ãîìîìîðôiçì ÷åðåç f st∗ : H∗(Σ)→ H∗(Λ).

Çàäà÷à 5.26. Íåõàé f : |Σ| → |Λ| i g : |Λ| → |Θ| � çiðêîâi âiäîáðàæåííÿ ìiæ äåÿêèìè òðèàíãóëÿöiÿìè.
Ïîêàçàòè, ùî ãîìîìîðôiçìè

(g ◦ f)st∗ = gst∗ ◦ fst∗ : H∗(Σ)→ H∗(Θ)

òîòîæíi ìiæ ñîáîþ.

Çàäà÷à 5.27. Íåõàé Σu � äîâiëüíå u-êðàòíå áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ Σ. Ïîêàçàòè, ùî òîòîæíå âiäîáðàæå-
ííÿ id|Σ| : |Σu| → |Σ| ¹ çiðêîâèì, i êîæíå éîãî ñèìïëiöiàëüíå íàáëèæåííÿ g : Σ

(0)
u → Σ(0) iíäóêó¹ içîìîðôiçì

gst∗ = φu,0 : H∗(Σu) → H∗(Σ). Ïiäêàçêà. Ðîçêëàäiòü id|Σ| â êîìïîçèöiþ òîòîæíèõ âiäîáðàæåíü ìiæ

ïîñëiäîâíèìè áàðèöåíòðè÷íèìè ïiäðîçáèòòÿìè: |Σu|
idu−−→ |Σu−1|

idu−1−−−→ · · · id−→ |Σ1|
id1−−→ |Σ|. Íåõàé ψi

� ñèìïëiöiàëüíå íàáëèæåííÿ òîòîæíîãî âiäîáðàæåííÿ idi : |Σi| → |Σi−1|, ÿêà, çãiäíî çàäà÷i 4.29.2, ¹
âiäîáðàæåííÿì âèáîðó. Òîäi ψ1 ◦ · · · ◦ ψu, òàê ñàìî ÿê i g, ¹ ñèìïëiöàëüíèì íàáëèæåííÿì id|Σ|. Òîìó
ãîìîìîðôiçì g∗ : H∗(Σu) → H∗(Σ) òîòîæíèé ç içîìîðôiçìîì iíäóêîâàíèì êîìïîçèöi¹þ ψ1 ◦ · · · ◦ ψu,
òîáòî ç φu,0.

Çàäà÷à 5.28. Íåõàé f̂ : |Σ| → |Λ| � çiðêîâå âiäîáðàæåííÿ, f̂∗ : H∗(Σ)→ H∗(Λ) � âiäïîâiäíèé ãîìîìîðôiçì
ãîìîëîãié, Σu � äîâiëüíå u-êðàòíå áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ Σ, i id|Σ| : |Σu| → |Σ| � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ.
Ïîêàçàòè, ùî òîäi f̂ = f̂ ◦ id|Σ| : |Σu| → |Λ| ¹ çiðêîâèì i (êîæíå éîãî ñèìïëiöiàëüíå íàáëèæåííÿ) iíäóêó¹

ãîìîìîðôiçì f̂∗ ◦ φu,0 : H∗(Σu)→ H∗(Λ).

Çàäà÷à 5.29. Íåõàé f : |Σ| → |Λ| � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ïîëiåäðiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ i = 0, 1
iñíó¹ ui-êðàòíå áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ Σui òðèàíãóëÿöi¨ Σ i vi-êðàòíå áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ Λvi
òðèàíãóëÿöi¨ Σ òàêi, ùî f ¹ çiðêîâèì ÿê âiäîáðàæåííÿ f : |Σui | → |Λvi |. Íåõàé (f i)st∗ : H∗(Σui)→ H∗(Λvi) �
âiäïîâiäíèé ãîìîìîðôiçì iíäóêîâàíèé (äîâiëüíèì ñèìïëiöiàëüíèì íàáëèæåííÿì f). Ïîêàçàòè, ùî ìà¹ ìiñöå
êîìóòàòèâíà äiàãðàìà

H∗(Σu0
)

(f0)st∗ //

φu0,u1 ∼=
��

H∗(Λv0
)

φv0,v1∼=
��

H∗(Σu1
)

(f1)st∗ // H∗(Λv1
)

Ïiäêàçêà. Íåõàé u1 < u0 i v1 < v0. Òîäi òîòîæíi âiäîáðàæåííÿ id|Σ| : |Σu0 | → |Σu1 | i id|Λ| : |Λv0
| → |Λv1

|
¹ çiðêîâèìè. Çîêðåìà, ìà¹ ìiñöå êîìóòàòèâíà äiàãðàìà çiðêîâèõ âiäîáðàæåíü:

|Σu0 |
f //

id|Σ| ∼=
��

f

''

|Λv0
|

id|Λ|∼=
��

|Σu1
|

f // |Λv1
|

ÿêà iíäóêó¹ äiàãðàìó ç çàäà÷i. Âèïàäêè iíøèõ íåðiâíîñòåé ìiæ u1 i u0 òà ìiæ v1 i v0 àíàëîãi÷íi.

Çàäà÷à 5.30. Íåõàé f : |Σ| → |Λ| � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ïîëiåäðiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü u, v ≥ 0

òàêi, ùî f̂ ¹ çiðêîâèì ÿê âiäîáðàæåííÿ f̂ : |Σu| → |Λv| ç äåÿêîãî u-êðàòíîãî áàðèöåíòðè÷íîãî ïiäðîçáèòòÿ Σ
â äåÿêå v-êðàòíå áàðèöåíòðè÷íå ïiäðîçáèòòÿ Λ. Ïîêàçàòè, ùî ãîìîìîðôiçì

f∗ : H∗(Σ)
φ0,u

−−−−→ H∗(|Σu|)
fst∗−−−→ H∗(|Λv|)

φv,0−−−−→ H∗(Λ)

íå çàëåæèòü âiä u, v i êîíêðåòíèõ áàðèöåíòðè÷íèõ ïiäðîçáèòòiâ Σu i Λv.
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Òàêèì ÷èíîì, êîæíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : |Σ| → |Λ| ìiæ ïîëiåäðàìè iíäóêó¹
êîðåêòíî âèçíà÷åíèé ãîìîìîðôiçì f∗ : H∗(Σ)→ H∗(Λ).

Çàäà÷à 5.31. Íåõàé f : |Σ| → |Λ| i g : |Λ| → |Θ| � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìiæ ïîëiåäðàìè. Äîâåñòè, ùî
ãîìîìîðôiçìè (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ : H∗(Σ)→ H∗(Θ) òîòîæíi ìiæ ñîáîþ.

Çàäà÷à 5.32. Ïîêàçàòè, ùî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ id|Σ| : |Σ| → |Σ| iíäóêó¹ òîòîæíèé içîìîðôiçì idH∗(Σ) :
H∗(Σ)→ H∗(Σ).

Çàäà÷à 5.33. Íåõàé f̂ : Σ → Λ � ñèìïëiöiàëüíå âiäîáðàæåííÿ, f : |Σ| → |Λ| éîãî ëiíiéíå ïðîäîâæåííÿ.
Ïîêàçàòè, ùî ãîìîìîðôiçìè f∗ = f̂∗ : H∗(Σ)→ H∗(Λ) òîòîæíi ìiæ ñîáîþ.

Çàäà÷à 5.34. Íåõàé f0, f1 : |Σ| → |Λ| � ãîìîòîïíi âiäîáðàæåííÿ ìiæ ïîëiåäðàìè. Äîâåñòè, ùî ãîìîìîðôiçìè
f0
∗ = f1

∗ : H∗(Σ)→ H∗(Λ) òîòîæíi ìiæ ñîáîþ.

Çàäà÷à 5.35. Äîâåñòè, ùî ãîìîòîïi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü ìiæ ïîëiåäðàìè f : |Σ| → |Λ| iíäóêó¹ içîìîðôiçì
ãðóï ãîìîëîãié f∗ : H∗(Σ)→ H∗(Λ).

Çàäà÷à 5.36. Íåõàé Σ′ � äîâiëüíå ïiäðîçáèòòÿ òðèàíãóëÿöi¨ Σ. Äîâåñòè, ùî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ id : |Σ| →
|Σ| iíäóêó¹ içîìîðôiçì âiäïîâiäíèõ ãðóï ãîìîëîãié id∗ : H∗(Σ

′)→ H∗(Λ).
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