
Çàäà÷i ç êóðñó ¾Äèôåðåíöiàëüíi ôîðìè¿

1 Êîìáiíàòîðèêà ñêií÷åííèõ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ìíî-

æèí

1.1 Ïîçíà÷åííÿ

Äëÿ ìíîæèíè X íåõàé
� Σ(X)�öå ãðóïà ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè X, òîáòî ái¹êöié X → X;
� Fink(X)�ìíîæèíà âñiõ k-åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí â X;
� Fin(X)�ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí â X;
� |X|�ïîòóæíiñòü ìíîæèíè X (÷èñëî ¨¨ åëåìåíòiâ, ÿêùî X ñêií÷åííà).

Çàóâàæèìî, ùî k-é äåêàðòîâèé ñòåïiíü Xk = X× · · · ×X︸ ︷︷ ︸
k

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîæèíó

âñiõ ôóíêöié [k] → X. Åëåìåíòè ìíîæèíè Xk òàêîæ íàçèâàòèìåìî k-ïîñëiäîâíîñòÿìè.
Áóäå çðó÷íî ââàæàòè, ùîX0 ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åëåìåíòà � ïîðîæíüî¨ ïîñëiäîâíîñòi

().
Âiäìiòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ k, l ≥ 1 âèçíà÷åíà ïðèðîäíà áiíàðíà îïåðàöiÿ îá'¹äíàííÿ

ïîñëiäîâíîñòåé:

→
∪ : Xk ×Xl → Xk+l, (a1, . . . , ak)

→
∪ (b1, . . . , bl) := (a1, . . . , ak, b1, . . . , bl).

Çàäà÷à 1.1.1. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ
→
∪ ¹ ái¹êöi¹þ.

Çàäà÷à 1.1.2. Ïåðåâiðèòè àñîöiàòèâíiñòü îïåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ, òîáòî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ A ∈
Xk, B ∈ Xl, C ∈ Xm

(A
→
∪ B)

→
∪ C = A

→
∪ (B

→
∪ C) ∈ Ak+l+m.

Íåçâàæàþ÷è íà ¾òðèâiàëüíiñòü¿ öi¹¨ îïåðàöi¨, âîíà áóäå êîðèñíîþ â ïîäàëüøîìó.
Íàñ öiêàâèòèìå âèïàäîê, êîëè X ¹ ñêií÷åííîþ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ.

ßêùî n = |X|�öå ÷èñëî ¨¨ åëåìåíòiâ, òî âîíà içîìîðôíà (ÿê ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæè-
íà) ìíîæèíi ÷èñåë {1, 2, . . . , n}. Òîìó äëÿ n ≥ 1 áóäå çðó÷íî ââåñòè ñïðîùåíi ïîçíà÷åííÿ:

[n] := {1, . . . , n}, Σ([n]) := Σ(n), Fink([n]) := Fink(n).

1.2 Ïåðåñòàíîâêè

Íåõàé σ ∈ Σ(n)�ïåðåñòàíîâêà ìíîæèíè [n], òîáòî ái¹êöiÿ

σ : [n] → [n].

�¨ çðó÷íî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi (2× n)-ìàòðèöi âèäó:

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
∈ Σ(n)
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Íåõàé a < b ∈ [n]. Òîäi ái¹êöiÿ τa,b ∈ Σ(n), ÿêà ïåðåñòàâëÿ¹ a i b i çàëèøà¹ íåðóõîìèìè
âñi iíøi åëåìåíòè ç [n] íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîçèöi¹þ. Òàêèì ÷èíîì,

τa,b(i) =


b, i = a,

a, i = b,

i, i ̸= a, b.

ßêùî b = a+ 1, òî òðàíñïîçèöiÿ τa,a+1 íàçèâàòèìåòüñÿ åëåìåíòàðíîþ.
Íåõàé σ ∈ Σ(n)�ïåðåñòàíîâêà. Ïàðà i, j ∈ [n] íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñi¹þ (äëÿ σ), ÿêùî

i < j àëå σ(i) > σ(j). Iíøèìè ñëîâàìè, σ ïåðåñòàâëÿ¹ i òà j â ïðîòèëåæíîìó ïîðÿäêó.
×èñëî iíâåðñié ïåðåñòàíîâêè σ ïîçíà÷àòèìåìî inv(σ), à ïàðíiñòü öüîãî ÷èñëà íàçèâà-

òèìåìî çíàêîì ïåðåñòàíîâêè σ i ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç sgnσ. Áiëüø òî÷íî,

sgnσ := (−1)inv(σ) ∈ {±1}.

Ïðèêëàä 1.2.1. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ïåðåñòàíîâêó

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 7 1 5 2 6 4

)
∈ Σ(6)

òîáòî σ(1) = 3, σ(2) = 7, σ(3) = 1 i ò.ä.
Òîäi σ ìà¹ 9 iíâåðñié,

(1, 3), (1, 5), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (2, 7), (4, 5), (4, 7)

à îòæå ¨¨ çíàê sgnσ = −1.

Äëÿ ïîäàëüøîãî êîðèñíî çðîçóìiòè ùî âiäáóâà¹òüñÿ ç ïåðåñòàíîâêîþ, êîëè äî íå¨ çà-
ñòîñîâóþòü òðàíñïîçèöiþ ñïðàâà àáî çëiâà. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî òàêi êîìïîçèöi¨ σ ç
τ1,2. Òîäi

α := σ ◦ τ1,2 =
(

1 2 3 4 5 6 7
3 7 1 5 2 6 4

)
, β := τ1,2 ◦ σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 7 1 5 2 6 4

)
.

Çàäà÷à 1.2.2. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåíííÿ ïðî âëàñòèâîñòi òðàíñïîçèöié.
1.2.2.1. Ïîêàçàòè, ùî êîæíà òðàíñïîçèöiÿ τa,b ¹ äîáóòêîì íåïàðíîãî ÷èñëà åëåìåíòàðíèõ

òðàíñïîçèöié.

1.2.2.2. Ïîêàçàòè, ùî êîæíà ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Σ(n) ¹ êîìïîçèöi¹þ ñêií÷åííîãî ÷èñëà òðàíñ-
ïîçèöié, à îòæå êîìïîçèöi¹þ íàâiòü åëåìåíòàðíèõ òðàíñïîçèöié.

1.2.2.3. Íåõàé a < b ∈ [n]. Îá÷èñëèòè ÷èñëî iíâåðñié inv(τa,b) òðàíñïîçèöi¨ τa,b. Ïåðåñâiä÷è-
òèñü, ùî öå ÷èñëî çàâæäè ¹ íåïàðíèì.

Çàäà÷à 1.2.3. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåíííÿ.
1.2.3.1. Íåõàé σ ∈ Σ(n)�äåÿêà ïåðåñòàíîâêà i τa,b ∈ Σ(n)� òðàíñïîçèöiÿ ç a < b. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî (a, b) íå óòâîðþ¹ iíâåðñiþ â σ, òîáòî σ(a) < σ(b). Ðîçãëÿíåìî ïåðåñòàíîâêó
ξ = σ ◦ τa,b. Çíàéòè çâ'ÿçîê ìiæ ÷èñëàìè iíâåðñi inv(ξ) òà inv(σ). Ïîêàçàòè, ùî öi
÷èñëà çàâæäè ìàþòü ðiçíó ïàðíiñòü.
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1.2.3.2. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Σ(n) ÷èñëî ¨¨ iíâåðñié, à îòæå i çíàêè,
òîòîæíi ç âiäïîâiäíèìè ÷èñëàìè îáåðíåíî¨ ïåðåñòàíîâêè σ−1, òîáòî

inv(σ) = inv(σ−1), sgnσ = sgnσ−1.

1.2.3.3. Íåõàé σ = τa1,b1 ◦ · · · ◦ τak,bk � ÿêèé-íåáóäü ðîçêëàä ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Σ(n) â äî-
áóòîê k òðàíñïîçèöié. Ïîêàçàòè, sgnσ = k mod 2. Iíøèìè ñëîâàìè, ïàðíiñòü ÷èñëà
òðàíñïîçèöié ÿêi ïîðîäæóþòü σ òîòîæíà ç ïàðíiñòþ ÷èñëà iíôåðâié â σ.

1.3 Âïîðÿäêîâàíi ïîñëiäîâíîñòi

Äëÿ k, n ≥ 1 íåõàé
ord: [n]k → [n]k,

âiäîáðàæåííÿ ÿêà ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié k-ïîñëiäîâíîñòi A = (i1, i2, . . . , ik), öþ æ
ïîñëiäîâíiñòü ord(A) âïîðÿäêîâàíó çà çðîñòàííÿì.

Íàïðèêëàä, ord(3, 4, 1, 6, 1) = (1, 1, 3, 4, 6).

Çàäà÷à 1.3.1. Ïîêàçàòè, ùî ord ◦ ord = ord, òîáòî ord ¹ ¾ðåòðàêöiþ¿ íà ñâié îáðàç.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Monk(n) := ord([n]k) ⊂ [n]k

îáðàç âiäîáðàæåííÿ ord. Çðîçóìiëî, ùîMonk(n) ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé (i1, i2, . . . , ik) ∈
[n]k, ùî

1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ik ≤ n.

Åêâiâàëåíòíî, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîæèíó íåñïàäíèõ ôóíêöié ϕ : [k] → [n], òîáòî

1 ≤ ϕ(1) ≤ ϕ(2) ≤ · · · ≤ ϕ(k) ≤ n.

1.4 Âêëàäåííÿ Fink(n) ⊂ Monn(k)

Çàóâàæèìî, ùî êîæíó k-åëåìåíòíó ïiäìíîæèíó A ⊂ [n], òîáòî åëåìåíò A ∈ Fink(n) ìîæíà
âïîðÿäêóâàòè çà çðîñòàííÿì. Öå äà¹ îòîòîæíåííÿ Fink(n) ç ïiäìíîæèíîþ â Monk(n), ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ iç ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié ϕ : [k] → [n], òîáòî

1 ≤ ϕ(1) < ϕ(2) < · · · < ϕ(k) ≤ n.

Åêâiâàëåíòíî, Fink(n) ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé (i1, i2, . . . , ik) ∈ [n]k, ùî

1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n.

Òàêèì ÷èíîì ìè ìà¹ìî òàêi âêëàäåííÿ

Fink(n) ⊂ Monk(n) ⊂ [n]k
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1.5 Çíàê ïîñëiäîâíîñòi

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ
sgn: [n]k → {−1, 0, 1},

ÿêà íàçèâàòèìåòüñÿ çíàêîì ïîñëiäîâíîñòi çà òàêèì ïðàâèëîì. Íåõàé B ∈ [n]k.
� ßêùî â B âñi åëåìåíòè ðiçíi, òîáòî ord(B) ∈ Fink(n), òî íåõàé sgn(B) = ±1� çíàê
ïåðåñòàíîâêè (ïàðíiñòü ÷èñëà òðàíñïîçèöié), ÿêà ðîáèòü ç B ïîñëiäîâíiñòü ord(B).

� ßêùî æ â B äåÿêi åëåìåíòè ïîâòîðþþòüñÿ, òî ïîêëàäåìî sgn(B) = 0.
Iíøèìè ñëîâàìè, sgn ðîçøèðþ¹ ïîíÿòòÿ çíàêó ïåðåñòàíîâêè íà äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi

ñèìâîëiâ.

Çàäà÷à 1.5.1. (Ïðèíöèï Äiðiõëå) Ïîêàçàòè, ùî ïðè k > n ôóíêöiiÿ sgn ¹ òîòîæíèì íóëåì,
òîáòî ïðèéìà¹ ëèøå íóëüîâå çíà÷åííÿ.

Çàäà÷à 1.5.2. (Àíòèêîìóòàòèâíiñòü) Íåõàé A ∈ [k]n i B ∈ [l]n äëÿ äåÿêèõ k, l ≥ 0. Òîäi

sgn(A
→
∪ B) = (−1)klsgn(B

→
∪ A).

Çàäà÷à 1.5.3. (Àñîöiàòèâíiñòü) Íåõàé A ∈ Monn(k), B ∈ Monn(l) i C ∈ Monn(m)� òðè
íåñïàäíèõ ïîñëiäîâíîñòi äëÿ äåÿêèõ k, l,m ≥ 0. Òîäi

sgn(A
→
∪ B

→
∪ C) = sgn(A

→
∪ B) · sgn

(
ord(A

→
∪ B)

→
∪ C

)
= sgn

(
A

→
∪ ord(B

→
∪ C)

)
· sgn(B

→
∪ C).

Iíøèìè ñëîâàìè, ùîá âïîðÿäêóâàòè A
→
∪ B

→
∪ C çà çðîñòàííÿì, ìîæíà ñïî÷àòêó âïîðÿäêóâàòè òiëüêè

A
→
∪ B, à ïîòiì âæå ïåðåñòàâëÿòè åëåìåíòè öi¹¨ ìíîæèíè ç C. Ìîæíà òàêîæ äiÿòè íàâïàêè: ñïî÷àòêó

âïîðÿäêóâàòè òiëüêè B
→
∪ C, à ïîòiì âæå ïåðåñòàâëÿòè åëåìåíòè öi¹¨ ìíîæèíè ç A.

Íåõàé A ∈ Fink(n)� âïîðÿäêîâàíà çà çðîñòàííÿì k-åëåìåíòíà ïiäìíîæèíà â [n]. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç

Â := ord([n] \ A)

âïîðÿäêóâàííÿ ¨¨ äîïîâíåííÿ â [n]. Íåõàé òàêîæ, A
→
∪ Â� îá'¹äíàííÿ öèõ ïîñëiäîâíîñòåé

i εA = sgn(A
→
∪ Â)�éîãî çíàê.

Íàïðèêëàä, ÿêùî n = 7 i A = (1, 3, 6), òî Â = (2, 4, 5, 7),

εA := sgn(A
→
∪ Â) = sgn(1, 3, 6, 2, 4, 5, 7) = (−1)4 = +1.

Çàäà÷à 1.5.4. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.
1.5.4.1. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

∗k : Fink(n) → Finn−k(n), A 7→ Â

¹ ái¹êöi¹þ. Íàãàäà¹ìî ïðî äîìîâëåíiñòü, ùî [n]0 �öå îäíîåëåìåíòíà ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà-

¹òüñÿ ç ïîðîæíüî¨ ïîñëiäîâíîñòi ().

1.5.4.2. Ïîêàçàòè, ùî ∗n−k =
(
∗k
)−1

, òîáòî âiäîáðàæåííÿ ∗n−k i ∗k ¹ âçà¹ìîîáåðíåíèìè. Çîêðå-
ìà, ÿêùî n = 2k, òî ∗k : Fink(n) → Fink(n) ¹ iíâîëþöi¹þ.

1.5.4.3. Ïîêàçàòè, ùî εA := sgn(A
→
∪ Â) ̸= 0 äëÿ êîæíîãî A ∈ Fink(n).

4



2 Ïîëiëiíiéíi ôóíêöi¨

2.1 Áàçîâi âëàñòèâîñòi

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F, k ≥ 1 i

ω : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

→ F

�äåÿêà ôóíêöiÿ. Âîíà íàçèâà¹òüñÿ
� k-ôîðìîþ, k ≥ 0, ÿêùî âîíà ïîëiëiíiéíà (ëiíiéíà ïî êîæíîìó àðãóìåíòó), òîáòî

ω(v1, . . . , avi + a′v′i, . . . , vk) = aω(v1, . . . , vi, . . . vk) + a′ω(v1, . . . , v
′
i, . . . vk)

äëÿ äîâiëüíèõ vi ∈ V i a, a′ ∈ F.
Çàóâàæèìî, ùî 1-ôîðìè, òîáòî ëiíiéíi ôóíêöi¨, òàêîæ íàçèâàþòü ëiíiéíèìè ôîðìàìè,
à 2-ôîðìè� êâàðäàòè÷íèìè ôîðìàìè.

� ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ v1, . . . , vk ∈ V òà êîæíîãî i = 1, . . . , k

ω(v1, . . . , vi, vi+1, . . . , vk) = ω(v1, . . . , vi+1, vi, . . . , vk).

� êîñîñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ v1, . . . , vk ∈ V òà êîæíîãî i = 1, . . . , k

ω(v1, . . . , vi, vi+1, . . . , vk) = −ω(v1, . . . , vi+1, vi, . . . , vk).

Çà îçíà÷åííÿì, ââàæàòèìåìî, ùî ïðè k = 1 âñi ôóíêöi¨ ω : V → F ¹ ñèìåòðè÷íèìè i
êîñîñèìåòðè÷íèìè îäíî÷àñíî.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Polyk(V ) ìíîæèíó âñiõ k-ôîðì íà V , à ÷åðåç Symk(V ) òà Asymk(V )
âiäïîâiäíî ìíîæèíè âñiõ ñèìåòðè÷íèõ òà êîñîñèìåòðè÷íèõ k-ôîðì íà V .

Íåõàé v = (v1, . . . , vn) ∈ V n �äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü ç n âåêòîðiâ ç V i A = (i1, . . . , ik) ∈
[n]k. Òîäi ÷åðåç vA ìè ïîçíà÷àòèìåìî ïîñëiäîâíiñòü

vA := (vi1 , . . . , vik) ∈ V k.

Çàäà÷à 2.1.1. Íåõàé α ∈ Polyk(V ). Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
1. α êîìîñèìåòðè÷íà, òîáòî çìiíþ¹ çíàê ïðè ïåðåñòàíîâöi ñóñiäíiõ âåêòîðiâ;
2. α çìiíþ¹ çíàê ïðè ïåðåñòàíîâöi äîâiëüíî¨ ïàðè àðãóìåíòiâ, òîáòî

ω(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vk) = −ω(v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vk);

3. äëÿ äîâiëüíèõ w, v1, . . . , vi−1, vi+2, . . . , vk ∈ V

α(v1, . . . , vi−1, w, w︸︷︷︸
=

, vi+2, . . . , vk) = 0,

òîáòî α äîðiâíþ¹ íóëþ íà êîæíié k-ïîñëiäîâíîñòi, ó ÿêié äåÿêi äâà ñóñiäíi âåêòîðè òîòî-
æíi ìiæ ñîáîþ;

4. äëÿ äîâiëüíèõ w, v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vj−1, vj+1, . . . vk ∈ V

α(v1, . . . , vi−1, w, vi+1, . . . , vj−1, w, vj+1, . . . , vk) = 0,

òîáòî α äîðiâíþ¹ íóëþ íà êîæíié k-ïîñëiäîâíîñòi, ó ÿêèõ äåÿêi äâà âåêòîðè òîòîæíi ìiæ
ñîáîþ;
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5. äëÿ äîâiëüíèõ v = (v1, . . . , vk) ∈ V k i A = (i1, . . . , ik) ∈ [k]k

α(v) = sgnA · α(vA)

òîáòî
α(v1, . . . , vk) = sgnA · α(vi1 , . . . , vik).

Çàäà÷à 2.1.2. Íåõàé V �äîâiëüíèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F, k ≥ 1, i Formk(V )�
îäíà ç ìíîæèí Polyk(V ), Symk(V ) àáî Asymk(V ). Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.
2.1.2.1. Íåõàé α, β ∈ Formk(V ) i t ∈ F. Òîäi âiäîáðàæåííÿ α + β, tα : V k → F âèçíà÷åíi çà

ôîðìóëàìè

(α + β)(v1, . . . , vk) = α(v1, . . . , vk) + β(v1, . . . , vk),

(tα)(v1, . . . , vk) = t · α(v1, . . . , vk),

òàêîæ íàëåæàòü äî Formk(V ). Iíøèìè ñëîâàìè, Polyk(V ), Symk(V ), Asymk(V ) ¹ âå-
êòîðíèìè ïðîñòîðàìè íàä ïîëåì F âiäíîñíî âêàçàíèõ îïåðàöié.

2.1.2.2. Íåõàé W � iíøèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàä F, i L : V → W � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ.
Ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíî¨ k-ôîðìè α ∈ Formk(W ) âiäîáðàæåííÿ

L∗(α) : V k → F, L∗(α)(v1, . . . , vk) = α(Lv1, . . . , Lvk),

íàëåæèòü äî Formk(V ). Áiëüø òîãî, âiäïîâiäíiñòü α 7→ L∗(α) ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåí-
íÿì L∗ : Formk(W ) → Formk(V ).

2.1.2.3. Äîâåñòè, ùî (idV )
∗ = idFormk(V ), òîáòî òîòîæíèé içîìîðôiçì L iíäóêó¹ òîòîæíèé

içîìîðôiçì Formk(V ).

2.1.2.4. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî K : U → V i L : V → W � ëiíiéíi îïåðàòîðè ìiæ âåêòîðíèìè
ïðîñòîðàìè, òî

(L ◦K)∗ = K∗ ◦ L∗,

2.1.2.5. Ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü V ⇒ Formk(V ) ¹ êîíòðàâàðiàíòíèì ôóíêòîðîì íà êàòåãîði¨
âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ íàä F.

Íåõàé char(F)� õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F, òîáòî íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî p ≥ 2, äëÿ
ÿêîãî 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

p

= 0. ßêùî òàêîãî ÷èñëà íå iñíó¹, íàïðèêëàä, êîëè F = Q,R,C, òî

ââàæàþòü, ùî char(F) = 0.

Çàäà÷à 2.1.3. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî char(F) > 0, òî âîíà ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì.

Çàäà÷à 2.1.4. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî char(F) = 2 òî k-ôîðìà íà V ¹ ñèìåòðè÷íîþ òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè âîíà êîñîñèìåòðè÷íà. Iíøèìè ñëîâàìè Symk(V ) = Asymk(V ) ÿêùî char(F) = 2.

2.2 Ïîëiëiíiéíi ôóíêöi¨ â ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ

Â íàñòóïíèõ çàäà÷àõ ââàæàòèìåìî, ùî dimV = n, i íåõàé e = ⟨e1, . . . , en⟩�äåÿêèé áàçèñ
â V . ßê i âèùå, äëÿ ïîñëiäîâíîñi A = (i1, . . . , ik) ∈ [n]k áóäå çðó÷íî ïîçíà÷àòè

eA := (e1, . . . , ek).
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Çîêðåìà, ÿêùî α � k-ôîðìà, òî âèðàç α(eA) îçíà÷àòèìå α(e1, . . . , ek).
Äëÿ i = 1, . . . , n íåõàé

dxi : V → F, dxi

(
n∑
j=1

ajej

)
= ai,

�ëiíiéíà ôóíêöiÿ, ÿêà ¹ ïðî¹êöi¹þ íà i-òó êîîðäèíàòó â öüîìó áàçèñi. Äëÿ êîæíî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi A = (i1, i2, . . . , ik) ∈ [n]k, âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

αA : V
k → F, αA(v1, . . . , vk) = dxi1(v1) · dxi2(v2) · · · dxik(vk).

Iíøèìè ñëîâàìè, öå äîáóòîê i1-¨ êîîðäèíàòè ïåðøîãî âåêòîðà v1, i2-¨ êîîðäèíàòè äðóãîãî
âåêòîðà v2 i ò.ä.

Çàäà÷à 2.2.1. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.
2.2.1.1. Íåõàé α ∈ Polyk(V )�äîâiëüíà k-ôîðìà. Ïîêàçàòè, ùî òîäi

α(v1, . . . , vk) =
n∑

i1=1

· · ·
n∑

ik=1

ai1,i2,...,ikα(ei1 , . . . , eik) =
∑

A=(i1,i2,...,ik)∈[n]k
aA · α(eA),

äëÿ ¹äèíèõ ai1,i2,...,ik = aA ∈ F, äå A = (i1, i2, . . . , ik) ïðîáiãà¹ ìíîæèíó [n]k âñiõ ïî-
ñëiäîâíîñòåé ç k åëåìåíòiâ ç [n]. Iíøèìè ñëîâàìè, α îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè

çíà÷åííÿìè íà k-ïîñëiäîâíîñòÿõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ.

2.2.1.2. Ïîêàçàòè, ùî

αA(eA) := αA(ei1 , ei2 , . . . , eik) = 1, αA(eB) := αA(ej1 , ej2 , . . . , ejk) = 0,

äëÿ áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ ïîñëiäîâíîñòi B = (j1, j2, . . . , jk) ∈ [n]k âiäìiííî¨ âiä A.

2.2.1.3. Âèâåñòè ç ïîïåðåäíiõ ïóíêòiâ, ùî ôóíêöi¨ {αA}A∈[n]k , äå A ïðîáiãà¹ ìíîæèíó [n]k,
óòâîðþþòü áàçèñ Polyk(V ). ßêà ðîçìiðíiñòü öüîãî ïðîñòîðó íàä F?

Çàäà÷à 2.2.2. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ ïðî ñèìåòðè÷íi ôîðìè.
2.2.2.1. Íåõàé α ∈ Symk(V )�äîâiëüíà ñèìåòðè÷íà k-ôîðìà. Ïîêàçàòè, ùî òîäi

α(v1, . . . , vk) =
∑

1≤i1≤i2≤···≤ik≤n

ai1,i2,...,ikα(ei1 , . . . , eik) =
∑

A=(i1,i2,...,ik)∈Monk(n)

aA · α(eA),

äëÿ ¹äèíèõ ai1,i2,...,ik ∈ F òàêèõ, ùî (i1, i2, . . . , ik) ∈ Monk(n). Iíøèìè ñëîâàìè α
îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà k-ïîñëiäîâíîñòÿõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ
ei1 , . . . , eik , ó ÿêèõ iíäåêñè íå ñïàäàþòü.

2.2.2.2. Äëÿ êîæíî¨ íåñïàäíî¨ k-ïîñëiäîâíîñòi A ∈ Monk(n) âèçíà÷èìî íàñòóïíó k-ôîðìó

βA : V
k → F, βA =

∑
σ∈Σ(A)

ασ(A),

äå αB, äëÿ B = (i1, . . . , ik), âèçíà÷åíà â çàäà÷i 2.2.1.2 ÿê äîáóòîê
∏k

j=1 dxij .
Ïåðåâiðèòè òàêi âëàñòèâîñòi.
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(à) Íåõàé B ∈ [n]k i ord(B)� âïîðÿäêóâàííÿ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi çà çðîñòàííÿì. Òîäi

βA(eB) =

{
1, ÿêùî ord(B) = A,

0, ÿêùî ord(B) ̸= A.

(á) Ôîðìè {βA}A∈Monk(n), äåA ïðîáiãà¹ ìíîæèíóMonk(n), óòâîðþþòü áàçèñ Sym
k(V ).

(â) ßêà ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó Symk(V ) íàä F? ×è ìîæíà îòðèìàòè ðåêóðñèâíi ôîð-
ìóëè äëÿ ¨¨ îá÷èñëåííÿ?

Íàãàäà¹ìî, ùî ìè îòîòîæíèëè ìíîæèíó Fink(n) âñiõ ïiäìíîæèí [n] ç ïiäìíîæèíîþ â
Monk(n) ⊂ [n]k, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Çàäà÷à 2.2.3. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ ïðî êîñîñèìåòðè÷íi ôîðìè.
2.2.3.1. Íåõàé α ∈ Asymk(V )�äîâiëüíà êîñîñèìåòðè÷íà k-ôîðìà. Ïîêàçàòè, ùî òîäi

α(v1, . . . , vk) =
∑

A={i1,i2,...,ik}⊂[n],
1≤i1<i2<···<ik≤n

ai1,i2,...,ik · α(ei1 , ei2 , . . . , eik) =
∑

A∈Fink(n)

aA · α(eA),

äëÿ ¹äèíèõ ai1,i2,...,ik = aA ∈ F òàêèõ, äå A = {i1, i2, . . . , ik} ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ k-
åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí â [n].

2.2.3.2. Äëÿ êîæíîãî A ∈ Monk(n) âèçíà÷èìî íàñòóïíó k-ôîðìó

dxA : V
k → F, dxA =

∑
σ∈Σ(A)

sgn(σ)ασ(A),

äå αA, äëÿ A = (i1, . . . , ik), âèçíà÷åíà â çàäà÷i 2.2.1.2 ÿê äîáóòîê
∏k

j=1 dxij , à sgn(σ) ∈
{−1, 1}� çíàê ïåðåñòàíîâêè σ.
Ïåðåâiðèòè òàêi âëàñòèâîñòi.
(à) Íåõàé B ∈ [n]k i ord(B)� âïîðÿäêóâàííÿ öi¹¨ k-ïîñëiäîâíîñòi çà çðîñòàííÿì i

sgn(B)� çíàê âiäïîâiäíî¨ ïåðåñòàíîâêè. Òîäi

dxA(eB) =

{
sgn(B), ÿêùî ord(B) = A,

0, ÿêùî ord(B) ̸= A.

(á) Ôîðìè {dxA}A∈Fink(n), äåA ïðîáiãà¹ ìíîæèíó Fink(n), óòâîðþþòü áàçèñAsym
k(V ).

ßêà ðîçìiðíiñòü öüîãî ïðîñòîðó íàä F?

Çàäà÷à 2.2.4. Íåõàé k ≥ 1 i α : V k+1 → F� òàêà ïîëiëiíiéíà k-ôîðìà, ùî äëÿ êîæíîãî
v ∈ V ôîðìà αv : V

k → F, αv(v1, . . . , vk) = α(v, v1, . . . , vk), îòðèìàíà ïiäñòàíîâêîþ v â
ïåðøèé àðãóìåíò, ¹ êîñîñèìåòðè÷íîþ. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ ω : V k+1 → F çà ôîðìóëîþ,

ω(v, v1, . . . , vk) := α(v, v1, . . . , vk)− α(v1, v, v2, . . . , vk) + · · ·
+ (−1)iα(v1, . . . , vi, v, vi+1, . . . , vk) + · · ·+ (−1)k+1α(v1, . . . , vk, v).

Ïîêàçàòè, ùî ω ∈ Asymk+1(V ).

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ k = 1, 2 ôîðìà ω çàäà¹òüñÿ òàêèìè ôîðìóëàìè:

ω(u, v) := α(u, v)− α(v, u), k = 1,

ω(u, v, w) := α(u, v, w)− α(v, u, w) + α(v, w, u), k = 2.
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3 Íîðìàëüíi ôîðìè êîñîñèìåòðè÷íèõ ôîðì

Íåõàé çíîâó dimV = Fn i α ∈ Asymk(Fn). Íàñ öiêàâèòèìå òàêå ïèòàííÿ: çíàéòè ëiíiéíèé
içîìîðôiçì L : V → V òàêèé, ùîá L∗(α) ìàëà ¾ÿêîìîãà ïðîñòiøèé âèãëÿä¿. Òàêi ¾íàé-
ïðîñòiøi âèãëÿäè¿ ðiçíèõ îá'¹êòiâ (ôóíêöié, îïåðàòîðiâ, òà ií.) íàçèâàþòü êàíîíi÷íèìè
àáî íîðìàëüíèìè ôîðìàìè òàêèõ îá'¹êòiâ. Íàïðèêëàä, Æîðäàíîâà íîðìàëüíà ôîðìà ìà-
òðèöi (ëiíiéíîãî îïåðàòîðà) ÷àñòî ¹ ¾ïðîñòiøîþ çà iíøi¿ ÷åðåç âåëèêó êiëüêiñòü íóëiâ.
Â çàãàëüíîìó âèïàäêó âàæêî ñôîðìóëþâàòè ùî îçíà÷à¹ òîé ãiïîòåòè÷íî ¾ïðîñòiøèé âè-
ãëÿä¿. Íàñòóïíi çàäà÷i iëþñòðóþòü iñíóâàííÿ íîðìàëüíèìè ôîðìàìè äëÿ 1-, 2- òà n-ôîðì
íà Fn.

3.1 1-ôîðìè

Çàäà÷à 3.1.1. Íåõàé α ∈ Asym1(Fn)� êîñîñèìåòðè÷íà 1-ôîðìà, òîáòî ëiíiéíà ôóíêöiÿ
α : V → F. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî α íå ¹ òîòîæíèì íóëåì, òî iñíó¹ òàêèé ëiíiéíèé içîìîðôiçì
L : V → V , ùî L∗(α) : V → F çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

L∗(α)(x1, x2, . . . , xn) = x1.

3.2 n-ôîðìè

Ðîçãëÿíåìî iíøèé êðàéíié âèïàäîê. Íåõàé I = (1, 2, . . . , n). Òîäi n-ôîðìà ç çàäà÷i 2.2.3.2:

dxI : V
n → F, dxI =

∑
σ∈Σ(I)

sgn(σ)ασ(I),

íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèêîì i ïîçíà÷àòèìåòüñÿ ÷åðåç det.

Çàäà÷à 3.2.1. Ïîêàçàòè, ùî ïðè dimV = n = 2, 2-ôîðìà

det : V × V → F,

çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:
det
((

x1
x2

)
,
(
y1
y2

))
= x1y2 − x2y1.

Çàäà÷à 3.2.2. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ ¹äèíà ïîëiëiíiéíà n-ôîðìà

α : Fn × · · · × Fn︸ ︷︷ ︸
n

→ F

âiä n âåêòîðiâ â Fn, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêié óìîâi íîðìóâàííÿ:
� íåõàé ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) (îäèíèöÿ íà i-ìó ìiñöi) � i-é áàçèñíèé âåêòîð â Rn, òîäi

α(e1, . . . , en) = 1.

Âèâåñòè ç öüîãî, ùî α(v1, . . . , vn) äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèêîâi ñêëàäåíîìó iç êîîðäèíàò-ñòîâïöiâ
öèõ âåêòîðiâ.

Îïèñàòè ìíîæèíó âñiõ êîñîñèìåòðè÷íèõ n-ôîðì α, ÿêi íå îáîâ'ÿçêîâî çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âó íîðìóâàííÿ.
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Çàäà÷à 3.2.3. Äîâåñòè, ùî dimAsymn(Fn) = 1 i ùî det ∈ Asymn(Fn) ìîæíà âèáðàòè â
ÿêîñòi ¹äèíîãî áàçèñíîãî âåêòîðà.

Çàäà÷à 3.2.4. Íåõàé λ : V → V � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ i L�éîãî ìàòðèöÿ. Ïîêàçàòè, ùî
iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ L∗ : Asymn(Fn) → Asymn(Fn) ¹ ìíîæåííÿì íà det(L), òîáòî

L∗(α) = det(L) · α.

Çàäà÷à 3.2.5. Âèâåñòè ç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i, ùî äëÿ äîâiëüíèõ n× n ìàòðèöü A òà B,

det(AB) = det(A) · det(B).

3.3 2-ôîðìè

Íåõàé α ∈ Asym2(Fn), òîáòî α : V × V → F�êîñîñèìåòðè÷íà áiëiíiéíà ôîðìà. Òîäi ¨¨
çðó÷íî çàäàâàòè ìàòðèöåþ Ω = (α(ei, ej))i,j=1,...,n ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç çíà÷åíü α íà ïàðàõ
áàçèñíèõ âåêòîðiâ.

Áàçèñ ⟨e1, f1, e2, f2, . . . ek, fk, g1, . . . , gl⟩ â V íàçèâàòèìåòüñÿ ñèìïëåêòè÷íèì äëÿ ôîðìè
α, ÿêùî

α(ei, fi) =

{
1, i = j,

0, i ̸= j,
, α(ei, ej) = α(fi, fj) = α(ei, gj) = α(fi, gj) = 0

Iíøèìè ñëîâàìè, ìàòðèöÿ α â öüîìó áàçèñi ìà¹ âèãëÿä

J2k,l =



0 1
−1 0

. . .
0 1
−1 0

0
. . .

0


(1)

òîáòî ó íå¨ k áëîêiâ
(

0 1
−1 0

)
, l íóëiâ â êiíöi ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi, i âñi iíøi åëåìåíòè Ω òàêîæ

íóëi.

Çàäà÷à 3.3.1. (Ëiíiéíà òåîðåìà Äàðáó) Êîæíà êîñîñèìåòðè÷íà 2-ôîðìà α ∈ Asymn(F2) ìà¹
ñèìïëåêòè÷íèé áàçèñ.

Iíøèìè ñëîâàìè, iñíó¹ òàêèé ëiíiéíèé içîìîðôiçì L : V → V , ùî ìàòðèöÿ L∗(α) : V → F
ìà¹ âèãëÿä (1).

Åêâiâàëåíòíî, ÿêùî A�ìàòðèöÿ α i L�ìàòðèöÿ öüîãî içîìîðôiçìó, òî Jk,l = LtΩL.

Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à ïîøóêó íàéïðîñòiøîãî âèãëÿäó ìàòðèöi êîñîñèìåòðè÷íî¨ 2-
ôîðìè âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çàäà÷i ïîøóêó íàéïðîñòiøîãî âèãëÿäó ìàòðèöi êîñîñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà A : V → V . Âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ìàòðèöi 2-ôîðì òà ìàòðèöi ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ ïî-ðiçíîìó ïîâîäÿòü ñåáå ïðè çàìiíàõ áàçèñiâ: ìàòðèöi 2-ôîðì çàìiíþþòüñÿ íà
LtAL, â òîé ÷àñ ÿê ìàòðèöi ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ çàìiíþþòüñÿ íà L−1AL. Öå äóæå ñóòò¹âà
âiäìiííiñòü.
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Çàäà÷à 3.3.2. Íåõàé

Ω =

(
0 a
−a 0

)
� êîñîñèìåòðè÷íà 2× 2 ìàòðèöÿ. Çíàéòè òàêó íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ L, ùî

LtAL = J2,0 =

(
0 1
−1 0

)
Çàäà÷à 3.3.3. Íåõàé

Ω =

 0 a b
−a 0 c
−b −c 0


� êîñîñèìåòðè÷íà 3× 3 ìàòðèöÿ, äëÿ äåÿêèõ a, b, c, ïðè÷îìó a ̸= 0. Çíàéòè òàêó íåâèðîäæåíó
ìàòðèöþ L, ùî

LtAL = J2,1 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0


Çàäà÷à 3.3.4. Íåõàé

Ω =


0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0


� êîñîñèìåòðè÷íà 4×4 ìàòðèöÿ, äëÿ äåÿêèõ a, b, c, d, e, f . Çíàéòè òàêó íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ
L, ùî

LtAL = J2,2 =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


ÿêùî A âèðîäæåíà i

LtAL = J4,0 =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


ÿêùî A íåâèðîäæåíà.

Çàäà÷à 3.3.5. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ 2-ôîðìè α ∈ Asymn(F2) ðàíã ¨¨
ìàòðèöi çàâæäè ïàðíèé.

Çàäà÷à 3.3.6. Íåõàé A� êîñîñèìåòðè÷íà n× n ìàòðèöÿ. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî n íåïàðíå, òî
A� âèðîäæåíà.
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3.4 Çîâíiøí¹ ìíîæåííÿ êîñîñèìåòðè÷íèõ ôîðì

Íåõàé k, l ≥ 1 i A = {i1, i2, . . . , ik+l} ∈ [n]k+l �ïîñëiäîâíiñòü ç k + l åëåìåíòiâ ç [n]. Áóäå
çðó÷íî ââåñòè òàêi ïîçíà÷åííÿ:

k[A] := {i1, . . . , ik} ∈ [n]k, [A]l := {ik+1, . . . , ik+l} ∈ [n]l

i íàçèâàòè ¨õ, âiäïîâiäíî, k-ëiâîþ òà l-ïðàâîþ ÷àñòèíàìè A.
Íàâïàêè, ÿêùî A = {i1, . . . , ik} ∈ [n]k i B = {j1, . . . , jl} ∈ [n]l, òî ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç

−→
A ∪B:= {i1, . . . , ik, j1, . . . , jl} ∈ [n]k+l

îá'¹äíàííÿ öèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Çàäà÷à 3.4.1. Ïåðåâiðòå, ùî âiäïîâiäíiñòü

[k]× [l] → [k + l], (A,B) 7→
−→

A ∪B,

¹ ái¹êöi¹þ, îáåðíåíà äî ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ ïðàâèëîì:

[k + l] → [k]× [l], A 7→ (k[A], [A]l).

Íåõàé V � (íå îáîâ'ÿçêîâî ñêií÷åííî âèìiðíèé) âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F. Íåõàé
äàëi v = (v1, . . . , vk) ∈ V k ïîñëiäîâíiñòü ç k âåêòîðiâ ç V i σ ∈ Σ(k)�ïåðåñòàíîâêà ìíîæèíè
[k]. Òîäi ÷åðåç σ(v) ïîçíà÷àòèìåìî ïîñëiäîâíiñòü

σ(v) := (vσ(1), . . . , vσ(k)),

îòðèìàíó ç v ïåðåñòàíîâêîþ ¨¨ åëåìåíòiâ ó âiäïîâiäíîñòi ç σ.
Ïðèïóñòèìî, ùî χ(F) = 0. Íåõàé α ∈ Asymk(V ) i β ∈ Asyml(V )�äâi êîñîñèìåòðè÷íi

ôîðìè íà V . Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

α ∧ β : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k+l

→ R,

(α ∧ β)(v) := 1

k! l!

∑
σ∈Σ(k+l)

sgn(σ) · α(k[σ(v)]) · β([σ(v)]l).
(2)

Âîíî íàçèâà¹òüñÿ çîâíiøíiì äîáóòêîì α i β.
Íàïðèêëàä, ÿêùî α, β ∈ Asym1(V ), òî

α ∧ β(v1, v2) = α(v1)β(v2)− α(v2)β(v1).

ßêùî α ∈ Asym1(V ) i β ∈ Asym2(V ), òî

(α ∧ β)(v1, v2, v3) =
1

2

(
α(v1)β(v2, v3)− α(v1)β(v3, v2)

− α(v2)β(v1, v3) + α(v1)β(v3, v1)

+ α(v3)β(v1, v2)− α(v3)β(v2, v1)
)

= α(v1)β(v2, v3) + α(v2)β(v3, v1) + α(v3)β(v1, v2).
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Çàäà÷à 3.4.2. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ α ∈ Asym2(V ), β ∈ Asym2(V ) i (v1, v2, v3, v4) ∈
V 4 ìà¹ìî, ùî

(α ∧ β)(v1, v2, v3, v4) = α(v1, v2)β(v3, v4) + α(v1, v3)β(v4, v2) + α(v1, v4)β(v2, v3)

+ α(v2, v3)β(v1, v4) + α(v2, v4)β(v3, v1) + α(v3, v4)β(v1, v2).

Çàäà÷à 3.4.3. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ α ∈ Asym1(V ), β ∈ Asymk(V ) i (v0, . . . vk) ∈ V k+1

ìà¹ìî, ùî

(α ∧ β)(v0, . . . , vk) =
k+1∑
i=1

(−1)iα(vi)β(v0, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vk) =

= α(v0)β(v1, . . . , vk)− α(v1)β(v0, v2, . . . , vk)+

+ α(v2)β(v0, v1, v3, . . . , vk) + · · ·+ (−1)kα(vk)β(v0, . . . , vk−1).

Íàñòóïíà çàäà÷à äîçâîëÿ¹ äàòè îçíà÷åííÿ çîâíiøíüîãî äîáóòêó ôîðì, ÿêå íå âèìàãà¹
äiëåííÿ (â ïîëi F) íà äîáóòîê ôàêòîðiàëiâ k! l! ÿê â ôîðìóëi (2).

Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî, ùî Fink(k+ l)�ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ k-åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí
â [k + l] âïîðÿäêîâàíèõ çà çðîñòàííÿì. Äëÿ êîæíî¨ òàêî¨ ìíîæèíè A ∈ Fink(k + l) ìè

ïîçíà÷èëè ÷åðåç Â := ord([k + l] \ A) ¨ ¨ äîïîâíåííÿ â [k + l], à ÷åðåç εA := sgn(A
→
∪ Â)�

çíàê ïåðåñòàíîâêè A
→
∪ Â ìíîæèíè [k + l].

Çàäà÷à 3.4.4. Íåõàé α ∈ Asymk(V ) i β ∈ Asyml(V )�äâi êîñîñèìåòðè÷íi ôîðìè íà V .
Ïîêàçàòè, ùî ôîðìóëà (2) äëÿ çîâíiøíüîãî äîáóòêó α∧β ìîæå áóòè ñïðîùåíà äî íàñòóïíîãî
âèãëÿäó:

(α ∧ β)(v) :=
∑

A∈Fink(k+l)

εA α(A) β(Â).

Îçíà÷åííÿ 3.4.5. Íåõàé V � (ìîæëèâî íåñêií÷åííî âèìiðíèé) âåêòîðíèé ïðîñòið íàä
ïîëåì F äîâiëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè, i α ∈ Asymk(V ) i β ∈ Asyml(V )� äâi êîñîñèìåòðè÷íi
ôîðìè íà V . Òîäi çîâíiøíiì äîáóòêîì α i β íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ α ∧ β : V k+l → F
âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ iç çàäà÷i 3.4.4:

(α ∧ β)(v) :=
∑

A∈Fink(k+l)

εA α(A) β(Â). (3)

Çàäà÷à 3.4.6. Äîâåñòè, òàêi òâåðäæåííÿ.
3.4.6.1. Ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôîðì α ∈ Asymk(V ) i β ∈ Asyml(V ) âiäîáðàæåííÿ

α ∧ β : V k+l → F âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ (3) äiéñíî íàëåæèòü äî Asymk+l(V ), òîáòî
¹ êîñîñèìåòðè÷íîþ (k + l)-ôîðìîþ íà V .

3.4.6.2. Ïîêàçàòè, ùî iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ

∧ : Asymk(V )× Asyml(V ) → Asymk(V ), (α, β) 7→ α ∧ β,

¹ áiëiíiéíèì. Éîãî íàçèâàþòü çîâíiøíiì ìíîæåííÿì.

3.4.6.3. Äîâåñòè, ùî çîâíiøí¹ ìíîæåííÿ ¹ àñîöiàòèâíèì, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ α ∈ Asymk(V ),
β ∈ Asyml(V ), γ ∈ Asymm(V ), ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

α ∧ (β ∧ γ) = (α ∧ β) ∧ γ.
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Çàäà÷à 3.4.7. Ïîêàçàòè, ùî α ∧ α = 0 äëÿ êîæíî¨ 1-ôîðìè α : V → F.

Çàäà÷à 3.4.8. (Ëåìà Àäàìàðà äëÿ êîñîñèìåòðè÷íèõ ôîðì) Íåõàé V = Fn � ñêií÷åííî âè-
ìiðíèé ïðîñòið íàä F, α : V → F� 1-ôîðìà i β ∈ Asymk(Fn)� k-ôîðìà äëÿ äåÿêîãî k ≥ 1.
Äîâåñòè åêâiâàëåíòíiñòü òàêèõ òâåðäæåíü

1. α ∧ β = 0;
2. β = α ∧ ω äëÿ äåÿêî¨ (k − 1)-ôîðìè ω ∈ Asymk−1(Fn).

Iíøèìè ñëîâàìè β ¾äiëèòüñÿ¿ íà α.
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4 Äèôåðåíöiàëüíi ôîðìè íà âiäêðèòèõ ìíîæèíàõ â Rn

Ïèòàííÿ ðîçãëÿíóòi â ëåêöi¨ 1.

1. Îçíà÷åííÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôîðìè â Rn.
2. Äèôåðåíöiàë äèôåðåíöiàëüíî¨ ôîðìè â Rn òà éîãî âëàñòèâîñòi.
3. Êîìïëåêñ äå Ðàìà, êîãîìîëîãi¨ äå Ðàìà.

Çàäà÷à 4.0.1. Íåõàé U ⊂ Rn � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà i Λ = C∞(U) = Ω0(U)� ïðîñòið ãëàäêèõ
ôóíêöié íà U , àáî 0-ôîðì íà U . ßêà ðîçìiðíiñòü âiëüíîãî ìîäóëÿ

Ωi(U) = Λ
[
{dxA}A⊂{1,...,n},|A|=i]

]
íàä êiëüöåì Λ?

Çàäà÷à 4.0.2. Íåõàé U ⊂ Rn � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ôîðì α ∈ Ωp(U), β ∈ Ωq(U) âèêîíàíi òîòîæíîñòi
4.0.2.1. α ∧ β = (−1)|α| |β|β ∧ α.
4.0.2.2. d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)|α|α ∧ dβ.
4.0.2.3. d(d(α)) ≡ 0.

4.0.2.4. Ïîêàçàòè, ùî òîòîæíiñòü d1 ◦ d0(f) ≡ 0 äëÿ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ f åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî
f ′′
xixj

≡ f ′′
xjxi

äëÿ âñiõ ïàð iíäåêñiâ i, j.

Çàäà÷à 4.0.3. Îá÷èñëèòè êîãîìîëîãi¨ äå Ðàìà H∗
dR(U) òàêèõ âiäêðèòèõ ìíîæèí U ⊂ R:

4.0.3.1. R;
4.0.3.2. (0, 1) ∪ (1, 2);

4.0.3.3. îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ.

Çàäà÷à 4.0.4. Íåõàé f : U → R�C1 ôóíêöiÿ íà âiäêðèòié ìíîæèíi U ⊂ Rn. Ïðèïóñòèìî,
ùî f ′

xi
≡ 0 äëÿ âñiõ i, òîáòî df ≡ 0. ×è ïðàâäà, ùî f � ïîñòiéíà íà U?

Îïèñàòè ÿäðî äèôåðåíöiàëà

d = d0 : Ω0(U) → Ω1(U), df ≡ d0f := f ′
x1
dx1 + · · · f ′

xndxn,

òîáòî äàòè âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ç ÿêèõ ñàìå ôóíêöié ñêëàäà¹òüñÿ ker(d0)?
Îá÷èñëèòè ãðóïó íóëüîâèõ êîãîìîëîãié äå Ðàìà

H0
dR(U) :=

ker(d0 : Ω0(U) → Ω1(U))

im(d−1 : Ω−1(U) → Ω0(U))
.

ßêèé ãåîìåòðè÷íèé (÷è òîïîëîãi÷íèé) çìiñò öi¹¨ ãðóïè Âè áà÷èòå?

5 Äèôåðåíöiàëüíi ôîðìè íà ìíîãîâèäàõ

5.1 Ôàêòîð-ïðîñòîðè

ÍåõàéM � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, α = {Ui}i∈Λ � âiäêðèòå ïîêðèòòòÿM . Äëÿ êîæíîãî i ∈ Λ
íåõàé ϕi : Ui ⊂ M �ïðèðîäíå âêëàäåííÿ. Íåõàé äàëi U = ⊔

i∈Λ
Ui �äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ

åëåìåíòiâ ïîêðèòòÿ i p = ⊔
i∈Λ

: U → M � âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ p(x) =

ϕi(x), ÿêùî x ∈ Ui.
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Çàäà÷à 5.1.1. Ïîêàçàòè, ùî p ¹ ôàêòîðíèì âiäîáðàæåííÿì, òîáòî ïiäìíîæèíà A ⊂ M �
âiäêðèòà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè p−1(A) âiäêðèòà â U .

Íåõàé ∼� âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà U iíäóêîâàíå p, òîáòî x ∼ y òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè p(x) = p(y). Iíøèìè ñëîâàìè, x ∈ Ua òà y ∈ Ub, òî x ∼ y òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíè
ïðåäñòàâëÿþòü îäíó i òó æ òî÷êó â M .

Çàäà÷à 5.1.2. Ïîêàæiòü, ùî òîäi êîðåêòíî âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ p̂ : U/∼ →M , ÿêå ñòàâèòü
ó âiäïîâiäíiñòü êëàñó [x] òî÷êè x ∈ U , îáðàç p(x). Çîêðåìà, ìà¹ ìiñöå êîìóòàòèâíà äiàãðàìà

U = ⊔
i∈Λ

Ui
p //

π

$$

M

U/∼

p̂

∼=

>>

äå π� êàíîíi÷íà ïðî¹êöiÿ.

Çàäà÷à 5.1.3. Äîâåäiòü, ùî p̂ : U/∼ →M ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

5.2 Âåêòîðíi ðîçøàðóâàííÿ

Íåõàé M � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i α = {Ui}i∈Λ � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ M . Ïðèïóñòèìî òà-
êîæ, ùî äëÿ êîæíîãî i ∈ Λ çàäàíî ãîìåîìîðôiçì ϕi : Ui → Xi íà äåÿêèé òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið Xi. Ïàðó αi := (Ui, ϕi) íàçèâàòèìåìî ϕi êàðòîþ íà M , à ñóêóïíiñòü âñiõ ïàð
α = {(Ui, ϕi}i∈Λ � àòëàñîì.

Äëÿ i, j ∈ Λ áóäå çðó÷íî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Xi,j := ϕi(Ui ∩ Uj) îáðàç ïåðåòèíó âiäêðèòèõ
ìíîæèí Ui ∩ Uj â Xi ïiä äi¹þ ϕi.

Çàäà÷à 5.2.1. Ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

τi,j = ϕj ◦ ϕ−1
j : ϕi(Ui ∩ Uj) ≡ Xi,j → Xj,i ≡ ϕj(Ui ∩ Uj)

¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Âîíî íàçèâàòèìåòüñÿ âiäîáðàæåííÿì ïåðåõîäó ìiæ êàðòàìè αi òà αj.
Äîâåñòè òàêîæ, ùî τi,j çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:
1. τi,i = idXi×V äëÿ âñiõ i ∈ Λ;
2. τi,j = τ−1

j,i äëÿ âñiõ i, j ∈ Λ;
3. τj,k ◦ τi,j = τi,k íà Xi,j ∩Xi,k = ϕi

(
Ui ∩ Uj ∩ Uk

)
äëÿ âñiõ i, j, k ∈ Λ.

Íåõàé äàëi V � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F (íàïðèêëàä Rn, Cn, ãiëü-
áåðòiâ ïðîñòðið l2 òîùî),

Q := ⊔
i∈Λ

Xi × V

äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ äîáóòêiâ Xi íà V i

ψ : Q→M, ψ(x, u) = ϕ−1
i (x) äëÿ x ∈ Xi.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè i, j ∈ Λ òàêî¨, ùî Ui ∩ Uj ̸= ∅ âèçíà÷åíî íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ

σi,j = Xi,j × V → Xj,i × V
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òàêèé, ùî äëÿ âñiõ (x, v) ∈ Xi,j × V

σi,j(x, v) =
(
τi,j(x), Ji,j(x)v

)
äå Ji,j(x) : V → V �äåÿêèé ëiíiéíèé içîìîðôiçì, ÿêèé çàëåæèòü âiä x ∈ Xi,j, ïðè÷îìó
âèêîíàíi òàêi òîòîæíîñòi
(J1) Ji,i(x) = idV äëÿ âñiõ i ∈ Λ òà x ∈ Xi;
(J2) Ji,j(x) = J−1

j,i (τi,j(x)) äëÿ âñiõ i, j ∈ Λ òà x ∈ Xi,j;
(J3) Jj,k(τi,j(x))Ji,j(x) = Ji,k(x) äëÿ âñiõ i, j, k ∈ Λ òà x ∈ Xi,j ∩Xi,k = ϕi

(
Ui ∩ Uj ∩ Uk

)
.

Çàäà÷à 5.2.2. Ïåðåâiðèòè, ùî öi óìîâè íà Ji,j(x) îçíà÷àþòü, ùî
1. σi,i = idXi×V äëÿ âñiõ i ∈ Λ;
2. σi,j = σ−1

j,i äëÿ âñiõ i, j ∈ Λ;
3. σj,k ◦ σi,j = σi,k íà Xi,j ∩Xi,k äëÿ âñiõ i, j, k ∈ Λ.

Âèâåäiòü çâiäñè, ùî σi,j ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Íåõàé GL(V )� ãðóïà âñiõ ëiíiéíèõ içîìîðôiçìiâ V . Òîäi ìè ìà¹ìî òàêi äàíi:
� àòëàñ α = {(Ui, ϕi : Ui → Xi)}i∈Λ íà M ;
� äëÿ êîæíî¨ ïàðè i, j ∈ Λ âiäîáðàæeííÿ Ji,j : Xi,j = ϕi(Ui ∩ Uj) → GL(V ), ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü òîòîæíîñòi (J1), (J2), (J3), i ïðè öüîìó êîæíå σi,j ¹ íåïåðåðâíèì.

Âèçíà÷èìî íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ∼ íà Q. ßêùî (x, u) ∈ Xi × V i (y, v) ∈ Xj × V , òî

(x, u) ∼ (y, v) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (y, v) = σi,j(x, v).

Çàäà÷à 5.2.3. Äîâåñòè, ùî ∼ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà Q.

Êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi åëåìåíòà (x, u) ∈ Q ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç [x, u]. Íåõàé E = Q/∼ �
ìíîæèíà êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi ∼ i π : Q→ E �ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ, òîáòî

π(x, u) = [x, u].

Çàäàìî íà E ôàêòîðíó òîïîëîãiþ ïî âiäíîøåííþ äî π, òîáòî ïiäìíîæèíà A ⊂ E âiäêðèòà
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè π−1(A) ¹ âiäêðèòîþ â Q.

Çàäà÷à 5.2.4. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (x, u), (y, v) ∈ Q ç òîãî, ùî (x, u) ∼ (y, v) âèïëè-
âà¹, ùî ψ(x, u) = ψ(y, v). Âèâåñòè çâiäñè, ùî iñíó¹ ¹äèíå âiäîáðàæåííÿ p : E → M òàêå, ùî
ψ = p ◦ π, òîáòî ìà¹ ìiñöå òàêà êîìóòàòèâíà äiàãðàìà:

Q = ⊔
i∈Λ

Xi × V
π //

ψ

**

E = Q/∼

p

��
M

Íàñòóïíà çàäà÷à ïîêàçó¹, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ M ¨ ¨ ïðîîáðàç p−1(y) ⊂ E ìà¹
ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó içîìîðôíîãî V .

Çàäà÷à 5.2.5. Íåõàé y ∈ Ui äëÿ äåÿêîãî i ∈ Λ i x = ϕi(y) ∈ Xi.
5.2.5.1. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíå âiäîáðàæåííÿ ¹ ái¹êöi¹þ:

πx = π|x×V : x× V → p−1(y), πx(x, u) = π(x, u) = [x, u]. (4)
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5.2.5.2. Âèçíà÷èìî íà p−1(y) îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà åëåìåíòè ïîëÿ F çà òàêèì
ïðàâèëîì: ÿêùî u, v ∈ V i f ∈ F , òî

[x, u] + [x, v] := [x, u+ v], f [x, u] := [x, fu].

Iíøèìè ñëîâàìè, ïåðåíåñåìî íà p−1(y) ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ç V çà äîïî-
ìîãîþ ái¹êöi¨ πx. Ïîêàçàòè, ùî òîäi p−1(y) ñòà¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä F , ïðè÷îìó
âiäîáðàæåííÿ πx ¹ içîìîðôiçìîì âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ.

5.2.5.3. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî y ∈ Ui ∩ Uj äëÿ äåÿêèõ i, j ∈ Λ, x = ϕi(y) ∈ Xi,j ⊂ Xi, x′ =
ϕj(y) ∈ Xj,i ⊂ Xi, òî ìà¹ ìiñöå êîìóòàòèâíà äiàãðàìà

x× V
σi,j : (x,u) 7→ (x′,Ji,j(x)u) //

πx
((

x′ × V

πx′vv
π−1(y)

Âèâåäiòü çâiäñè, ùî ÿêùî u, v, u′, v′ ∈ V òà f ∈ F òàêi, ùî [x, u] = [x′, u′], [x, v] =
[x′, v′] ∈ p−1(y), òî

[x, u+ v] = [x′, u′ + v′], [x, fu] = [x′, fu′].

Çðîáiòü âèñíîâîê, ùî ñòðóêòóðà âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íà p−1(y) íå çàëåæèòü âiä ìíî-
æèíè Ui ∈ α, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó y.

Êëàññ åêâiâàëåíòíîñòi p−1(x) òî÷êè x ∈ M òàêîæ ïîçíàòèìåìî ÷åðåç Ex. Ðîçãëÿíåìî
ïðèêëàäè.

5.3 Ñóìà Óiòíi âåêòîðíèõ ðîçøàðóâàíü

5.4 Ïîëiëiíiéíi ôîðìè íà âåêòîðíîìó ðîçøàðóâàííi

Íåõàé p : E →M � âåêòîðíå ðîçøàðóâàííÿ i W �äåÿêèé ëiíiéíèé ïðîñòið. Âiäîáðàæåííÿ
ω : E → W íàçèâà¹òüñÿ 1-ôîðìîþ iç çíà÷åííÿìè â W , ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ M
îáìåæåííÿ

ω|Ex : Ex = p−1(x) → W

¹ ëiíiéíèì.
Áiëüø çàãàëüíî, âiäîáðàæåííÿ ω : ⊕k E → W íàçèâà¹òüñÿ (ñèìåòðè÷íîþ, êîñîñèìå-

òðè÷íîþ) k-ôîðìîþ iç çíà÷åííÿìè â W , ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ M îáìåæåííÿ íà ¨¨
øàð

ω|⊕kEx : ⊕k Ex → W

¹ ïîëiëiíiéíèì (ñèìåòðè÷íèì, êîñîñèìåòðè÷íèì ïî âñiõ àðãóìåíòàõ).

Çàäà÷à 5.4.1. Íåõàé k ≥ 1 i α ⊕k+1 E → W � òàêà (k + 1)-ôîðìà, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈M i
v ∈ Ex ôîðìà

αv : ⊕k+1 E → W, αv(v1, . . . , vk) = α(v, v1, . . . , vk), v1, . . . , vk ∈ Ex,
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îòðèìàíà ïiäñòàíîâêîþ v â ïåðøèé àðãóìåíò, ¹ êîñîñèìåòðè÷íîþ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ
ω : ⊕k+1 E → W çà ôîðìóëîþ,

ω(v, v1, . . . , vk) := α(v, v1, . . . , vk)− α(v1, v, v2, . . . , vk) + · · ·
+ (−1)iα(v1, . . . , vi, v, vi+1, . . . , vk) + · · ·+ (−1)k+1α(v1, . . . , vk, v).

äëÿ âñiõ v, v1, . . . , vk ∈ Ey, y ∈M .

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ k = 1, 2 ôîðìà ω çàäà¹òüñÿ òàêèìè ôîðìóëàìè:

ω(u, v) := α(u, v)− α(v, u), k = 1,

ω(u, v, w) := α(u, v, w)− α(v, u, w) + α(v, w, u), k = 2.

5.5 Ìíîãîâèä, ÿê ¾ôàêòîð-ïðîñòið àòëàñó¿

ÍåõàéM �ìíîãîâèä i α = {(Ui, ϕi)}i∈Λ � àòëàñ íàM . Òîáòî {Ui}i∈Λ �öå âiäêðèòå ïîêðèò-
òÿ M , à êîæíå ϕi : Ui → Rn � âiäêðèòå âêëàäåííÿ, òîáòî ãîìåîìîðôiçì íà äåÿêó âiäêðèòó
ïiäìíîæèíó ϕi(Ui) â Rn.

Íåõàé Q = ⊔
i∈Λ

ϕi(Ui)�äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ öèõ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí Rn, i ∼�

âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi âèçíà÷åíå íàñòóïíèì ÷èíîì:
� ßêùî x ∈ ϕi(Ui) i y ∈ ϕj(Uj), òî x ∼ y òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x ∈ ϕi(Ui ∩ Uj),
y ∈ ϕj(Ui ∩ Uj) i y = ϕj ◦ ϕ−1

i (x).
Iíøèìè ñëîâàìè, x ∼ y òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ϕ−1

i (x) = ϕ−1
j (y) ∈ M , òîáòî êîëè öi òî÷êè

ïðåäñòàâëÿþòü îäíó ó òó æ òî÷êó íà M .
Íàäiëèìî Q/∼ iíäóêîâàíîþ ôàêòîð-òîïîëîãi¹þ.
Íåõàé òàêîæ Ψ = ⊔

i∈Λ
ϕ−1
i : Q → M � âiäîáðàæåííÿ, ùî ñêëàäà¹òñÿ ç îáåðíåíèõ äî

ϕi âiäîáðàæåíü. Òîáòî, ÿêùî x ∈ ϕi(Ui), òî Ψ(x) = ϕ−1
i (x). Çîêðåìà, Ψ ãîìåîìîðôíî

âiäîáðàæà¹ ϕi(Ui) íà U îáåðíåíèì ãîìåîìîðôiçìîì ϕ−1
i .

Çàäà÷à 5.5.1. Ïîêàæiòü, ùî x ∼ y òîäi i ëèøå òîäi, êîëè Ψ(x) = Ψ(y). Çîêðåìà, Ψ iíäóêó¹
íåïåðåðâíå âiäîáðàæeííÿ Ψ̂ : Q/∼ →M , ÿêå ðîáèòü êîìóòàòèâíîþ òàêó äiàãðàìó:

Q = ⊔
i∈Λ

ϕi(Ui)
Ψ //

π

&&

M

Q/∼

Ψ̂

∼=

>>

äå π� êàíîíi÷íà ïðî¹êöiÿ.

Çàäà÷à 5.5.2. Ïîêàæiòü, ùî Ψ̂ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Çàäà÷à 5.5.3. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî f : M → R�äîâiëüíà ôóíêöiÿ, òî f ◦ Ψ|Ui
: Ui → R� ¹

ëîêàëüíèì çîáðàæåííÿì f â êàðòi (Ui, ϕi).

Òàêèì ÷èíîì, êîæåí ìíîãîâèä ¹ ôàêòîð-ïðîñòîðîì äèç'þíêòíîãî îá'¹äíàííÿ îáðàçiâ
ñâî¨õ êàðò, âiäíîñíî ñêëåéêè, ÿêà çàäà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿìè ïåðåõîäó ìiæ âiäïîâiäíèìè
êàðòàìè. Áiëüø òîãî, ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ Ψ ¾ìiñòèòü â ñîái ëîêàëüíi ïðåäñòàâëåííÿ
êîæíî¨ ôóíêöi¨ íà M ó âñiõ êàðòàõ àòëàñó α¿.

Òàêà òî÷êà çîðó ¹ çðó÷íîþ, äëÿ îïèñó ðiçíèõ ðîçøàðóâàíü àñîöiéîâàíèõ ç öèì ìíîãî-
âèäîì.
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5.6 Äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ äî ìíîãîâèäó

Íåõàé x ∈ M i (U, ϕ)�êàðòà íà M òàêà, ùî x ∈ U . Íåõàé γ : (−ε, ε) → M , ε > 0, � C1-
êðèâà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó x, òîáòî γ(0) = x, à âiäîáðàæåííÿ ϕ ◦ γ : (−ε, ε) → Rn

íàëåæèòü êëàñó C1. Òîäi âåêòîð (ϕ ◦ γ)′(0) ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ äîòè÷íèé âåêòîðîì äî x
âiäíîñíî êàðòè (U, ϕ).

Ñêàæåìî, ùî äâi C1 êðèâi γ, δ : (−ε, ε) →M , ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó x åêâiâàëåíòíi
â öié òî÷öi âiäíîñíî êàðòè (U, ϕ), ÿêùî âîíè ìàþòü îäíàêîâèé äîòè÷íèé âåêòîð â öié
òî÷öi âiäíîñíî äàíî¨ êàðòè, òîáòî (ϕ ◦ γ)′(0) = (ϕ ◦ δ)′(0) ∈ Rn.

Çàäà÷à 5.6.1. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî êàðòè (U, ϕ) òà (V, ψ)� C1-óçãîäæåíi i x ∈ U ∩ V , òî γ i
δ åêâiâàëåíòíi âiäíîñíî (U, ϕ) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíè åêâiâàëåíòíi âiäíîñíî (V, ψ), òîáòî
ðiâíiñòü (ϕ ◦ γ)′(0) = (ϕ ◦ δ)′(0) åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi (ψ ◦ γ)′(0) = (ψ ◦ δ)′(0).

Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê:

Çàäà÷à 5.6.2. ßêùî α� C1-àòëàñ íàM , òî γ i δ åêâiâàëåíòíi âiäíîñíî äåÿêî¨ êàðòè (U, ϕ) ∈ α
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíè åêâiâàëåíòíi âiäíîñíî áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ êàðòè (V, ψ) ∈ α, ÿêà ìiñòèòü
x.

ßêùî óìîâè çi¹¨ çàäà÷i âèêîíàíi, òî ãîâîðèòèìåìî, ùî γ i δ γ i δ åêâiâàëåíòíi â òî÷öi
x âiäíîñíî àòëàñó α.

Îçíà÷åííÿ 5.6.3. Íåõàé α�ôiêñîâàíèé Ck àòëàñ íàM i x ∈M . Êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi
C1-êðèâèõ â òî÷öi x ∈ M (âiäíîñíî àòëàñó α) íàçèâàþòüñÿ äîòè÷íèìè âåêòîðàìè â öié
òî÷öi.

Ñóêóïíiñòü âñiõ äîòè÷íèõ âåêòîðiâ â òî÷öi x ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç TxM i íàçèâà¹òüñÿ
äîòè÷íèì ïðîñòîðîì â òî÷öi x (âiäíîñíî àòëàñó α).

Äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ TM := ⊔
x∈M

TxM âñiõ äîòè÷íèõ ïðîñòîðiâ ïî âñiõ òî÷êàõ

x ∈ M íàçèâà¹òüñÿ äîòè÷íèì ðîçøàðóâàííÿì M (âiäíîñíî àòëàñó α). Ïðè öüîìó âiä-
îáðàæåííÿ p : TM → M , p(TxM) = x, ÿêå ïåðåâîäèòü âåñü äîòè÷íèé ïðîñòið TxM â
òî÷öi x â öþ òî÷êó, òåæ ÷àñòî íàçèâàþòü äîòè÷íèì ðîçøàðóâàííÿì M .

Íàäàëi ç êîíòåêñòó çàâæäè áóäå çðîçóìiëî éäå ìîâà ïðî TM ÷è p. ßêùî àòëàñ ôiêñî-
âàíèé, òî ìè íå áóäåì ïðî íüîãî çãàäóâàòè ãîâîðÿ÷è ïðî äîòè÷íi âåêòîðè.

Çàäà÷à 5.6.4. Íåõàé x ∈ M i (U, ϕ) ∈ α� êàðòà, ùî ìiñèòü x. Ïîêàçàòè, ùî âiäïîâiäíiñòü
γ 7→ (ϕ ◦ γ)′(0), ÿêà ñïiâñòàâëÿ¹ C1 êðèâié γ : (−ε, ε) → M â òî÷öi x âåêòîð (ϕ ◦ γ)′(0) ∈ Rn,
iíäóêó¹ ái¹êöiþ

ϕ̂x : TxM → Rn, ϕ̂x([γ]) = (ϕ ◦ γ)′(0).

Öå äîçâîëÿ¹ ââåñòè íà TxM ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íàä R, âiäíîñíî ÿêî¨ ϕ̂x ¹
içîìîðôiçìîì. À ñàìå, âèçíà÷èìî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ +ϕ òà ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð ·ϕ íà
TxM íàñòóïíèì ÷èíîì

v +ϕ w := ϕ̂−1
x

(
ϕ̂x(v) + ϕ̂x(w)

)
, t ·ϕ v := ϕ̂−1

x

(
tϕ̂x(v)

)
,

äëÿ âñiõ v, w ∈ TxM òà t ∈ R.
Ç iíøîãî áîêó, íàñòóïíà çàäà÷à ïîêàçó¹, ùî öÿ ñòðóêòóðà âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íà TxM

íå çàëåæèòü âiä êîíêðåòíî¨ êàðòè (U, ϕ) ∈ α, õî÷à îòîòîæíåííÿ ϕ̂x : TxM → Rn ñóòò¹âî
çàëåæèòü âiä ϕ.
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Çàäà÷à 5.6.5. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ êàðò (U, ϕ), (V, ψ) ∈ α òàêèõ, ùî x ∈ U ∩ V ,
âiäîáðàæåííÿ

ψ̂x ◦ (ϕ̂x)−1 : Rn (ϕ̂x)−1

−−−−→ TxM
ψ̂x−→ Rn

¹ ëiíiéíèì içîìîðôiçìîì, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ßêîái âiäîáðàæåííÿ ψ−1ϕ â òî÷öi ϕ(x).
Âèâåñòè çâiäñè, ùî äëÿ âñiõ v, w ∈ TxM òà t ∈ R

v +ϕ w = v +ψ w, t ·ϕ v = t ·ψ v.

Iíøèìè ñëîâàìè, ñòðóêòóðà âåêòîðíîãî ïðîñòîðó íà TxM íå çàëåæèòü âiä êîíêðåòíî¨ êàðòè
(U, ϕ) ∈ α.

Çàóâàæèìî, ùî äîòè÷íi âåêòîðè âèçíà÷àþòüñÿ êëàñàìè åêâiâàëåíòíîñòi êðèâèõ â äå-
ÿêié òî÷öi. Íàøà íàñòóïíà ìåòà � îöiíèòè áëèçüêiñòü äîòè÷íèõ âåêòîðiâ â áëèçüêèõ òî-
÷êàõ. Iíøèìè ñëîâàìè, ìè õî÷åìî ââåñòè íà TM ÿêóñü ¾ïðèðîäíó òîïîëîãiþ¿ ÿêà âðàõî-
âóâàëà á áëèçüêiñòü êðèâèõ, ùî âèçíà÷àþòü äîòè÷íi ââåêòîðè.

Âiäìiòèìî, ùî êîæíà êàðòà (U, ϕ) äà¹ îòîòîæíåííÿ ϕ̂x : TxM → Rn îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ
òî÷îê x ∈ U . À òîìó, äîñèòü ïðèðîäíî øóêàòè òàêó òîïîëîãiþ íà TM , ùîá äëÿ êîæíî¨
êàðòè (U, ϕ) ái¹êöiÿ

⊔
x∈U

TxM → U × Rn, TxM ∋ v 7−→ ϕ̂x(v) ∈ Rn

áóëî ãîìåîìîðôiçìîì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ ùî öå ìîæíà çðîáèòè, àëå ïîòðiáíî ¾âiäîáðàæàòè â
ïðîòèëåæíó ñòîðîíó¿, òîáòî ïðåäñòàâèòè TM ÿê ïåâíèé ôàêòîð-ïðîñòið.

Íåõàé α = {(Ui, ϕi)}i∈Λ � Ck àòëàñ íà M , k ≥ 1 i

Q = ⊔
i∈Λ

ϕi(Ui)× Rn

i ∼ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi âèçíà÷åíå íàñòóïíèì ÷èíîì:
� ßêùî (x, u) ∈ ϕi(Ui) × Rn i (y, v) ∈ ϕj(Uj) × Rn, òî (x, u) ∼ (y, v) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
x ∈ ϕi(Ui ∩ Uj), y ∈ ϕj(Ui ∩ Uj) i

y = ϕj ◦ ϕ−1
i (x), v = Jx(ϕj ◦ ϕ−1

i )u,

äå Jx(ϕj ◦ϕ−1
i )�ìàòðèöÿ ßêîái âiäîáðàæåííÿ ϕj ◦ϕ−1

i ïåðåõîäó ìiæ öèìè êàðòàìè â òî÷öi
x. Íàäiëèìî Q/∼ iíäóêîâàíîþ ôàêòîð-òîïîëîãi¹þ.

Íåõàé òàêîæ Ψ: Q → TM = ⊔
x∈M

TxM � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü

ïàði (x, u) ∈ ϕi(Ui) × Rn äîòè÷íèé âåêòîð â òî÷öi ϕ−1
i (x) ∈ Ui, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ êðèâîþ

γ : (−ε, ε) → Ui, γ(t) = ϕ−1
i

(
x+ tu

)
.

Çàäà÷à 5.6.6. Ïîêàæiòü, ùî (x, u) ∼ (y, v) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè Ψ(x, u) = Ψ(y, v). Çîêðåìà,
Ψ iíäóêó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæeííÿ Ψ̂ : Q/∼ → TM , ÿêå ðîáèòü êîìóòàòèâíîþ òàêó äiàãðàìó:

Q = ⊔
i∈Λ

ϕi(Ui)× Rn Ψ //

π

''

TM

Q/∼

Ψ̂

∼=

==

äå π� êàíîíi÷íà ïðî¹êöiÿ.

Çàäà÷à 5.6.7. Ïîêàæiòü, ùî Ψ̂ ¹ ái¹êöi¹þ.

Öÿ ái¹êöiÿ äîçâîëÿ¹ ââåñòè íà TM òîïîëîãiþ, âiäíîñíî ÿêî¨ Ψ̂ áóäå ãîìåîìîðôiçìîì.
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5.7 Àòëàñè ç ¹äèíî¨ êàðòè

Íåõàé M � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â Rn i ϕ : M ⊂ Rn � âiäîáðàæåííÿ âêëþ÷åííÿ. Òîäi M
ìà¹ C∞ àòëàñ α = {(R, ϕ)}, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ êàðòè, ùî çàäà¹òüñÿ ϕ. Âiäïîâiäíà
ãëàäêà ñòðóêòóðà íà M íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ.

Çàäà÷à 5.7.1. Ïîêàçàòè, ùî äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ TM ¹ òðèâiàëüíèì. À ñàìå, â ïîïåðåäíiõ
ïîçíà÷åííÿõ
5.7.1.1. Q =M × Rn;

5.7.1.2. âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ∼ íà Q òîòîæíå ç ðiâíiñòþ, òîáòî (x, u) ∼ (y, v) òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè x = y i u = v;

5.7.1.3. âiäîáðàæåííÿ Ψ: Q = M × Rn → TM = Q/∼ = Q ¹ ái¹êöi¹þ, à îòæå i ãîìåîìîðôi-
çìîì

Îçíà÷åííÿ 5.7.2. Íåõàé M �ìíîãîâèä êëàñó Ck, k ≥ 1, i p : TM → M �éîãî äîòè÷íå
ðîçøàðóâàííÿ. Âiäîáðàæåííÿ Φ: M × Rn → TM ∼= M × Rn íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëiçàöi¹þ
äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ, ÿêùî

1. Φ(TxM) = x× Rn äëÿ âñiõ x ∈M , òîáòî ìà¹ ìiñöå êîìóòàòèâíà äiàãðàìà:

TM
Φ //

p ""

M × R
(x,v)7→x

zz
M

2. Φ ëiíiéíå íà ç¹ ãîìåîìîðôiçìîì;

Ìíîãîâèä, ó ÿêîãî äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ òðèâiàëüíå íàçèâà¹òüñÿ ïàðàëåëiçîâíèì.

5.8 Ïàðàëåëiçîâíi ìíîãîâèäè

Ìíîãîâèä, ó ÿêîãî äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ òðèâiàëüíå íàçèâà¹òüñÿ ïàðàëåëiçîâíèì. Òîäi
êîæåí içîìîðôiçì ðîçøàðóâàíü Φ: TM ∼= M × Rn íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëiçàöi¹þ TM .

Çàäà÷à 5.8.1.

5.9 Äèôåðåíöiàë âiäîáðàæåííÿ â ïàðàëåëiçîâíèé ìíîãîâèä

Íåõàé D�ïàðàëåëiçîâíèé ìíîãîâèä i Φ: TD ∼= D×Rn äåÿêà òðèâiàëiçàöiÿ éîãî äîòè÷íîãî
ðîçøàðóâàííÿ TD ÿêà íàëåæèòü êëàñó Ck.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç p : D × Rn → Rn, p(x, v) = v, ïðî¹êöiþ íà äðóãó êîîðäèíàòó (¾â
äîòè÷íi âåêòîðè¿).

Íåõàé äàëi M � Ck+1-ìíîãîâèä, k ≥ 1 i f : M → D� Ck+1-âiäîáðàæåííÿ. Òîäi íàñòóïíà
êîìïîçèöiÿ äîòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ Tf , òðèâiàëiçàöi¨ Φ òà ïðî¹êöi¨ p:

df : TM
Tf−−−−→ TD

Φ−−−→ D × Rn p−−−→ Rn

íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàëîì f (âiäíîñíî òðèâiàëiçàöi¨ Φ) i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç df .

Çàäà÷à 5.9.1. 5.9.1.1. Ïîêàæiòü, ùî df ¹ âiäîáðàæåííÿì êëàñó Ck.
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5.9.1.2. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ M îáìåæåííÿ df |TxM : TxM → Rn ¹ ëiíiéíèì
âiäîáðàæåííÿì.

Çîêðåìà, ÿêùî D� âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â Rn, òî ìè ìà¹ìî ¾êàíîíi÷íó¿ òðèâiàëiçàöiþ
iç çàäà÷i 5.7.1.

Çàäà÷à 5.9.2. Íåõàé M ⊂ Rm, D ⊂ Rn � âiäêðèòi ïiäìíîæèíà, i f : M → D� Ck-âiäîáðà-
æåííÿ, k ≥ 1.
5.9.2.1. Ïîêàçàòè, ùî â öié ñèòóàöi¨ df : TM ≡M × Rm → Rn çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

df(x, v) = J(f, x)v,

äå x ∈M , J(f, x)�ìàòðèöÿ ßêîái f â òî÷öi x i v ∈ Rm.

5.9.2.2. Çîêðåìà, ïðè k = 1, df : TM ≡M × Rm → R âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

df(x, v1, . . . , vm) =
m∑
i=1

f ′
xi
(x)vi,

äå x ∈M , i (v1, . . . , vm) ∈ Rm.

5.9.2.3. Ïåðåâiðòå, ùî îáìåæåííÿ df íà êîæåí äîòè÷íèé ïðîñòið TxM ¹ ëiíiéíèì.

Íåõàé G� ãðóïà Ëi. Òîäi ¨¨ äîòè÷íå ðîçøàðóâàííÿ ¹ òðèâiàëüíèì i iñíó¹ êàíîíi÷íèé
içîìîðôiçì TG→ G×TeG äîòè÷íîãî ðîçõøàðóâàííÿ äî G íà äîáóòîê G i àëãåáðè Ëi TeG
öi¹¨ ãðóïè, òîáòî äîòè÷íîãî ïðîñòîðó â îäèíèöi e.

Òîìó äëÿ êîæíîãî äèôåðåíöiéîâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : M → G âèçíà÷åíèé éîãî äèôå-
ðåíöiàë df : TM → TeG iç çíà÷åííÿìè â àëãåáði Ëi ãðóïè G.

5.10 Êðàòíi ñóìè Óiòíi äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ äî ìíîãîâèäó

Íåõàé çíîâó M �ìíîãîâèä i α = {(Ui, ϕi)}i∈Λ � Ck-àòëàñ íà M . Íàì áóäå ïîòðiáíà êîí-
ñòðóêöiÿ êðàòíî¨ ñóìè Óiòíi ⊕

m
TM äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ ìíîãîâèäó TM .

Íåõàé m ≥ 1 i Q = ⊔
i∈Λ

ϕi(Ui)×Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸
m

, à ∼� âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi âèçíà-

÷åíå íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî

(x, u1, . . . , um) ∈ ϕi(Ui)× (Rn)m i (y, v1, . . . , vm) ∈ ϕj(Uj)× (Rn)m,

òî (x, u1, . . . , um) ∼ (y, v1, . . . , vm) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
� x ∈ ϕi(Ui ∩ Uj)
� y ∈ ϕj(Ui ∩ Uj)
� y = ϕj ◦ ϕ−1

i (x)
� vk = Jx(ϕj ◦ ϕ−1

i )uk äëÿ âñiõ k = 1, . . . ,m.
Ôàêòîð-ïðîñòið Q/∼ íàäiëåíèé iíäóêîâàíîþ ôàêòîð-òîïîëîãi¹þ íàçèâà¹òüñÿ m-êðàòíîþ
ñóìîþ Óiòíi äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ TM i ïîçíà÷à¹òüñÿ ⊕

m
TM := Q/∼.

Çàäà÷à 5.10.1. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåíííÿ.
5.10.1.1. Âiäîáðàæåííÿ p : Q→M , p(x, v1, . . . , vm) = x, ¹ âåêòîðíèì ðîçøàðóâàííÿì.
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