
1. Çàäà÷i ïî êóðñó ¾Äèôåðåíöiàëüíi ôîðìè¿

1.1. Êîãîìîëîãi¨ äå Ðàìà.

Çàäà÷à 1.1.1. Îá÷èñëèòè êîãîìîëîãi¨ äå Ðàìà H∗
dR(U) òà êîãîìîëîãi¨ äå Ðàìà ç êîìïàêòíèìè

íîñiÿìè Hc,∗
dR(U) òàêèõ âiäêðèòèõ ìíîæèí U :

1.1.1.1. R;
1.1.1.2. (0, 1) ∪ (1, 2);

1.1.1.3. îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ.

Çàäà÷à 1.1.2. Íåõàé U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â Rn, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç k êîìïîíåíò ëiíiéíî¨
çâ'ÿçíîñòi. Îá÷èñëèòè íóëüîâó ãðóïó êîãîìîëîãié äå Ðàìà H0

dR(U).

Çàäà÷à 1.1.3. Äîâåñòè, ùî ìà¹ äëÿ äîâiëüíèõ ìîäóëiâ Ai, i ∈ J , òà B íàä êîìóòàòèâíèì
êiëüöåì Λ ìà¹ ìiñöå içîìîðôiçì:(

⊕
i∈J

Ai

)
⊗B ∼= ⊕

i∈J
(Ai ⊗B)

Çàäà÷à 1.1.4. Íåõàé M � ãëàäêèé ìíîãîâèä. Äîâåñòè, ùî iñíó¹ êàíîíi÷íèé içîìîðôiçì íà-
ñòóïíèõ ìîäóëiâ íàä C∞(U):

• ïðîñòið C∞ ôóíêöié α : TM → R, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè íà äîòè÷íèõ ïðîñòîðàõ TxM äî M
â óñiõ òî÷êàõ x ∈M ;

• ïðîñòið C∞ ïåðåðiçiâ s : M → T ∗M êîäîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ, òîáòî äèôåðåíöiàëü-
íèõ 1-ôîðì íà M .
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1.2. Ðîçáèòòÿ îäèíèöi.

Çàäà÷à 1.2.1. Íåõàé α : R → R�ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ

α(x) =

{
e−1/x2

, x > 0,

0, x ≤ 0.

Ïîêàçàòè, ùî α ¹ ôóíêöi¹þ êëàñó C∞.

Çàäà÷à 1.2.2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíþ ôóíêöiþ äëÿ êîæíèõ 4-õ ÷èñåë a < b < c < d
ïîáóäóâàòè C∞ ôóíêöiþ δ : R → [0; +1], ÿêà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi

(1) α = 0 íà (−∞; a] ∪ [d; +∞);
(2) α = 1 íà [b, c].

ÍåõàéM � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ñiì'ÿ ïiäìíîæèí U = {Ui}i∈Λ âM íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëü-
íî ñêií÷åííîþ, ÿêùî ó êîæíî¨ òî÷êè x ∈M iñíó¹ îêië V , ÿêèé ïåðåòèíà¹ ëèøå ñêií÷åííå
÷èñëî åëåìåíòiâ ç U .

Çàäà÷à 1.2.3. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ çàìêíåíèõ ìíîæèí U =
{Ui}i∈Λ, êîæíà òî÷êà x ∈M íàëåæèòü ëèøå ñêií÷åííîìó ÷èñëó åëåìåíòiâ ç U .

Çàäà÷à 1.2.4. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ çàìêíåíèõ ìíîæèí U =
{Ui}i∈Λ ¨ ¨ îá'¹äíàííÿ U = ∪

i∈Λ
Ui ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.

Íåõàé µ : M → R�íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Íîñi¹ì µ íàçèâà¹òüñÿ çàìèêàííÿ ìíîæèíè òèõ
òî÷îê â M , â ÿêèõ µ ïðèéìà¹ íåíóëüîâi çíà÷åííÿ, òîáòî íàñòóïíà ìíîæèíà:

supp(µ) := µ−1(R \ 0) = {x ∈M | µ(x) ̸= 0} =M \ Int
(
µ−1(0)

)
.

Çàäà÷à 1.2.5. Çíàéòè íîñi¨ íàñòóïíèõ ôóíêöié íà ïðÿìié

f(x) = x3, f(x) = cos(x), f(x) = −6x, f(x) = 0.

Çàäà÷à 1.2.6. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà f : R → R éîãî íîñié
òîòîæíèé ç R.

Çàäà÷à 1.2.7. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà f : Rn → R âiä n çìiíèõ
éîãî íîñié òîòîæíèé ç R.

Çàäà÷à 1.2.8. (*) Íåõàé U ⊂ C� âiäêðèòà çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà â êîìïëåêñíié ïëîùèíi i
f : U → C� ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî f íå ¹ òîòîæíèì íóëåì. Ïîêàæiòü, ùî
íîñi¨ ¨ ¨ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèíè òîòîæíi ç U , òîáòî

supp(Re(f)) = supp(Im(f)) = U.

Çàäà÷à 1.2.9. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî f : M → R� íå ¹ òîòîæíèì íóëåì, òî supp(f) ¹ çàìêíåíîþ
ìíîæèíîþ ç íåïîðîæíüîþ âíóòðiøíiñòþ.

Çàäà÷à 1.2.10. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íåâiä'¹ìíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié α, β : M →
[0; +∞),

supp(α + β) = supp(α) ∪ supp(β).

Çàäà÷à 1.2.11. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié α, β : M → R,
supp(αβ) = supp(α) ∩ supp(β).

Çàäà÷à 1.2.12. Íåõàé {µi : M → R}i∈Λ � ñiì'ÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Ïðèïóñòèìî, ùî ñiì'ÿ
¨õ íîñi¨â {supp(µi)}i∈Λ ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ:
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(1) Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈M ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî çíà÷åíü µi(x), i ∈ Λ, âiäìiííå âiä íóëÿ.
Çîêðåìà, êîðåêòíî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ

µ : M → R, µ(x) =
∑
i∈Λ

µi(x).

(2) Ïîêàçàòè, ùî µ ¹ íåïåðåðâíîþ.

Ðîçáèòòÿ îäèíèöi íà M �öå ñiì'ÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié {µi : M → [0; 1]}i∈Λ ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè
(P1) ñiì'ÿ íîñi¨â {supp(µi)}i∈Λ ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ;
(P2) ñiì'ÿ âíóòðiøíîñòåé ¨õ íîñi¨â {Int (supp(µi))}i∈Λ óòâîðþ¹ ïîêðèòòÿ M ;
(P3) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈M ,

∑
i∈Λ µi(x) = 1.

Çàäà÷à 1.2.13. Íåõàé {µi : M → [0; +∞)}i∈Λ ñiì'ÿ íåïåðåðâíèõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (P1) òà (P2). Íåõàé òàêîæ µ : R → [0; +∞), µ(x) =

∑
i∈Λ µi(x)� ¨õ

ïîòî÷êîâà ñóìà. Ïîêàçàòè, ùî
(1) µ(x) > 0 äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈M ;
(2) ñiì'ÿ ôóêöié νi : M → [0; 1], νi(x) = µi(x)/µ(x), ¹ ðîçáèòòÿì îäèíèöi.
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1.3. Îði¹íòîâíi ìíîãîâèäè. Çàôiêñó¹ìî äåÿêå k òàêå, ùî 1 ≤ k ≤ ∞. Äëÿ ñïðîùåííÿ
âèêëàäó, ñêðiçü íèæ÷å ââàæàòèìåìî, ùî âñi ìíîãîâèäè i àòëàñè íà íèõ íàëåæàòü êëàñó Ck.
Òàê ñàìî, ñëîâî óçãîäæåíi ïî âiäíîøåííþ äî êàðò ÷è àòëàñiâ îçíà÷àòèìå Ck óçãîäæåíi.
Íåõàé u = (U, ϕ) òà v = (V, ψ)� (Ck) óçãîäæåíi êàðòè íà ìíîãîâèäiM òàêi, ùî U∩V ̸= ∅,

òîáòî âiäîáðàæåííÿ ïåðåõîäó ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V ) ¹ Ck äèôåîìîðôiçìîì. Âèçíà÷èìî
ôóêöiþ εu,v : U ∩ V → {±1}, ÿêà ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü òî÷öi x ∈ U ∩ V çíàê ÿêîáiàíà
äèôåîìîðôiçìà ψ ◦ ϕ−1 â òî÷öi ϕ(x), òîáòî

εu,v(x) = sign|Jϕ(x)(ψ ◦ ϕ−1)|.
Çàäà÷à 1.3.1. Ïîêàçàòè, ùî εu,v(x) = εv,u(x) äëÿ âñiõ x ∈ U ∩ V .

Ñêàæåìî, ùî (U, ϕ) òà (V, ψ) îði¹íòîâàíî (Ck) óçãîäæåíi, ÿêùî
• àáî U ∩ V = ∅;
• àáî U ∩ V ̸= ∅ i εu,v ≡ 1, òîáòî |Jϕ(x)(ψ ◦ ϕ−1)| > 0 äëÿ âñiõ x ∈ U ∩ V .

Îði¹íòîâàíèé àòëàñ íà ìíîãîâèäiM �öå Ck àòëàñ α, k ≥ 1, ó ÿêîãî âñi êàðòè ¹ ïîïàðíî
îði¹íòîâàíî óãîäæåíèìè.
Êàðòà (U, ϕ) íà M íàçèâà¹òüñÿ îði¹íòîâàíî óçãîäæåíîþ ç îði¹íòîâàíèì àòëàñîì α,

ÿêùî âîíà îði¹íòîâàíî óçãîäæåíà ç óñiìà êàðòàìè àòëàñó α. Iíøèìè ñëîâàìè, α∪{(U, ϕ)}
òàêîæ ¹ îði¹íòîâàíèì àòëàñîì.
Äâà îði¹íòîâàíi àòëàñè α, β íà M íàçèâàþòüñÿ îði¹íòîâàíî óçãîäæåíèìè, ÿêùî α ∪ β

¹ îði¹íòîâàíèì àòëàñîì, òîáòî ¨õ êàðòè ¹ ïîïàðíî îði¹íòîâàíî óçãîäæåíèìè.
Îði¹íòîâíèé ìíîãîâèä �öå ìíîãîâèä, ãëàäêà ñòðóêòóðà ÿêà ìà¹ ÿêèé-íåáóäü îði¹íòî-

âàíèé àòëàñ.
Îði¹íòîâàíèé ìíîãîâèä �öå ïàðà (M,α), äå M �öå ìíîãîâèä, à α� îði¹íòîâàíèé Ck

àòëàñ íà M .

Çàäà÷à 1.3.2. Ïîáóäóâàòè îði¹íòîâàíèé àòëàñ íà êîëi

S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}.
Çàäà÷à 1.3.3. Ïîáóäóâàòè îði¹íòîâàíèé àòëàñ íà 2-ñôåði

S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}.
Çàäà÷à 1.3.4. Íåõàé U ⊂ Rn � âiäêðèòà ìíîæèíà i αU = {(U, idU)}� êàíîíi÷íèé àòëàñ, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ êàðòè, ÿêà çàäà¹òüñÿ òîòîæíèì âêëàäåííÿì U â Rn. Ïîêàçàòè, ùî αU ¹
îði¹íòîâàíèì.

Íàñòóïíi çàäà÷i ïîêàçóþòü, ùî êîæíó êàðòó óçãîäæåíó ç îði¹íòîâàíèì àòëàñîì ìîæíà
ïåâíèì ÷èíîì ¾ïiäïðàâèòè¿ i çðîáèòè îði¹íòîâàíî óçãîäæåíîþ ç öèì àòëàñîì.
Îòæå, íåõàé α� îði¹íòîâàíèé àòëàñ íà M i u = (U, ϕ)�êàðòà íà M iç çíà÷åííÿì â Rn?

ÿêà ¹ óçãîäæåíîþ ç àòëàñîì α, àëå íå îáîâ'ÿçíîâî îði¹íòîâàíî óçãîäæåíîþ.

Çàäà÷à 1.3.5. Íåõàé x ∈ U �äîâiëüíà òî÷êà i v = (V, ψ) i v′ = (V ′, ψ) ∈ α�äîâiëüíi êàðòè,
ÿêi òàêîæ ìiñòÿòü òî÷êó x, òîáòî x ∈ U ∩ V ∩ V ′. Ïîêàçàòè, ùî çíàêè ßêîáiàíiâ ïåðåõîäó âiä
u äî v òà v′ â òî÷öi ϕ(x) òîòîæíi:

εu,v(x) = εu,v′(x).

Iíøèìè ñëîâàìè, çíàê εu,v(x) íå çàëåæèòü êàðòè v = (V, ψ) ∈ α, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x.
Òîìó êîðåêòíî âèçíà÷åíà iíøà ôóíêöiÿ

εu,α : U → {±1}, εu,α(x) := εu,v(x),

äå v = (V, ψ) ∈ α�äîâiëüíà êàðòà ç àòëàñó α, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó x.
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Çàäà÷à 1.3.6. Äîâåñòè òàêi òâåðäæåííÿ.
(1) Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ εu,α : U → {±1} ¹ ëîêàëüíî ïîñòiéíîþ. Çîêðåìà, âîíà ïðèéìà¹

ïîñòiéíi çíà÷åííÿ íà êîìïîíåíòàõ çâ'ÿçíîñòi U ∩ V .
(2) (Iíøå ôîðìóëþâàííÿ ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i) Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ εu,α : U → {±1} ¹ íåïå-

ðåðâíîþ â äèñêðåòíó òîïîëîãiþ {±1}.
(3) Ðîçãëÿíåìî òàêi ïiäìíîæèíè â U :

U+ = {x ∈ U | εu,α(x) = 1}, U− = {x ∈ U | εu,α(x) = −1}.

Ïîêàæiòü, ùî U+ òà U− ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíèìè i U = U+ ⊔ U−.
(4) Íåõàé ξ : Rn → Rn �äèôåîìîðôiçì, âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ

ξ(x1, x2, . . . , xn) = (−x1, x2, . . . , xn).

Ðîçãëÿíåìî òàêi äâà âiäîáðàæåííÿ

ϕ+ = ϕ|U+ : U+ → Rn, ϕ− = ξ ◦ ϕ|U− : U− → Rn.

Ïîêàçàòè, ùî êàðòè (U+, ϕ+) òà (U−, ϕ−) îði¹íòîâàíî óçãîäæåíi ç α, òîáòî îòðèìàíèé
àòëàñ

β = α ∪ {(U+, ϕ+), (U−, ϕ−)}
òàêîæ ¹ îði¹íòîâàíèì àòëàñîì.

Íàñòóïíi çàäà÷i ïîêàçóþòü, ùî äëÿ çâ'ÿçíîãî îði¹íòîâàíîãî ìíîãîâèäó âiäíîøåííÿ áóòè
îði¹íòîâàíî óçãîäæåíèìè íà ìíîæèíi âñiõ îði¹íòîâàíèõ àòëàñiâ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâà-
ëåíòíîñòi, ïðè÷îìó çàâæäè iñíó¹ ðiâíî äâà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi.

Çàäà÷à 1.3.7. Íåõàé M � îði¹íòîâíèé ìíîãîâèä, α, β �äåÿêi îði¹íòîâàíi àòëàñè íà M i x ∈
M � òî÷êà. Íåõàé òàêîæ u = (U, ϕ), u′ = (U ′, ϕ′) ∈ α i v = (V, ψ), v′ = (V ′, ψ′) ∈ β � êàðòè,
ùî ìiñòÿòü òî÷êó x, òîáòî x ∈ U ∩ U ′ ∩ V ∩ V ′. Äîâåñòè, ùî

εu,v(x) = εu′,v′(x),

òîáòî çíàê ßêîáiàíó âiäîáðàæåííÿ ïåðåõîäó ç u äî v â òî÷öi ϕ(x) òîòîæíèé iç çíàêîì ßêîáiàíó
âiäîáðàæåííÿ ïåðåõîäó ç u′ äî v′ â òî÷öi ϕ′(x).

Iíøèìè ñëîâàìè, öåé çíàê íå çàëåæèòü âiä âèáîðó êàðò u ∈ α i v ∈ β, ùî ìiñòÿòü x, à
òîìó êîðåêòíî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ

εα,β : M → {±1}, εα,β(x) := εu,v(x),

äå u = (U, ϕ) ∈ α i v = (V, ψ) ∈ β �äîâiëüíi êàðòè, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êó x, òîáòî x ∈ U ∩ V .

Çàäà÷à 1.3.8. Ïîêàæiòü, ùî εα,β ïðèéìà¹ ïîñòiéíi çíà÷åííÿ íà êîìïîíåíòàõ çâ'ÿçíîñòi M .
Åêâiâàëåíòíî, äîâåäiòü, ùî εα,β ¹ íåïåðåðâíîþ â äèñêðåòíó òîïîëîãiþ {±1}.

Çîêðåìà, ïðèïóñòèìî, ùî M � çâ'ÿçíèé. Òîäi εα,β ïðèéìà¹ ïîñòiéíå çíà÷åííÿ 1 àáî −1
íà âñüîìó M .
Ñêàæåìî, ùî îði¹íòîâàíi àòëàñè α i β íà çâ'ÿçíîìó ìíîãîâèäi M iíäóêóþòü îäíàêî-

âó îði¹íòàöiþ, àáî îäíàêîâî îði¹íòîâàíi ÿêùî εα,β = 1 i ïðîòèëåæíi îði¹íòàöi¨ (àáî
ïðîòèëåäíî îði¹íòîâàíi), ÿêùî εα,β = −1.

Çàäà÷à 1.3.9. Íåõàé M � çâ'ÿçíèé îði¹íòîâíèé ìíîãîâèä. Ïîêàçàòè, ùî âiäíîøåííÿ iíäóêó-

âàòè îäíàêîâó îði¹íòàöiþ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âñiõ îði¹íòîâàíèõ àòëàñiâ
íà M . Äîâåñòè, òàêîæ, ùî çàâæäè iñíó¹ ðiâíî äâà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi.



6

1.4. Õàðàêòåðèçàöiÿ îði¹íòîâíîñòi ìíîãîâèäó â òåðìiíàõ iñíóâàííÿ ñêðiçü âiä-

ìiííî¨ âiä íóëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôîðìè ìàêñèìàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi. Äàìî ùå
îäíå îçíà÷åííÿ îði¹íòîâíîñòi â òåðìiíàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ôîðì. Öå áóäå ïiäãîòîâêîþ
äî ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ iíòåãðàëà âiä äèôåðåíöiàëüíî¨ ôîðìè.
Íåõàé ω : ⊕k TM → R�äèôåðåíöiàëüíà k-ôîðìà íà ìíîãîâèäi M i x ∈ M � òî÷êà.

Ñêàæåìî, ùî ω(x) = 0, ÿêùî ω|⊕kTxM = 0, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ k âåêòîðiâ v1, . . . , vk ∈ TxM
ç äîòè÷íîãî ïðîñòîðó â òî÷öi x ìà¹ìî, ùî ω(v1, . . . , vk) = 0.
Òîäi íîñi¹ì ôîðìè ω íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

supp(ω) := {x ∈M | ω(x) ̸= 0}.

Çàäà÷à 1.4.1. Íåõàé ω = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn �äèôåðåíöiàëüíà n-ôîðìà, âèçíà÷åíà íà
âiäêðèòié ïiäìíîæèíi U ⊂ Rn. Ïîêàçàòè, ùî supp(ω) = supp(f).

Çàäà÷à 1.4.2. Íåõàé α�äèôåðåíöiàëüíà k-ôîðìà, à β �äèôåðåíöiàëüíà l-ôîðìà íàM äëÿ
äåÿêèõ k, l. Ïîêàæiòü, ùî

supp(α ∧ β) ⊂ supp(α) ∩ supp(β), supp(dα) ⊂ supp(α).

Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f : M → R ìà¹ìî, ùî supp(fα) ⊂ supp(f) ∩ supp(α).

Íåõàé ω�äèôåðåíöiàëüíà k-ôîðìà íà ìíîãîâèäi M i (U, ϕ)�äåÿêà êàðòà íà M iç çíà-
÷åííÿìè â Rn. Òîäi ëîêàëüíèì çîáðàæåííÿì ω âiäíîñíî öi¹¨ êàðòè íàçèâà¹òüñÿ k-ôîðìà
(ϕ−1)∗(ω) íà âiäêðèòié ïiäìíîæèíi ϕ(U) â Rn. Çîêðåìà,

(ϕ−1)∗(ω) =
∑

A⊂[n],|A|=k

fA(x)dxA,

äëÿ äåÿêèõ ãëàäêèõ ôóíêöié fA : ϕ(U) → R.
Áiëüø òîãî, ÿêùî ω�öå n-ôîðìà, òî

(ϕ−1)∗(ω) = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn
äëÿ äåÿêî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ f : ϕ(U) → R. Â öüîìó âèïàäêó ôóêöiþ f íàçèâàòèìåìî êîåôi-
öi¹íòîì n-ôîðìè ω â êàðòi (U, ϕ).
ßêùî (V, ψ)� iíøà ëîêàëüíà êàðòà Ck-óçãîäæåíà ç (U, ϕ). Òîäi ìè ìà¹ìî òàêi äâi n-

ôîðìè

(ϕ−1)∗(ω) = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn íà ϕ(U ∩ V ),

(ψ−1)∗(ω) = g(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn íà ψ(U ∩ V )
(1)

Íåõàé h = (h1, . . . , hn) = ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V ) → ψ(U ∩V )� âiäîáðàæåííÿ ïåðåõîäó ìiæ öèìè
êàðòàìè. Òîäi

f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn = (ϕ−1)∗(ω) =

= (ψ−1 ◦ ψ ◦ ϕ−1)∗(ω) = (ψ ◦ ϕ−1)∗ ◦ (ψ−1)∗(ω) =

= h∗ ◦ (ψ−1)∗(ω) = g(h(x))dh1 ∧ · · · ∧ dhn =

= g(h(x))Jϕ(x)(h)dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Çâiäñè

f(x) = g(h(x))Jϕ(x)(h). (2)

Çàäà÷à 1.4.3. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî f(x) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè g(h(x)) = 0. Çîêðåìà,
supp(g) = h(supp(f)).
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Çàäà÷à 1.4.4. Íåõàé u = (U, ϕ) i v = (V, ψ)�äâi óçãîäæåíi êàðòè íà M iç çíà÷åííÿìè
â Rn. Íåõàé òàêîæ ω�äèôåðåíöiàëüíà n-ôîðìà íà M i f : ϕ(U) → R òà g : ψ(V ) → R�
êîåôiöi¹íòè öi¹¨ ôîðìè â êàðòàõ u òà v âiäïîâiäíî, äèâ. (1). Ïðèïóñòèìî, ùî ω çàäîâîëüíÿ¹
îäíó ç íàñòóïíèõ óìîâ:
(1) â êîæíié êîìïîíåíòi çâ'ÿçíîñòi W ïåðåòèíó U ∩ V iñíó¹ òî÷êà q ∈ W òàêà, ùî çíà÷åííÿ

f(ϕ(q)) i g(ψ(q)) íåíóëüîâi i ìàþòü îäíàêîâèé çíàê;
(2) îáèäâi ôóíêöi¨ f òà g ñêðiçü ñòðîãî äîäàòíi, àáî ñòðîãî âiä'¹ìíi.
Ïîêàçàòè, ùî êîæíî¨ ç öèõ óìîâ âèïëèâà¹, ùî êàðòè u òà v îði¹íòîâàíî óçãîäæåíi.
(Çàóâàæòå, ùî (2)⇒(1) i ñêîðèñòàéòåñü ôîðìóëîþ (2).)

Íàøà ìåòà äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ:

Çàäà÷à 1.4.5. ÍåõàéM �äèôåðåíöiéîâíèé ìíîãîâèä, âñi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ÿêîãî ìàþòü
îäíàêîâó ðîçìiðíiñòü n. Äîâåäiòü, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) M � îði¹íòîâíèé ìíîãîâèä;
(2) íà M iñíó¹ ñêðiçü âiäìiííà âiä íóëÿ äèôåðåíöiàëüíà n-ôîðìà ω, òîáòî ω(x) ̸= 0 äëÿ

âñiõ x ∈M .

Äîâåäåííÿ öi¹¨ çàäà÷i ðîçiá'¹ìî íà äåêiëüêà êðîêiâ. Iìïëiêàöiÿ (1)⇒(2) ìiñòèòüñÿ â íà-
ñòóïíié çàäà÷i. Âîíà äîçâîëÿ¹ ïî çàäàíîìó îði¹íòîâàíîìó àòëàñó çà äîïîìîãîþ ðîçáèòòÿ
îäèíèöi ïîáóäóâàòè ñêðiçü íåíóëüîâó äèôåðåíöiàëüíó n-ôîðìó.

Çàäà÷à 1.4.6. Íåõàé òàêîæ α = {(Ui, ϕi)}i∈Λ � îði¹íòîâàíèé ëîêàëüíî ñêií÷åííèé àòëàñ íà
M i {µi : M → [0; 1]}i∈Λ � ðîçáèòòÿ îäèíèöi ïiäïîðÿäêîâàíå α.
1) Ïîêàæiòü, ùî äëÿ êîæíîãî i ìà¹ìî Ck ôóíêöiþ µi ◦ ϕi : ϕi(Ui) → [0; 1]. Çîêðåìà, ìè

îòðèìó¹ìî òàêó äèôåðåíöiàëüíó n-ôîðìó

γi(x) := (µi ◦ ϕ−1
i (x)) · dx1 ∧ · · · ∧ dxn

íà ϕi(Ui), à òàêîæ äèôåðåíöiàëüíó n-ôîðìó

ωi = ϕ∗
i (γi)

íà M ç íîñi¹ì â Ui, îòðèìàíó ïåðåíåñåííÿì γi çà äîïîìîãîþ ϕi. Ïîêëàäåìî

ω :=
∑
i∈Λ

ωi =
∑
i∈Λ

ϕ∗
i (γi) =

∑
i∈Λ

ϕ∗
i

(
µi ◦ ϕ−1

i dx1 ∧ · · · ∧ dxn
)

2) Ïîêàæiòü, ùî ω ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ n-ôîðìîþ íà M i ω(x) ̸= 0
äëÿ âñiõ x ∈M .

Äîâåäåìî îáåðíåíó iìïëiêàöiþ.

Çàäà÷à 1.4.7. ÍåõàéM �ìíîãîâèä âñi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ÿêîãî ìàþòü îäíàêîâó ðîçìið-
íiñòü n i α�äîâiëüíèé Ck àòëàñ íà M . Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ äèôåðåíöiàëüíà n-ôîðìà ω íà
M òàêà, ùî äëÿ êîæíî¨ êàðòè (U, ϕ) ∈ α, ëîêàëüíå çîáðàæåííÿ ω â öié êàðòi

(ϕ−1)∗(ω) = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn,
ìà¹ ñòðîãî äîäàòíèé êîåôiöi¹íò, òîáòî f > 0 íà âñüîìó ϕ(U). Äîâåäiòü, ùî òîäi α ¹ îði¹íòî-
âàíèì àòëàñîì.

Íåõàé x ∈M �äîâiëüíà òî÷êà i (U, ϕ), (V, ψ) ∈ α�äâi êàðòè, ùî ìiñòÿòü x.

Çàäà÷à 1.4.8. ÍåõàéM �ìíîãîâèä âñi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ÿêîãî ìàþòü îäíàêîâó ðîçìið-
íiñòü n i α�äîâiëüíèé Ck àòëàñ íà M . Ïðèïóñòèìî, ùî ω� ñêðiçü âiäìiííà âiä íóëÿ äèôå-
ðåíöiàëüíà n-ôîðìà íà M . Ïîêàæiòü, ùî ìîæíà òîäi ïiäïðàâèòè âiäîáðàæåííÿ êàðò òàê, ùîá
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ëîêàëüíå çîáðàæåííÿ ω â êîæíié êàðòi ìàëî á äîäàòíèé êîåôiöi¹íò. Âèâåäiòü çâiäñè, ùî òîäi
îòðèìàíèé àòëàñ ¹ îði¹íòîâíèì.

1. Ìîæíà ââàæàòè, ùî âñi êàðòè àòëàñó ¹ çâ'ÿçíèìè. Íåõàé (Ui, ϕi) ∈ α äîâiëüíà êàðòà.
Òîäi ëîêëàüíå çîáðàæåííÿ ω â öié êàðòi ìà¹ âèãëÿä

(ϕ−1
i )∗(ω) = fi(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

äå fi : ϕi(Ui) → R� Ck ôóíêöiÿ, ñêðiçü âiäiìiííà âiä íóëÿ. Îñêiëüêè Ui, à îòæå i ϕi(Ui) ¹
çâ'ÿçíèìè, fi ìà¹ îäèí i òîé æå çíàê íà âñüîìó ϕi(Ui).
ßêùî fi < 0, òî çàìiíèìî êàðòó (Ui, ϕi) íà (Ui, ξ ◦ ϕi). Òîäi â öié êàðòi

(ξ ◦ ϕ−1
i )∗(ω) = −fi(−x1, x2, . . . , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

òîáòî êîåôiöi¹íò Òîäi
Ïîêàæiòü, ùî òîäi íà iñíó¹ ñêðiçü âiäìiííà âiä íóëÿ äèôåðåíöiàëüíà n-ôîðìà ω, Ïîêà-

çàòè, ùî iñíó¹ äèôåðåíöiàëüíà n-ôîðìà ω íà M , òàêà, ùî äëÿ êîæíî¨ êàðòè (U, ϕ) ∈ α, ó
ëîêàëüíîãî çîáðàæåííÿ ω

(ϕ−1)∗(ω) = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

âiäíîñíî öi¹¨ êàðòè, ôóíêöiÿ f ¹ ñòðîãî äîäàòíîþ.
Îïèøåìî äåÿêi êîíñòðóêöi¨ ïîâ'ÿçàíi ç îði¹íòîâíèìè ìíîãîâèäàìè.

1.5. Îði¹íòîâàíi ìíîãîâèäè.

1.6. Ïðÿìi äîáóòêè îði¹íòîâíèõ ìíîãîâèäiâ.

Çàäà÷à 1.6.1. Íåõàé M i N �ìíîãîâèäè.
(1) Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ êàðò ϕ : U → Rm i ψ : V → Rn íà M i N , âiäïîâiäíî, âiäîáðà-

æåííÿ

ϕ× ψ : U × V → Rm × Rn, ϕ× ψ(x, y)(ϕ(x), ψ(y))

¹ êàðòîþ íà M ×N .
(2) Äîâåñòè, ùî ÿêùî α i β �Ck àòëàñè íà M i N âiäïîâiäíî, òî ñiì'ÿ êàðò α× β íà M ×N

α× β = {(U × V, ϕ× ψ) | (U, ϕ) ∈ α, (V, ψ) ∈ β}

¹ Ck àòëàñîì íà M ×N .
(3) Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî (M,α) i (N, β)� îði¹íòîâàíi Ck ìíîãîâèäè, òî (M ×N,α× β) òàêîæ

¹ îði¹íòîâàíèì Ck ìíîãîâèäîì.

1.7. Iíòåãðàë âiä äèôåðåíöiàëüíî¨ ôîðìè. Íåõàé ω = f(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn �äèôåðåí-
öiàëüíà n-ôîðìà â Rn, ÿêà ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié, òîáòî supp(f) ¹ êîìïàêòíèì. Âèçíà÷èìî
iíòåãðàë âiä ω çà ôîðìóëîþ:∫

Rn

ω :=

∫
Rn

f(x)dx1 · · · dxn =

+∞∫
−∞

· · ·
+∞∫

−∞︸ ︷︷ ︸
n

f(x)dx1 · · · dxn,

äå â ïðàâié ÷àñòèíi ñòî¨òü çâè÷àéíèé iíòåãðàë Ðiìàíà.
Íåõàé òåïåð M �êîìïàêòíèé n-âèìiðíèé ìíîãîâèä, α = {(Ui, ϕi)}i∈Λ �äåÿêèé ñêií÷åí-

íèé àòëàñ íà M i {µi : M → [0; 1]}i∈Λ �ðîçáèòòÿ îäèíèöi ïiäïîðÿäêîâàíå öüîìó àòëàñó,
ïðè÷îìó íîñi¨ supp(µi) ¹ êîìïàêòíèìè.
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Íåõàé äàëi ω� n-ôîðìà íà M . Òîäi äëÿ êîæíîãî i ∈ Λ âèçíà÷åíà n-ôîðìà â Rn ç
êîìïàêòíèì íîñi¹ì:

(ϕ−1
i )∗(µiω) = fi(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

äå f : Rn → R�äåÿêà ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié. Çîêðåìà, âèçíà÷åíî iíòåãðàë∫
Rn

(ϕ−1
i )∗(µiω).

Ïðèïóñòèìî, ùî α ¹ îði¹íòîâàíèì àòëàñîì. Âèçíà÷èìî iíòåãðàë âiä ω ïî M (âiäíîñíî
àòëàñó α) çà ôîðìóëîþ: ∫

M

ω :=
∑
i∈Λ

∫
Rn

(ϕ−1
i )∗(µiω).

Çàäà÷à 1.7.1. Íåõàé β = {(Vj, ψj)}j∈Θ äîâiëüíèé ñêií÷åííèé îði¹íòîâàíèé àòëàñ íà M i
{νj : M → [0; 1]}j∈Θ � ðîçáèòòÿ îäèíèöi ïiäïîðÿäêîâàíå β, ïðè÷îìó íîñi¨ supp(νi) òàêîæ ¹
êîìïàêòíèìè. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ n-ôîðìè íà M∑

i∈Λ

∫
Rn

(ϕ−1
i )∗(µiω) = ±

∑
j∈Θ

∫
Rn

(ψ−1
j )∗(νiω),

äå ïîòðiáíî âèáèðàòè çíàê +, ÿêùî àòëàñè α i β îið¹íòîâàíî óçãîäæåíi i çíàê −, ÿêùî öi
àòëàñè çàäàþòü ïðîòèëåæíó îðà¹íòàöiþ.
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