
ÓÄÊ 515.1

Àâòîìîðôiçìè òà åíäîìîðôiçìè ðîçáèòòiâ òîïîëîãi÷íèõ

ïðîñòîðiâ

Ñåðãié Ìàêñèìåíêî and �âãåí Ïîëóëÿõ

Àíîòàöiÿ. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i ∆�äåÿêå ðîçáèòòÿ X i Y = X/∆�ôàêòîð-
ìíîæèíà íàäiëåíà âiäïîâiäíîþ ôàêòîð-òîïîëîãi¹þ. Òîäi ãðóïà H(∆) àâòîìîðôiçìiâ ∆ (òîáòî
ãîìåîìîðôiçìiâ X, ÿêi ïåðåñòàâëÿþòü åëåìåíòè ðîçáèòòÿ) ïðèðîäíèì ÷èíîì äi¹ ãîìåîìîðôi-
çìàìè íà Y . Â ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ êîëè âiäïîâiäíèé ãîìîìîðôiçì äi¨ ψ : H(∆) →
H(Y ) â ãðóïó ãîìåîìîðôiçìiâ Y ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî êîìïàêòíî âiäêðèòèõ òîïîëîãi¨. Îòðè-
ìàíi ðåçóëüòàòè ìàþòü çàñòîñóâàííÿ äî òåîði¨ øàðóâàíü.

1. Âñòóï

Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i H(X) òà H(Y )� ¨õ âiäïîâiäíi ãðóïè ãîìåîìîðôi-
çìiâ. Òîäi iñíó¹ ïðèðîäíà ëiâà äiÿ ¾çàìiíàìè êîîðäèíàò¿ ïðÿìîãî äîáóòêó H(X) ×H(Y ) íà
ïðîñòîði C(X, Y ) âñiõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü X → Y , ÿêà âèçíà÷åíà çà ïðàâèëîì:

µ : H(X)×H(Y )× C(X, Y )→ C(X, Y ), µ(h, ϕ, p) 7→ ϕ ◦ p ◦ h−1. (1.1)

Iíøèìè ñëîâàìè, ìè ìà¹ìî íàñòóïíó êîìóòàòèâíó äiàãðàìó çëiâà:
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òîáòî ïàðà (h, ϕ) ∈ H(X)×H(Y ) ïåðåâîäèòü ëiâó âåðòèêàëüíó ñòðiëêó öi¹¨ äiàãðàìè â ïðàâó.
Äi¨ òàêîãî âèäó âèíèêàþòü ó âñiõ áåç âèêëþ÷åííÿ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè â ðiçíèõ êîíòåêñòàõ

i ðiçíèõ êàòåãîðiÿõ. Íàïðèêëàä, êîëè X òà Y � (òîïîëîãi÷íi) âåêòîðíi ïðîñòîðè, òî ïðèðîäíî
çàìiíèòè ¨õ ãðóïè ãîìåîìîðôiçìiâ íà ãðóïè ëiíiéíèõ àâòîìîðôiçìiâ, à C(X, Y ) íà ïðîñòið
(íåïåðåðâíèõ) ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü X → Y .

Äëÿ p ∈ C(X, Y ) íåõàé St(p) := {(h, ϕ) ∈ H(X) ×H(Y ) | ϕ ◦ p ◦ h−1 = p}� ñòàáiëiçàòîð p
âiäíîñíî öi¹¨ äi¨. Ïðè öüîìó òîòîæíiñòü ϕ ◦ p ◦ h−1 = p iíîäi çðó÷íiøå çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi
ϕ ◦ p = p ◦ h. Òîäi (h, ϕ) ∈ St(p) îçíà÷à¹ êîìóòàòèâíiñòü ïðàâî¨ äiàãðàìè â (1.2).

Íàïðèêëàä, íåõàé X = Y = R, à p ∈ C(X, Y ), h ∈ H(X) òà ϕ ∈ H(Y ) âèçíà÷åíi çà
ôîðìóëàìè p(x) = x3, h(x) = 2x, ϕ(x) = 8x. Òîäi òîòîæíiñòü 8x3 = (2x)3, îçíà÷à¹ ùî ϕ ◦ p =
p ◦ h, òîáòî (h, ϕ) ∈ St(p).

Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ p : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðíèì, ÿêùî âîíî ñþð'¹êòèâíå,
à ïiäìíîæèíà A ⊂ Y ¹ âiäêðèòîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè p−1(A) âiäêðèòà â X. Iíøèìè ñëîâà-
ìè, Y ìà¹ íàéáiëüø ñèëüíó òîïîëîãiþ âiäíîñíî ÿêî¨ p íåïåðåðâíå. Äîáðå âiäîìî i åëåìåíòàðíî
äîâîäèòüñÿ, ùî êîæíå âiäêðèòå (àáî çàìêíåíå) ñþð'¹êòèâíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ¹ ôà-
êòîðíèì.

Â äàíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ äåÿêi âëàñòèâîñòi ñòàáiëiçàòîðiâ St(p) ôàêòîðíèõ âiäîáðàæåíü
p : X → Y , äëÿ ÿêèõ Y íå ¹ ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì, (äèâ. ïiäðîçäië 1.2). Òàêà ñèòóàöiÿ äóæå
òèïîâà ó âèïàäêó êîëèX �öå ìíîãîâèä iç çàäàíèì íà íüîìó ðîçáèòòÿì∆ íà çàíóðåíi ïiäìíî-
ãîâèäè, ÿêi ìîæóòü ìàòè ðiçíi ðîçìiðíîñòi, à Y = X/∆�ôàêòîð-ïðîñòið ïî äàíîìó ðîçáèòòþ
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íàäiëåíèé ôàêòîðíîþ òîïîëîãi¹þ âiäíîñíî ïðèðîäíîãî ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ p : X → Y . Ïðè-
êëàäàìè òàêèõ ðîçáèòòiâ ¹ øàðóâàííÿ, [40], ðîçáèòòÿ íà îðáiòè äié ãðóï Ëi íà X òà ðîçáèòòÿ
íà (êîìïîíåíòè çâ'çÿíîñòi) ìíîæèí ðiâíÿ ôóíêöié íà X, äèâ. íàïð. [5, 19, 4, 9, 15, 2, 3] òà
iíøi ðîáîòè. Áiëüø òîãî, ÿêùî äåÿêi ëèñòêè ðîçáèòòÿ ∆ íå ¹ çàìêíåíèìè â X, (íàïðèêëàä, ¹
ùiëüíèìè ó ÿêiéñü âiäêðèòié ïiäìíîæèíi), òî Y âæå íå áóäå íàâiòü T1 ïðîñòîðîì.

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç E(X) :=
C(X,X) ïðîñòið âñiõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü X → X, ÿêi òàêîæ áóäå çðó÷íî íàçèâàòè
åíäîìîðôiçìàìè X.

Íåõàé äàëi ∆�äåÿêå ðîçáèòòÿ X, Y = X/∆� âiäïîâiäíà ôàêòîð-ìíîæèíà i p : X → Y
ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié òî÷öi x ∈ X òîé ¹äèíèé åëåìåíò
ω ∈ ∆, ÿêèé ìiñòèòü x. Íàñè÷åííÿì (âiäíîñíî ∆) ïiäìíîæèíè L ⊂ X íàçèâàòèìåìî ìíîæèíó
S∆(L) := p−1

(
p(L)

)
, ùî ¹ îá'¹äíàííÿì âñiõ åëåìåíòiâ ∆, ÿêi ïåðåòèíàþòü L. Âiäïîâiäíî, L

íàçèâà¹òüñÿ íàñè÷åíîþ, ÿêùî L = S∆(L).
Ñëiäóþ÷è òåðìiíîëîãi¨ [14], íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ h : X → X íàçèâàòèìåìî

− åíäîìîðôiçìîì ðîçáèòòÿ ∆, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ω ∈ ∆ éîãî îáðàç h(ω) ìiñòèòüñÿ
â äåÿêîìó (ìîæëèâî iíøîìó) åëåìåíòi ω′ ∈ ∆, òîáòî h(ω) ⊂ ω′;

− âíóòðiøíiì åíäîìîðôiçìîì ∆, ÿêùî h(ω) ⊂ ω äëÿ âñiõ ω ∈ ∆, òîáòî h âiäîáðàæà¹ êîæåí
åëåìåíò ∆ â ñåáå.
Ãîìåîìîðôiçì h : X → X íàçâåìî

− àâòîìîðôiçìîì ∆, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ω ∈ ∆ éîãî îáðàç h(ω) òîòîæíèé ç
äåÿêèì åëåìåíòîì ω′ ∈ ∆, òîáòî h(ω) = ω′;

− âíóòðiøíiì aâòîìîðôiçìîì ∆, ÿêùî h(ω) = ω äëÿ âñiõ ω ∈ ∆.
Ìíîæèíè âñiõ åíäîìîðôiçìiâ òà àâòîìîðôiçìiâ ∆ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç E(∆) òà H(∆),

à ¨õ ïiäìíîæèíè âíóòðiøíiõ åíäîìîðôiçìiâ òà àâòîìîðôiçìiâ � ÷åðåç Einn(∆) òà Hinn(∆),
âiäïîâiäíî. Ìàþòü ìiñöå î÷åâèäíi âêëþ÷åííÿ:
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Êðiì òîãî, âiäíîñíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ âiäîáðàæåíü E(∆) òà Einn(∆) ¹ ìîíî¨äàìè, à H(∆) òà
Hinn(∆)� ãðóïàìè, ïðè÷îìó Hinn(∆) ¹ íîðìàëüíîþ â H(∆).

Íåõàé h ∈ E(∆). Çãiäíî îçíà÷åííÿ, äëÿ êîæíîãî ω ∈ ∆ iñíó¹ ¹äèíèé ω′ ∈ ∆, òàêèé, ùî
h(ω) ⊂ ω′. Òîäi âiäïîâiäíiñòü ω 7→ ω′ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäîáðàæåííÿ ϕh : Y → Y , ÿêå
çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü ϕh ◦ p = p ◦ h.

Ëåìà 1.1.1. Íàäiëèìî Y ôàêòîðíîþ òîïîëîãi¹þ. Òîäi

(à) äëÿ êîæíîãî h ∈ E(∆) iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ ϕh : Y → Y ¹ íåïåðåðâíèì;
(á) çîêðåìà, ÿêùî h ¹ ãîìåîìîðôiçìîì, òî ϕh�òàêîæ ãîìåîìîðôiçì, ïðè÷îìó (h, ϕh) ∈

St(p), òîáòî ϕh ◦ p = p ◦ h;
(â) âiäïîâiäíiñòü h 7→ ϕh ¹ ãîìîìîðôiçìîì ìîíî¨äiâ ψ : E(∆) → E(Y ), à ¨¨ îáìåæåííÿ

ψ|H(∆) : H(∆)→ H(Y ) ¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóï ç ÿäðîì Hinn(∆).

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (à) ¹ âiäîìèì íàñëiäêîì ôàêòîðíîñòi p, íàïð. [10, Prop. 2.4.2],
(á) ñëiäó¹ ç (à), à (â) ¹ íàñëiäêîì êîìóòàòèâíîñòi ïðàâî¨ äiàãðàìè â (1.2). □

Ãîìîìîðôiçì ψ : E(∆) → E(Y ) íàçèâàòèìåìî ãîìîìîðôiçìîì äi¨ íà ïðîñòîði ðîçáèòòÿ
∆. Íàäiëèìî E(∆) òà E(Y ) âiäïîâiäíèìè êîìïàêòíî-âiäêðèòèìè òîïîëîãiÿìè. Â äàíié ðîáîòi
íàâåäåíî äîñòàòíi óìîâè, çà ÿêèõ ãîìîìîðôiçì ψ áóäå íåïåðåðâíèì (ëåìà 1.2.3, òåîðåìà 1.2.6
òà íàñëiäîê 1.2.7).
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Êîðèñíiñòü òàêîãî òâåðäæåííÿ ïîëÿãà¹, çîêðåìà, â òîìó, ùî òîäi âèçíà÷åíi iíäóêîâàíi ãî-
ìîìîðôiçìè πkE(∆)→ πkE(Y ) òà πkH(∆)→ πkH(Y ) âiäïîâiäíèõ ãîìîòîïi÷íèõ ãðóï (à òàêîæ
ãðóï ãîìîëîãié ÷è êîãîìîëîãié), à îòæå ìîæíà âñòàíîâèòè ïåâíèé çâ'ÿçîê ìiæ ãîìîòîïi÷íè-
ìè òèïàìè ãðóï E(∆) òà E(Y ), à òàêîæ ÿêóñü äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ ïðî ñàìå ðîçáèòòÿ, äèâ.
íàïð. ëåìó 4.7.2. Ãîìîëîãi¨ òà ãîìîòîïi÷íi ãðóïè ãðóï H(∆) âèâ÷àëèñü â áàãàòüîõ ðîáîòàõ,
[11, 38, 12, 13, 25, 24, 39, 23, 27].

ßêùî ïîâåäiíêà åëåìåíòiâ ðîçáèòòÿ ¾ãëîáàëüíî ðåãóëÿðíà¿, (íàïðèêëàä, ó âèïàäêó, êîëè
p : X → Y ¹ ëîêàëüíî òðèâiàëüíèì ðîçøàðóâàííÿì), òî äåÿêó iíôîðìàöiþ ïðî çâ'ÿçîê ìiæ
H(∆) òà H(Y ), çîêðåìà, íåïåðåðâíiñòü ψ, ìîæíà îòðèìàòè ñòàíäàðòíèìè ìåòîäàìè àëãåáðà-
¨÷íî¨ òà äèôåðåíöiàëüíî¨ òîïîëîãi¨ çà ðàõóíîê âëàñòèâîñòi ïiäíÿòòÿ ãîìîòîïié, äèâ. îáãîâî-
ðåííÿ íèæ÷å. Àëå âæå íàâiòü â ñèòóàöi¨ êîëè ðîçáèòòÿ ∆ ¹ ¾ðåãóëÿðíèì¿ òiëüêè ¾ëîêàëüíî¿
(íàïðèêëàä, êîëè ∆ ¹ íåñèíãóëÿðíèì øàðóâàííÿì), âñòàíîâëåííÿ íåïåðåðâíîñòi ψ ìîæå âè-
ÿâèòèñü íåòðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî íàâåäåíi íèæ÷å óìîâè ¹ ëèøå äîñòà-
òíiìè i íèæ÷å ìè òàêîæ äà¹ìî ïðèêëàäè ðîçáèòòiâ ∆ äëÿ ÿêèõ íåïåðåðâíiñòü ψ âòðà÷à¹òüñÿ.

Â ðîáîòi àâòîðiâ [32, òåîðåìà 1.4] äëÿ ïåâíîãî êëàñó îäíîâèìiðíèõ øàðóâàíü ∆ íà íåêîì-
ïàêòíèõ ïîâåðõíÿõ X áåç âñòàíîâëåííÿ íåïåðåðâíîñòi ψ äîâåäåíî, ùî ψ iíäóêó¹ ãîìîìîðôiçì
π0H(∆)→ π0H(Y ). Ôàêòè÷íî òîé ðåçóëüòàò i áóâ ìîòèâàöi¹þ äëÿ äîñëiäæåíü äàíî¨ ñòàòòi.

Çðîáèìî ùå äåêiëüêà ïðîñòèõ çàóâàæåíü ïðî E(∆).

Ëåìà 1.1.2 (Õàðàêòåðèçàöiÿ ïiäãðóïèH(∆) ⊂ E(∆)). Ãðóïà H(∆) àâòîìîðôiçìiâ ∆ ñêëà-
äà¹òüñÿ ç òàêèõ ãîìåîìîðôiçìiâ h ∈ H(X), ùî h òà éîãî îáåðíåíèé h−1 íàëåæàòü äî E(∆),
òîáòî

H(∆) = {h ∈ E(∆) ∩H(X) | h−1 ∈ E(∆)}.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åíÿì, H(∆) ⊂ E(∆)∩H(X). Òîìó ÿêùî h ∈ H(∆), òî h−1 ∈ H(∆) ⊂
E(∆) ∩H(X) i, çîêðåìà, h−1 ∈ E(∆).

Íàâïàêè, íåõàé h ∈ E(∆)∩H(X) òàêèé, ùî h−1 ∈ E(∆) i íåõàé ω�äåÿêèé åëåìåíò ∆. Òîäi
h(ω) ⊂ ω′ äëÿ äåÿêîãî ω′ ∈ ∆. Ïîêàæåìî, ùî íàñïðàâäi h(ω) = ω′. Äiéñíî, îñêiëüêè h−1 ∈
E(∆), òî h−1(ω′) ⊂ ω′′ äëÿ äåÿêîãî ω′′ ∈ ∆. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî ω = h−1(h(ω)) ⊂ h−1(ω′) ⊂ ω′′.
Àëå ∆ ¹ ðîçáèòòÿì X, à òîìó ω = ω′′, à çíà÷èòü h−1(ω′) = ω, òîáòî h(ω) = ω′. □

Ïðèêëàä 1.1.3. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ðîçáèòòÿ ∆ ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ X = R íà íàòóðàëüíi
÷èñëà òà êîìïîíåíòè äîïîâíåííÿ äî íèõ, òîáòî:

∆: (−∞; 1) ⊔ {1} ⊔ (1; 2) ⊔ {2} ⊔ · · · ⊔ (n− 1;n) ⊔ {n} ⊔ (n;n+ 1) ⊔ · · ·

i ãîìåîìîðôiçì h : R → R, h(x) = x − 1. Òîäi h ¹ åíäîìîðôiçìîì ∆, àëå íå àâòîìîðôiçìîì
∆.

Äîâåäåííÿ. Çà ïîáóäîâîþ, h çñîâó¹ âëiâî åëåìåíòè ðîçáèòòÿ ∆. Çîêðåìà,

h({n}) = {n− 1} ∈ ∆, h
(
(n;n− 1)

)
= (n− 1;n− 2) ∈ ∆, n ≥ 2,

àëå

h({1}) = {0} ⊊ (−∞; 1), h
(
(−∞; 1)

)
= (−∞; 0) ⊊ (−∞; 1),

à îòæå h ∈ E(∆) \ H(∆).
Öå òàêîæ âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.1.2, îñêiëüêè h−1

(
(−∞; 1)

)
= (−∞; 2) íå ¹ ïiäìíîæèíîþ

åëåìåíòà ðîçáèòòÿ ∆, òîáòî h−1 /∈ E(∆). □

Çàóâàæåííÿ 1.1.4 (Îáðàç ãîìîìîðôiçìà ψ). 1) ßêùî ∆�ðîçáèòòÿ X íà îäíîòî÷êîâi
ïiäìíîæèíè, òî ôàêòîð âiäîáðàæåííÿ p : X → Y , î÷åâèäíî, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì, à ψ : E(∆)→
E(Y ) içîìîðîôiçìîì ìîíî¨äiâ.
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2) Íåõàé x ∈ X �äîâiëüíà òî÷êà, y = p(x) ∈ Y � ¨¨ îáðàç â Y . Òîäi ïîñòiéíå âiäîáðàæåííÿ
cx : X → X, cx(x′) = x, â òî÷êó x ¹ åíäîìîðôiçìîì ∆, à ψ(cx) = cy : Y → Y , â ñâîþ ÷åðãó, ¹
ïîñòiéíèì âiäîáðàæåííÿì Y â òî÷êó y. Çîêðåìà, îáðàç ψ çàâæäè íåòðèâiàëüíèé i ìiñòèòü
ïiäìîíî¨ä ïîñòiéíèõ âiäîáðàæåíü.

3) Ç iíøîãî áîêó, îáðàç ψ(H(∆)) ãðóïè àâòîìîðôiçìiâ ∆ ìà¹ áiëüøå îáìåæåíü çà ðà-
õóíîê òîãî, ùî Y ìîæå áóòè íåîäíîðiäíèì. Â ðîáîòàõ [1, 14] äîñëiäæóâàâñÿ çâ'ÿçîê ìiæ
îäíîðiäíiñòþ òîïîëîãi÷íîãî ìíîãîâèäó òà éîãî âëàñòèâiñòþ áóòè ãàóñäîðôîâèì. Íåõàé ∆�
îäíîâèìiðíå øàðóâàííÿ íà ïëîùèíi X = R2 (ðîçáèòòÿ íà ¾ëîêàëüíî ïàðàëåëüíi¿ íåïåðåðâíi
êðèâi). Òîäi äîáðå âiäîìî, ùî ôàêòîð-ïðîñòið Y = X/∆ ¹ îäíîâèìiðíèì (âçàãàëi êàæó÷è)
íåãàóñäîðôîâèì ìíîãîâèäîì. Â [14, ïðèêëàä 3.5] òàêîæ ïîêàçàíî, ùî äëÿ êîæíî¨ ñêií÷åííî¨
ãðóïè G iñíó¹ òàêå îäíîâèìiðíå øàðóâàííÿ ∆ íà R2, ùî ψ(H(∆)) = H(Y ) ∼= G.

1.2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ p ∈ C(X, Y ) íàçèâà¹-
òüñÿ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ êîìïàêòíî¨ ïiäìíîæèíè L ⊂ Y iñíó¹ òàêà
êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà K ⊂ X, ùî p(K) = L.

Ëåìà 1.2.1. Êîæíà ç íàñòóïíèõ óìîâ ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá íåïåðåðâíå ñþð'¹ê-
òèâíå âiäîáðàæåííÿ p : X → Y áóëî êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì:

(1) p� âëàñíå âiäîáðàæåííÿ, òîáòî äëÿ êîæíîãî êîìïàêòó L ⊂ Y ïðîîáðàç p−1(L) ¹ êîìïà-
êòîì;

(2) Y � ðåãóëÿðíèé ïðîñòið (çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìè âiääiëüíîñòi T2 i T3), à p äîïóñêà¹ ëîêàëüíi
ðîçòèíè, òîáòî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y iñíóþòü âiäêðèòèé îêië V i íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
f : V → X òàêi ùî p ◦ f = idV ;

(3) Y � ðåãóëÿðíèé ïðîñòið, à p�ëîêàëüíî òðèâiàëüíå ðîçøàðóâàííÿ;
(4) X �ïàðàêîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé, à p : X → Y ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì,

[34, Prop. 7.2];
(5) X �ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Y � ãàóñäîðôîâèé, p : X → Y � âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ i äëÿ

êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Y ¨¨ ïðîîáðàç p−1(y) ¹ ïîâíèì (âiäíîñíî ìåòðèêè íà X), [33, Cor.
1.2(b)].

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âëàñòèâîñòi (1) öå ïðÿìî ñëiäó¹ ç îçíà÷åííÿ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷îãî
âiäîáðàæåííÿ, âëàñòèâiñòü (3) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì âëàñòèâîñòi (2), ÿêà äîâîäèòüñÿ åëåìåí-
òàðíî. □

Âiäìiòèìî ùå îäèí êîðèñíèé ôàêò ïðî êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷i âiäîáðàæåííÿ:

Ëåìà 1.2.2. Íåõàé p : X → Y � êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷å âiäîáðàæåííÿ. Òîäi äëÿ êîæíî¨
ïiäìíîæèíè Q ⊂ Y îáìåæåííÿ p0 = p|p−1(Q) : p

−1(Q) → Q òàêîæ ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ-
÷èì.

Äîâåäåííÿ. Öå ñëiäó¹ ç òîãî, ùî âëàñòèâiñòü òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó �áóòè êîìïàêòîì�
¹ âíóòðiøíüîþ i íå çàëåæèòü âiä òîãî, ïiäïðîñòîðîì ÿêîãî ïðîñòîðó ¹ äàíèé ïðîñòið. Äiéñíî,
íåõàé L ⊂ Q�êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà Q. Òîäi L ¹ êîìïàêòíîþ ïiäìíîæèíîþ Y . Îñêiëüêè
p ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì, òî iñíó¹ òàêèé êîìïàêò K ⊂ X, ùî p(K) = L. Àëå òîäi K ⊂
p−1(L) ⊂ p−1(Q), à çíà÷èòü p0(K) = p(K) = L, òîáòî p0 òàêîæ ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì. □

Õî÷à ôàêòîðíi òà êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷i âiäîáðàæåííÿ äîáðå âèâ÷åíi i ïðîäîâæóþòü âè-
â÷àòèñü, íàïð. [36, 37, 35], [34, ðîçäië 7], [33, Cor. 1.2(b)], [42, 41, 8], â îñíîâíîìó âîíè
ðîçãëÿäàþòüñÿ òiëüêè äëÿ ãàóñäîðôîâèõ ïðîñòîðiâ.

Òàêîæ àâòîðè äàíî¨ ðîáîòè íå çíàéøëè â äîñòóïíié ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði äîñëiäæåíü
êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èõ âiäîáðàæåíü â êîíòåêñòi íåïåðåðâíîñòi ãîìîìîðôiçìà ψ. Çîêðåìà,
íàñòóïíà ïðîñòà ëåìà âèäà¹òüñÿ íîâîþ:
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Ëåìà 1.2.3. Íåõàé ∆�òàêå ðîçáèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, ùî âiäïîâiäíå ôà-
êòîð-âiäîáðàæåííÿ p : X → Y ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì. Òîäi iíäóêîâàíèé ãîìîìîðôiçì äi¨
íà ïðîñòîði öüîãî ðîçáèòòÿ

ψ : E(∆)→ E(Y )

¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî êîìïàêòíî âiäêðèòèõ òîïîëîãié.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ïåðåäáàçà êîìïàêòíî âiäêðèòî¨ òîïîëîãi¨ íà E(Y ) ñêëàäà¹-
òüñÿ ç ìíîæèí

N (L, V ) = {k ∈ E(Y ) | k(L) ⊂ V },
äå L ⊂ Y �êîìïàêòíà, à V ⊂ Y � âiäêðèòà. Íåõàé h ∈ E(∆) i N (L, V )�äåÿêèé îêië ψ(h) â
E(Y ), ùî íàëåæèòü äî öi¹¨ ïåðåäáàçè, òîáòî ψ(h)(L) ⊂ V . Îñêiëüêè p ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâà-
þ÷èì, òî iñíó¹ êîìïàêò K ⊂ X, òàêèé ùî p(K) = L. Ïîêëàäåìî U = p−1(V ). Òîäi

h(K) ⊂ h(p−1(L)) ⊂ p−1(ψ(h)(L)) ⊂ p−1(V ) = U,

îòæå h ∈ N (K,U).
Ïîêàæåìî, ùî íàñïðàâäi ψ(N (K,U)) ⊂ N (L, V ), âíàñëiäîê ÷îãî ψ i áóäå íåïåðåðâíèì â

òî÷öi h. Äiéñíî, íåõàé g ∈ N (K,U), òîáòî g(K) ⊂ U . Òîäi

ψ(g)(L) = ψ(g)
(
p(K)

)
= p

(
g(K)

)
⊂ p(U) = V.

Îòæå ψ(g) ∈ N (L, V ), òîìó ψ ¹ íåïåðåðâíèì. □

Äðóãèé ðåçóëüòàò ñòàòòi äà¹ äîñòàòíi óìîâè êîëè âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ p : X → Y ¹
êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì äëÿ íåãàóñäîðôîâîãî Y .

Îçíà÷åííÿ 1.2.4. Ñêàæåìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì, ÿêùî
êîæíà òî÷êà x ∈ X ìà¹ áàçó êîìïàêòíèõ îêîëiâ, òîáòî äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U
òî÷êè x iñíó¹ êîìïàêòíà ìíîæèíà K, òàêà ùî x ∈ IntK ⊂ K ⊂ U .

Çàóâàæåííÿ 1.2.5. Iñíó¹ ùå ïðèíàéìíi äâi âàðiàöi¨ îçíà÷åííÿ ëîêàëüíî¨ êîìïàêòíîñòi:
(K1) êîæíà òî÷êà x ∈ X ìà¹ êîìïàêòíèé îêië, òîáòî iñíó¹ êîìïàêòíà ìíîæèíà K äëÿ ÿêî¨

x ⊂ IntK;
(K2) êîæíà òî÷êà x ∈ X ìà¹ çàìêíåíèé êîìïàêòíèé îêië.

Äîáðå âiäîìî i íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî (K2) íå åêâiâàëåíòíî Îçíà÷åííþ 1.2.4, à (K1) ¹
íàñëiäêîì êîæíîãî ç íàâåäåíèõ îçíà÷åíü. Áiëüø òîãî, äëÿ ãàóñäîðôîâèõ ïðîñòîðiâ âñi öi
îçíà÷åííÿ çáiãàþòüñÿ. Â äàíié ðîáîòi ìè çàâæäè ðîçóìiòèìåìî ëîêàëüíó êîìïàêòíiñòü â ñåíñi
Îçíà÷åííÿ 1.2.4.

Ñêàæåìî, ùî ïiäìíîæèíà A ⊂ Y ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Y
iñíó¹ îêië U , äëÿ ÿêîãî ïåðåòèí U ∩ A ¹ ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Òàêîæ, òî÷êè y, z ∈ Y íàçâåìî T2-âiääiëüíèìè, ÿêùî âîíè ìàþòü îêîëè Uy òà Uz ÿêi íå
ïåðåòèíàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ. ßêùî òî÷êà y ∈ Y íå ¹ T2-âiääiëüíîþ âiä ÿêî¨ íåáóòü iíøî¨ òî÷êè
z ∈ Y , òî y áóäå íàçèâàòèñÿ òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ ïðîñòîðó Y , äèâ. ïîäðîáèöi ó Ðîçäiëi 2.4.
×åðåç Br(Y ) ïîçíà÷àòèìåìî1 ìíîæèíó âñiõ òî÷îê ðîçãàëóæåííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y .

Òåîðåìà 1.2.6. Íåõàé X �ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, à
Y � T1-ïðîñòið, ó ÿêîãî ìíîæèíà Br(Y ) òî÷îê ðîçãàëóæåííÿ ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ. Òîäi
êîæíå âiäêðèòå íåïåðåðâíå i ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ p : X → Y ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ-
÷èì.

Íàñëiäîê 1.2.7. Â óìîâàõ òåîðåìè 1.2.6, íåõàé ∆ = {p−1(y) | y ∈ Y }� ðîçáèòòÿ X íà
ïðîîáðàçè òî÷îê âiäíîñíî p. Òîäi

1Ïîçíà÷åííÿ �Br� âçÿòå âiä òåðìiíó �branch point�.
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(1) ãîìîìîðôiçì äi¨ ψ : E(∆)→ E(Y ) ¹ íåïåðåðâíèì;
(2) iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ ψ0 : π0

(
E(∆), idX

)
→ π0

(
E(Y ), idY

)
ìiæ âiäïîâiäíèìè ìíîæè-

íàìè êîìïîíåíò ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ¹ ãîìîìîðôiçìîì ìîíî¨äiâ;
(3) iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ ψ0 : π0

(
H(∆), idX

)
→ π0

(
H(Y ), idY

)
¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóï.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè òà íàñëiäêó áóäå íàâåäåíå â ðîçäiëi 3. Íåçâàæàþ÷è íà âåëèêó êiëü-
êiñòü êîìáiíàöié óìîâ, òåîðåìà 1.2.6 çàñòîñîâíà äî øàðóâàíü òà îðáiò äié ãðóï íà ìíîãîâèäàõ.
À ñàìå, ìà¹ ìiñöå òàêèé

Íàñëiäîê 1.2.8. Íåõàé X � ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i ∆�òàêå ðîçáèòòÿ X
íà çàìêíåíi ïiäìíîæèíè, ùî ìíîæèíà òî÷îê ðîçãàëóæåííÿ âiäïîâiäíîãî ôàêòîð-ïðîñòîðó
Y = X/∆ ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî âèêîíàíà îäíà ç òàêèõ óìîâ:

(à) X �öå ìíîãîâèä, à ∆�øàðóâàííÿ íà X;
(á) ïðîñòið X ëîêàëüíî êîìïàêòíèé, à ∆ ¹ ðîçáèòòÿì X íà îðáiòè äi¨ äåÿêî¨ ãðóïè ãî-

ìåîìîðôiçìiâ G ⊂ H(X).

Òîäi ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ p : X → Y ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì, à îòæå, âiäïîâiäíèé ãî-
ìîìîðôiçì äi¨ ψ : E(∆)→ E(Y ) ¹ íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ðîçáèòòÿ∆ çàäîâîëüíÿ¹ âñi ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 1.2.6 îêðiì,
ìîæëèâî, âiäêðèòîñòi ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ p. Àëå, äîáðå âiäîìî, íàïð. [40, òåîðåìà 4.10], ùî
äëÿ øàðóâàíü ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ p : X → Y ¹ âiäêðèòèì.

Òàê ñàìî, ÿêùî G ⊂ H(X) äåÿêà ãðóïà ãîìåîìîðôiçìiâ X, òî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ïiä-
ìíîæèíè U ⊂ X ìíîæèíà p−1(p(U)) = ∪

g∈G
g(U) ¹ âiäêðèòîþ ÿê îá'¹äíàííÿ âiäêðèòèõ ìíîæèí.

À òîìó p(U) ¹ âiäêðèòîþ â Y , çà ðàõóíîê ôàêòîðíîñòi òîïîëîãi¨ íà Y . □

Íåïåðåðâíiñòü ψ i, çîêðåìà, íàñëiäîê 1.2.8, âèêîðèñòîâóâàâñÿ â [7] äëÿ äîñëiäæåííÿ òîïî-
ëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè ãðóï içîìåòðié ñèíãóëÿðíèõ øàðóâàíü.

2. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

2.1. Òîïîëîãi÷íi ìîíî¨äè. Íàãàäà¹ìî, ùî ñòðóêòóðà ìîíî¨äó íà ìíîæèíi G öå àñî-
öiàòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæåííÿ µ : G × G → G, ÿêå ìà¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò e ∈ G, òîáòî
µ(a, µ(b, c)) = µ(µ(a, b), c) i µ(a, e) = µ(e, a) = a äëÿ âñiõ a, b, c ∈ G. Çàçâè÷àé áóäåìî ïîçíà÷àòè
µ(a, b) ÷åðåç ab.

Ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ q : G → H ç îäèíèöÿìè eG i eH âiäïîâiäíî, öå òàêå âiäîáðàæåííÿ,
ùî q(eG) = eH i q(ab) = q(a)q(b) äëÿ âñiõ a, b ∈ G.

Ìîíî¨ä G, íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ, âiäíîñíî ÿêî¨ µ ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì, íàçèâà¹-
òüñÿ òîïîëîãi÷íèì ìîíî¨äîì.

Íåõàé G� òîïîëîãi÷íèé ìîíî¨ä. Äëÿ êîæíîãî a ∈ G ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Ga = {γ(1) ∈ G | γ ∈ C([0; 1], G), γ(0) = a}
êîìïîíåíòó ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi G, ùî ìiñòèòü a, òîáòî G ñêëàäà¹òüñÿ ç êiíöiâ âñiõ íåïåðåðâíèõ
øëÿõiâ γ : [0; 1] → G, ùî ïî÷èíàþòüñÿ â a. Ìíîæèíà âñiõ êîìïîíåíò ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi G ç
âèäiëåíèì åëåìåíòîì Ge ïîçíà÷à¹òüñÿ π0(G, e) i íàçèâà¹òüñÿ 0-þ ãîìîòîïi÷íîþ ìíîæèíîþ
G â òî÷öi e. Ôîðìàëüíî âîíà ìîæå áóòè îçíà÷åíà ÿê ìíîæèíà êëàñiâ ãîìîòîïi¨

π0(G, e) =
[
({0, 1}, 0), (G, e)

]
âiäîáðàæåíü ç 0-âèìiðíî¨ ñôåðè S0 ≡ ∂[0; 1] ≡ {0, 1} → G, ÿêi âiäïðàâëÿþòü 0 â e. Âçàãàëi
êàæó÷è, 0-à ãîìîòîïi÷íà ìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó íå ¹ ãðóïîþ íà âiäìiíó âiä iíøèõ
ìíîæèí πk(G, e) ç k ≥ 1. Îäíàê, π0(G, e) íàñëiäó¹ àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó G i ¹ ìîíî¨äîì, àáî
ãðóïîþ òàê ñàìî ÿê G. À ñàìå, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ïðîñòà i äîáðå âiäîìà ëåìà:
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Ëåìà 2.1.1. (à) Íåõàé ϕ : G→ H � ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ. ßêùî åëåìåíò a ∈ G îáî-
ðîòíèé, òî ϕ(a) ¹ îáîðîòíèì â H i ϕ(a)−1 = ϕ(a−1). Çîêðåìà, ÿêùî G ¹ ãðóïîþ, i ϕ�
ñþð'¹êòèâíèé, òî H òàêîæ ¹ ãðóïîþ.

(á) Íåõàé G�òîïîëîãi÷íèé ìîíî¨ä ç îäèíèöåþ e. Òîäi äëÿ âñiõ a, b ∈ G âèêîíó¹òüñÿ
âêëþ÷åííÿ GaGb := µ(Ga×Gb) ⊂ Gab. Çîêðåìà, îïåðàöiÿ ∗ íà π0(G, e), âèçíà÷åíà çà ïðàâèëîì
Ga∗Gb = Gab, âèçíà÷à¹ íà π0(G, e) ñòðóêòóðó ìîíî¨äà. Ïðè öüîìó ïðèðîäíà ïðîåêöiÿ q : G→
π0(G, e), q(a) = Ga, ñòà¹ ìîðôiçìîì âiäïîâiäíèõ ìîíî¨äiâ.

ßêùî G ¹ ãðóïîþ (àëå íå îáîâ'ÿçêîâî òîïîëîãi÷íîþ, òîáòî âiäîáðàæåííÿ âçÿòòÿ îáåð-
íåíîãî åëåìåíòà íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíå), òî Ge ¹ íîðìàëüíîþ â G, Ga = aGe = Gea äëÿ
êîæíîãî a ∈ G, à òîìó âiäîáðàæåííÿ ïðîåêöi¨ q ¹ êîìïîçèöi¹þ q : G→ G/Ge

∼= π0(G, e).

(â) Íåõàé ψ : G→ H �íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì òîïîëîãi÷íèõ ìîíî¨äiâ ç îäèíèöÿìè eG
òà eH , âiäïîâiäíî. Òîäi iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ ψ0 : π0(G, eG)→ π0(H, eH) ¹ ãîìîìîðôiçìîì
ìîíî¨äiâ. ßêùî π0(G, eG) i π0(H, eH)� ãðóïè, òî ψ0 ¹ ãîìîìîðôiçìîì ãðóï.

Äîâåäåííÿ. (á) Îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíè Ga i Gb ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíèìè, òî ¨õ
äîáóòîê GaGb := µ(Ga ×Gb) òåæ ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì. Áiëüø òîãî, îñêiëüêè âií ìiñòèòü ab, òî
µ(Ga ×Gb) ⊂ Gab.

Âñi iíøi òâåðäæåííÿ ëåìè ïðîñòi i ìè çàëèøà¹ìî ¨õ ÷èòà÷ó. □

2.2. Ëîêàëüíî êîìïàêòíi ïðîñòîðè.

Ëåìà 2.2.1. Íåõàé X �ëîêàëüíî êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið â ñåíñi Îçíà÷åí-
íÿ 1.2.4.

(1) Íåõàé äàëi K � êîìïàêò i U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X. ßêùî K ⊂ U , òî
iñíó¹ êîìïàêò L, òàêèé ùî K ⊂ IntL ⊂ L ⊂ U .

(2) ßêùî p : X → Y � âiäêðèòå íåïåðåðâíå ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ïðîñòið Y òà-
êîæ ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì.

Äîâåäåííÿ öüîãî íåñêëàäíîãî òâåðäæåííÿ ìè òàêîæ çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi.

2.3. Êîìïàêòíî âiäêðèòi òîïîëîãi¨. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i C(X, Y )�
ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X → Y . Äëÿ êîæíîãî êîìïàêòíîãî K ⊂ X i
âiäêðèòîãî U ⊂ Y ïîêëàäåìî

N (K,U) = {f ∈ C(X, Y ) | f(K) ⊂ U}.

Òîäi êîìïàêòíî âiäêðèòà òîïîëîãiÿ íà C(X, Y ) ïîðîäæåíà ïåðåäáàçîþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç
ìíîæèí N (K,U), äå K ïðîáiãà¹ âñi êîìïàêòíi ïiäìíîæèíè X, à U ïðîáiãà¹ âñi âiäêðèòi
ïiäìíîæèíè Y .

Äëÿ y ∈ Y ïîçíà÷èìî ÷åðåç evy : C(X, Y )→ Y âiäîáðàæåííÿ îá÷èñëåííÿ â òî÷öi y, îçíà-
÷åíå ÿê evy(f) = f(y). Íàñòóïíà ëåìà çàçâè÷àé ôîðìóëþ¹òüñÿ äëÿ ãàóñäîðôîâîãî Y , àëå âîíà
âiðíà i â áiëüø øèðîêèõ ïðèïóùåííÿõ:

Ëåìà 2.3.1. Íåõàé X, Y, Z �òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè.

(1) Íåõàé µ : C(X, Y )×C(Y, Z)→ C(X,Z), µ(f, g) = g ◦f , � âiäîáðàæåííÿ êîìïîçèöi¨. ßêùî
Y ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì, òî âiäîáðàæåííÿ µ íåïåðåðâíå âiäíîñíî êîìïàêòíî âiäêðè-
òèõ òîïîëîãié íà âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ, [10, òåîðåìà 3.4.2]

(2) ßêùî Y ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì, òî E(Y ) := C(Y, Y ) ¹ òîïîëîãi÷íèì ìîíî¨äîì âiäíîñíî
îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ âiäîáðàæåíü. Òîìó çà ëåìîþ 2.1.1, π0E(Y ) ìà¹ iíäóêîâàíó ñòðóêòóðó
ìîíî¨äà, à π0H(Y )� ñòðóêòóðó ãðóïè.



8 ÑÅÐÃIÉ ÌÀÊÑÈÌÅÍÊÎ, �ÂÃÅÍ ÏÎËÓËßÕ

Äîâåäåííÿ. (1) Íåõàé f ∈ C(X, Y ), g ∈ C(Y, Z). Íåõàé ìíîæèíà N (K,W ), äå K ⊂ X �
êîìïàêòíà, àW ⊂ Z � âiäêðèòà, ¹ åëåìåíòîì ïåðåäáàçè, ùî ìiñòèòü g◦f â C(X,Z). Ïîçíà÷èìî
L = f(K) i V = g−1(W ). Òîäi ìíîæèíà L êîìïàêòíà, V � âiäêðèòà i L ⊂ V . Îòæå, çãiäíî ç
ïóíêòîì (1) Ëåìè 2.2.1 iñíó¹ êîìïàêòíà ìíîæèíà M ⊂ Y òàêà ùî L ⊂ IntM ⊂M ⊂ V .

ÒîäiN (K, IntM) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì f â C(X, Y ), àN (L,W )� âiäêðèòèé îêië g â C(Y, Z).
Áiëüø òîãî,

µ
(
N (K, IntM)×N (M,W )

)
⊂ N (K,W ).

Äiéñíî, ÿêùî f ′ ∈ N (K, IntM) i g′ ∈ N (M,W ), òî

g′ ◦ f ′(K) ⊂ g′(IntM) ⊂ g′(M) ⊂ W,

òîáòî µ(f ′, g′) = g′ ◦ f ′ ∈ N (K,W ).
Òâåðäæåííÿ (2) ñëiäó¹ ç ëåìè 2.1.1 òà òâåðäæåííÿ (1) ïðè X = Y = Z. □

2.4. Òî÷êè ðîçãàëóæåííÿ T1 ïðîñòîðiâ. Íåõàé Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ñêàæåìî,
ùî äâi òî÷êè y, z ∈ Y T2-âiääiëüíi (â Y ) ÿêùî âîíè ìàþòü íåïåðåòèííi îêîëè. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç hcl(y) ìíîæèíó âñiõ z ∈ Y , ÿêi íå ¹ T2-âiääiëüíèìè âiä y. Î÷åâèäíî, ùî âêëþ÷åííÿ z ∈
hcl(y) åêâiâàëåíòíå òîìó, ùî êîæåí îêië òî÷êè z ïåðåòèíà¹ äîâiëüíèé îêië òî÷êè y. Íàçâåìî
ìíîæèíó hcl(y) ãàóñäîðôîâèì çàìèêàííÿì òî÷êè y. Ëåãêî áà÷èòè, ùî hcl(y) çáiãà¹òüñÿ ç
ïåðåòèíîì çàìèêàíü âñiõ îêîëiâ òî÷êè y:

hcl(y) =
⋂

V ¹ îêîëîì òî÷êè y

V . (2.1)

Çîêðåìà, y ∈ hcl(y). Áiëüø òîãî, y ∈ hcl(z) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè z ∈ hcl(y). Îòæå, âiäíîøåííÿ
y ∈ hcl(z) ¹ ðåôëåêñèâíèì i ñèìåòðè÷íèì, àëå âçàãàëi êàæó÷è âîíî íå òðàíçèòèâíå.

Ñêàæåìî, ùî òî÷êà y ∈ Y ¹ òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ ÿêùî hcl(y) \ {y} ̸= ∅, òîáòî iñíó-
þòü òî÷êè, ùî íå ¹ T2-âiääiëüíèìè âiä y. Ìíîæèíó âñiõ òî÷îê ðîçãàëóæåííÿ ïðîñòîðó Y
ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Br(Y ).

Çàóâàæåííÿ 2.4.1. Â ðîáîòàõ [28, 30, 29, 26, 31, 32] àâòîðè íàçèâàëè òî÷êè ðîçãàëóæå-
ííÿ �ñïåöiàëüíèìè òî÷êàìè�, àëå â äàíié ðîáîòi ìè çìiíèëè íàçâó íà �òî÷êè ðîçãàëóæåííÿ�,
ñëiäóþ÷è [18, 17], òîìó ùî òàêà íàçâà êðàùå âiäîáðàæà¹ ñòðóêòóðó ïðîñòîðó â îêîëi òàêî¨
òî÷êè. Â ðîáîòi [14, ðîçäië 3] ìíîæèíà òî÷îê ðîçãàëóæåííÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç NH(Y ).

Îòæå, â íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(à) Y ¹ ãàóñäîðôîâèì; (á) hcl(y) = {y} äëÿ âñiõ y ∈ Y ; (â) Br(Y ) = ∅.

Íåõàé L ⊂ Y �äåÿêà ïiäìíîæèíà. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ L ïîçíà÷èìî ÷åðåç hclL(y) ìíî-
æèíó âñiõ òî÷îê z ∈ L, ùî íå ¹ T2-âiääiëüíèìè âiä y â ïiäïðîñòîði L ç òîïîëîãi¹þ iíäóêîâàíîþ
ç Y . Çðîçóìiëî, ùî

hclL(y) ⊆ hcl(y) ∩ L, (2.2)

îäíàê îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ âèêîíó¹òüñÿ íå çàâæäè.

Ëåìà 2.4.2 ([32, Ëåìà 2.2.2]). Íåõàé L ⊂ Y � äîâiëüíà ïiäìíîæèíà.

(1) ßêùî L∩ hcl(y) = {y} äëÿ êîæíîãî y ∈ L, òî â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨ L ¹ ãàóñäîðôîâèì.

(2) Äëÿ êîæíîãî z ∈ Br(Y ) íàñòóïíèé ïiäïðîñòið B ïðîñòîðó Y ¹ ãàóñäîðôîâèì:

B := (L \ Br(Y )) ∪ {z} = L \
(
Br(Y ) \ {z}

)
(3) ßêùî L ¹ êîìïàêòîì, òî L ⊂ L ∪ Br(Y ).

(4) Íåõàé L � êîìïàêò. Òîäi hcl(y) ∩ L ̸= ∅ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ L.
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(5) Íåõàé A,B ⊂ Y äâi çâ'ÿçíi ïiäìíîæèíè, a ∈ A i b ∈ B � òàêi òî÷êè, ùî b ∈ hcl(a). Òîäi
C = A ∪B � çâ'ÿçíà.

(6) Ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ Br(L) ⊂ Br(Y ).

(7) Íåõàé {Γi}i∈Λ äîâiëüíà ñiì'ÿ âiäêðèòèõ ãàóñäîðôîâèõ ïiäìíîæèí â Y i Γ = ∪
i∈Λ

Γi � ¨¨

îá'¹äíàííÿ. Òîäi

Br(Γ) = ∪
i ̸=j∈Λ

Br(Γi ∪ Γj).

Äîâåäåííÿ. Ïåðøi òðè òâåðäæåííÿ äîâåäåíi â [32, Ëåìà 2.2.2]
(4) Ïðèïóñòèìî ùî iñíó¹ òàêà òî÷êà y ∈ L, ùî hcl(y)∩L = ∅. Îñòàííÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî

òî÷êà y T2-âiääiëüíà âiä êîæíî¨ òî÷êè u ∈ L, òîáòî çíàéäåòüñÿ ïàðà íåïåðåòèííèõ âiäêðèòèõ
îêîëiâ Uu ∋ y i Vu ∋ u. Îñêiëüêè L � êîìïàêò, òî ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííèé íàáið òî÷îê
u1, . . . , um, òàêèé ùî âiäïîâiäíi îêîëè V1, . . . , Vm ïîêðèâàþòü L. Òîäi U1∩ . . .∩Um ¹ âiäêðèòèì
îêîëîì y, ÿêèé íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç L, òîáòî y ̸∈ L, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.

(5) ßêùî C � íåçâ'ÿçíà, òî çíàéäóòüñÿ âiäêðèòi íåïåðåòèííi îêîëè U ⊃ A i V ⊃ B. Àëå
òîäi âîíè âiääiëÿþòü òî÷êè a i b, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.

(6) Íåõàé a, b ∈ L äîâiëüíi T2-íåâiääiëüíi â L òî÷êè. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî U � äîâiëüíèé
îêië òî÷êè a â Y , à V � äîâiëüíèé îêië òî÷êè b â Y , òî ∅ ̸= (L ∩ U) ∩ (L ∩ V ) = L ∩ U ∩ V .
Àëå òîäi U ∩ V ̸= ∅, òîáòî a i b òàêîæ íåâiääiëüíi â Y .

(7) Âêëþ÷åííÿ Br(Γ) ⊃ ∪
i ̸=j∈Λ

Br(Γi ∪ Γj) ñëiäó¹ ç (6). Íàâïàêè, íåõàé a, b ∈ Γ äîâiëüíi

T2-íåâiääiëüíi â Γ òî÷êè. Òîäi a ∈ Γi i b ∈ Γj äëÿ äåÿêèõ i, j ∈ Λ. Îñêiëüêè Γi òà Γj ¹
ãàóñäîðôîâèìè i âiäêðèòèìè, òî i ̸= j, áî iíàêøå a i b âiääiëÿëèñü áè â Γi.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî òîäi a i b íåâiääiëüíi â Γi∪Γj. Äiéñíî, ÿêùî a i b âiääiëüíi â Γi∪Γj, òî ç
âiäêðèòîñòi Γi∪Γj ñëiäó¹, ùî âîíè òàêîæ âiääiëÿëèñü áè â Γ, à öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. □

Çàóâàæåííÿ 2.5. Äëÿ ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó Y òâåðäæåííÿ (3) Ëåìè 2.4.2 ¹ äîáðå
âiäîìèì i ñòâåðäæó¹, ùî êîæíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà L ïðîñòîðó Y ¹ çàìêíåíîþ, òîáòî,
L = L.

2.6. Ëîêàëüíî ñêií÷åííi ìíîæèíè. Ïiäìíîæèíà A ⊂ Y íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñêií-
÷åííîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî z ∈ Y iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië U , ùî ïåðåòèí U ∩A ¹ ñêií÷åí-
íèì. Iíøèìè ñëîâàìè, ñiì'ÿ {{a} | a ∈ A} îäíîòî÷êîâèõ ïiäìíîæèí A ïîâèííà áóòè ëîêàëüíî
ñêií÷åííîþ â Y .

Ëåìà 2.6.1 ([32, Ëåìà 2.3.1]). Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi óìîâè íà ïiäìíîæèíó A ⊂ Y òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y :

(1) A ¹ çàìêíåíîþ i äèñêðåòíîþ;

(2) äëÿ êîæíîãî y ∈ Y iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V , ùî ïåðåòèíà¹ A íå áiëüø íiæ â îäíié
òî÷öi;

(3) A ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ.

Òîäi âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi iìïëiêàöi¨: (1) ⇒ (2) ⇒ (3).
ßêùî Y ¹ T1-ïðîñòîðîì, òî (3)⇒(1), òîáòî âñi íàâåäåíi óìîâè åêâiâàëåíòíi.

3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.2.6 òà íàñëiäêó 1.2.7

Íåõàé X �ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � T1-ïðîñòið, ó
ÿêîãî ìíîæèíà Br(Y ) òî÷îê ðîçãàëóæåííÿ ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ, i p : X → Y � âiäêðèòå
íåïåðåðâíå i ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.2.6. Ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî p ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì. Ñïî-
÷àòêó çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ìíîæèíà Br(Y ) ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ, òî, çà ëåìîþ 2.6.1,
êîæíà òî÷êà y ∈ Y ìà¹ âiäêðèòèé îêië Vy, ÿêèé ïåðåòèíà¹ Br(Y ) íå áiëüøå íiæ â îäíié òî÷öi,
òîáòî

Br(Y ) ∩ Vy ⊂ {y}.
Íåõàé L�êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Y . Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ òàêà êîìïàêòíà ïiä-

ìíîæèíà K ⊂ X, ùî p(K) = L. Îñêiëüêè X ¹ ãàóñäîðôîâèì i ëîêàëüíî êîìïàêòíèì, äëÿ
êîæíî¨ òî÷êè x ∈ p−1(L) iñíó¹ âiäêðèòèé îêië Ux ç êîìïàêòíèì çàìèêàííÿì Ux, òàêèé ùî
Ux ⊂ p−1(Vp(x)). Òîäi âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ëåìà:

Ëåìà 3.1. Ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

L ∩ p(Ux) = L ∩ p(Ux). (3.1)

Ç íå¨ ñëiäó¹, ùî

(à) ìíîæèíà p−1(L ∩ p(Ux)) çàìêíåíà â p−1
(
p(Ux)

)
;

(á) ìíîæèíà Kx := p−1(L ∩ p(Ux)) ∩ Ux êîìïàêòíà;

(â) p(Kx) = L ∩ p(Ux).

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.1. (3.1) Âêëþ÷åííÿ L∩p(Ux) ⊂ L∩p(Ux) î÷åâèäíî âèêîíó¹òüñÿ. Íàâ-
ïàêè, ç ëåìè 2.4.2(3) ìà¹ìî, ùî L ⊂ L ∪ Br(Y ), à òîìó

L ∩ p(Ux) ⊂ (L ∪ Br(Y )) ∩ p(Ux) =
(
L ∩ p(Ux)

)
∪
(
Br(Y ) ∩ p(Ux)

)
.

Àëå
Br(Y ) ∩ p(Ux) ⊂ Br(Y ) ∩ Vp(x) ⊂ {p(x)} ⊂ L ∩ p(Ux),

òîìó òàêîæ L ∩ p(Ux) ⊂ L ∩ p(Ux).
(à) Ç (3.1) ñëiäó¹, ùî ïåðåòèí L∩p(Ux) = L∩p(Ux) ¹ çàìêíåíèì â p(Ux). Îòæå p−1(L∩p(Ux))

¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ p−1
(
p(Ux)

)
îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ p íåïåðåðâíå.

(á) Çãiäíî ç (à), Kx := p−1(L ∩ p(Ux)) ∩ Ux ¹ ïåðåòèíîì äâîõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí
p−1(p(Ux)). Òîìó Kx ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ êîìïàêòà Ux, îòæå òàêîæ ¹ êîìïàêòîì.

(â) Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíîìó ïðîñòîìó ñïîñòåðåæåííi.
Íåõàé p : U → V ¹ âiäîáðàæåííÿì ìiæ ìíîæèíàìè U i V . Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí

A ⊂ U i B ⊂ V âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü p(p−1(B) ∩ A) = B ∩ p(A).
Çîêðåìà, äëÿ A = Ux i B = L ∩ p(Ux) îòðèìà¹ìî

p(Kx) = p
(
p−1(L ∩ p(Ux)) ∩ Ux

)
= (L ∩ p(Ux)) ∩ p(Ux) = L ∩ p(Ux).

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè 3.1. □

Âèâåäåìî òåîðåìó 1.2.6 ç òâåðäæåííÿ (â) ëåìè 3.1. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ p âiäêðèòå,
òî p(Ux) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè p(x), îòæå ç êîìïàêòíîñòi L ñëiäó¹, ùî iñíó¹ ñêií÷åííèé
íàáið òî÷îê x1, . . . , xn ∈ p−1(L), òàêèé ùî

L ⊂
n
∪
i=1

p(Uxi) ⊂
n
∪
i=1

p(Uxi).

Íåõàé K =
n
∪
i=1

Kxi . Òîäi ìíîæèíà K êîìïàêòíà i

p(K) = p
(

n
∪
i=1

Kxi

)
=

n
∪
i=1

p(Kxi)
(â)
=

n
∪
i=1

(
L ∩ p(Uxi)

)
= L.

Òåîðåìó 1.2.6 äîâåäåíî.



ÀÂÒÎÌÎÐÔIÇÌÈ ÒÀ ÅÍÄÎÌÎÐÔIÇÌÈ ÐÎÇÁÈÒÒIÂ ÒÎÏÎËÎÃI×ÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ 11

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 1.2.7. Íåõàé ∆ = {p−1(y) | y ∈ Y }�ðîçáèòòÿ X íà ïðîîáðàçè
òî÷îê âiäíîñíî p.

(1) Çà òåîðåìîþ 1.2.6 ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ p : X → Y ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì, à òîìó
çà ëåìîþ 1.2.3 ãîìîìîðôiçì äi¨ ψ : E(∆)→ E(Y ) ¹ íåïåðåðâíèì.

(2) Îñêiëüêè X ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì, òî E(X) ¹ òîïîëîãi÷íèì ìîíî¨äîì, òîáòî îïåðàöiÿ
ìíîæåííÿ â E(X) íåïåðåðâíà âiäíîñíî êîìïàêòíî âiäêðèòî¨ òîïîëîãi¨. Òîäi îáìåæåííÿ öi¹¨
îïåðàöi¨ E(∆)×E(∆)→ E(∆) íà ìîíî¨ä åíäîìîðôiçìiâ∆ òàêîæ áóäå íåïåðåðâíèì, òîáòî E(∆)
òàêîæ ¹ òîïîëîãi÷íèì ìîíî¨äîì. Òîìó ìíîæèíà π0

(
E(∆), idX

)
êîìïîíåíò ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi

E(∆) ìà¹ iíäóêîâàíó ç E(X) ñòðóêòóðó ìîíî¨äà, äèâ. ëåìó 2.1.1(á).
Áiëüø òîãî, îñêiëüêè p ¹ òàêîæ âiäêðèòèì âiäîáðàæåííÿì, òî çãiäíî òâåðäæåííÿ (2)

Ëåìè 2.2.1, Y ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì. Òîìó E(Y ) ¹ òîïîëîãi÷íèì ìîíî¨äîì çãiäíî ç Ëå-
ìîþ 2.3.1(2), à ìíîæèíà π0

(
E(Y ), idY

)
ìà¹ iíäóêîâàíó ç E(Y ) ñòðóêòóðó ìîíî¨äà.

Çãiäíî (1) ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ ψ : E(∆) → E(Y ) ¹ íåïåðåðâíèì, à òîìó iíäóêîâàíå âiä-
îáðàæåííÿ ψ0 : π0

(
E(∆), idX

)
→ π0

(
E(Y ), idY

)
ìiæ âiäïîâiäíèìè ìíîæèíàìè êîìïîíåíò ëi-

íiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ¹ ãîìîìîðôiçìîì ìîíî¨äiâ, äèâ. ëåìó 2.1.1(â).
(3) Îñêiëüêè ψ(H(∆)) ⊂ H(Y ), òî îáìåæåííÿ ψ|H(∆) : H(∆)→ H(Y ) ¹ íåïåðåðâíèì ãîìî-

ìîðôiçìîì ãðóï, à òîìó çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.1(â) âií iíäóêó¹ ãîìîìîðôiçì âiäïîâiäíèõ ãðóï
êîìïîíåíò ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ψ0 : π0

(
H(∆), idX

)
→ π0

(
H(Y ), idY

)
.

4. Ïðèêëàäè

ßê i âèùå, íåõàé ∆�äåÿêå ðîçáèòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i p : X → Y = X/∆
âiäïîâiäíå ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 1.2.6 äà¹ ëèøå äîñòàòíi óìîâè, ùîá âiäîáðàæåííÿ p : X → Y = X/∆ áóëî êîìïàêò-
íî-íàêðèâàþ÷èì.

Ìè íàâåäåìî ïðèêëàä êëàñó ïðîñòîðiâ X i ¨õ ïðèðîäíèõ ðîçáèòòiâ ∆, ùî âiäïîâiäàþòü
óìîâàì öi¹¨ òåîðåìè, à òàêîæ òiñíî ïîâ'ÿçàíèé êëàñ ïðîñòîðiâ i ðîçáèòòiâ, ùî íå âiäïîâiäàþòü
óìîâàì òåîðåìè, àëå ìàþòü êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷i ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ.

Àíàëîãi÷íî, íàñëiäîê 1.2.7 äà¹ ëèøå äîñòàòíi óìîâè çà ÿêèõ ãîìîìîðôiçì äi¨ ψ : E(∆) →
E(Y ) áóäå íåïåðåðâíèì âiäíîñíî êîìïàêòíî âiäêðèòèõ òîïîëîãié. Àëå ¹ áàãàòî ñèòóàöié, êîëè
ïðèïóùåííÿ íàñëiäêó 1.2.7 íå âèêîíóþòüñÿ, àëå ψ ¹ íåïåðåðâíèì.

Ìè ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ, â ÿêèõ ïðîñòið Y ìà¹ áiëüø �ïàòîëîãi÷íi� âëàñòèâîñòi.
Ïîïðè ïåâíó òðèâiàëüíiñòü äåÿêèõ ç íàâåäåíèõ íèæ÷å òâåðäæåíü, âîíè îïèñóþòü ñèòóàöi¨, ÿêi
äóæå ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ â òåîði¨ øàðóâàíü.

4.1. Ñìóãàñòi ïîâåðõíi. Íåõàé íà äâîâèìiðíié ïîâåðõíi X (ç ìåæåþ) çàäàíå îäíîâè-
ìiðíå øàðóâàííÿ ∆ i íåõàé p : X → Y = X/∆ � ïðîåêöiÿ íà éîãî ïðîñòið ëèñòêiâ.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Ñêàæåìî, ùî ïàðà (X,∆) íàëåæèòü äî êëàñó F , ÿêùî âîíà âiäïîâiäà¹
íàñòóïíèì óìîâàì:

(A1) X ìà¹ çëi÷åííó áàçó òîïîëîãi¨;
(A2) êîæåí ëèñòîê ω øàðóâàííÿ ∆ ¹ íåêîìïàêòíîþ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ X, òîáòî

öå îáðàç ïðÿìî¨ R ïiä äi¹þ âëàñíîãî òîïîëîãi÷íîãî âêëàäåííÿ R ⊂ X;
(A3) êîæíà êîìïîíåíòà ìåæi ∂X ¹ ëèñòêîì ∆.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Íåõàé (X,∆) íàëåæèòü äî êëàñó F . Ëèñòîê ω ∈ ∆ íàçèâàòèìåìî

à) ðåãóëÿðíèì, ÿêùî iñíó¹ éîãî âiäêðèòèé íàñè÷åíèé îêië U , òàêèé ùî ïàðà (U,U) �ìà¹
òðèâiàëüíå øàðóâàííÿ�, òîáòî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì (U,U) ïàðè
• àáî íà ïàðó

(
R× [−1, 1],R× (−1, 1)

)
, ÿêùî ω ⊂ IntX,

• àáî íà ïàðó
(
R× [0; 1],R× [0, 1)

)
ÿêùî ω ⊂ ∂X,
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ÿêèé âiäîáðàæà¹ ëèñòêè øàðóâàííÿ ∆ íà ëèñòêè òðèâiàëüíîãî øàðóâàííÿ íà ïðÿìi R× t,
ïðè÷îìó îáðàçîì ω ¹ R× 0;

á) ñèíãóëÿðíèì, ÿêùî âií íå ¹ ðåãóëÿðíèì;

â) ñïåöiàëüíèì, ÿêùî p(ω) ∈ Br(Y ).

Ïðèêëàäè ëèñòêiâ öèõ òèïiâ çîáðàæåíi íà ðèñ. 4.1. Ó âèïàäêó à) âñi ëèñòêè ¹ ðåãóëÿðíèìè.

a) ðåãóëÿðíèé b) ñèíãóëÿðíèé c) ñïåöiàëüíèé

Ðèñ. 4.1. Òèïè ëèñòêiâ øàðóâàííÿ

Ïîçíà÷èìî ∆reg, ∆spec i ∆sing âiäïîâiäíî ñiì'¨ âñiõ ðåãóëÿðíèõ, ñïåöiàëüíèõ i ñèíãóëÿðíèõ
ëèñòêiâ ∆. Òîäi âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ (äèâ. [31]):

∆spec ⊂ ∆sing, ∆ = ∆reg ⊔∆sing.

Îçíà÷åííÿ 4.3.1. Íàçâåìî ïîâåðõíþ ç øàðóâàííÿì (S,∆S) êâàçiñìóãîþ, ÿêùî

à) êîæíà êîìïîíåíòà ìåæi ïîâåðõíi S � öå âiäêðèòà äóãà, ÿêà ¹ ëèñòêîì ∆S;

á) îáìåæåííÿ øàðóâàííÿ ∆S íà âíóòðiøíþ ÷àñòèíó IntS ìîæå áóòè ãîìåîìîðôíî âiä-
îáðàæåíî íà R2 òàê, ùî ëèñòè øàðóâàííÿ ∆S âiäîáðàçÿòüñÿ íà ëèñòè òðèâiàëüíîãî
øàðóâàííÿ {R× y}y∈R íà ãîðèçîíòàëüíi ëiíi¨.

Îçíà÷åííÿ 4.3.2. Íåõàé ∆ = {R×y}y∈[0;1] � òðèâiàëüíå øàðóâàííÿ ïðîñòîðó R×[0; 1] íà
ãîðèçîíòàëüíi ëiíi¨. Íåõàé äàëi S ⊂ R× [0; 1], âiäêðèòà â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨ ïiäìíîæèíà
òàêà, ùî R × (0, 1) ⊂ S. Òîäi ïîâåðõíÿ ç øàðóâàííÿì (S,∆|S) íàçèâàòèìåòüñÿ ìîäåëüíîþ
ñìóãîþ.

Îòæå, ìîäåëüíà ñìóãà ¹ îá'¹äíàííÿì R × (0, 1) i íå áiëüø íiæ çëi÷åííî¨ ñiì'¨ (ìîæëèâî
ïîðîæíüî¨) âiäêðèòèõ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â R× {0, 1}.

Çàóâàæåííÿ 4.3.3. Êëþ÷îâà âiäìiííiñòü êâàçiñìóãè âiä ìîäåëüíî¨ ñìóãè ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî ìîäåëüíà ñìóãà S âêëàäà¹òüñÿ â ¾çàìêíåíó ñìóãó¿ R × [0; 1] òàê, ùî R × (0; 1) ⊂ S ⊂
R × [0; 1], òîáòî êîìïîíåíòè ìåæi S ìîæóòü ç'ÿâëÿòèñü òiëüêè ç ¾äâîõ áîêiâ¿ S. Ç iíøîãî
áîêó, êîìïîíåíòè ìåæi êâàçiñìóãè S ìîæóòü áóòè íà ¨¨ ¾âíóòðiøíiõ ëèñòêàõ¿, äèâ. ðèñ 4.2.

a) ìîäåëüíà ñìóãà b) êâàçiñìóãà

Ðèñ. 4.2. Ñìóãè

Îçíà÷åííÿ 4.3.4. Íåõàé X � äâîâèìiðíèé òîïîëîãi÷íèé ìíîãîâèä (ïîâåðõíÿ), à X0 =⊔
λ∈Λ

Sλ � îá'¹äíàííÿ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ êâàçiñìóã {Sλ}λ∈Λ. Êâàçiñìóãàñòèì àòëàñîì íà X

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðíå âiäîáðàæåííÿ q : X0 → X, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ òàêó óìîâó:

• iñíóþòü äâi íåïåðåòèííi ñiì'¨ X = {Xγ}γ∈Γ i Y = {Yγ}γ∈Γ ïîïàðíî ðiçíèõ êîìïîíåíò êðàþ
X0, ùî íóìåðóþòüñÿ òèì ñàìèì íàáîðîì iíäåêñiâ Γ, òàêi ùî
(à) âiäîáðàæåííÿ q ií'¹êòèâíå íà X0 \ (X ∪ Y);
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(á) q(Xγ) = q(Yγ) äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ, i îáìåæåííÿ

Xγ

q|Xγ−−−−→ q(Xγ) = q(Yγ)
q|Yγ←−−− Yγ

ái¹êòèâíi.

ßêùî âñi ñìóãè {Sλ}λ∈Λ ¹ ìîäåëüíèìè, òî êâàçiñìóãàñòèé àòëàñ q íàçèâàòèìåìî ñìóãàñòèì.

Çàóâàæèìî, ùî øàðóâàíÿ ∆Sλ
íà êâàçiñìóãàõ Sλ îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü øàðóâàííÿ ∆0

íà X0. Òàêîæ, îáðàçè ëèñòêiâ øàðóâàííÿ ∆0 ïiä äi¹þ âiäîáðàæåííÿ q êîðåêòíî îçíà÷àþòü
øàðóâàííÿ ∆ íà X. Íàçâåìî éîãî êàíîíi÷íèì øàðóâàííÿì, ùî ïîâ'ÿçàíå ç êâàçiñìóãàñòèì
àòëàñîì q.

Îçíà÷åííÿ 4.3.5. Ïîâåðõíÿ ç øàðóâàííÿì (X,∆) íàçèâà¹òüñÿ (êâàçi)ñìóãàñòîþ ïîâåðõ-
íåþ, ÿêùî âîíà äîïóñêà¹ (êâàçi)ñìóãàñòèé àòëàñ, ç ÿêèì ïîâ'ÿçàíå øàðóâàííÿ ∆.

Òåîðåìà 4.3.6 ([31, Òåîðåìà 4.4]). Íåõàé (X,∆) � ïîâåðõíÿ ç øàðóâàííÿì, ÿêà íàëå-
æèòü äî êëàñó F , òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A1)-(A3) îçíà÷åííÿ 4.2. Òîäi íàñòóïíi óìîâè
åêâiâàëåíòíi:

(A4) ñiì'ÿ ∆sing âñiõ ñèíãóëÿðíèõ ëèñòêiâ øàðóâàííÿ ∆ ëîêàëüíî ñêií÷åííà;
(A5) (X,∆) ¹ ñìóãàñòîþ ïîâåðõíåþ.

Ç óìîâè (A2) ñëiäó¹, ùî ïðîñòið ëèñòêiâ Y ¹ T1-ïðîñòîðîì. Îñêiëüêè p−1(Br(Y )) = ∆spec ⊂
∆sing, à ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ p âiäêðèòå, òî ç íàñëiäêó 1.2.8 îòðèìó¹ìî òàêèé

Íàñëiäîê 4.3.7. Íåõàé (X,∆) � ñìóãàñòà ïîâåðõíÿ, p : X → Y � ïðîåêöiÿ íà ïðîñòið
ëèñòêiâ øàðóâàííÿ ∆. Òîäi âiäîáðàæåííÿ p ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì, à îòæå ãîìîìîð-
ôiçì ψ : E(∆)→ E(Y ) ¹ íåïåðåâíèì.

Ãîìîòîïi÷íi òèïè ãðóï àâòîìîðôiçìiâ ñìóãàñòèõ ïîâåðõîíü (X,∆) âèâ÷àëèñü â ðîáîòàõ [28,
29, 30, 26, 31, 32]. Çîêðåìà â [28, Theorem 4.4] äîâåäåíî, ùî äëÿ çâ'ÿçíî¨ ïîâåðõíi X êîìïî-
íåíòè çâ'ÿçíîñòi ãðóï Hinn(∆) òà H(∆) ¹ ñòÿãóâàíèìè çà âèêëþ÷åííÿì äâîõ òèïiâ øàðóâàíü
íà öèëiíäði òà ñòði÷öi Ìüîáióñà íà ¾ïàðàëåëüíi ïðÿìi¿. Áiëüø òîãî, â [26, Theorem 8.1] ãðóïà
π0Hinn(∆) îòîòîæíåíà ç ãðóïîþ àâòîìîðôiçìiâ äåÿêîãî ãðàôà, ÿêèé ¾êîäó¹¿ iíôîðìàöiþ ïðî
ñêëåéêó X ç ìîäåëüíèõ ñìóã. Íàðåøòi, â [32, Theorem 1.4] ïîêàçàíî, ùî ÿäðî ãîìîìîðôiçìà
ψ : π0Hinn(∆)→ π0E(Y ) àáî òðèâiàëüíå, àáî içîìîðôíå Z2.

4.4. Îäíîâèìiðíi øàðóâàííÿ íà ïëîùèíi. Äîñëiäæåííÿì îäíîâèìiðíèõ øàðóâàíü íà
ïîâåðõíÿõ çàéìàëîñü áàãàòî âiäîìèõ ìàòåìàòèêiâ, ó òîìó ÷èñëi Õ. Óiòíi, Ì. Ìîðñ, Â. Êàïëàí.
Çîêðåìà, Â. Êàïëàíó íàëåæèòü ïåâíà �êëàñèôiêàöiÿ� îäíîâèìiðíèõ íåîñîáëèâèõ øàðóâàíü íà
ïëîùèíi. Éîãî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 4.4.1 (W. Kaplan [20, 21]). Êîæíå îäíîâèìiðíå øàðóâàííÿ ∆ íà ïëîùèíi R2 ¹
êâàçiñìóãàñòîþ ïîâåðõíåþ.

Iñíóþòü îäíîâèìiðíi øàðóâàííÿ íà ïëîùèíi, ÿêi íå ¹ ñìóãàñòèìè ïîâåðõíÿìè. Çîêðåìà,
â ïðèêëàäi 7.7 çi ñòàòòi [26] íàâîäèòüñÿ øàðóâàííÿ, äëÿ ÿêîãî ïiäìíîæèíà Br(Y ) ïðîñòîðó
ëèñòêiâ íå ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ. Òîìó òåîðåìà 1.2.6 íå ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äî äîâiëüíîãî
øàðóâàííÿ ç öüîãî êëàñó. Òèì íå ìåíø, ìè ïîêàæåìî, ùî ñïðàâåäëèâà òàêà

Òåîðåìà 4.4.2. Íåõàé ∆ � îäíîâèìiðíå øàðóâàííÿ íà ïëîùèíi R2. Òîäi âiäîáðàæåííÿ
ïðîåêöi¨ p : R2 → Y = R2/∆ ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì.

Äîâåäåííÿ áàçó¹òüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ îäíîâèìiðíèõ øàðóâàíü ∆ íà ïëîùèíi òà ¨õ ïðîñòî-
ðiâ ëèñòêiâ Y i íàâåäåíå â êiíöi öüîãî ïiäðîçäiëó.
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Ëåìà 4.4.3. Êîæåí ëèñòîê ω øàðóâàííÿ ∆ ðîçáèâà¹ ïëîùèíó íà äâi âiäêðèòi ïiäìíîæè-
íè D0 i D1 ãîìåîìîðôíi âiäêðèòèì äèñêàì, ïðè÷îìó ω = D0 ∩D1. Âíàñëiäîê öüîãî äîâiëüíà
òî÷êà y = p(ω) ðîçáèâà¹ ïðîñòið Y íà äâi âiäêðèòi çâ'ÿçíi ïiäìíîæèíè Y 0

y òà Y 1
y .

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, çãiäíî (A2), iñíó¹ òàêå âëàñíå âêëàäåííÿ α : R→ R2, ùî α(R) = ω.
Òîäi âîíî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåíÿ îäíîòî÷êîâèõ êîìïàêòèôiêàöié

S1 = R ∪ {∞} ᾱ−−→ R2 ∪ {∞} = S2.

Î÷åâèäíî, ùî ᾱ ií'¹êòèâíå. Òîìó ç êîìïàêòíîñòi S1 ñëiäó¹, ùî ᾱ ¹ òîïîëîãi÷íèì âêëàäåííÿì.
Òåïåð ç òåîðåìè Æîðäàíà âèïëèâà¹, ùî îáðàç ᾱ ðîçáèâà¹ S2 íà äâi âiäðèòèõ äèñêè, à òîìó
îáðàç α (òîáòî ëèñòîê ω) ðîçáèâà¹ R2. □

Îçíà÷åííÿ 4.4.4. Íåõàé γ : R → R2 � ií'¹êòèâíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ (ïðîñòà
êðèâà). Íàçâåìî γ ëîêàëüíèì ðîçòèíîì øàðóâàííÿ ∆, ÿêùî âîíà ïåðåòèíà¹ êîæåí ëèñòîê
∆ íå áiëüøå íiæ â îäíié òî÷öi. Iíøèìè ñëîâàìè, êîìïîçèöiÿ p ◦ γ : R → Y ¹ ií'¹êòèâíèì
âiäîáðàæåííÿì.

Áiëüø òîãî, ëîêàëüíèé ðîçòèí γ íàçèâàòèìåìî ∆-âëàñíèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨
ìíîæèíè B ⊂ R2, ïðîîáðàç γ−1(S∆(B)) ¨¨ íàñè÷åííÿ S∆(B) = p−1

(
p(B)

)
¹ îáìåæåíèì â R.

Âiäìiííiñòü ìiæ äîâiëüíèìè ëîêàëüíèìè ðîçòèíàìè òà ∆-âëàñíèìè ðîçòèíàìè ïîêàçàíî
íà ðèñ. 4.3.

Ðèñ. 4.3. Ëîêàëüíi ðîçòèíè: α � ∆-âëàñíèé, β � íå ¹ ∆-âëàñíèì

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå ÷åðåç êîæíó òî÷êó ïîâåðõíi X ç øàðóâàííÿì ∆ ìîæíà ïðîâåñòè
ëîêàëüíèé ðîçòèí. Íàïðèêëàä, öå íå ìîæíà çðîáèòè äëÿ æîäíî¨ ç òî÷îê ñèãóëÿðíîãî ëèñòêà,
ùî íà ðèñ. 4.1á). Ç iíøîãî áîêó äëÿ øàðóâàíü íà ïëîùèíi ìà¹ ìiñöå òàêèé ðåçóëüòàò:

Ëåìà 4.4.5 (äèâ. [20, Òåîðåìè 36 i 37]). ×åðåç êîæíó òî÷êó ïëîùèíè ïðîõîäèòü ∆-
âëàñíèé ðîçòèí γ øàðóâàííÿ ∆.

Íåõàé γ : R → R2 � ëîêàëüíèé ðîçòèí ∆ i Γ = p ◦ γ(R) � éîãî îáðàç â Y . Òîäi äëÿ s < t
áóäå çðó÷íî ïîçíà÷àòè

(−∞; s)Γ := p ◦ γ
(
(−∞; s)

)
, (s; t)Γ := p ◦ γ

(
(s; t)

)
, (t; +∞)Γ := p ◦ γ

(
(t; +∞)

)
.

Çàóâàæåííÿ 4.4.6. Âiäîìî (äèâ. íàïðèêëàä [43, ñòîð. 260]), ùî ëîêàëüíèé ðîçòèí γ â
êîæíié òî÷öi ìîæíà ëîêàëüíî �âèïðÿìèòè� âiäíîñíî øàðóâàííÿ. Òîáòî, ÿêùî x ∈ γ(R), òî
iñíóþòü âiäêðèòèé îêië U ∋ x i ãîìåîìîðôiçì f : U → (−1, 1)× (−1, 1), òàêi ùî

• f(x) = (0, 0), f(γ(R) ∩ U) = {0} × (−1, 1);
• çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè îáðàçiâ ëèñòêiâ øàðóâàííÿ ∆ ïiä äi¹þ f � öå íàáið iíòåðâàëiâ
{(−1, 1)× {v} | v ∈ (−1, 1)}.

Ëåìà 4.4.7. Íåõàé γ : R → R2 � ëîêàëüíèé ðîçòèí ∆, Γ = p ◦ γ(R) � éîãî îáðàç â Y ,
t ∈ R i a = p ◦ γ(t) ∈ Γ. Òîäi Γ0

t := (−∞; t)Γ i Γ1
t := (t; +∞)Γ ¹ âiäêðèòèìè â Γ i íàëåæàòü

äî ðiçíèõ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè Y \ {a}.
Çîêðåìà, âiäîáðàæåííÿ p ◦ γ ¹ âiäêðèòèì âêëàäåííÿì, à éîãî îáðàç Γ ¹ ãàóñäîðôîâèì

ïðîñòîðîì â iíäóêîâàíié ç Y òîïîëîãi¨.
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Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 4.4.3 ìíîæèíà Y \{a} ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì äâîõ âiäêðèòèõ
çâ'ÿçíèõ ìíîæèí Y 0

a òà Y 1
a . Îñêiëüêè Γ0

t i Γ
1
t ¹ çâ'ÿçíèìè, òî êîæíà ç íèõ ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ

àáî â Y 0
a àáî Y 1

a . Ç iíøîãî áîêó, ç ëîêàëüíî¨ âèïðÿìëÿ¹ìîñòi γ â òî÷öi a ñëiäó¹, ùî Γ ïåðåòèíà¹
îáèäâi ç öèõ ìíîæèí. Öå i îçíà÷à¹, ùî Γ0

t i Γ
1
t ìiñòÿòüñÿ â ðiçíèõ ìíîæèíàõ Y

0
a àáî Y 1

a .
Äàëi, ìîæíà ââàæàòè, ùî Γit ⊂ Y i

a , i = 0, 1. Òîäi Γit = Γ ∩ Y i
a , à îòæå Γ

i
t ¹ âiäêðèòîþ â Γ.

Îñêiëüêè iíòåðâàëè {(−∞; t), (t;∞)}t∈R óòâîðþþþòü ïåðåäáàçó òîïîëîãi¨ íà R, à ¨õ îáðàçè
ïiä äi¹þ p ◦ γ ¹ âiäêðèòèìè â Y , òî p ◦ γ ¹ âiäêðèòèì âêëàäåííÿì. □

Ëåìà 4.4.8. Íåõàé γ, γ′ : R → R2 � äâà ëîêàëüíèõ ðîçòèíè ∆, à Γ = p ◦ γ(R) òà Γ′ =
p ◦ γ′(R) � ¨õ îáðàçè â Y .

1) ßêùî Γ∩Γ′ ̸= ∅, òî öåé ïåðåòèí ¹ âiäêðèòèì iíòåðâàëîì. Çîêðåìà, çíàéäóòüñÿ òàêi
ñêií÷åííi àáî íåñêií÷åííi s < t, s′ < t′ ∈ R, ùî

Γ ∩ Γ′ = (s; t)Γ = (s′; t′)Γ′ . (4.1)

2) ßêùî îáèäâà ÷èñëà s i s′ ¹ ñêií÷åííèìè, òî òî÷êè a = p ◦ γ(s) ∈ Γ òà b = p ◦ γ(s′) ∈ Γ′

� T2-íåâiääiëüíi. Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ìà¹ ìiñöå äëÿ t, t′. Ìè íàçèâàòèìåìî öi òî÷êè
òî÷êàìè ðîçãàëóæåííÿ íà êiíöÿõ ïåðåòèíó Γ ∩ Γ′.

3) Ìíîæèíà Br(Γ∪Γ′) òî÷îê ðîçãàëóæåííÿ ïiäìíîæèíè Γ∪Γ′ â iíäóêîâàíié ç Y òîïî-
ëîãi¨ òîòîæíà ç ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçãàëóæåííÿ íà êiíöÿõ ïåðåòèíó Γ∩Γ′. Çîêðåìà, âîíà
àáî ïîðîæíÿ, àáî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷è ÷îòèðüîõ òî÷îê.

Äîâåäåííÿ. 1) ßêùî Γ ∩ Γ′ ̸= ∅, òî öåé ïåðåòèí ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â Γ i Γ′

(êîæíà ç ÿêèõ ãîìåîìîðôíà R), à òîìó âií ìiñòèòü õî÷à á äâi òî÷êè. Íåõàé a = p ◦ γ(s), b =
p ◦ γ(t) ∈ Γ ∩ Γ′ äëÿ äåÿêèõ s < t ∈ R. Ïîêàæåìî, ùî òîäi

p ◦ γ
(
[s; t]

)
⊂ Γ′. (4.2)

Öå îçíà÷àòèìå ëiíiéíó çâ'ÿçíiñòü Γ ∩ Γ′, à òîìó Γ ∩ Γ′ áóäå âiäêðèòèì iíòåðâàëîì.
Íåõàé q ∈ (s; t) i c = p◦γ(q) ∈ Γ. Òîäi, çãiäíî ëåìè 4.4.3, Y \{c} ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì

âiäêðèòèõ çâ'ÿçíèõ ìíîæèí Y 0
c i Y 1

c , ïðè÷îìó ìîæíà ââàæàòè, ùî a ∈ Y 0
c i b ∈ Y 1

c . Òîäi
Γ′ ïåðåòèíàòèìå îáèäâi êîìïîíåíòè Y \ {c}. ßêùî æ ïðèïóñòèòè, ùî c ̸∈ Γ′, òî ìíîæèíà
Y \ {c} = Y 0

c ∪ Γ′ ∪ Y 1
c áóäå çâ'ÿçíîþ, ùî íåìîæëèâî. Òîìó c ∈ Γ′.

2) Çàóâàæèìî, ùî iíòåðâàëè{
(s− δ; s+ δ)Γ

}
δ>0
⊂ Γ,

{
(s′ − δ′; s′ + δ′)Γ

}
δ′>0
⊂ Γ′

óòâîðþþòü áàçè òîïîëîãi¨ â òî÷öi a íà Γ òà òî÷öi b íà Γ′ âiäïîâiäíî. Àëå ç (4.1) ñëiäó¹, ùî
áóäü-ÿêi äâà ç íèõ ìàþòü íåïîðîæíié ïåðåòèí:

(s− δ; s+ δ)Γ ∩ (s′ − δ′; s′ + δ′)Γ′ = (s; s+ ε)Γ = (s′; s′ + ε′)Γ′ ⊂ Γ ∩ Γ′,

äëÿ äåÿêèõ ε, ε′ > 0. Òîìó òî÷êè a i b ¹ T2-íåâiääiëüíèìè.
3) Ëåãêî áà÷èòè, ùî âñi iíøi ïàðè òî÷îê, ùî íå ¹ òî÷êàìè ðîçãàëóæåííÿ íà êiíöÿõ ïåðåòèíó

Γ ∩ Γ′, ¹ ïîïàðíî T2-âiääiëüíèìè. Öå äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ. □

Ëåìà 4.4.9. 1) Äëÿ i = 1, . . . , n íåõàé γi : R → R2 � ëîêàëüíèé ðîçòèí ∆, Γi = p ◦ γi(R)
� éîãî îáðàç â Y i Γ =

n
∪
i=1

Γi. Òîäi

Br(Γ) = ∪
1≤i<j≤n

Br(Γi ∪ Γj). (4.3)

i öÿ ìíîæèíà ìiñòèòü íå áiëüøå íiæ 2n(n− 1) òî÷îê.
2) Íåõàé äàëi K ⊂ Γ � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà. Òîäi

Γ ∩ (K \K) ⊂ Br(Γ). (4.4)
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3) Áiëüø òîãî, çíàéäåòüñÿ ñêií÷åííå ÷èñëî ìíîæèí S1, . . . , Sk ⊂ Γ, êîæíà ç ÿêèõ ¹
çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ äåÿêîãî Γj â iíäóêîâàíié ç Y òîïîëîãi¨ òàê, ùî K = ∪ki=1Si.

Äîâåäåííÿ. 1) Òîòîæíiòü (4.3) ïðÿìî ñëiäó¹ ç ëåìè 2.4.2(7) áî êîæíà ìíîæèíà Γi ¹
âiäêðèòîþ i ãàóñäîðôîâîþ. Îñêiëüêè Br(Γi ∪Γj) ìiñòèòü íå áiëüøå 4-õ òî÷îê, òî Br(Γ) ìiñèòü
íå áiëüøå 4n(n− 1)/2 = 2n(n− 1) òî÷îê.

2) Äëÿ äîâåäåííÿ (4.4), íàãàäà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ çàìèêàííÿìè K â Γ òà Y :

ClΓ(K) = Γ ∩ ClY (K).

Òåïåð çãiäíî ëåìè 2.4.2(3), ClΓ(K) ⊂ K ∪ Br(Γ), à çíà÷èòü

Br(Γ) ⊃ ClΓ(K) \K = (Γ ∩ ClY (K)) \K = Γ ∩ (ClY (K) \K).

3) Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòèí K ∩Br(Γ) ñêëàäà¹òüñÿ ç k òî÷îê y1, . . . , yk. Òîäi yα ∈ Γβ(α) äëÿ
äåÿêîãî (íå îáîâ'ÿçêîâî ¹äèíîãî) β(α). Äëÿ êîæíîãî α = 1, . . . , k âèáåðåìî âiäðiçîê Aα ⊂ Γβ(α),
ÿêèé ìiñèòü yα ó ñâî¨é âíóòðiøíîñòi i íå ìiñòèòü iíøèõ òî÷îê ç Br(Γ) îêðiì yα. Ïîêëàäåìî
òàêîæ

Bβ = Γβ \
k
∪
α=1

IntAα, β = 1, . . . , n.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ïåðåòèíè K ∩Aα ¹ çàìêíåíèì â Γβ(α), à ïåðåòèí K ∩Bβ ¹ çàìêíåíèì
â Γβ.

Äiéñíî, îñêiëüêè Aα ìiñòèòü ¹äèíó òî÷êó ç Br(Γ), à ñàìå {yα}, i öÿ òî÷êà íàëåæèòü äî K,
òî

Aα ∩ (K \K) ⊂ Aα ∩ Γ ∩ (K \K) ⊂ (Aα ∩ Γ ∩K) \K ⊂ (Aα \K) ∩ Br(Γ) = ∅.

Òîìó K ∩ Aα = K ∩Aα, à îòæå öåé ïåðåòèí ¹ çàìêíåíèì â Γβ(α).
Àíàëîãi÷íî, îñêiëüêè Bβ \K íå ìiñòèòü òî÷îê ç Br(Γ), òî

Bβ ∩ (K \K) ⊂ Bβ ∩ Γ ∩ (K \K) ⊂ (Bβ ∩ Γ ∩K) \K ⊂ (Bβ \K) ∩ Br(Γ) = ∅,

à òîìó K ∩Bβ = K ∩Bβ ¹ çàìêíåíèì â Γβ.
Ïîêëàäåìî Sα := K ∩ Aα i Sβ := K ∩ Bβ. Òîäi öi ìíîæèíè çàäîâîëüíÿþòü òâåðäæåííÿ

3). □

Ëåìà 4.4.10. Íåõàé γ : R → R2 � ∆-âëàñíèé ðîçòèí, Γ = p ◦ γ(R) � éîãî îáðàç â Y , i
K ⊂ Y � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà.

(1) Òîäi ïiäìíîæèíà (p ◦ γ)−1(K) ⊂ R ¹ îáìåæåíîþ.
(2) Áiëüø òîãî, äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè S ⊂ Γ ∩K, ùî ¹ çàìêíåíîþ â Γ â iíäóêîâàíié ç Y

òîïîëîãi¨, ïiäìíîæèíà T := (p ◦ γ)−1(S) ⊂ R ¹ êîìïàêòíîþ, à òîìó êîìïàêòíîþ áóäå

γ(T ) := γ
(
γ−1(p−1(S))

)
= γ(R) ∩ p−1(S).

Çîêðåìà, òîäi S = p(γ(T )) ¹ îáðàçîì êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè γ(T ).

Äîâåäåííÿ. (1) Íåõàé Br ⊂ R2 � âiäêðèòèé êðóã ðàäióñó r > 0 ç öåíòðîì â 0 ∈
R2. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ ïðîåêöi¨ p âiäêðèòå (äèâ. [40, òåîðåìà 4.10]), òî íàáið ìíîæèí
{p(Br)}r>0 óòâîðþ¹ âiäêðèòå ïîêðèòòÿ Y (à ðàçîì ç íèì i K). Òîäi ç êîìïàêòíîñòi K ñëiäó¹,
ùî K ⊂ p(Bρ) äëÿ äåÿêîãî ρ > 0. Îñêiëüêè γ ¹ ∆-âëàñíèì ðîçòèíîì, òî

γ−1
(
S∆(Bρ)

)
= γ−1

(
p−1(p(Bρ)

)
= (p ◦ γ)−1

(
p(Bρ)

)
¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ. Òîìó ¨¨ ïiäìíîæèíà (p ◦ γ)−1(K) òàêîæ áóäå îáìåæåíîþ.

(2) Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ p ◦ γ : R → Γ íåïåðåðâíå, òî ìíîæèíà T = (p ◦ γ)−1(S) �
çàìêíåíà â R. Áiëüø òîãî, çãiäíî ç (1), âîíà òàêîæ îáìåæåíà, áî ìiñòèòüñÿ â îáìåæåíié
ìíîæèíi (p ◦ γ)−1(K). Òîìó T � êîìïàêò. □
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4.2. Íåõàé K ⊂ Y � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà. Îñêiëüêè ÷åðåç
êîæíó òî÷êó ïëîùèíè ïðîõîäèòü ∆-âëàñíèé ðîçòèí, òî çíàéäåòüñÿ ñêií÷åííå ÷èñëî òàêèõ
ðîçòèíiâ γi : R → R2, i = 1, . . . , n, ç îáðàçàìè Γi := p ◦ γi(R), ùî K ìiñòèòüñÿ â îá'¹äíàííi

Γ =
n
∪
i=1

Γi.

Çà ëåìîþ 4.4.9, çíàéäåòüñÿ ñêií÷åííå ÷èñëî ïiäìíîæèí ìíîæèí S1, . . . , Sm ⊂ K òàêèõ, ùî

Sα ¹ çàìêíåíîþ â äåÿêîìó Γβ(α) i K =
m
∪
α=1

Sα.

Òîäi çà ëåìîþ 4.4.10(2), äëÿ êîæíîãî α ìíîæèíà

Qα := γβ(α)
(
(p ◦ γβ(α))−1(Sα)

)
⊂ R2

¹ êîìïàêíòîþ i p(Qα) = Sα. Òîìó Q =
n
∪
i=1

Qα òàêîæ êîìïàêíòà i p(Q) = K. □

4.5. Òðèâiàëüíà òîïîëîãiÿ íà Y . Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãiÿ íà ìíîæèíi Y , ÿêà ñêëàäà-
¹òüñÿ òiëüêè ç äâîõ ìíîæèí {∅, Y } íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíîþ (àáî àíòèäèñêðåòíîþ).

Ëåìà 4.5.1. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

(à) êîæåí åëåìåíò ðîçáèòòÿ ∆ ¹ âñþäè ùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ â X;
(á) Y ìà¹ òðèâiàëüíó òîïîëîãiþ.

Òîäi êîìïàêòíî âiäêðèòà òîïîëîãiÿ íà E(Y ) := C(Y, Y ) òàêîæ ¹ òðèâiàëüíîþ, à çíà÷èòü
áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ â E(Y ) ¹ íåïåðåðâíèì. Çîêðåìà, íåïåðåðâíèì áóäå ψ.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî óìîâè (à) i (á) åêâiâàëåíòíi.
Îñêiëüêè òîïîëîãiÿ íà Y ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü íåïîðîæíiõ ìíîæèí (íàñïðàâ-

äi, îäíó òàêó ìíîæèíó), òî êîæíà ïiäìíîæèíà L ïðîñòîðó Y ¹ êîìïàêòíîþ. Âíàñëiäîê öüîãî
êîæåí åëåìåíò ïåðåäáàçè êîìïàêòíî âiäêðèòî¨ òîïîëîãi¨ íà C(Y, Y ) ìà¹ âèä

N (L, Y ) = {f ∈ C(Y, Y ) | f(L) ⊂ Y } = C(Y, Y ),

äå L�äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà Y . Iíøèìè ñëîâàìè, êîìïàêòíî âiäêðèòà òîïîëîãiÿ
íà C(Y, Y ) ìiñòèòü ëèøå îäíó íåïîðîæíþ ìíîæèíó C(Y, Y ), òîáòî ¹ òðèâiàëüíîþ. □

4.6. Ïðîñòîðè Áåðà. Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà U òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà-
¹òüñÿ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X, ÿêùî U ¹ çëi÷åííèì îá'¹äíàííÿì íiäå íå ùiëüíèõ â
X ìíîæèí. ßêùî U íå ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ äðóãî¨
êàòåãîði¨ â X. Ïðîñòið Áåðà �öå òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X, ùî ¹ äðóãî¨ êàòåãîði¨ â ñîái, òîáòî
éîãî íå ìîæå ïðåäñòàâèòè ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ íiäå íå ùiëüíèõ â X ïiäìíîæèí.

Ëåìà 4.6.1. Íåõàé òîïîëîãi÷íà ãðóïà G äi¹ íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ∆� ðîçáèòòÿ
X íà G-îðáiòè, Y = X/G� âiäïîâiäíèé ôàêòîð-ïðîñòið, i p : X → Y �ïðèðîäíà ïðîåêöiÿ.
Ïðèïóñòèìî, ùî

(à) X ¹ ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì Áåðà;

(á) G =
∞
∪
i=1

Gi ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi çëi÷åííîãî îá'¹äíàííÿ êîìïàêòíèõ ïiä-

ìíîæèí Gi (íàïðèêëàä, êîëè G ¹ ãðóïîþ Ëi);
(â) äiÿ G ìà¹ ïðèíàéìíi äâi ðiçíèõ îðáiòè, òîáòî Y ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè;
(ã) êîæíà îðáiòà äi¨ G ¹ ùiëüíîþ â X;

Òîäi p íå ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì, àëå ãîìîìîðôiçì ψ�íåïåðåðâíèé.

Äîâåäåííÿ. Ç ïðèïóùåííÿ (ã) i ëåìè 4.5.1 âèïëèâà¹, ùî ψ ¹ íåïåðåðâíèì i ùî Y ìà¹
òðèâiàëüíó òîïîëîãiþ. Çîêðåìà, êîæíà ïiäìíîæèíà L ⊂ Y ¹ êîìïàêòíîþ.
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Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî p íå ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì. Çãiäíî (â), Y ìà¹ ïðèíàéìíi äâi
òî÷êè, à îòæå iñíó¹ âëàñíà ïiäìíîæèíà L ïðîñòîðó Y . Òîäi äîïîâíåííÿ L′ = Y \ L òàêîæ ¹
âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ Y . Îòæå L i L′ ¹ âëàñíèìè êîìïàêòíèìè ïiäìíîæèíàìè Y . Ïîçíà÷èìî

A := p−1(L), A′ := p−1(L′) = X \ A.

Îñêiëüêè êîæíà îðáiòà äi¨ µ ùiëüíà â X, òî A i A′ òèì áiëüøå ¹ ùiëüíèìè â X.
Ïðèïóñòèìî, ùî çíàéäóòüñÿ òàêi êîìïàêòíi ìíîæèíè K ⊂ A i K ′ ⊂ A′, ùî p(K) = L

i p(K ′) = L′. Ïîêàæåìî, ùî öå ñóïåðå÷èòèìå óìîâàì ëåìè, à çíà÷èòü äîâåäå, ùî p íå ¹
êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì.

Íåõàé µ : G×X → X � âiäîáðàæåííÿ äi¨. Çãiäíî (á), G =
∞
∪
i=1

Gi, äå âñi ïiäìíîæèíè Gi ⊂ G

¹ êîìïàêòíèìè. Òîäi ðiâíîñòi p(K) = L i p(K ′) = L′ îçíà÷àþòü, ùî

A = µ(G×K) = ⊔
i∈N

µ(Gi ×K), A′ = µ(G×K ′) = ⊔
i∈N

µ(Gi ×K ′). (4.5)

Îñêiëüêè Gi, K, K ′ ¹ êîìïàêòíèìè, à µ�íåïåðåðâíå, òî ìíîæèíè µ(Gi ×K) òà µ(Gi ×K ′)
òàêîæ ¹ êîìïàêòíèìè. Òîäi âîíè òàêîæ çàìêíåíi â X, òîìó ùî X � ãàóñäîðôîâèé.

Çà ïîáóäîâîþ, A′ ¹ âñþäè ùiëüíîþ (ïåðåòèíà¹ êîæíó âiäêðèòó ïiäìíîæèíó â X) i íå
ïåðåòèíà¹ çàìêíåíó ìíîæèíó µ(Gi ×K). Òîìó µ(Gi ×K) ìà¹ ïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü, òîáòî
¹ íiäå íå ùiëüíîþ. Àíàëîãi÷íî, µ(Gi ×K ′) òàêîæ ¹ íiäå íå ùiëüíîþ. Àëå òîäi

X = A ⊔ A′ = ⊔
i∈N

µ(Gi ×K)
⊔
⊔
i∈N

µ(Gi ×K ′)

¹ îá'¹äíàííÿì çëi÷åíîãî ÷èñëà íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî X ¹ ïðî-
ñòîðîì Áåðà. Òàêèì ÷èíîì, íàøå ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ êîìïàêòiâ K òà K ′ íå âiðíå, à
çíà÷èòü p íå ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì âiäîáðàæåííÿì. □

Íàñëiäîê 4.6.2. Íåõàé òîïîëîãi÷íà ãðóïà G äi¹ íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ′, ∆′ �
ðîçáèòòÿ X ′ íà G-îðáiòè, Y ′ = X ′/G� âiäïîâiäíèé ôàêòîð-ïðîñòið, i p′ : X ′ → Y ′ �ïðèðî-
äíà ïðîåêöiÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ G-iíâàðiàíòíà ïiäìíîæèíà X ⊂ X ′, äëÿ ÿêî¨ âèêîíàíi
óìîâè ëåìè 4.6.1. Òîäi p′ íå ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì âiäîáðàæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, G-iíâàðiàíòíiñòü X îçíà÷à¹, ùî X = (p′)−1(Y ) ¹ ïîâíèì ïðîîáðàçîì
ìíîæèíè Y := p′(X) ⊂ Y ′, à ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ p : X → Y ¹ îáìåæåííÿì p′ íà X. Çà
ëåìîþ 4.6.1, p íå ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì, à òîìó p′ òàêîæ íå áóäå êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì
çãiäíî ç ëåìîþ 1.2.2. □

4.7. Iððàöiîíàëüíèé ïîâîðîò êîëà. Íåõàé S1 = {|z| = 1} ⊂ C� îäèíè÷íå êîëî íà
êîìïëåêñíié ïëîùèíi, α ∈ (0, 1), i f : S1 → S1, f(z) = ze2πiα, � ïîâîðîò íà êóò 2πα. Iòåðàöi¨
{fk}k∈Z âiäîáðàæåííÿ f ïîðîäæóþòü äiþ ãðóïè Z íà S1, çàäàíó âiäîáðàæåííÿì

µ : Z× S1 → S1, µ(k, z) = fk(z), (k, z) ∈ Z× S1.

Íåõàé ∆�ðîçáèòòÿ êîëà íà îðáiòè öi¹¨ äi¨ i p : S1 → Y = S1/∆� âiäïîâiäíå ôàêòîð-
âiäîáðàæåííÿ.

Ëåìà 4.7.1. Ãîìîìîðôiçì ψ ¹ íåïåðåðâíèì. Ç iíøîãî áîêó, p ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè α ðàöiîíàëüíå.

Äîâåäåííÿ. ßêùî α ðàöiîíàëüíå, òî ïðîñòið Y ãîìåîìîðôíèé êîëó i ïðîåêöiÿ p : S1 → Y
¹ ëîêàëüíî òðèâiàëüíèì ðîçøàðóâàííÿì (íàñïðàâäi öå íàâiòü ñêií÷åííî êðàòíå íàêðèòòÿ).
Îñêiëüêè, S1 òà Y �êîìïàêòíi ãàóñäîðôîâi, òî p−1(L) ¹ êîìïàêòîì äëÿ âñiõ êîìïàêòíèõ
(=çàìêíåíèõ) ïiäìíîæèí â Y , à çíà÷èòü p ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì. Òîìó ψ áóäå íåïåðåðâ-
íèì.



ÀÂÒÎÌÎÐÔIÇÌÈ ÒÀ ÅÍÄÎÌÎÐÔIÇÌÈ ÐÎÇÁÈÒÒIÂ ÒÎÏÎËÎÃI×ÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ 19

ßêùî æ α iððàöiîíàëüíå, òî äiÿ ãðóïè Z íà S1 âiäïîâiäà¹ óìîâàì ëåìè 4.6.1, à òîìó ψ
çàëèøà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì, àëå p âæå íå áóäå êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì. □

Îá÷èñëèìî âiäïîâiäíèé ãîìîìîðôiçì ψ : H(∆) → H(Y ) íà �ãîìîòîïi÷íîìó ðiâíi� äëÿ ðà-
öiîíàëüíîãî α = m/n, äå (m,n) = 1. Çàóâàæèìî, ùî ∆ ¹ ðîçáèòòÿì S1 íà ñóìiæíi êëàñè çà
¨¨ ïiäãðóïîþ Zn = {e2πik/n}k=0,1,...,n−1, à îòæå âiäîáðàæåííÿ p : S1 → Y = S1 ìîæíà âèçíà÷èòè
çà ôîðìóëîþ p(z) = zn. Âiäìiòèìî, ùî ïðè öüîìó p áóäå íàâiòü ãîìîìîðôiçìîì ãðóï.

Íåõàé q : S1 → S1, q(ϕ) = ϕ̄ = ϕ−1, � âiäîáðàæåííÿ êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ. Âîíî ¹
içîìîðôiçìîì S1 ïîðÿäêó 2, à òîìó âèçíà÷åíî âiäïîâiäíèé íàïiâïðÿìèé äîáóòîê S1 ⋊ Z2. Çà
îçíà÷åííÿì, öå äåêàðòîâèé äîáóòîê ìíîæèí S1 × {±1} ç òàêîþ îïåðàöi¹þ:

(ϕ, δ) · (ψ, ε) = (ϕqδ(ψ), δε).

Äîáðå âiäîìî, ùî öÿ ãðóïà içîìîðôíà äî îðòîãîíàëüíî¨ ãðóïè O(2) i ¨ ¨ òàêîæ ìîæíà ðîçãëÿäà-
òè ÿê ïiäãðóïó â ãðóïiH(S1) ãîìåîìîôiçìiâ êîëà. Ïðè öüîìóO(2) ãîìåîìîðôíà äèç'þíêòíîìó
îá'¹äíàííþ äâîõ êië.

Äàëi, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ êîæíîãî n ≥ 1, âiäîáðàæåííÿ

gn : O(2)→ O(2), gn(ϕ, δ) = (p(ϕ), δ) = (ϕn, δ)

�öå ãîìîìîðôiçì ç ÿäðîì Zn. Çîêðåìà, gn çáåðiãà¹ iíâàðiàíòíèìè êîìïîíåíòè O(2) i íà
êîæíié ç íèõ ¹ n-ëèñòíèì íàêðèâàþ÷èì âiäîáðàæåííÿì.

Ëåìà 4.7.2. Ìà¹ ìiñöå òàêà êîìóòàòèâíà äiàãðàìà:

1 // Zn �
� // H(∆)

ψ // // H(S1) // 1

1 // Zn �
� // O(2)

?�

OO

gn // // O(2)
?�

OO

// 1

â ÿêié ðÿäêè ¹ òî÷íèìè, à âåðòèêàëüíi âêëþ÷åííÿ� ö¹ ãîìîòîïi÷íi åêâiâàëåíòíîñòi. Çîêðå-
ìà, ψ iíäóêó¹ òàêi ãîìîìîðôiçìè ãîìîòîïi÷íèõ ãðóï:

ψ0 : π0H(∆) = π0O(2) = Z2

idZ2−−−→ Z2 = π0O(2) = π0H(S1),

ψ1 : π1H(∆) = π1O(2) = Z k 7→nk−−−−−→ Z = π1O(2) = π1H(S1).

Âñi iíøi ãîìîòîïi÷íi ãðóïè O(2), H(∆) òà H(S1)�òðèâiàëüíi.

Äîâåäåííÿ. 1. Òî÷íiñòü íèæíüî¨ ïîñëiäîâíîñòi òðèâiàëüíà.
2. Âiäìiòèìî, ùî ÿäðî ψ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïiäíÿòòiâ idS1 , à îòæå âîíî òîòîæíå ç ãðóïîþ

ïîâîðîòiâ Zn. Öå ïîêàçó¹ òî÷íiñòü â ñåðåäíüîìó ÷ëåíi O(2).
3. Ïîêàæåìî ñþð'¹êòèâíiñòü ψ. Çàóâàæèìî, ùî êîæåí ãîìåîìîðôiçì h : S1 → S1 çàëèøà¹

iíâàðiàíòíîþ ïiäãðóïó nZ ⊂ π1S
1. Òîìó çà âëàñòèâiñòüþ ïiäíÿòòÿ ãîìîòîïié äëÿ íàêðèòòiâ,

iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì ĥ : S1 → S1 òàêèé, ùî p ◦ ĥ = h ◦ p. Öå îçíà÷à¹, ùî ĥ ∈ H(∆) i h = ψ(ĥ).
4. Òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî O(2) ¹ ñèëüíèì äåôîðìàöiéíèì ðåòðàêòîì H(S1) äîáðå âiäîìå

i äîâîäèòüñÿ åëåìåíòàðíî, íàïð. [16, Prop. 4.2]. Òåæ ñàìå äîâåäåííÿ ïîêàçó¹, ùî öÿ äåôîð-
ìàöiéíà ðåòðàêöiÿ ëèøà¹ H(∆) iíâàðiàíòíèì. □

4.8. Iððàöiîíàëüíèé ïîòiê íà òîði. Áiëüø çàãàëüíî, íåõàé T 2 = S1 × S1 ∼= R2/Z2 � 2-
òîð, α ∈ R, à H : T 2 × R → T 2 �ïîòiê îçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ H(x, y, t) = (x + t, y + αt).
Íåõàé ∆ ¹ øàðóâàííÿì T 2 íà îðáiòè ïîòîêó H i p : T 2 → Y = T 2/∆� âiäîáðàæåííÿ â ïðîñòið
îðáiò.

Ëåìà 4.8.1. Ãîìîìîðôiçì ψ ¹ íåïåðåðâíèì. Ç iíøîãî áîêó, p ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè α ðàöiîíàëüíå.
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Äîâåäåííÿ äîñëiâíî ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ Ëåìè 4.7.1.

4.9. Ïðèêëàä Äàíæóà. Äîáðå âiäîìèé êëàñ ãîìåîìîðôiçìiâ êîëà, ùî çáåðiãàþòü îði-
¹íòàöiþ, ïîáóäîâàíèé Àðíîëüäîì Äàíæóà. Ïðåäñòàâíèêè öüîãî êëàñó ìàþòü áëóêàþ÷i iíòåð-
âàëè òà iððàöiîíàëüíi ÷èñëà îáåðòàííÿ, äèâ. [6, 22].

Ðîçãëÿíåìî ãîìåîìîðôiçì f : S1 → S1, ùî íàëåæèòü öüîìó êëàñó. Âiäîìî, ùî f ìà¹ òàêi
âëàñòèâîñòi:
(i) iñíó¹ íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà Êàíòîðà Γ ⊂ S1, òàêà ùî f(Γ) = Γ, i äëÿ êîæíî¨ òî÷êè

x ∈ Γ ¨ ¨ îðáiòà Of (x) = ∪
k∈Z

fk(x) ¹ ùiëüíîþ â Γ;

(ii) iñíó¹ âiäêðèòà äóãà J0 ⊂ S1 äëÿ ÿêî¨ S1 \ Γ = ⊔
m∈Z

fm(J0).

Íåõàé∆ ¹ ðîçáèòòÿì êîëà íà îðáiòè f i p : S1 → Y = S1/∆� âiäïîâiäíå ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ.
Ïîçíà÷èìî Jm = fm(J0), m ∈ Z. Âiäìiòèìî, ùî Jm+1 = f(Jm) i f |Jm : Jm → Jm+1 ¹

ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ êîæíîãî m.
Íåõàé òàêîæ Q = p(Γ) i J = p(S1 \ Γ). Òîäi Y = Q ⊔ J , îñêiëüêè Γ i S1 \ Γ ¹ íàñè÷åíè-

ìè ìíîæèíàìè âiäíîñíî ∆. Áiëüø òîãî, Q ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ Y , à J � âiäêðèòîþ.
Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî J ãîìåîìîðôíî âiäêðèòîìó iíòåðâàëó (0; 1) â òîïîëîãi¨ ií-
äóêîâàíié ç Y , à òàêîæ ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ p|Jm : Jm → J , m ∈ Z, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Ðèñ. 4.4.

Íàâåäåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi òîïîëîãi¨ íà Y .

Ëåìà 4.9.1. (à) Íåõàé U ⊂ S1 � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà. ßêùî U ∩Γ ̸= ∅, òî U ïåðåòè-
íà¹ êîæíó îðáiòó f , îòæå âîíà ìà¹ íàñè÷åííÿ p−1(p(U)) = S1.

(á) Êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà V ⊂ Y , ùî ïåðåòèíà¹ Q, çáiãà¹òüñÿ ç Y ;
(â) Êîæíà ïiäìíîæèíà L ⊂ Y , ùî ïåðåòèíà¹ Q, ¹ êîìïàêòíîþ.
(ã) Íåõàé k : Y → Y ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì, ïðè÷îìó k(y) ∈ J äëÿ äåÿêîãî y ∈ Q.

Òîäi k ¹ ïîñòiéíèì âiäîáðàæåííÿì ó òî÷êó k(y).

Äîâåäåííÿ. (à) Íåõàé y ∈ U ∩ Γ i x ∈ S1 �äîâiëüíà òî÷êà.
ßêùî x ∈ Γ, òî îðáiòà Of (x) ¹ ùiëüíîþ â Γ çãiäíî (i), îòæå îêië U∩Γ òî÷êè y â Γ ïåðåòèíà¹

Of (x). Çîêðåìà, U ∩ Of (x) ̸= ∅.
Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó x ∈ Ji äëÿ äåÿêîãî i ∈ Z. Îñêiëüêè Ji ∩Γ ̸= ∅ i äiàìåòðè

iíòåðâàëiâ Jj ïðÿìóþòü äî 0 ïðè j →∞, òî Jm ⊂ U äëÿ äåÿêîãî m ∈ Z, îòæå fm−i(x) ∈ Jm ⊂
U . Òàêèì ÷èíîì, i â öüîìó âèïàäêó U ∩ Of (x) ̸= ∅.

(á) Íåõàé âiäêðèòà ïiäìíîæèíà V ⊂ Y ïåðåòèíà¹òüñÿ ç Q. Òîäi âiäêðèòà íàñè÷åíà ìíî-
æèíà U := p−1(V ) ïåðåòèíà¹òüñÿ ç Γ. Òîìó U = S1 çãiäíî (à) , îòæå V = Y .

(â) Íåõàé y ∈ L ∩Q, ξ = {Wj}j∈Λ ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì L, åëåìåíò Wi ÿêîãî ìiñòèòü y.
Òîäi Wi = Y çãiäíî (á), îòæå {Wi} ¹ îäíîåëåìåíòíèì ïiäïîêðèòòÿì ξ, ÿêå ïîêðèâà¹ L.
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(ã) Íåõàé V ⊂ J � âiäêðèòèé îêië òî÷êè k(y). Òîäi k−1(V ) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè
y ∈ Q, òîìó k−1(V ) = Y çãiäíî (à). Îòæå, îáðàç Y ìiñòèòüñÿ â äîâiëüíîìó îêîëi òî÷êè k(y).
Îñêiëüêè J ¹ T1-ïðîñòîðîì, òî

{k(y)} =
⋂

k(y)∈V,
V âiäêðèòå

V ,

çâiäêè k(Y ) ⊂ {k(y)}, âíàñëiäîê ÷îãî k ¹ ïîñòiéíèì âiäîáðàæåííÿì. □

Ëåìà 4.9.2. Äëÿ ãîìåîìîðôiçìà Äàíæóà f : S1 → S1 ãîìîìîðôiçì ψ : E(∆) → E(Y ) ¹
íåïåðåðâíèì, àëå ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ p : S1 → Y íå ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì.

Äîâåäåííÿ. Íåïåðåðâíiñòü ψ. Íåõàé h ∈ E(S1,∆), ϕ = ψ(h) ∈ E(Y ) i

N (L, V ) = {l ∈ E(Y ) | l(L) ⊂ V }

�ÿêèé íåáóäü åëåìåíò ïåðåäáàçè êîìïàêòíî âiäêðèòî¨ òîïîëîãi¨ íà E(Y ), ÿêèé ìiñòèòü ϕ (òóò
L ⊂ Y �äåÿêà êîìïàêòíà ìíîæèíà, à V ⊂ Y � âiäêðèòà). Çîêðåìà, ϕ(L) ⊂ V .

Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
a) ßêùî V ∩Q ̸= ∅, òî çà ëåìîþ 4.9.1(á), V = Y . Òîìó N (L, V ) = N (L, Y ) = E(Y ), à îòæå

ìíîæèíà ψ−1
(
N (L, V )

)
= ψ−1

(
E(Y )

)
= E(∆) ¹ âiäêðèòîþ.

b) Ïðèïóñòèìî, ùî V ∩Q = ∅, òîáòî V ⊂ J . Çíîâó ðîçãëÿíåìî äâi ìîæëèâîñòi.
b1) Íåõàé L ∩ Q ̸= ∅. Îñêiëüêè ϕ(L) ⊂ V , ç ëåìè 4.9.1(ã) ñëiäó¹, ùî ϕ ¹ ïîñòiéíèì

âiäîáðàæåííÿì â äåÿêó òî÷êó y ∈ Y . Ç ðiâíîñòi p◦h = ϕ◦p òàêîæ âèïëèâà¹, ùî h(S1) ⊂ p−1(y).
Àëå p−1(y) íå ìiñòèòü íåòðèâiàëüíèõ çâ'ÿçíèõ ïiäìíîæèí, òîìó h ¹ ïîñòiéíèì âiäîáðàæåííÿì,
i éîãî îáðàç ìiñòèòüñÿ â äåÿêîìó iíòåðâàëi Ji. Íåõàé Ui = Ji∩p−1(V ). Òîäi U = N (S1, Ui)∩E(∆)
¹ îêîëîì h â E(∆) i ψ

(
U
)
⊂ N (L, V ).

b2) Íàðåøòi, ïðèïóñòèìî ùî L ∩ Q = ∅, à îòæå L, V ⊂ J . Ïîçíà÷èìî K0 = p−1(L) ∩ J0 i
U = p−1(V ). Òîäi îáìåæåííÿ p|K0 : K0 → L ¹ ãîìåîìîðôiçìîì, îòæå ìíîæèíà K0 êîìïàêòíà.
Áiëüø òîãî, ç ðiâíîñòi p◦h = ϕ◦p ñëiäó¹, ùî h(K0) ⊂ U , òîìó U := N (K0, U)∩E(∆) ¹ îêîëîì
h â E(∆).

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ψ
(
U
)
⊂ N (L, V ). Äiéñíî, ÿêùî g ∈ U , òî g(K0) ⊂ U , à òîäi

ψ(g)(L) = ψ(g) ◦ p(K0) = p ◦ g(K0) ⊂ p(U) ⊂ V.

Îòæå, ãîìîìîðôiçì ψ ¹ íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ òîãî, ùî p íå ¹ êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì âiäîáðàæåííÿì. Ðîçãëÿíåìî îáìå-
æåííÿ f0 = f |Γ : Γ → Γ. Îñêiëüêè Γ ¹ iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ f çãiäíî âëàñòèâîñòi (i) i
Q = p(Γ), òî êîðåêòíî îçíà÷åíà ïðîåêöiÿ p0 = p|Γ : Γ → Q ïðîñòîðó Γ íà ôàêòîð ïðîñòið Q.
Çàóâàæèìî, ùî òîäi äiÿ

µ : Z× Γ→ Γ, µ(k, z) = fk(z) = fk0 (z),

ãîìåîìîðôiçìó f íà Γ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè 4.6.1. Äiéñíî, Γ ¹ ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì
Áåðà, Z ¹ îá'¹äíàííÿì çëi÷åíîãî ÷èñëà êîìïàêòíèõ (íàïðèêëàä, îäíîòî÷êîâèõ) ïiäìíîæèí,
äiÿ Z ìà¹ áiëüøå îäíi¹¨ îðáiòè i çãiäíî âëàñòèâîñòi (i) êîæíà îðáiòà â Γ ¹ ùiëüíîþ â Γ.

Òîìó, çãiäíî ëåìè 4.6.1, ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ p0 = p|Γ íå áóäå êîìïàêòíî-íàêðèâàþ÷èì,
à çíà÷èòü êîìïàêòíî-íàêðèâþ÷èì íå áóäå i p. □

Ðîáîòà ïiäòðèìàíà ãðàíòàìè Simons Foundation (1030291, 1290607, S.I.M òà Y.O.P), (SFI-
PD-Ukraine-00014586, S.I.M.). Àâòîðè âäÿ÷íi ïðîôåñîðó P. Gartside çà iíôîðìàöiþ ïðî ðîáî-
òó [14].
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