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Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðàâûìè è ëåâî-ïðà-
âûìè ñòàáèëèçàòîðàìè è îðáèòàìè ãëàäêèõ ôóíêöèé íà êîì-
ïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî øèðî-
êèõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàáèëèçàòîðû ãî-
ìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ îðáèò.
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ îòîáðàæåíèé â îêðóæ-
íîñòü.

Â äàíié ðîáîòi âèâ÷à¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ ïðàâèìè òà ëiâî-ïðàâèìè
ñòàáiëiçàòîðàìè i îðáiòàìè ãëàäêèõ ôóíêöié íà êîìïàêòíîìó
ìíîãîâèäi. Äîâåäåíî, ùî ïðè äîñòàòíüî øèðîêèõ óìîâàõ íà
ôóíêöi¨, âiäïîâiäíi ñòàáiëiçàòîðè òà îðáiòè ãîìîòîïi÷íî åêâi-
âàëåíòíi. Òå æ ñàìå âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ âiäïîâiäíèõ îðáiò. Àíà-
ëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi äëÿ âiäîáðàæåíü â êîëî.

Ðåöåíçåíò: êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê Ïðèøëÿê À. Î.

Óòâåðæäåíî ê ïå÷àòè ó÷åíûì ñîâåòîì
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1. Ââåäåíèå.
Ïóñòü M � ãëàäêîå (C∞) ñâÿçíîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå

ðàçìåðíîñòè m è P � ëèáî ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R, ëèáî îêðóæ-
íîñòü S1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç DM è DP ãðóïïû äèôôåîìîðôèç-
ìîâ ýòèõ ìíîãîîáðàçèé. Èìåþòñÿ äâà åñòåñòâåííûõ ëåâûõ äåé-
ñòâèÿ ãðóïï DM è DM × DP íà C∞(M,P ) îïðåäåëÿåìûå ïî
ôîðìóëàì: åñëè f ∈ C∞(M, P ), h ∈ DM è φ ∈ DP , òî

h · f = f ◦ h−1(1.1)
(h, φ) · f = φ ◦ f ◦ h−1.(1.2)

Ýòè äåéñòâèÿ òàêæå íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûì è ëåâî-
ïðàâûì. Îíè èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè, äëÿ ññûëîê ñì.
íàïð. [1, 3].

Äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ C∞(M, P ) îáîçíà÷èì ÷åðåç
SM (f) = {h ∈ DM | f = f ◦ h}

åãî ïðàâûé ñòàáèëèçàòîð, ò.å. ñòàáèëèçàòîð îòíîñèòåëüíî ïðà-
âîãî äåéñòâèÿ (1.1), è, ÷åðåç

OM (f) = {f ◦ h−1 | h ∈ DM},
åãî ïðàâóþ îðáèòó.

Åñëè D′P ⊂ DP ïîäãðóïïà, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ëåâî-ïðàâîå
äåéñòâèå ãðóïïû DM×D′P íà C∞(M, P ) ïî ôîðìóëå (1.2). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç

S ′MP (f) = {(h, φ) ∈ DM ×D′P | φ ◦ f = f ◦ h}
ñîîòâåòñòâóþùèé ëåâî-ïðàâûé ñòàáèëèçàòîð f , è, ÷åðåç

O′MP (f) = {φ ◦ f ◦ h−1 | (h, φ) ∈ DM ×D′P },
åãî ëåâî-ïðàâóþ îðáèòó. ßñíî, ÷òî
SM (f) ≡ SM (f)× idP ⊂ S ′MP (f) è OM (f) ⊂ O′MP (f).

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ îãðîìíîãî êëàññà
îòîáðàæåíèé f ∈ C∞(M,P ) è íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ ïîä-
ãðóïï D′P ⊂ DP èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ãîìîòîïè÷åñêèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè (â ñîîòâåòñòâóþùèõ C∞-òîïîëîãèÿõ): SM (f) ≈
S ′MP (f), OM (f) ≈ O′MR(f) äëÿ P = R è OM (f)×S1 ≈ O′MS1(f)
äëÿ ñëó÷àÿ P = S1. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû ïîëó÷èì òî÷íûå
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ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè (à íå òîëüêî ãîìîòîïè-
÷åñêèìè) òèïàìè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

1.1. Óñëîâèÿ íà f . ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû, Òåîðåìû 1.3 è 1.5, ìû íàëîæèì ñëåäóþùèå îãðàíè-
÷åíèÿ (V) è (J) íà íàøè ôóíêöèè.

Ñêàæåì, ÷òî f ∈ C∞(M, P ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (V), åñëè
(V) f ïîñòîÿííà íà êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ∂M (õî-

òÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ íà ðàçíûõ êîì-
ïîíåíòàõ) è èìååò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ M îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞
z (M) àëãåá-

ðó ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé â z. Åñëè f ∈ C∞
z (M), òî ïóñòü

∆(f, z) � åãî èäåàë ßêîáè, ò.å. èäåàë â C∞
z (M) ïîðîæäåííûé

ðîñòêàìè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ f â òî÷êå z. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
èäåàë ∆(f, z) íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â
îêðåñòíîñòè z.
Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ñâîéñòâî J(id). Ïóñòü òî÷êà z ∈ M è
f : Rm → R � òàêîå ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îòîáðàæåíèÿ
f ∈ C∞(M, P ) â îêðåñòíîñòè z, ÷òî f(z) = 0. Ñêàæåì, ÷òî f
îáëàäàåò ñâîéñòâîì J(id) â òî÷êå z, åñëè ðîñòîê äàííîãî ëî-
êàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ f ïðèíàäëåæèò ñâîåìó èäåàëó ßêîáè
∆(f, z).

Ñâîéñòâî J(id) îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ãëàäêèå ôóíê-
öèè H1, . . . , Hm ∈ C∞

z (M), ÷òî

(1.3) f(x) =
m∑

i=1

f ′xi
(x)Hi(x), x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè Hi îïðåäåëÿþò ðîñòîê âåêòîðíîãî
ïîëÿ

H = (H1, . . . , Hm)
â îêðåñòíîñòè z, ïîýòîìó (1.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì
âèäå:
(1.4) f(x) = H.f(x), x ∈ Rm

ãäå H.f îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ f âäîëü ïîëÿ H.
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Îáúÿñíåíèå îáîçíà÷åíèÿ J(id) áóäåò äàíî â ðàçäåëå 3.1, ñì.
Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî f îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì J(id) â êàæäîé ñâîåé ðåãóëÿðíîé òî÷êå, ñì. óòâåðæäåíèå
(i) Ëåììû 4.0.3.

(J) Ñêàæåì, ÷òî f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (J), åñëè f îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì J(id) â êàæäîé ñâîåé êðèòè÷åñêîé òî÷-
êå.

Î÷åâèäíî, ÷òî îáà óñëîâèÿ (V) è (J) èíâàðèàíòíû îòíîñè-
òåëüíî ëåâî-ïðàâûõ äåéñòâèé.

1.1.2. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî f ∈ C∞(M, P ) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (V). Òîãäà ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê f ìîæåò
áûòü áåñêîíå÷íûì è íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ëåæàòü íà ãðàíèöå
∂M .

Çíà÷åíèÿ f íà ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ ∂M áóäåì íàçûâàòü
ãðàíè÷íûìè, çíà÷åíèÿ â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ � êðèòè÷åñêè-
ìè, êðèòè÷åñêèå è ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ � èñêëþ÷èòåëüíûìè,
à ïðîîáðàçû èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé � èñêëþ÷èòåëüíûìè
ìíîæåñòâàìè óðîâíÿ f . Èç êîìïàêòíîñòè M ñëåäóåò, ÷òî ìíî-
æåñòâî èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé êîíå÷íî.

Ïóñòü n � îáùåå êîëè÷åñòâî èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé f .
Åñëè n = 0, òî íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî òîãäà M çàìêíóòî, P =

S1 è f : M → S1 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì
íàä S1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ≥ 1. Òîãäà â ñëó÷àå P = S1 ìû âñåãäà
áóäåì ðàññìàòðèâàòü îêðóæíîñòü S1 êàê ãðóïïó âû÷åòîâ R ïî
ìîäóëþ n. Òàêèì îáðàçîì,

S1 ≡ R/nZ, à íå R/Z êàê îáû÷íî!

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå óäîáíî òåì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ P ìû
òåïåðü ñìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî {1, . . . , n} ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâîì èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé f . Êîíå÷íî, åñëè P = S1,
òî ýòè ÷èñëà áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ n. Â ÷àñòíîñòè, n ≡ 0.

Îïðåäåëèì òåïåðü ñëåäóþùèå ãðóïïû. Åñëè f ∈ C∞(M,R),
òî ïóñòü
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• D[1,n]
R � ïîäãðóïïà â DR ñîñòîÿùàÿ èç ñîõðàíÿþùèõ îðè-

åíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, êîòîðûå
îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûì îáðàç f(M) = [1, n];
• DeR � ïîäãðóïïà â D[1,n]

R ñîñòîÿùàÿ èç äèôôåîìîðôèçìîâ,
êîòîðûå, ê òîìó æå, îñòàâëÿþò íåïîäâèæíûì êàæäîå èñêëþ-
÷èòåëüíîå çíà÷åíèå 1, . . . , n ôóíêöèè f ;
• DMR = DM ×D[1,n]

R .
Åñëè f ∈ C∞(M, S1), òî ïóñòü
• D+

S1 � ãðóïïà âñåõ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ S1;
• DE

S1 � ïîäãðóïïà â D+
S1 îñòàâëÿþùàÿ èíâàðèàíòíûì ìíî-

æåñòâî {1, . . . n} èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé f . Â ñëó÷àå n = 0
èìååì DE

S1 = D+
S1 ;

• De
S1 � (íîðìàëüíàÿ) ïîäãðóïïà â DE

S1 îñòàâëÿþùàÿ êàæ-
äîå èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå {1, . . . n} íåïîäâèæíûì. Òàêèì
îáðàçîì, ãðóïïà DE

S1/De
S1 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîðÿäêà n;

• DMS1 = DM ×D+
S1 .

Òîãäà DM è DMP äåéñòâóþò íà C∞(M,P ) ïî ôîðìóëàì (1.1)
è (1.2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç SM (f), SMP (f), OM (f) è OMP (f)
ñîîòâåòñòâåííî ñòàáèëèçàòîðû è îðáèòû f îòíîñèòåëüíî ýòèõ
äåéñòâèé. Î÷åâèäíî, ÷òî

SM (f)× idP ⊂ SMP (f) è OM (f) ⊂ OMP (f).

Íàêîíåö, çàäàäèì íà ïðîñòðàíñòâàõ DM , DP è C∞(M, P )
ñîîòâåòñòâóþùèå C∞ òîïîëîãèè Óèòíè. Ýòè òîïîëîãèè èíäó-
öèðóþò îïðåäåëåííûå òîïîëîãèè íà ãðóïïàõ DMP è íà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñòàáèëèçàòîðàõ è îðáèòàõ f .

1.2. Ñòàáèëèçàòîðû. Ñêàæåì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì φ ∈ DP

ÿâëÿåòñÿ ëåâî-òðèâèàëüíûì èëè L-òðèâèàëüíûì äëÿ f , åñ-
ëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì h ∈ DM òàêîé, ÷òî (h, φ) ∈
SMP (f), ò.å. φ ◦ f = f ◦ h. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðèìåíÿÿ φ ê
f (äåéñòâóÿ ñëåâà íà f), ìû îñòàåìñÿ â ïðàâîé îðáèòå OM (f)
îòîáðàæåíèÿ f . Ýòî îáúÿñíÿåò òåðìèí �ëåâî-òðèâèàëåí�.

Ïóñêàé p : DM × DP → DP � ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêöèÿ. Î÷å-
âèäíî, ÷òî p ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï. Çàìåòèì, ÷òî
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ÿäðî îãðàíè÷åíèÿ p íà SMP (f) ñîâïàäàåò ñ SM (f), à îáðàç
p(SMP (f)) ⊂ DP ñîñòîèò èç âñåõ L-òðèâèàëüíûõ äëÿ f äèô-
ôåîìîðôèçìîâ.

Òåîðåìà 1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ C∞(M, P ) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì (V) è (J). Òîãäà

(1) Ñëó÷àé P = R: p(SMR(f)) = DeR,

(2) Ñëó÷àé P = S1, n ≥ 1: De
S1 ⊆ p(SMS1(f)) ⊆ DE

S1 .

(3) Ñëó÷àé P = S1, n = 0: p(SMS1(f)) = D+
S1 .

Â ñëó÷àÿõ (1) è (2) p äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå-ãîìîìîð-
ôèçì, ò.å. òàêîé ãîìîìîðôèçì ãðóïï Θ : De

P → SMP (f), ÷òî
p ◦Θ = id(De

P ).
Â ñëó÷àå (3) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîåêöèÿ p îáëàäàëà ñå÷åíè-

åì Θ : D+
S1 → SMS1(f) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàñ-

ñëîåíèå f : M → S1 òðèâèàëüíûì. Òîãäà Θ òàêæå ìîæíî
âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíî áûëî ãîìîìîðôèçìîì.

Çàìå÷àíèå 1.3.1. Ñå÷åíèå ïðîåêöèè p â Òåîðåìå 1.3 äîëæíî
èìåòü âèä

Θ(φ) = (θ(φ), φ),

ãäå θ : De
P → DM � òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ÷òî

φ ◦ f = f ◦ θ(φ) äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà φ ∈ De
P (îñòàâ-

ëÿþùåãî íåïîäâèæíûì êàæäîå èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå f).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî Θ � ãîìîìîðôèçì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ãîìîìîðôèçìîì ÿâëÿåòñÿ θ.

Çàìå÷àíèå 1.3.2. Â ñëó÷àå (2) îáîçíà÷èì

S̃MS1(f) = p−1(De
S1).

Òàê êàê DE
S1/De

S1 ≈ Zn, òî èç Òåîðåìû 1.3 ïîëó÷àåì, ÷òî

(1.5) SMS1(f) / S̃MS1(f) ≈ p(SMS1(f)) /De
S1 ≈ Zc,

äëÿ íåêîòîðîãî c êîòîðîå äåëèò n.
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Òåîðåìà 1.3 (Äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà). Ñëåäóþùèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ãðóïïîâûõ ãîìîìîðôèçìîâ òî÷íû:

(1) P = R: 1 → SM (f) → SMR(f)
p−→ DeR → 1,

(2) P = S1, n ≥ 1: 1 → SM (f) → eSMS1(f)
p−→ De

S1 → 1,

(3) P = S1, n = 0: 1 → SM (f) → SMS1(f)
p−→ D+

S1 → 1.

Â ñëó÷àÿõ (1) è (2) ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñùåïëÿþòñÿ,
à â ñëó÷àå (3) ðàñùåïëåíèå âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îòîáðàæåíèå f : M → S1 åñòü ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå
ðàññëîåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðàñùåïëåíèé â ñëó÷àÿõ (1) è
(2) êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì, ò.ê. p åñòü ãëàâíîå SM (f)-ðàññëî-
åíèå, à ãðóïïûDeR èDe

S1 äëÿ n ≥ 1 ñòÿãèâàåìû, ñì. Ëåììà 6.0.1.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå (1) èìååì ãîìåîìîðôèçì

SMR(f) ∼= SM (f)×DeR,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âëîæåíèå SM (f) × idR ⊂ SMR(f) ïðàâîãî
ñòàáèëèçàòîðà â ëåâî-ïðàâûé åñòü ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü.

Â ñëó÷àå (2) S̃MS1(f) ∼= SM (f)×De
S1 . Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà

SMS1(f)/S̃MS1(f) � öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà c, ïîýòîìó
SMS1(f) ∼= SM (f)×De

S1 × Zc.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëåâî-ïðàâûé ñòàáèëèçàòîð SMS1(f) ãîìîòîïè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòåí SM (f)× Zc.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Zc íåòðèâèàëüíàÿ ãðóïïà, ò.å, ÷òî
c > 1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé (h, φ) ∈ SMS1(f), ÷òî φ ◦ f =
f ◦h ïðè÷åì φ öèêëè÷åñêè ñäâèãàåò èñêëþ÷èòåëüíûå çíà÷åíèÿ
1, . . . , n îòîáðàæåíèÿ f . Òîãäà h öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿåò ñîîò-
âåòñòâóþùèå èñêëþ÷èòåëüíûå ìíîæåñòâà óðîâíÿ Lk = f−1(k):

φ(k) = k + n/c, h(Lk) = Lk+n/c, (k = 1, . . . , n).

Âñå ñóììû çäåñü áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ n. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâà
óðîâíÿ

Lk, Lk+n/c, . . . Lk+n(c−1)/c

îêàçûâàþòñÿ ïîïàðíî ãîìåîìîðôíûìè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ, î÷å-
âèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé, õîòÿ îíà ìîæåò áûòü óñòîé÷èâîé
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îòíîñèòåëüíî ìàëûõ äåôîðìàöèé (äëÿ ôóíêöèé Ìîðñà îáùåãî
ïîëîæåíèÿ). Ïîýòîìó äëÿ áîëüøèíñòâà ôóíêöèé äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ óñëîâèå De

S1 = p(SMS1(f)). Â ýòîì ñëó÷àå SMS1(f)
ãîìåîìîðôåí SM (f)×De

S1 , à âëîæåíèå SM (f)× idS1 ⊂ SMS1(f)
ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

1.3.3. Èíòåðïðåòàöèÿ: ãîëîíîìèÿ. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ðàñ-
ñëîåíèå f : M → B íàä ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì B è äëÿ êàæ-
äîé òî÷êè b ∈ B îáîçíà÷èì ÷åðåç Mb åå ñëîé f−1(b). Âûáåðåì
ïðîèçâîëüíóþ ñâÿçíîñòü íà M . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî ïó-
òè ω : I → B ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ èçîòîïèÿ (ñîñòîÿùàÿ äàæå èç
ëèíåéíûõ èçîìîðôèçìîâ) ht : Mω(0) → Mω(t) ⊂ M, íàçûâàåìàÿ
ãîëîíîìèåé âäîëü ω. Áîëåå îáùî, åñëè φt : B → B � èçîòîïèÿ
ñ φ0 = idB, òî ñóùåñòâóåò èçîòîïèÿ ht : M → M òàêàÿ, ÷òî
h0 = idM è ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé:

M
f−−−−→ B

ht

y
yφt

M
f−−−−→ B

ò.å. φt ◦ f = f ◦ ht.

Äðóãèìè ñëîâàìè, (ht, φt) ïðèíàäëåæèò ëåâî-ïðàâîìó ñòàáèëè-
çàòîðó f îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïûDM×DB íà C∞(M, B).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè G ⊂ DB � ñâÿçíàÿ è îäíîñâÿçíàÿ
ïîäãðóïïà (π1G = 0) è φt ∈ G äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1], òî h1 çà-
âèñèò òîëüêî îò φ1 è íå çàâèñèò îò ïóòè {φt} ⊂ G ñîåäèíÿþ-
ùåãî φ0 = idB ñ φ1. Ýòà êîíñòðóêöèÿ äàåò íàì ãîìîìîðôèçì
θ : G → DM òàêîé ÷òî φ ◦ f = f ◦ θ(φ) äëÿ âñåõ φ ∈ G.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèÿ f âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ � ýòî ãëàä-
êîå îòîáðàæåíèå áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Çàìåíèì òåïåðü f
ïðîèçâîëüíûì ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè
ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïîäîá-
íûé ãîìîìîðôèçì �ãîëîíîìèè�, íåîáõîäèìî íàëîæèòü îïðåäå-
ëåííûå óñëîâèÿ íà f è G. Â ÷àñòíîñòè, G äîëæíà îñòàâëÿòü
èíâàðèàíòíûì îáðàç f à òàêæå ìíîæåñòâî åãî �èñêëþ÷èòåëü-
íûõ� çíà÷åíèé. Òåîðåìà 1.3 îïèñûâàåò ýòó ñèòóàöèþ â ñëó÷àå
êîãäà ðàçìåðíîñòü dimB = 1.
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1.4. Îðáèòû. Îïèøåì òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îðáèòàìè.
Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Íàçîâåì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó z îòîáðàæå-
íèÿ f ∈ C∞(M, P ) ñóùåñòâåííîé, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè
U ⊂ M ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U îòîáðàæå-
íèÿ f â C∞(M, P ) ñ C∞-òîïîëîãèåé, ÷òî êàæäîå g ∈ U èìååò
êðèòè÷åñêóþ òî÷êó â U .
Ïðèìåð 1.4.2. Ïóñòü f(x) = x2 è g(x) = x3. Òîãäà 0 ∈ R
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé äëÿ f íî íå äëÿ g.
Òåîðåìà 1.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(V) è (J). Êðîìå òîãî, ïóñòü êàæäûé êðèòè÷åñêèé óðîâåíü f
ñîäåðæèò ëèáî ñóùåñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó, ëèáî ñâÿç-
íóþ êîìïîíåíòó ∂M .

Åñëè P = R, òî âëîæåíèå OM (f) ⊂ OMR(f) ïðîäîëæàåòñÿ
äî ãîìåîìîðôèçìà

OM (f) × Rn−2 ≈ OMR(f).

Ïóñòü P = S1 è c � èíäåêñ De
S1 â p(SMS1(f)), ñì. (1.5).

a) Åñëè n = 0, òî OM (f) = OMS1(f).
b) Åñëè n � ÷åòíî, à n/c � íå÷åòíî, òî

OM (f) × S1 ×̃Rn−1 ≈ OMS1(f),

ãäå S1×̃Rn−1 � òîòàëüíî ïðîñòðàíñòâî (åäèíñòâåí-
íîãî!) íåòðèâèàëüíîãî (n− 1)-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ íàä S1.

c) Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,
OM (f) × S1 × Rn−1 ≈ OMS1(f).

1.6. Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Â ðàçäåëå 2 äëÿ êàæäîãî ðîñòêà
�äîïóñòèìîé� ãëàäêîé ôóíêöèè α : R→ R â 0 ∈ R (ñì. Îïðåäå-
ëåíèå 2.0.1) ìû ââîäèì è èçó÷àåì âàæíûå â äàëüíåéøåì ãðóï-
ïû L(α) ðîñòêîâ äèôôåîìîðôèçìîâ R→ R â 0.

Â ðàçäåëå 3 ðàññìîòðåíî ëîêàëüíîå ëåâî-ïðàâîå äåéñòâèå
ãðóïï ðîñòêîâ äèôôåîìîðôèçìîâ Rm è R íà ðîñòêàõ ãëàäêèõ
ôóíêöèé f : Rm → R òàêèõ, ÷òî f(0) = 0. Ìû äàåì äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå J(α) íà f êîãäà L(α) ñîñòîèò èç L-òðèâèàëüíûõ äëÿ f
äèôôåîìîðôèçìîâ (Òåîðåìà 3.2). Íàèáîëåå ïîëíûé ðåçóëüòàò
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(Òåîðåìà 3.3), ÿâëÿþùèéñÿ ëîêàëüíûì âàðèàíòîì Òåîðåìû 1.3,
ïîëó÷åí äëÿ ôóíêöèé f îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì J(id).

Â ðàçäåëå 4 ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå J(id) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
îãðîìíîãî êëàññà îñîáåííîñòåé è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî èõ
ñòàáèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè (Ëåììà 4.0.5). Â ÷àñòíîñòè îíî
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåâûðîæäåííûõ è ïðîñòûõ îñîáåííîñòåé, à
òàêæå äëÿ ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò
îñîáåííîñòè íå óäîâëåòâîðÿþùèå J(id) (Óòâåðæäåíèå 4.0.9).

Â ðàçäåëå 5 ìû äîêàçûâàåì Òåîðåìó 1.3.
Ðàçäåë 6. Çäåñü îïèñàíû êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ñìåæ-

íûõ êëàññîâ D[1,n]
R /DeR è D+

S1/De
S1 (Òåîðåìà 6.1).

Ðàçäåë 7. Ìû äàåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ íåïðåðûâíîñòè
îòîáðàæåíèÿ k, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó g ∈ OMP (f)
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî åãî èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé (Ëåì-
ìà 7.0.1). Ìû òàêæå ïîêàçûâàåì, ÷òî áåç ýòîãî óñëîâèÿ k ìîæåò
íå áûòü íåïðåðûâíûì.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 8 äîêàçàíà Òåîðåìà 1.5.

ß õî÷ó ïîáëàãîäàðèòü Â. Â. Øàðêî, Ä. Áîëîòîâà, Ì. Ïàíêî-
âà, Å. Ïîëóëÿõà, À. Ïðèøëÿêà, è È. Âëàñåíêî çà ïîëåçíûå îá-
ñóæäåíèÿ. Õî÷ó òàêæå âûðàçèòü ñâîþ áëàãîäàðíîñòü Ê. Ôåëüä-
ìàíó çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè è öåííûå çàìå÷à-
íèÿ.

2. Ãðóïïû L(α)

Ïóñòü C∞
0 (R) � àëãåáðà ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé â 0 ∈

R. Äëÿ êàæäîãî µ ∈ C∞
0 (R) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Iµ èäåàë

µ · C∞
0 (R) â C∞

0 (R).

Îïðåäåëåíèå 2.0.1. Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ α ∈ C∞
0 (R) äîïó-

ñòèìà, åñëè
(1) α(0) = 0, ïðîèçâîäíàÿ α′(0) ðàâíà ëèáî 0, ëèáî 1, è
(2) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè 0 ∈ R òàêàÿ, ÷òî ïåðå-

ñå÷åíèå α−1(0) ∩ U íèãäå íå ïëîòíî â U . Òàêèì îáðà-
çîì, α íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà îòêðûòûõ èíòåðâàëàõ
ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ê 0.
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Äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè α ∈ C∞
0 (R) ìû ñåé÷àñ

îïðåäåëèì íåêîòîðóþ ãðóïïó L(α) ðîñòêîâ äèôôåîìîðôèçìîâ
R â 0. Ýòè ãðóïïû àíàëîãè÷íû ãðóïïàì Gd êâàçè-îäíîðîäíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ Cn → Cn ïîðÿäêà d ≥ 0, êîòîðûå èçó÷à-
ëèñü â [2, �5]. Íàøà ñèòóàöèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû ïðîùå, òàê êàê
ìû ðàññìàòðèâàåì äèôôåîìîðôèçìû R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ðàçìåðíîñòü 1 äàåò âîçìîæíîñòü äîêàçàòü áîëüøå. Íàïðèìåð,
áëèçîñòü ê òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìó idR äëÿ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ èç L(α) áóäåò îïðåäåëåíà äî ïîðÿäêà ìàëîñòè äîïó-
ñòèìîé ôóíêöèè α, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïëîñêîé, à íå òîëüêî
äî ïîðÿäêà ìàëîñòè d.

Áîëåå òîãî, íàø ïîäõîä ê L(α) îòëè÷àåòñÿ îò [2, �5]. Ìû èçó-
÷àåì ýòè ãðóïïû õàðàêòåðèçóÿ èõ êàê ãëàäêèå ñäâèãè âäîëü
òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ α(s) d

ds on R, ñì. Òåîðåìó 2.3. Ïî-
ëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé ñäâèãà áóäóò èãðàòü êëþ÷å-
âóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1.3 è åå ëîêàëüíîãî âà-
ðèàíòà Òåîðåìû 3.2.

2.1. Îïðåäåëåíèå L(α). Ïócêàé α ∈ C∞
0 (R) � äîïóñòèìàÿ

ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì L(α) êàê ïîäìíîæåñòâî â D0(R) ñîñòîÿ-
ùåå èç ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ φ ñëåäó-
þùåãî âèäà:

(2.1) φ(s) = s + α(s)βφ(s), βφ ∈ C∞
0 (R).

Äðóãèìè ñëîâàìè, φ− idR ∈ Iα. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
a) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α(0) = 0 è α′(0) = 1, ò.å. α(s) = sᾱ(s),

ãäå ᾱ ∈ C∞
0 (R) è ᾱ(0) = α′(0) = 1. Òîãäà L(α) = D0(R). Äåé-

ñòâèòåëüíî, òàê êàê φ ∈ D0(R), òî φ(0) = 0, îòêóäà φ(s) − s =
sω(s) = α(s)ω(s)

ᾱ(s) , ãäå ω ∈ C∞
0 (R). Ñëåäîâàòåëüíî φ ∈ L(α).

b) Ïóñòü òåïåðü α(0) = α′(0) = 0, ò.å. α(s) = s2ᾱ(s) äëÿ
íåêîòîðîé ôóíêöèè ᾱ ∈ C∞

0 (R). Òîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ φ ∈
L(α) èìååò âèä φ(s) = s + s2ᾱ(s)βφ(s). Â ÷àñòíîñòè, φ′(0) = 1.

Îòìåòèì åùå, ÷òî L(sk) ñîñòîèò èç äèôôåîìîðôèçìîâ âèäà
φ(s) = s + skβφ(s). Ïîýòîìó φ ∈ L(sk) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà φ′(0) = 1 è φ(p)(0) = 0 äëÿ p = 2, 3, . . . , k − 1.
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Çàìå÷àíèå 2.1.1. L(αγ) ⊆ L(α) äëÿ âñåõ γ ∈ C∞
0 (R). Êðîìå

òîãî L(αγ) = L(α) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà γ(0) 6= 0. Â
÷àñòíîñòè, L(α) ⊂ L(id) äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ α.
Çàìå÷àíèå 2.1.2. Èç óñëîâèÿ (2) Îïðåäåëåíèÿ 2.0.1 âûòåêàåò,
÷òî βφ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè 0 ïî φ. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè óñëîâèå (2) íàðóøåíî, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñõîäÿ-
ùàÿñÿ ê 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ
îòðåçêîâ Ak, ÷òî α|Ak

≡ 0. Òîãäà êàê óãîäíî èçìåíÿÿ βφ íà Ak,
ìû ñîõðàíèì φ .
2.2. Äðóãîå îïèñàíèå L(α). Ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì, ÷òî L(α)
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ãëàäêèõ ñäâèãîâ âäîëü òðàåêòî-
ðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ α(s) d

ds íà R.
Ïóñòü α : V → R � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì âåê-

òîðíîå ïîëå F íà R ôîðìóëîé F (s) = α(s) d
ds . Ïóñòü òàêæå

F : V × I → R ëîêàëüíûé ïîòîê ïîðîæäàåìûé F , ãäå V �
íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü 0 ∈ R è I � îòêðûòûé èíòåðâàë ñîäåð-
æàùèé 0 ∈ R.
Òåîðåìà 2.3. φ ∈ L(α) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêèì ñäâèãîì âäîëü òðàåêòîðèé F , ò.å. φ(s) =
F(s, σφ(s)) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè σφ ∈ C∞

0 (R). Áîëåå òî-
ãî, βφ = σφ ω, ãäå ω ∈ C∞

0 (R) è ω(0) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
βφ(0) = σφ(0).

Áóäåì íàçûâàòü σφ ôóíêöèåé ñäâèãà φ îòíîñèòåëüíî F . Ïå-
ðåä òåì, êàê äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó, âûâåäåì èç íåå íåñêîëüêî
ñëåäñòâèé.
Ëåììà 2.3.1. (ñð. [2, Ïðåäëîæåíèå. 5.2]). L(α) ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ôóíêöèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ, ψ ∈ L(α). Ïî Òåîðåìå 2.3 φ(s) =
F(s, σφ(s)) è ψ(s) = F(s, σψ(s)) äëÿ íåêîòîðûõ σφ, σψ ∈ C∞

0 (R).
Ëåãêî âèäåòü, [4, Ïðåäëîæåíèå 3], ÷òî
(2.2)
ψ◦φ(s) = F(

s, σφ(s)+σψ◦φ(s)
)
, ψ−1(s) = F(

s,−σψ◦ψ−1(s)
)
.

Îòêóäà, îïÿòü ïî Òåîðåìå 2.3, ïîëó÷àåì, ÷òî ψ◦φ, ψ−1 ∈ L(α).
Ñëåäîâàòåëüíî, L(α) � ãðóïïà. ¤
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Ëåììà 2.3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ µ ∈ C∞
0 (R) òà-

êîâà, ÷òî αµ ∈ C∞
0 (R) äîïóñòèìà. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

äëÿ φ ∈ L(α) ýêâèâàëåíòíû:
(1) φ ∈ L(αµ) (2) βφ ∈ Iµ (3) σφ ∈ Iµ.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà L(αµ) ñîñòîèò èç âñåõ ãëàäêèõ ñäâèãîâ
âäîëü òðàåêòîðèé ïîòîêà F , ôóíêöèè ñäâèãà êîòîðûõ, ïðî-
ïîðöèîíàëüíû µ, ò.å. ïðèíàäëåæàò èäåàëó Iµ.
Äîêàçàòåëüñòâî. (2)⇔(3) ñëåäóåò èç Òåîðåìû 2.3, ò.ê. Iβφ

=
Iσφ

.
(1)⇔(2) Óñëîâèå φ ∈ L(αµ) îçíà÷àåò, ÷òî φ èìååò ñëåäóþ-

ùèé âèä φ(s) = s + α(s)µ(s)ω(s) äëÿ íåêîòîðîé ω ∈ C∞
0 (R).

Ïîýòîìó èç (2.1) è Çàìå÷àíèÿ 2.1.2 ñëåäóåò, ÷òî ýòî óñëîâèå
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî βφ = µω ∈ Iµ. ¤

Ëåììà 2.3.3. Ïóñòü ψ, φ ∈ L(α) è ξ = ψ ◦ φ ◦ ψ−1. Òîãäà
σξ = σφ ◦ ψ−1 · ν,

ãäå ν ∈ C∞
0 (R) and ν(0) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ ∈ L(αµ) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà σφ ◦ ψ−1 ∈ Iµ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî

ξ(s) = F(
s,−σψ ◦ ψ−1(s) + σφ ◦ ψ−1(s) + σψ ◦ φ ◦ ψ−1(s)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, σξ = (σφ + σψ ◦ φ− σψ) ◦ ψ−1.
Òîãäà ïî Ëåììå Àäàìàðà è Òåîðåìå 2.3 ïîëó÷àåì, ÷òî

σψ ◦ φ(s)− σψ(s) = (φ(s)− s) σ̄ψ = α βφ σ̄ψ = α σφ ω σ̄ψ

äëÿ íåêîòîðîé σ̄ψ ∈ C∞
0 (R). Ñëåäîâàòåëüíî,

σξ =
(
σφ · (1 + α ω σ̄ψ)

) ◦ ψ−1 = σφ ◦ ψ−1 · ν,

ãäå ν = (idR + α ω σ̄ψ) ◦ ψ−1 è ν(0) = 1. ¤
Ñëåäñòâèå 2.3.4. L(αµ) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â
L(α) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èäåàë Iµ ⊂ C∞

0 (R) èíâàðè-
àíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ L(α) íà C∞

0 (R) îïðåäåëåííîãî
ïî ôîðìóëå

ψ · σ = σ ◦ ψ−1, ψ ∈ L(α), σ ∈ C∞
0 (R).
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Ñëåäñòâèå 2.3.5. (ñð. [2, Ïðåäëîæåíèå 5.3]). Äëÿ k ≥ 1 ïîä-
ãðóïïà L(skα) íîðìàëüíà â L(α).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî σ◦φ ∈ Isk äëÿ âñåõ
σ ∈ Isk è φ ∈ L(id). Äåéñòâèòåëüíî, σ(s) = skσ̄ è φ(s) = s ω(s)
äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé σ̄, ω ∈ C∞

0 (R). Òîãäà
σ ◦ φ(s) = φ(s)k σ̄(φ(s)) = sk ω(s)k σ̄(φ(s)) ∈ Isk . ¤

Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå τα : L(α) → R ôîðìó-
ëîé τα(φ) = βφ(0) = σφ(0). Òîãäà èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî τα �
ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ÿäðî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ L(sα).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè α ìû ïî-
ëó÷àåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï

L(α) ⊃ L(sα) ⊃ L(s2α) ⊃ · · · ,

÷òî êàæäûé ôàêòîð èçîìîðôåí R. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî k
ãðóïïà L(α)/L(skα) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè äèôôåîìîðôíîé Rk

(ñð. [2, Ïðåäëîæåíèå 5.5]).
2.4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.3. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, îïèñûâàþùåå ôîðìóëû äëÿ ïîòîêà
F .
Ïðåäëîæåíèå 2.4.1. Íà V × I ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ γ, ÷òî
(2.3) F(s, t) = s + tα(s)γ(s, t),

è γ(0, t) ≡ 1. Â ÷àñòíîñòè, Ft ∈ L(α) äëÿ êàæäîãî t ∈ I.
Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ âûâåäåì èç íåãî

Òåîðåìó 2.3.
Äîñòàòî÷íîñòü. Èç (2.3) âûòåêàåò, ÷òî

φ(s) = F(s, σφ(s)) = s + α(s) σφ(s) γ(s, σφ(s)).

Ñëåäîâàòåëüíî, φ ∈ L(α), ïðè÷åì βφ(s) = σφ(s) γ(s, σφ(s)), à
ω(s) = γ(s, σφ(s)), è ω(0) = γ(0, σφ(0)) = 1.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ ∈ L(α). ×òîáû ïîêà-

çàòü, ÷òî φ(s) = F(s, σφ(s)), ìû óñòàíîâèì, ÷òî
βφ(s) = σφ(s)γ(s, σφ(s))

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè σφ ∈ C∞
0 (R).
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Ïóñòü δ(s, t) = tγ(s, t). Çàìåòèì, ÷òî δ′t(s, 0) = γ(s, 0) = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ q(s, t), ÷òî
t = δ(s, q(s, t)). Ïîýòîìó ìîæåì ïîëîæèòü σφ(s) = q(s, βφ(s)).
Òîãäà

βφ(s) = δ(s, σφ(s)) = σφ(s) · γ(s, σφ(s)). ¤
2.5. Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 2.4.1. Äëÿ óïðîùåíèÿ
îáîçíà÷åíèé èíîãäà íå áóäåì óêàçûâàòü çàâèñèìîñòü îò s è
(s, t). Íàïîìíèì, ÷òî F ′t(s, 0) = α(s). Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå â
ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè F(s, t) ïî t â òî÷êå (s, 0) èìååò âèä:
(2.4) F(s, t) = F(s, 0) + tF ′t(s, 0) + · · · = s + t α(s) + · · ·
Ñëåäîâàòåëüíî,

γ(s, t) =
F(s, t)− s

t α(s)
.

Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ òåõ (s, t), äëÿ êîòîðûõ
tα(s) 6= 0. Íî òàê êàê F(s, 0) = s, òî èç Ëåììû Àäàìàðà ñëåäó-
åò, ÷òî (F(s, t) − s)/t ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé. Áîëåå òîãî,
åñëè t 6= 0, òî α(s) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F(s, t) = s.
Ïîýòîìó ìîæíî íàäåÿòñÿ, ÷òî γ(s, t) âñå æå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé
ôóíêöèåé â îêðåñòíîñòè (0, 0). Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò,
÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.
Ëåììà 2.5.1. γ(s, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ:
(2.5) γ ′s(s, t) = γ2(s, t) · t · µ(s, t),

ãäå µ � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà U × I. Ñëåäîâàòåëüíî,

γ(s, t) =
1

c(t) − t
s∫
0

µ(z, t)dz

,

ãäå c(t) � òàêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî c(0) = 1. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0, ôóíêöèÿ γ ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êîé íà U × (−ε, ε). Êðîìå òîãî, γ(0, t) = 1

c(0) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè α(s) 6= 0

(2.6) γ ′s(s, t) =
α · F ′s − α − (F − s) α ′

s

t α2
.
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Óòâåðæäåíèå 2.5.2. Ïåðâûé ÷ëåí α · F ′s ÷èñëèòåëÿ â (2.6)
ðàâåí

α(s) · F ′s(s, t) = α ◦ F(s, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî F îïðåäåëÿåò ñëåäóþùåå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà R: ds

dt = α(s), îòêóäà dt = ds
α(s) .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî s ∈ V1 âðåìÿ t âäîëü òðàåêòîðèè

F ìåæäó s è F(s, t) ðàâíî t =
t∫
0

dt =
F(s,t)∫

s

dz
α(z) , (îòìåòèì, ÷òî

åñëè α(s) 6= 0, òî α 6= 0 íà îòðåçêå ìåæäó s è F(s, t), ïîýòîìó
èíòåãðàë â ïðåäûäóùåé ôîðìóëå êîððåêòíî îïðåäåëåí).

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî s ïîëó÷àåì

0 =
F ′s

α(F)
− 1

α
=

α · F ′s − α(F)
α · α(F)

,

îòêóäà α(s) · F ′s(s, t) = α ◦ F(s, t). ¤

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
α ◦ F(s, t) = α + (F − s) α′s + (F − s)2 µ(s, t),

ãäå µ(s, t) � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîýòîìó (2.6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

γ ′s =
α ◦ F − α− (F − s)α ′

s

t α2
=

(F − s)2

t2 α2
tµ(s, t) = γ2 tµ(s, t),

÷òî ñîâïàäàåò ñ (2.5). Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåòñÿ ôîðìó-
ëîé (2.6).

Èç ýòîé ôîðìóëû âûòåêàåò, ÷òî γ(s, 0) = 1
c(0) , îòêóäà

γ(s, t) =
1

c(0)
+ tβ(s, t)

äëÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè β(s, t). Ñëåäîâàòåëüíî,

(2.7) F(s, t) = s +
t α(s)
c(0)

+ t2 α(s) β(s, t).

Ñðàâíèâàÿ (2.7) ñ (2.4) ìû âèäèì, ÷òî c(0) = 1.
Ëåììà 2.5.1 è Ïðåäëîæåíèå 2.4.1 äîêàçàíû. ¤
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3. Ñòàáèëèçàòîðû ëîêàëüíîãî ëåâî-ïðàâîãî
äåéñòâèÿ

Ïóñòü C∞
0 (Rm) � àëãåáðà ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé Rm →

R â 0 ∈ Rm, m(Rm) � åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë â
C∞

0 (Rm), ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 0 â
òî÷êå 0 ∈ Rm è D0(Rm) � ãðóïïà ðîñòêîâ òàêèõ ñîõðàíÿþùèõ
îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ h : Rm → Rm â 0 ∈ Rm, ÷òî
h(0) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞
0 (R), m(R) è D0(R) àíàëîãè÷íûå îáú-

åêòû äëÿ R. Îïðåäåëèì íà m(Rm) ëîêàëüíîå ïðàâîå äåéñòâèå
ãðóïïû D0(Rm) ïî ôîðìóëå (1.1) è ëîêàëüíîå ëåâî-ïðàâîå äåé-
ñòâèå D0(Rm)×D0(R) ïî ôîðìóëå (1.2).

Ðîñòêè f, g ∈ m(Rm) íàçîâåì ïðàâî- (ëåâî-ïðàâî-) ýêâèâà-
ëåíòíûìè, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîé îðáèòå îòíîñèòåëüíî
ëîêàëüíîãî ïðàâîãî (ëåâî-ïðàâîãî) äåéñòâèÿ.

Äëÿ ðîñòêà f ∈ m(Rm) îáîçíà÷èì ÷åðåç
SRm,R(f) = {(h, φ) ∈ D0(Rm)×D0(R) | φ ◦ f = f ◦ h}

åãî ïðàâûé ñòàáèëèçàòîð.
3.1. Ñâîéñòâî J(α). Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé ðîñòîê f ∈ m(Rm)
èíäóöèðóåò ñëåäóþùèé ãîìîìîðôèçì àëãåáð:

f∗ : C∞
0 (R) → C∞

0 (Rm), f∗(α) = α ◦ f.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(f, 0) ⊂ C∞
0 (Rm) èäåàë ßêîáè f â 0 ∈ Rm,

ïîðîæäåííûé ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè f ′x1
, . . . , f ′xm

ôóíêöèè f .
Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïóñòü α ∈ m(R). Ñêàæåì, ÷òî f ∈ m(Rm)
îáëàäàåò ñâîéñòâîì J(α) â òî÷êå 0 ∈ Rm, åñëè
(3.1) f∗(α) = α ◦ f ∈ ∆(f, 0).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òàêîé ðîñòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ H
â 0 ∈ Rm, ÷òî

H.f = α ◦ f : Rm f→ R α→ R.

Ïðè α = idR ñâîéñòâî J(id) îçíà÷àåò, ÷òî α(f) = f ∈ ∆(f, 0),
ò.å. ÷òî f ïðèíàäëåæèò ñâîåìó èäåàëó ßêîáè. Ýòî òðåáîâà-
íèå ñîâïàäàåò ñ Îïðåäåëåíèåì 1.1.1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè
α(s) = sk, òî J(sk) îçíà÷àåò, ÷òî fk ∈ ∆(f, 0).



19

Òàê êàê ∆(f, 0) èäåàë â C∞
0 (R), òî óñëîâèå J(α) âëå÷åò J(βα)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè β ∈ C∞
0 (R). Ïîýòîìó åñëè β(0) 6= 0, òî

óñëîâèÿ J(α) è J(βα) ýêâèâàëåíòíû.
Ëåììà 3.1.2. (1) Ñâîéñòâî J(α) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ïðàâîé ëîêàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

(2) Ñâîéñòâî J(sk) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëåâî-ïðàâîé
ëîêàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f îáëàäàåò ñâîéñòâîì
J(α), ò.å. α ◦ f = H.f äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ H =
(H1, . . . , Hm) â îêðåñòíîñòè 0 ∈ Rm. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî h ∈ D0(Rm) ôóíêöèÿ g = f ◦ h òàêæå óäîâëåòâîðÿåò
J(α). Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ∇g = ∇(f ◦ h) = Th · (∇f) ◦ h, òî

α ◦ g = α ◦ f ◦ h = H.f(h) =
m∑

i=1

(Hi ◦ h) · (f ′xi
◦ h) =

=
[
(H ◦ h) · (Th)−1

]
.g ∈ ∆(g, 0).

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f îáëàäàåò ñâîéñòâîì J(sk), ò.å. fk =
H.f äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ H = (H1, . . . , Hm) â îê-
ðåñòíîñòè 0 ∈ Rm. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ (φ, h) ∈ D0(Rm) × D0(R)
ôóíêöèÿ g = φ ◦ f ◦h−1 òàêæå îáëàäàåò J(sk). Èç (1) âûòåêàåò,
÷òî f ◦ h−1 óäîâëåòâîðÿåò J(sk). Ïîýòîìó, äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü ñëó÷àé h = idRm . Òîãäà g = φ ◦ f è

H.g =
m∑

i=1

Hi ·(φ◦f)′xi
= φ′(f)

m∑

i=1

Hi f
′
xi

= φ′(f) ·H.f = φ′(f) fk.

Çàìåòèì, ÷òî φ(s) = φ̄(s)s, ãäå φ̄ ∈ C∞
0 (R) è φ̄(0) = φ′(0) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

gk = (φ ◦ f)k = φ̄(f)k fk =
φ̄(f)k

φ′(f)
φ′(f)fk =

=
(

φ̄(f)k

φ′(f)
H

)
.(φ ◦ f) ∈ ∆(g, 0). ¤

Çàìå÷àíèå 3.1.3. (ñð. ñî Ñëåäñòâèåì 2.3.5). Â îáùåì ñëó÷àå
ñâîéñòâî J(α), ïî-âèäèìîìó, íå ÿâëÿåòñÿ ëåâî-ïðàâî èíâàðèàíò-
íûì. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå (2) ìû ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëè òîò
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ôàêò, ÷òî α(s) = sk óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: α(φ ◦ f) = ωα(f),
ò.å. (φ ◦ f)k = ωfk äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ω ∈ C∞

0 (R). Ýòî
óñëîâèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà. Ê
ïðèìåðó, ïóñòü

α(s) =
{

e−1/s, s > 0,
0, s ≤ 0,

φ(s) = 2s, f(s) = s.

Òîãäà α ◦φ ◦ f(s) = e−1/2s = e1/2s ·α ◦ f(s) äëÿ s > 0 è ôóíêöèÿ
ω(s) = e1/2s íå ïðîäîëæàåòñÿ äî ãëàäêîé ôóíêöèè â îêðåñòíî-
ñòè 0.

3.1.4. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ãðóï-
ïîé L(α), óñëîâèåì J(α) äëÿ f è ñòàáèëèçàòîðîì SRm,R(f).

Ïóñòü p : D0(Rm)×D0(R) → D0(R) � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ.

Òåîðåìà 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ m(Rm) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ J(α) äëÿ íåêîòîðîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè α ∈ m(R).
Òîãäà L(α) ⊂ p(SRm,R(f)) è p îáëàäàåò ñå÷åíèåì-ãîìîìîðôèç-
ìîì

Θ : L(α) → SRm,R(f).

Ýêâèâàëåíòíî, åñëè H.f = α ◦ f äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîð-
íîãî ïîëÿ H â îêðåñòíîñòè 0 ∈ Rm, òî ñóùåñòâóåò òàêîé
ãîìîìîðôèçì θ : L(α) → D0(Rm), ÷òî

φ ◦ f = f ◦ θ(φ),

ò.å. (θ(φ), φ) ∈ SRm,R(f). Òàêèì îáðàçîì, h ∈ L(α) ÿâëÿåòñÿ
L-òðèâèàëüíûì äëÿ f .

Áîëåå òîãî, ïóñòü H � ëîêàëüíûé ïîòîê ïîðîæäåííûé H.
Òîãäà θ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

θ(φ)(x) = H(x, σφ ◦ f(x)),

ãäå φ ∈ L(α) è σφ ∈ C∞
0 (R) � ôóíêöèÿ ñäâèãà äëÿ φ îòíî-

ñèòåëüíî ëîêàëüíîãî ïîòîêà ïîðîæäåííîãî âåêòîðíûì ïîëåì
F (s) = α(s) d

ds .

Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ëîêàëüíûé
âàðèàíò Òåîðåìû 1.3.
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Òåîðåìà 3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ m(Rm) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ J(id), ò.å. f ∈ ∆(f, 0). Òîãäà p(SRm,R(f)) = D0(R) =
L(id) è p îáëàäàåò ñå÷åíèåì-ãîìîìîðôèçìîì Θ : D0(R) →
SRm,R(f). Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé äèôôåîìîðôèçì φ ∈ D0(R)
L-òðèâèàëåí äëÿ f .

Ñëåäñòâèå 3.3.1. Åñëè f, g ∈ m(Rm) óäîâëåòâîðÿþò J(id),
òî îíè ëåâî-ïðàâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíè ïðàâî ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f è g ëåâî-ïðàâî ýêâèâàëåíòíû, ò.å. g =
φ ◦ f ◦ h−1 äëÿ íåêîòîðîãî (h, φ) ∈ D0(Rm) × D0(R), òî g =
f ◦ θ(φ) ◦ h−1. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.2 áóäåò äàíî â ðàçäåëå 3.5.

3.4. Õàðàêòåðèçàöèè óñëîâèÿ J(α). Ïóñòü H âåêòîðíîå ïî-
ëå íà Rm, H : U × I → Rm ëîêàëüíûé ïîòîê ïîðîæäåííûé H,
ãäå U � îêðåñòíîñòü 0 ∈ Rm è I îòêðûòûé èíòåðâàë ñîäåðæà-
ùèé 0 ∈ R.

Äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè α : R→ R îïðåäåëèì ñëåäóþùåå âåê-
òîðíîå ïîëå F (s) = α(s) d

ds íà R. Ïóñòü F : V × I → R �
ëîêàëüíûé ïîòîê ïîðîæäåííûé F , ãäå V � îêðåñòíîñòü 0 ∈ R.
Çàìåòèì, ÷òî F ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñå÷åíèå (òðèâèàëü-
íîãî) êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TR îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå:

F : R→ TR ≡ R× R, F (s) = (s, α(s)).

Ëåììà 3.4.1. Ïóñòü f : Rm → R ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ è f(0) = 0.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà H, F , H, F è α ýêâèâàëåíòíû:

(1) Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

TU
Tf−−−−→ TV

H

x
xF

U
f−−−−→ V

ò.å. H.f = α ◦ f.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî â òî÷íîñòè óñëîâèå J(α).
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(2) Äëÿ êàæäîãî t ∈ I ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòà-
òèâíà:

U
f−−−−→ V

Ht

y
yFt

Rm f−−−−→ R

ò.å. F(f(x), t) = f ◦ H(x, t);

(3) Äëÿ êàæäîé ãëàäêîé ôóíêöèè σ : V → I îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèÿ:

hσ : U → Rm h(x) = H(x, σ ◦ f(x)),

φσ : V → R φ(s) = F(s, σ(s)).

Òîãäà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

U
f−−−−→ V

hσ

y
yφσ

Rm f−−−−→ R

ò.å. φσ ◦ f = f ◦ hσ.

Â ýòîì ñëó÷àå hσ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âëîæåíèåì áóäåò φσ.

(4) Ñóùåñòâóþò òàêèå èçîòîïèè
H̄ : U × [0, 1] → Rm è F̄ : V × [0, 1] → R,

÷òî F̄0 = idV , H̄0 = idU , F̄t ◦ f = f ◦ H̄t,

(3.2) ∂F̄
∂t

(s, 0) = α(s) è ∂H̄
∂t

(s, 0) = H(s).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1)⇒(2) Ïóñòü x ∈ U . Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ω(t) = F(x, t) ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé H, ò.å. ω′t(t) = H(ω(t)).
Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî f ◦ ω(t) � òðàåêòîðèÿ F , ò.å. (f ◦
ω(t))′t = F (f ◦ ω(t)). Ïîëó÷àåì

(f ◦ ω(t))′t = ω′t(t).f = H.f(ω(t))
(1)
= F (f ◦ ω(t)).

(2)⇔(3) Óòâåðæäåíèå (3) ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â (2) âìå-
ñòî t ôóíêöèè σ◦f(x). Îáðàòíî, (2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
(3) äëÿ ïîñòîÿííîé ôóíêöèè σ(s) = t.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî hσ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì îäíîâðåìåí-
íî ñ φσ. Ïî Òåîðåìå 19 èç [4], äëÿ òîãî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå
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hσ (ñîîòâ. φσ) áûëî âëîæåíèåì ñîõðàíÿþùèì òðàåêòîðèè H
(ñîîòâ. F) è èõ îðèåíòàöèè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
H.(σ ◦ f) > −1 (ñîîòâ. F.σ > −1). Íî èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ýòè
âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò:

H.(σ ◦ f) = σ′(f) · H.f = σ′(f) · F ◦ f = F.σ(f).

(2)⇒(4) Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü F̄ = F è H̄ = H, ãäå F è H
� ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòîêè. Òîãäà óñëîâèå (3.2) îçíà÷àåò, ÷òî
F è H ïîðîæäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî F è H.

(4)⇒(1) Ïóñòü Ht(x) = H̄′t(x, t) � îäíî-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà U ñîîòâåòñòâóþùåå èçîòîïèè H̄t.
Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî f ◦ H̄(x, t) = F̄(f(x), t) ïî t ïîëó-
÷àåì

Ht.f(H̄(x, t)) = F̄ ′t(f(x), t).
Â ÷àñòíîñòè, ïðè t = 0 èìååì H̄(x, 0) = x è F̄ ′t(s, t) = α(s),
îòêóäà H0.f = α ◦ f . ¤

Îòìåòèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé ëåììû. Îí èãðàåò îñíîâ-
íóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1.3.
Ëåììà 3.4.2. Ïóñòü f ∈ m(Rm), ε ∈ R, α(s) = εs, F (s) = εs d

ds
� âåêòîðíîå ïîëå íà R è F(s, t) = seεt � ïîòîê ïîðîæäåííûé
F . Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû, ò.ê. îíè ñîâïàäà-
þò ñ óñëîâèÿìè (1) è (2) Ëåììû 3.4.1 äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ:

H.f = εf,(3.3)
f ◦ H(x, t) = f(x) · eεt.(3.4)

3.5. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.2. Ïóñòü H.f = α ◦ f , ãäå
H � âåêòîðíîå ïîëå íà Rm. Ïóñòü H � ëîêàëüíûé ïîòîê â
îêðåñòíîñòè 0 ∈ Rm ïîðîæäåííûé H è F � ëîêàëüíûé ïîòîê
â îêðåñòíîñòè 0 ∈ R ïîðîæäåííûé âåêòîðíûì ïîëåì F (s) =
α(s) d

ds .
Åñëè φ ∈ L(α), òî ïî Òåîðåìå 2.3 φ(s) = F(s, σ(s)) äëÿ íåêî-

òîðîé ôóíêöèè σ ∈ C∞
0 (R). Îïðåäåëèì θ(φ) ïî ôîðìóëå

θ(φ)(x) = H(x, σ ◦ f(x)).

Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ (3) Ëåììû 3.4.1 ïîëó÷èì, ÷òî φ ◦ f =
f ◦ θ(φ).



24

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî θ � ãîìîìîðôèçì. Ïóñòü φi(s) =
F(s, σi(s)) è hi(x) = H(x, σi ◦ f(x)). Òîãäà
φ2 ◦ φ1(s) = F(φ1(s), σ2 ◦ φ1(s)) = F(s, σ1(s) + σ2 ◦ φ1(s)︸ ︷︷ ︸

σ(s)

),

h2 ◦ h1(x) = H(h1(x), σ2 ◦ f ◦ h1(x)) =
= H(x, σ1 ◦ f(x) + σ2 ◦ φ1 ◦ f(x)) = H(x, σ ◦ f(x)).

Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

3.6. Ïðîáëåìû. Èç Òåîðåìû 3.2 ìû çíàåì, ÷òî åñëè f óäîâëå-
òâîðÿåò J(α), òî L(α) ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå p(SRm,R(f)) âñåõ L-
òðèâèàëüíûõ äëÿ f äèôôåîìîðôèçìîâ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå
ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ áîëüøîãî êëàññà îñîáåííîñòåé âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå J(id). Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì, ò.ê. îíî
èìååò ìåñòî äëÿ íåâûðîæäåííûõ è ïðîñòûõ îñîáåííîñòåé Ak,
Dk, E6, E7, E8, è äàæå äëÿ ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ. Äëÿ ýòèõ ôóíê-
öèé ïî Òåîðåìå 3.2 èìååì, ÷òî p(SRm,R(f)) = D0(R) = L(id).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò îñîáåííîñòè íå óäîâëåòâîðÿ-
þùèå J(id), ñì. Óòâåðæäåíèå 4.0.9. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì
âîïðîñàì. Èõ ðåøåíèÿ ïîçâîëèëè áû ïîñòðîèòü íîâûå èíâàðè-
àíòû ïàòîëîãè÷åñêèõ è â ÷àñòíîñòè ïëîñêèõ ôóíêöèé.

1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L(α) ⊂ p(SRm,R(f)). Âåðíî ëè, ÷òî
òîãäà äëÿ f âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå J(α)?

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L(sα) ⊆ p(SRm,R(f)) ⊆ L(α). Íàïîì-
íèì, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà L(α)/L(sα) èçîìîðôíà R, òàêèì îá-
ðàçîì, ãðóïïà G = p(SRm,R(f))/L(sα) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â
R. Âåðíî ëè, ÷òî G çàìêíóòà? âåçäå ïëîòíà â R? Âåðíî ëè,
÷òî îíà âñåãäà ñîâïàäàåò ñ 0 èëè R? Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ
p(SRm,R(f)) ñîâïàäàåò ëèáî ñ L(sα), ëèáî ñ L(α).

3) Âåðíî ëè â îáùåì ñëó÷àå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈
m(Rm) ãðóïïà p(SRm,R(f)) ðàâíà êàêîé-íèáóäü ãðóïïå L(α)?

4. Óñëîâèå J(id)
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû îñîáåííîñòåé óäî-

âëåòâîðÿþùèõ �ìàêñèìàëüíîìó� óñëîâèþ J(id), ñì. Îïðåäåëå-
íèå 3.1.1 äëÿ ôóíêöèè α = id : R → R. Èç Ëåììû 3.1.2 ñëåäó-
åò, ÷òî J(id) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëåâî-ïðàâîãî äåéñòâèÿ.
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Ìû ïîêàæåì, ÷òî J(id) òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñòà-
áèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îñîáåííîñòåé (Ñëåäñòâèå 4.0.7) è ÷òî
íåâûðîæäåííûå è ïðîñòûå îñîáåííîñòè óäîâëåòâîðÿþò J(id)
(Ñëåäñòâèå 4.0.4). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò îñîáåííîñòè
íå îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì (Óòâåðæäåíèå 4.0.9).

Ïóñòü C∞
0 (Rm) � àëãåáðà ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé Rm → R

â 0 ∈ Rm, m(Rm) � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â C∞
0 (Rm), ñîñòîÿùèé

èç ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ f(0) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(f, 0)
èäåàë ßêîáè f â C∞

0 (Rm), ïîðîæäåííûé ðîñòêàìè åå ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Íàïîìíèì, ÷òî f îáëàäàåò ñâîéñòâîì J(id) â 0 ∈ Rm, åñëè
f ∈ ∆(f, 0).
Ëåììà 4.0.1. Â ñëó÷àå m = 1, òî f îáëàäàåò J(id) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ãëàäêî äåëèòñÿ íà ñâîþ ïðîèçâîä-
íóþ,ò.å. f(x) = α(x)f ′(x) äëÿ íåêîòîðîé α ∈ C∞

0 (R). ¤
Ëåììà 4.0.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g ∈ m(Rm) îáëàäàåò J(id),
òàê ÷òî H.g = g äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ H â 0.
Ïóñòü f ∈ m(Rm) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëî-
âèé:

(1) f = ga äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ R \ 0 (ïîä÷åðêíåì, ÷òî f
ïðåäïîëàãàåòñÿ ãëàäêîé);

(2) f(x) =

{
e
− 1
|g(x)| , g(x) 6= 0

0, g(x) = 0;

Òîãäà f òàêæå îáëàäàåò J(id).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ βH.f = f äëÿ
íåêîòîðîé β ∈ C∞

0 (R).
(1) 1

aH.f = 1
aH.(ga) = ga−1H.g = ga−1g = f .

(2) Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ

ψ(x) =

{
e
− 1
|x| , x 6= 0

0, x = 0

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Ïîýòîìó ãëàäêîé áóäåò è f = ψ ◦ g. Òîãäà

gH.f =
gH.g

g2
e
− 1
|g| = e

− 1
|g| = f. ¤
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Ëåììà 4.0.3. Ïóñòü f ∈ m(Rm). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêî-
òîðûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ â îêðåñòíîñòè 0 ∈ Rm, ôóíê-
öèÿ f óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(i) f(x1, . . . , xm) = x1, ò.å. 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé
f ;

(ii) f(tx1, . . . , txm) = tnf(x1, . . . , xm) äëÿ âñåõ t > 0, ò.å. f
îäíîðîäíàÿ ïîðÿäêà n;

(iii) f(x1, . . . , xm) = xa1
1 ± xa2

2 ± · · · ± xak
k ;

(iv) f(x1, . . . , xm) = xa1
1 + xb1

1 xa2
2 + xb2

2 xa3
3 + · · ·+ x

bk−1

k−1 xak
k ;

(v) m = 1 è f (s)(0) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî s ≥ 1, ò.å. f íå
ïëîñêàÿ 0;

ãäå ai ≥ 1, bj ≥ 0 è k ≤ m. Òîãäà f óäîâëåòâîðÿåò J(id).
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) f = x1f

′
x1
.

(ii) Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç õîðîøî èç-
âåñòíîãî òîæäåñòâà Ýéëåðà äëÿ îäíîðîäíûõ ôóíêöèé: f(x) =
1
n

m∑
i=1

xif
′
xi

. Íàïîìíèì åãî äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì âåêòîð-
íîå ïîëå â îêðåñòíîñòè 0 ∈ Rm ïî ôîðìóëå: H(x1, . . . , xm) =
1
n(x1, . . . , xm). Òîãäà

(4.1) H.f(x) = lim
s→0

f(x + sH(x))− f(x)
s

=

= lim
s→0

f((1 + s/n)x)− f(x)
s

= lim
s→0

(1 + s/n)n − 1
s

f(x) = f(x).

(iii) f = x1
a1

f ′x1
± x2

a2
f ′x2

± · · · ± xk
ak

f ′xk
.

(iv) f = x1
a1

f ′x1
+

(
1− b1

a1

)
x2
a2

f ′x2
+

[
1− b2

a2

(
1− b1

a1

)]
x3
a3

f ′x3
+ . . .

(v) Ïóñòü s ≥ 1 íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî äëÿ êîòîðîãî
f (s)(0) 6= 0. Òîãäà f ïðàâî-ýêâèâàëåíòíà xn è íàøå óòâåðæäåíèå
âûòåêàåò èç (ii). ¤
Ñëåäñòâèå 4.0.4. Íåâûðîæäåííûå îñîáåííîñòè

∑±x2
i è ïðî-

ñòûå îñîáåííîñòè, ñì. [1], Ak(x) = xk (k ≥ 1), Dk(x, y) =
x2y + yk−1 (k ≥ 4), E6(x, y) = x3 + y4, E7(x, y) = x3 + xy3,
E8(x, y) = x3 + y5 óäîâëåòâîðÿþò J(id). ¤
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Ëåììà 4.0.5. Ïóñòü f ∈ m(Rm) è g ∈ m(Rn). Îïðåäåëèì
h ∈ m(Rm+n) ïî ôîðìóëå

h(x, y) = f(x) + g(y),

äëÿ x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm è y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Ôóíêöèè f è
g îáëàäàþò ñâîéñòâîì J(id) òîãäà è òîëüêî òîãäà h îáëàäàåò
ýòèì ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) =
F.f(x) è g(y) = G.g(y) äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðíûõ ïîëåé F è
G îïðåäåëåííûõ ñîîòâåòñòâåííî íà Rm è Rn. Ìîæåì ðàññìàò-
ðèâàòü ýòè ïîëÿ êàê êîìïîíåíòû ñëåäóþùåãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
H(x, y) = (F (x), G(y)) íà Rm+n. Òîãäà G.f = F.g = 0 è, ñëåäî-
âàòåëüíî,

H.h(x, y) = F.f(x) + G.g(y) = f(x) + g(y) = h(x, y).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h(x, y) = H.h(x, y), äëÿ
íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

H(x, y) = (F (x, y), G(x, y))

íà Rm+n. Çàìåòèì, ÷òî

H.h(x, y) = (F, G).(f + g)(x, y) =

=
m∑

i=1

f ′xi
(x)Fi(x, y) +

n∑

j=1

g′yj
(y)Gj(x, y),

ãäå F = (F1, . . . , Fm) è G = (G1, . . . , Gn).
Òîãäà F̄ (x) = F (x, 0) è Ḡ(y) = G(0, y) � âåêòîðíûå ïîëÿ

ñîîòâåòñòâåííî íà Rm è Rn . Ïî óòâåðæäåíèþ (i) Ëåììû 4.0.3
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ∈ Rm è 0 ∈ Rn � êðèòè÷åñêèå òî÷êè f è
g ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà f ′xi

(0) = 0 è g′yj
(0) = 0, îòêóäà

f(x) = h(x, 0) = H.h(x, 0) =
m∑

i=1

f ′xi
(x)Fi(x, 0) = F̄ .f(x).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî g(y) = Ḡ.g(y). ¤
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Îïðåäåëåíèå 4.0.6 (ñì. íàïð. [1]). Ôóíêöèè fk ∈ m(Rmk) k =
1, 2, íàçûâàþòñÿ ñòàáèëüíî ýêâèâàëåíòíûìè åñëè ñóùåñòâóþò
òàêå íåâûðîæäåííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

gk(y1, . . . , ynk
) =

nk∑

i=1

±y2
i , k = 1, 2,

÷òî m1 +n1 = m2 +n2 è ôóíêöèè f1 + g1 è f2 + g2 îïðåäåëåíûå
íà Rm1+n1 ïðàâî-ýêâèâàëåíòíû.

Èç (ii) Ëåììû 4.0.3 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-
ìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì J(id). Òîãäà èç Ëåììû 4.0.5 ïîëó÷àåì
òàêîå ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå 4.0.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè fk ∈ m(Rmk)
(k = 1, 2) ñòàáèëüíî ýêâèâàëåíòíû. Òîãäà f1 è f2 îäíîâðåìåííî
óäîâëåòâîðÿþò èëè íå óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó J(id). ¤

Ïðåäëîæåíèå 4.0.8. Ïóñòü

f =
∑

i1,...,im≥0

ai1...im xi1
1 . . . xim

m ∈ R[[x1, . . . , xm]]

ôîðìàëüíûé ðÿä áåç íà÷àëüíîãî ÷ëåíà, ò.å. f(0) = 0. Òîãäà f
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ J(id) â àëãåáðå R[[x1, . . . , xm]].

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå ôîðìàëüíûå ðÿäû
H1, . . . , Hm ∈ R[[x1, . . . , xm]],

÷òî

f =
m∑

i=1

f ′xi
Hi.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé íà êîýôôèöèåíòû Hi êîòîðóþ ìîæíî ðåêóððåíòíî ðàçðå-
øèòü. Äåòàëè ìû îïóñêàåì. ¤

Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî óñëîâèå J(id) âû-
ïîëíÿåòñÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ (êàê îáû÷íî, ñëîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äî-
êàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Hi). Ìíå íåèçâåñòíî, äåéñòâèòåëüíî
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ëè ýòî òàê. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêà-
çûâàåò, ÷òî â íåàíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå óñëîâèå J(id) ìîæåò íå
âûïîëíÿòüñÿ.

Óòâåðæäåíèå 4.0.9. Ïóñòü f ∈ m(Rm). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê 0 ∈ Rm ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{zi} êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f , ÷òî f(zi) 6= 0. Â ÷àñòíî-
ñòè, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå 0 ∈ R ôóíêöèè f íå èçîëèðîâàíî.
Òîãäà f íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì J(id), ò.å. f 6∈ ∆(f, 0).

Çàìå÷àíèå 4.0.10. Òàêèå ôóíêöèè, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóþò.
Íàïðèìåð, ïóñòü

g(x) =





e
− 1

sin2 1/x , x 6= 1
πn ,

0, x = 1
πn , n ∈ Z.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî g ãëàäêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ó êîòî-
ðîé 0 íåèçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà óðîâíÿ g−1(0). Òîãäà
ôóíêöèÿ f(x) =

∫ x
0 g(t)dt óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Óòâåðæäå-

íèÿ 4.0.9 è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì J(id).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f = H.f äëÿ íåêîòîðîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ H. Òàê êàê zi êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, òî df(zi) = 0
äëÿ âñåõ i, îòêóäà H.f(zi) = 0. Íî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, f(zi) 6=
0. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå f(zi) = H.f(zi) íå ìîæåò èìåòü ìåñòà
íè â êàêîé îêðåñòíîñòè 0. ¤

5. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.3
Ëåììà 5.0.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ C∞(M, P ) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (V). Ïóñòü p : DM ×DP → DP � åñòåñòâåííàÿ
ïðîåêöèÿ íà âòîðîé ìíîæèòåëü. Òîãäà

Ñëó÷àé P = R : p(SMR(f)) ⊂ DeR
Ñëó÷àé P = S1 : p(SMS1(f)) ⊂ DE

S1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (h, φ) ∈ SMS1(f), ò.å. φ ◦ f = f ◦ h.
Òîãäà φ = p(h, φ). Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî φ ñîõðàíÿåò ìíîæå-
ñòâî Ef = {1, . . . , n} èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé f . Äåéñòâè-
òåëüíî, óñëîâèå φ ◦ f = f ◦ φ îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåñòàíîâêà äèô-
ôåîìîðôèçìîì h ìíîæåñòâ óðîâíÿ f ñîãëàñîâàíà ñ ïåðåñòà-
íîâêîé äèôôåîìîðôèçìîì φ çíà÷åíèé f . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σf

ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê f . Òàê êàê h � äèôôåîìîð-
ôèçì, òî îí îñòàâëÿåò ìíîæåñòâà f−1(f(Σf )) è f−1(f(∂M))
èíâàðèàíòíûìè. Ïîýòîìó φ ñîõðàíÿåò èíâàðèàíòíûì ìíîæå-
ñòâî f(Σf ) ∪ f(∂M) = Ef .

Ýòè ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò ëåììó äëÿ ñëó÷àÿ P = S1, òàê
êàê, ïî îïðåäåëåíèþ, DE

S1 ñîñòîèò èç ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ
äèôôåîìîðôèçìîâ, êîòîðûå òàêæå îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûì
Ef . Åñëè æå P = R, òî φ òàêæå ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà Ef è, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàâëÿåò íåïîäâèæíîé êàæ-
äóþ åãî òî÷êó, ò.å. φ ∈ DeR. ¤

Òåîðåìà 1.3 âûòåêàåò òåïåðü èç Ïðåäëîæåíèé 5.0.2 è 5.0.3.
Ïðåäëîæåíèå 5.0.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ≥ 1 è f óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì (V) è (J). Òîãäà De

P ⊂ p(SMP (f)) è p îáëà-
äàåò ñå÷åíèåì-ãîìîìîðôèçìîì

Θ : De
P → SMP (f).

Ïðåäëîæåíèå 5.0.3. Åñëè n = 0, òî p(SMR(f)) = DeR, íî
ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå p ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
f : M → S1 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì.
5.1. Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 5.0.2. Íàïîìíèì, ÷òî
ñå÷åíèå Θ : De

P → SMP (f) ïðîåêöèè p äîëæíî èìåòü ñëåäóþ-
ùèé âèä Θ(φ) = (θ(φ), φ), ãäå θ : De

P → DM � òàêîé íåïðå-
ðûâíûé ãîìîìîðôèçì, ÷òî φ ◦ f = f ◦ θ(φ). Èòàê, íàì íóæíî
ïîñòðîèòü θ.

Äëÿ i = 1, . . . , n ïóñòü
• Li = f−1(i) � i-é èñêëþ÷èòåëüíûé óðîâåíü f ,
• Vi = f−1(i, i + 1) � ÷àñòü M ìåæäó èñêëþ÷èòåëüíûìè

óðîâíÿìè Li è Li+1,
• Ui = f−1(i− 1

3 , i + 1
3) � îêðåñòíîñòü Li,

• U−
i = f−1(i − 1

3 , i) è U+
i = f−1(i, i + 1

3) � ñîîòâåòñòâåííî
íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ÷àñòü Ui.
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Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèÿ f íà Ui è Vi ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ôóíêöèè

Ui → (i− 1
3 , i + 1

3) è Vi → (i, i + 1).

Ëåììà 5.1.1. Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Li ñó-
ùåñòâóåò òàêîå âåêòîðíîå ïîëå Gi, ÷òî
(5.1) Gi.f = f − i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ Li ñó-
ùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòü Uz ⊂ Ui è âåêòîðíîå ïîëå Gz íà
Uz, ÷òî Gz.f = f − i. Äëÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê f ýòî ñëåäó-
åò èç óñëîâèÿ (J), à äëÿ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê � èç óòâåðæäå-
íèÿ (1) Ëåììû 4.0.3. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîëîæèòü
Gi = (x1, 0, . . . , 0) òåõ â êîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ f(x1, . . . , xm) =
x1+i. Ïóñòü {U ′

j} � êîíå÷íîå ïîêðûòèå Li âïèñàííîå â ïîêðû-
òèå {Uz}z∈Li ýòîãî ìíîæåñòâà. Òîãäà íà êàæäîì U ′

j ìû èìååì
òàêîå âåêòîðíîå ïîëå G′

j , ÷òî G′
j .f = f−i. Ïóñòü µj : U ′

j → [0, 1]
� ðàçáèåíèå åäèíèöû ïîä÷èíåííîå {U ′

j}, ò.å. suppµj ⊂ U ′
j è∑

j µj ≡ 1. Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå âåêòîðíîå ïîëå Gi íà îêðåñò-
íîñòè Li ïî ôîðìóëå: Gi =

∑
j µjG

′
j . Òîãäà

Gi.f =
(∑

j µj G′
j

)
.f =

∑
j µj

(
G′

j .f
)

=
∑

j µj (f−i) = f−i. ¤

Óìåíüøàÿ Ui, åñëè íåîáõîäèìî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Gi îïðå-
äåëåíî äàæå íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè çàìûêàíèÿ Ui. Òîãäà
Gi.f < 0 íà U−

i è Gi.f > 0 íà U+
i . Ïóñòü Gi : Ui × (−δ, δ) → M

� ëîêàëüíûé ïîòîê ïîðîæäåííûé Gi.
Çàìåòèì, ÷òî ó f íåò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â Vi, ïîýòîìó òàì

ñóùåñòâóåò òàêîå âåêòîðíîå ïîëå Hi, ÷òî Hi.f > 0. Ìîæíî äàæå
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Hi ïîðîæäàåò ãëîáàëüíûé ïîòîê Hi : Vi ×
R→ Vi.

Áîëåå òîãî, íå íàðóøàÿ óñëîâèå (5.1) ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü,
÷òî Gi(z) = Hi(z) äëÿ z ∈ Vi, è Gi(z) = −Hi−1(z) äëÿ z ∈ Vi−1

ïðè óñëîâèè, ÷òî âåêòîð Gi(z) îïðåäåëåí.
Òîãäà Gi(z, t) = Hi(z, t) äëÿ z ∈ U+

i è Gi(z, t) = Hi−1(z,−t)
äëÿ z ∈ U−

i .
Çàìå÷àíèå 5.1.2. Âåêòîðíûå ïîëÿ Gi è Hi ìîæíî ñõåìàòè÷å-
ñêè ïðåäñòàâèòü óêàçûâàÿ ïîâåäåíèå f âäîëü èõ òðàåêòîðèé,
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ñì. Ðèñ. 1a) è 2a). Òàêèì îáðàçîì, f âîçðàñòàåò âäîëü Hi è
âäîëü �âåðõíåé ÷àñòè� Gi, à òàêæå óáûâàåò âäîëü �íèæíåé� ÷à-
ñòè Gi. Æèðíûå òî÷êè íà ýòèõ ðèñóíêàõ îçíà÷àþò, ÷òî Gi êà-
ñàåòñÿ i-ãî èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà óðîâíÿ f .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî P = R ëèáî P = S1 íî â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå n ÷åòíî. Òîãäà âåêòîðíûå ïîëÿ Hi è Gi ïîçâîëÿþò
îïðåäåëèòü ãëîáàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå F íà M . ×òîáû ïîñòðî-
èòü F , äîñòàòî÷íî ïðîñòî èçìåíèòü çíàêè ó ïîëåé H2i è G2i

(èìåþùèõ ÷åòíûå èíäåêñû), ñì. Ðèñ. 1b) è 2b).
Íà Ðèñ. 1c) èçîáðàæåíî òàêîå âåêòîðíîå ïîëå äëÿ ôóíêöèè

âûñîòû íà 2-òîðå. Æèðíûì îáîçíà÷åíû êðèòè÷åñêèå òî÷êè f .
Âìåñòå ñ áåëûìè òî÷êàìè îíè îáðàçóþò ìíîæåñòâî ñèíãóëÿð-
íûõ òî÷åê ïîëÿ F . Ñóùåñòâîâàíèå F óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Íî ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò ïîäõîä, òàê êàê â ñëó÷àå,
êîãäà P = S1 è n íå÷åòíîå, ãëîáàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå F íå
ñóùåñòâóåò, ñì. Ðèñ. 2c).

...

1

2

3

4

G1

G2

G3

G4

H1

H2

H3

...

1

2

3

4

G1

-G2

G3

-G4

H1

-H2

H3

a) b) c)

Ðèñ. 1

Ëåììà 5.1.3. Äëÿ êàæäîãî φ ∈ De
P ñóùåñòâóåò òàêîé äèô-

ôåîìîðôèçì h ∈ DM , ÷òî φ ◦ f = f ◦ h.
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1 G1

H1

2

G2

H2

3G3

H3

4

G4

H4

1 G1

H1

2

-G2

-H2

3G3

H3

4

-G4

-H4

a) b)

1 G1

H1

2

-G2

-H2

3

G3 H3

?

c)

Ðèñ. 2

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ ∈ De
P . Ìû íàéäåì òàêèå ãëàäêèå

ôóíêöèè σi : Vi → R è ρi : U ′
i → (−δ, δ), îïðåäåëåííûå íà

íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ U ′
i ⊂ Ui ìíîæåñòâ Li, ÷òî ñëåäóþùèå

îòîáðàæåíèÿ hi : Vi → Vi è gi : U ′
i → Ui, çàäàííûå ôîðìóëàìè:

(5.2) hi(z) = Hi(z, σi(z)) è gi(z) = Gi(z, ρi(z)),

ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: φ ◦
f = f ◦ hi íà Vi, è φ ◦ f = f ◦ gi íà U ′

i .
Áîëåå òîãî, âñå ýòè îòîáðàæåíèÿ hi è gi áóäóò ñîâïàäàòü â

îáùèõ òî÷êàõ îïðåäåëåíèÿ è, ïîòîìó îïðåäåëÿòü íåêîòîðûé
äèôôåîìîðôèçì h ìíîãîîáðàçèÿ M , óäîâëåòâîðÿþùèé óòâåð-
æäåíèþ ëåììû.
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Øàã 1. Îïðåäåëåíèå σi è hi. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Vi

îáîçíà÷èì ÷åðåç ωx ⊂ Vi åå òðàåêòîðèþ îòíîñèòåëüíî Hi. Çà-
ìåòèì, ÷òî f äèôôåîìîðôíî îòîáðàæàåò ωx íà îòêðûòûé èí-
òåðâàë (i, i+1) è ÷òî ωx òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâà
óðîâíÿ f . Â ÷àñòíîñòè, ïåðåñå÷åíèå ωx ñ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ
f−1(φ ◦ f(x)) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè, êîòîðóþ ìû îáî-
çíà÷èì ÷åðåç y, ñì. Ðèñ. 3. Ïîëîæèì

hi(x) = y,

òîãäà f ◦hi(x) = φ◦f(x). Ïóñòü σi(x) � âðåìÿ âäîëü òðàåêòîðèè
ωx îò òî÷êè x äî y îòíîñèòåëüíî ïîòîêà Hi. Òîãäà y = hi(x) =
Hi(x, σi(x)).

Ðèñ. 3

Ïîêàæåì, ÷òî σi ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü
ãëàäêîñòü hi.

Ïóñòü z ∈ Vi. Òîãäà Hi(z) 6= 0. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â
íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xm) â îêðåñòíîñòè
z ìû èìååì Hi(x) = (1, 0, . . . , 0).

Óïðîñòèì îáîçíà÷åíèÿ, ïîëîæèâ

x = (x2, . . . , xm) è x = (x1, . . . , xm) = (x1, x).

Òîãäà Hi(x, t) = (x1 + t, x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà y ïðèíàä-
ëåæèò òðàåêòîðèè ωx òî÷êè x = (x1, x). Òîãäà y = (y1, x), à
âðåìÿ âäîëü ωx ìåæäó x è y ðàâíî y1 − x1.

Òàê êàê Hi.f = f ′x1
6= 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ q(x) òàêàÿ, ÷òî x1 = q(f(x), x). Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ
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σi âûòåêàåò, ÷òî
(5.3) σi(x) = q(φ ◦ f(x), x)− q(f(x), x) = q(φ ◦ f(x), x)− x1.

Ñëåäîâàòåëüíî, σi è hi ãëàäêèå.
Ïðîâåðèì, ÷òî hi äèôôåîìîðôèçì. Ïóñòü z ∈ Vi. Ïî Òåîðå-

ìå 19 èç [4] hi áóäåò äèôôåîìîðôèçìîì â îêðåñòíîñòè Vi òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ Vi âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî:
(5.4) Hi.σi(z) + 1 > 0.

Çàìåòèì, ÷òî
Hi.σi = ∂σi

∂x1
= q′x1

(φ ◦ f(x), x) · φ′(f(x)) · f ′x1
(x) − 1.

Òàê êàê φ � ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì, òî
φ′ > 0. Êðîìå òîãî, f ′x1

è q′x1
èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè. Ïîýòîìó

Hi.σi + 1 > 0.
Øàã 2. Îïðåäåëåíèå ρi è gi. Ïóñòü z ∈ Li. Íàïîìíèì, ÷òî

ìû õîòèì îïðåäåëèòü gi ïî ôîðìóëå (5.2). Äëÿ ïðîñòîòû ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî f(z) = 0. Òîãäà φ(0) = 0 è èç ëåììû Àäàìàðà
ïîëó÷àåì, ÷òî φ(s) = s · φ̄(s) äëÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè
φ̄(s) òàêîé, ÷òî φ̄(0) = φ′(0) > 0.

Òåïåðü Ëåììà 3.4.2, ñì. (3.4), ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå
φ ◦ f = f ◦ Gi(x, ρi(x))

ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
f(x) · φ̄(f(x)) = f(x) · eερi(x).

Îòêóäà
(5.5) ρi(x) = ε ln φ̄(f(x)).

Òàêèì îáðàçîì, ρi è gi ãëàäêèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ′
i

ìíîæåñòâà Li. Ïðîâåðèì, ÷òî gi � äèôôåîìîðôèçì, ò.å. ÷òî
Gi.ρi(z) > −1. Çàìåòèì, ÷òî

Gi.ρi = G.(ε ln φ̄(f)) =
εφ̄′t(f)
φ̄(f)

G.f =
εφ̄′t(f)
φ̄(f)

f.

Òàê êàê f(z) = 0, òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Gi.ρi(z) = 0 > −1.
Ñëåäîâàòåëüíî, gi � äèôôåîìîðôèçì â îêðåñòíîñòè z.
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Øàã 3. Ñîãëàñîâàííîñòü hi è gi. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
gi = hi íà U+

i è gi = hi−1 íà U−
i .

Âîçüìåì òî÷êó z ∈ U+
i . Òîãäà φ ◦ f = f ◦ hi(z) = f ◦ gi(z).

Äðóãèìè ñëîâàìè:
f ◦ Hi(z, σi(z)) = f ◦ Gi(z, ρi(z)).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà âäîëü òðàåêòîðèé ïîòîêà
Hi, à òàêæå âäîëü òåõ òðàåêòîðèé ïîòîêà Gi, êîòîðûå íå ëåæàò
â Li. Òàê êàê Gi(z, t) = Hi(z, t) íà U+

i , òî σi(z) = ρi(z) è
gi(z) = Gi(z, ρi(z)) = Hi(z, σi(z)) = hi(z).

Àíàëîãè÷íî, èç òîãî, ÷òî Gi(z, t) = Hi−1(z,−t) íà U−
i ñëåäóåò,

÷òî ρi(z) = −σi−1(z) è gi(z) = Gi(z, ρi(z)) = Hi−1(z, ρi−1(z)) =
hi−1(z). Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå φ 7→ h åñòü îòîá-
ðàæåíèå θ : De

P → DM òàêîå, ÷òî (θ(φ), φ) ∈ SMP (f). Îñòàåòñÿ
äîêàçàòü ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå 5.1.4. θ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ1, φ2 ∈ De

P , φ0 = φ1 ◦ φ2, θk = θ(φk),
k = 0, 1, 2. Íóæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äèôôåîìîðôèçì θ̂ = θ1◦θ2◦
θ−1
0 ñîâïàäàåò idM .
Çàìåòèì, ÷òî θ̂ ∈ SM (f). Äåéñòâèòåëüíî, èç φk ◦ f = f ◦ θk,

ïîëó÷àåì, ÷òî
f ◦ θ1 ◦ θ2 ◦ θ−1

0 = φ1 ◦ φ2 ◦ φ−1
0 ◦ f = f.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî θ̂ ∈ SM (f) è, ïîýòîìó, îñòàâëÿåò èíâà-
ðèàíòíûì êàæäîå ìíîæåñòâî óðîâíÿ f . Ïóñòü z ∈ Vi è ïóñòü
ωz åå òðàåêòîðèÿ îòíîñèòåëüíî ïîòîêà Hi. Èç ïîñòðîåíèÿ θk

âûòåêàåò, ÷òî ýòîò äèôôåîìîðôèçì ñîõðàíÿåò òðàåêòîðèè ωz

(k = 0, 1, 2), ïîýòîìó, òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è θ̂. Ñëåäî-
âàòåëüíî, θ̂ òàêæå ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèå z = f−1f(z) ∩ γz, ò.å.
θ̂(z) = z. Òàêèì îáðàçîì, θ̂ òîæäåñòâåíåí íà M \ L.

Åñëè z ∈ Li, òî θk(x) = Gi(x, ρk
i (x)) äëÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé

ôóíêöèè ρk
i , k = 0, 1, 2. Íî èç (5.5) âûòåêàåò, ÷òî ρk

i ïîñòîÿííà
íà Li òàêæå êàê è f . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî θ̂ òîæäåñòâåíåí è íà
Li. ¤
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Óòâåðæäåíèå 5.1.5. Îòîáðàæåíèå θ : De
P → DM íåïðåðûâíî

â C∞-òîïîëîãèÿõ ýòèõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ôîðìóë (5.2),
(5.3) è (5.5). Äåòàëè ìû îïóñêàåì. ¤

5.2. Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 5.0.3. Íàïîìíèì, ÷òî
èç óñëîâèé Ïðåäëîæåíèÿ 5.0.3, ò.å. n = 0, âûòåêàåò, ÷òî ìíî-
ãîîáðàçèå M çàìêíóòî, P = S1, à îòîáðàæåíèå f : M → S1

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì. Ïîêàæåì, ÷òî
p(SMS1(f)) = D+

S1 .
Ïóñòü H � âåêòîðíîå ïîëå ãðàäèåíòà f (â íåêîòîðîé ìåòðè-

êå íà M), è H � ïîòîê ïîðîæäåííûé H. Òîãäà H.f > 0 íà âñåì
M . Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî φ ∈ D+

S1 ñóùåñòâóåò ãëàä-
êàÿ ôóíêöèÿ σ : M → R òàêàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå h : M → M
îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå h(x) = H(x, σ(x)) ÿâëÿåòñÿ äèôôåî-
ìîðôèçìîì è φ ◦ f = f ◦ h.

×òîáû ïîñòðîèòü σ, çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ èçîòîïèÿ
φt : S1 → S1, ÷òî φ0 = idS1 è φ1 = φ. Âîçüìåì òî÷êó x ∈
M è ðàññìîòðèì ïóòü γ : [0, 1] → S1 îáðàçà f(x) ýòîé òî÷êè
ïîä äåéñòâèåì èçîòîïèè φt, ò.å. γ(t) = φt(f(x)). Òàê êàê f �
ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ïîäíÿòèå ω : [0, 1] → M ïóòè γ â M , êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå
x è ñîäåðæèòñÿ â òðàåêòîðèè òî÷êè x îòíîñèòåëüíî H. Òàêèì
îáðàçîì, ω(0) = x, f(ω(x)) = γ(t) = φt(f(x)).

Ïóñòü σ(x) � âðåìÿ âäîëü òðàåêòîðèè ω îòíîñèòåëüíî H è
h(x) = H(x, σ(x)). Òîãäà, êàê è íà Øàãå 2 Ëåììû 5.1.3, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî σ è H ãëàäêèå.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå σ è h çàâèñèò îò èçîòîïèè φt. Òàê
êàê ãðóïïà D+

S1 íå ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìîé, òî íåâîçìîæíî âû-
áðàòü h íåïðåðûâíî çàâèñÿùèì îò φ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî f � òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå, ò.å.
M = N × S1 è f : N × S1 → S1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
f(x, s) = s. Òîãäà ãîìîìîðôèçì θ : D+

S1 → DM ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ïî ôîðìóëå θ(φ)(x, s) = (x, φ(s)). Ïðè ýòîì φ ◦ f(x, s) =
φ(s) = f ◦ θ(φ)(x, s).
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Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
θ : D+

S1 → DM , ÷òî φ ◦ f = f ◦ θ(φ). Ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî θ(idS1) = idM . Ïóñòü φt : S1 → S1 � �âðàùåíèå�
S1: φt(s) = s + t mod 1. Ýòà èçîòîïèÿ èíäóöèðóåò èçîòîïèþ
ht = θ(φt) ìíîãîîáðàçèÿ M (îòìåòèì, ÷òî à ïðèîðè ht ÿâëÿåòñÿ
òîëüêî íåïðåðûâíûì, íî ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òðèâèàëüíîñòè f). Òàê êàê φ0 = φ1 = idP , ìû òàêæå ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî h0 = θ(φ0) = θ(φ1) = h1.

Îáîçíà÷èì N = f−1(0). Òîãäà ht èíäóöèðóåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå q : N×S1 → M îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå q(x, s) =
hs(x). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî q � ãîìåîìîðôèçì. Áîëåå òîãî,
êîìïîçèöèÿ N × S1 q−−→ M

f−−→ S1 èìååò âèä:
f ◦ q(x, s) = f ◦ hs(x) = φs ◦ f(x) = f(x) + s = 0 + s = s.

Òàêèì îáðàçîì, îíà ñîâïàäàåò ñ ïðîåêöèåé N × S1 → S1. Ñëå-
äîâàòåëüíî, f îïðåäåëÿåò òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå. ¤

6. Ïðîñòðàíñòâà D[1,n]
R /DeR è D+

S1/De
S1.

Íàäåëèì ãðóïïû DR è D+
S1 ñîîòâåòñòâóþùèìè ñèëüíûìè Cr-

òîïîëîãèÿìè Óèòíè äëÿ êàêîãî-íèáóäü r = 0, 1, . . . ,∞. Ýòè òî-
ïîëîãèè èíäóöèðóþò íåêîòîðûå òîïîëîãèè íà D[1,n]

R , DeR, De
S1 ,

à òàêæå íà ïðîñòðàíñòâàõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ D[1,n]
R /DeR è

D+
S1/De

S1 .

Ëåììà 6.0.1. Ãðóïïû D[1,n]
R , DeR è De

S1 äëÿ n ≥ 1 ñòÿãèâàåìû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòÿãèâàíèå êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï çàäàåòñÿ
ñòàíäàðòíîé ôîðìóëîé: H(φ, t)(x) = (1− t)x + tφ(x). ¤

Òåîðåìà 6.1. Ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû

D[1,n]
R /DeR ≈ Rn−2 è D+

S1/De
S1 ≈ S1 × Rn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé P = R. Ïóñòü q : D[1,n]
R → D[1,n]

R /DeR
� åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïîäìíîæå-
ñòâî â Rn−2:
∆n−2 = {(x2, . . . , xn−1) ∈ Rn−2 | 1 < x2 < x3 < · · · < xn−2 < n}.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ∆n−2 îòêðûòî, âûïóêëî è, ñëåäîâàòåëüíî, äèô-
ôåîìîðôíî Rn−2. Ìû ïîêàæåì, ÷òî D[1,n]

R /DeR êàíîíè÷åñêè ãî-
ìåìîðôíî ∆n−2.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ e : D[1,n]
R → ∆n−2 îïðå-

äåëåííîå ïî ôîðìóëå e(φ) =
(
φ(2), . . . , φ(n− 1)

)
äëÿ φ ∈ D[1,n]

R .
Î÷åâèäíî, ÷òî îíî èíäóöèðóåò òàêóþ áèåêöèþ c : D[1,n]

R /DeR →
∆n−2, ÷òî

e = c ◦ q : D[1,n]
R

q−−−−→ D[1,n]
R /DeR

c−−−−→ ∆n−2.

Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî c ÿâëÿåòñÿ ãîìåìîðôèçìîì âî âñåõ
Cr-òîïîëîãèÿõ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî e íåïðåðûâíî â C0-òîïîëîãèè
(C0-íåïðåðûâíî). Ïîýòîìó îíî íåïðåðûâíî âî âñåõ Cr-òîïîëî-
ãèÿõ äëÿ r = 1, . . . ,∞. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôàêòîð-òîïîëîãèè
íà D[1,n]

R /DeR ïîëó÷àåì, ÷òî c òàêæå Cr-íåïðåðûâíî äëÿ r =
0, . . . ,∞.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî e äîïóñêàåò ñå÷åíèå s : ∆n−2 → D[1,n]
R êî-

òîðîå Cr-íåïðåðûâíî äëÿ âñåõ r = 0, . . . ,∞. Îòñþäà áóäåò ñëå-
äîâàòü, ÷òî c−1 = e ◦ s, à çíà÷èò, è c � Cr-ãîìåîìîðôèçìû.

Ðàññìîòðèì äðóãîå ïîäìíîæåñòâî â Rn:
∆n = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 < x1 < x2 < · · · < xn < n + 1}.

Åãî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäìíîæåñòâîì {1}×∆n−2 ×{n} â
∆n.
Ëåììà 6.1.1. Ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ u : ∆n × R → R
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) u′t(x1, . . . , xn, t) > 0 äëÿ âñåõ (x1, . . . , xn, t) ∈ ∆n × R;
(2) u(x1, . . . , xn, t) = t äëÿ t ≤ 0 è t ≥ n + 1;
(3) u (x1, . . . , xn, k) = xk äëÿ k = 1, 2, . . . , n.
(4) u (1, 2, . . . , n, t) = t äëÿ t ∈ R.
Èç ýòîé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ u èíäóöèðóåò ñå÷åíèå

s : ∆n−2 → D[1,n]
R îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå:

(6.1) s(x2, . . . , xn−1)(t) = u(1, x2, . . . , xn−1, n, t).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (2), äèôôåîìîðôèçìû s(x2, . . . , xn−1)
íåïîäâèæíû âíå [0, n + 1]. Ïîýòîìó u ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé, à s áóäåò íåïðåðûâíûì âî âñåõ Cr-òîïîëîãèÿõ.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x = (x2, . . . , xn−1) ∈ ∆n−2, ε : M →
(0,∞) � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è Bε �
áàçèñíàÿ îêðåñòíîñòü φ â íåêîòîðîé Cr-òîïîëîãèè ñîñòîÿùàÿ
èç òàêèõ ψ ∈ D[1,n]

R , ÷òî
r∑

i=0
‖Dks(x)(z) − Dkψ(z)‖ < ε(z) äëÿ

âñåõ z ∈ M .
Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè u âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå

òàêîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè x â ∆n, ÷òî
r∑

i=0

|Dks(x)(z)−Dks(y)(z)| < ε(z)

äëÿ âñåõ y ∈ V è z ∈ M . Òàêèì îáðàçîì, s(V ∩∆n−2) ⊂ Bε, îò-
êóäà s ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â Cr-òîïîëîãèè äëÿ âñåõ r < ∞.
Ïîýòîìó îíî òàêæå íåïðåðûâíî â C∞-òîïîëîãèè. Ýòî äîêàçû-
âàåò ñëó÷àé R íàøåé òåîðåìû ïî ìîäóëþ Ëåììû 6.1.1. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 6.1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u óæå îïðå-
äåëåíà. Ïîëîæèì v = u′t. Òîãäà

(1′) v > 0;
(2′) v(x1, . . . , xn, t) = 1, äëÿ t 6∈ (0, n + 1);

(3′)
k+1∫
k

v(x1, . . . , xn, t)dt = xk+1 − xk;

(4′) v(1, 2, . . . , n, t) ≡ 1

è u(x, t) =
t∫
0

v(x, s)ds.
Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ v, óäîâëå-

òâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (1′)-(4′). Òîãäà (1)-(4) òàêæå áóäóò âû-
ïîëíÿòüñÿ.

Äëÿ êàæäîé ïàðû ÷èñåë a < b ∈ R ìû ñåé÷àñ îïðåäåëèì
òàêóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ qa,b(t, s) ≥ 0, ÷òî

(2′′) qa,b(t, s) = 0 äëÿ t 6∈ (a, b) è s ∈ R;
(3′′)

b∫
a

qa,b(t, s)dt = s− (b− a).

Òîãäà èç (3′′) è óñëîâèÿ qa,b(t, s) ≥ 0 ïîëó÷èì, ÷òî
(4′′) qa,b(t, b− a) = 0 äëÿ t ∈ R.
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Ñëåäîâàòåëüíî, v ìîæíî áóäåò îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå:

v(x1, . . . , xn, t) = 1 +
n∑

k=0

qk,k+1(t, xk+1 − xk) =

= 1+q0,1(t, x1) + q1,2(t, x2−x1) + · · · + qn,n+1(t, xn+1−xn).

Äåéñòâèòåëüíî, v > 0. Äàëåå, (2′) è (4′) âûòåêàþò ñîîòâåò-
ñòâåííî èç (2′′) è (4′′). Íàêîíåö, ïðîâåðèì (3′). Ïðè k = 0, . . . , n
ïîëó÷èì

k+1∫

k

v(x1, . . . , xn, t)dt
(2′′)
=

k+1∫

k

(1 + qk,k+1(t, xk+1 − xk)) dt
(3′′)
=

= (k + 1− k) + (xk+1 − xk − 1) = xk+1 − xk.

Èòàê, îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü qa,b ≥ 0 óäîâëåòâîðÿþùóþ (2′′) è
(3′′). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ãëàäêèå ôóíêöèè

α(t) =

{
1

b−a · e
− 1

(t−a)(b−t) , t ∈ (a, b)
0, t 6∈ (a, b),

β(t, c) = ec·α(t) − 1 è γ(c) =

b∫

a

β(t, c)dt.

Òîãäà γ(c) ãëàäêàÿ, lim
c→−∞ γ(c) = −(b − a), lim

c→+∞ γ(c) = +∞,
γ(0) = 0 è

γ′c(c) =

b∫

a

β′c(t, c)dt =

b∫

a

α(t)ec·α(t)dt > 0.

Òàêèì îáðàçîì, γ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì R íà
(−(b−

a), +∞)
.

Ïóñòü γ−1 :
(−(b− a),∞) → R � îáðàòíûé ê γ äèôôåîìîð-

ôèçì. Òîãäà ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò (2′′) è (3′′):

qa,b(t, s) = β(t, γ−1(s− (b− a))).
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Äåéñòâèòåëüíî, âûïîëíåíèå (2′′) î÷åâèäíî. Ïðîâåðèì (3′′):
b∫

a

qa,b(t, s)dt =

b∫

a

β(t, γ−1(s− (b− a)))dt =

= γ
(
γ−1(s− (b− a))

)
= s− (b− a). ¤

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé P = S1. Íàïîìíèì, ÷òî n-å êîíôè-
ãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî S1 ýòî ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî

Fn(S1) = {(x1, . . . , xn) ∈ Tn | xi 6= xj for i 6= j}
n-ìåðíîãî òîðà Tn = S1 × · · · × S1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fn(S1) ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó Fn(S1) ñîäåð-
æàùóþ òî÷êó (1, . . . , n). Ïóñòü òàêæå

∆n−1 = {(x2, . . . , xn) ∈ Rn−1 | 0 < x2 < x3 < · · · < xn < n}.
Òîãäà ∆n−1 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì
Rn−1. Ïîýòîìó îíî äèôôåîìîðôíî Rn−1.

Ëåììà 6.1.2. Fn(S1) äèôôåîìîðôíî ∆n−1 × S1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì îêðóæ-
íîñòü S1 êàê R/nZ. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ξ : Fn(S1) →
∆n−1 × S1 îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

ξ(x1, . . . , xn−1, xn) =
(
x1 − xn, . . . , xn−1 − xn, [xn]

)
.

Çäåñü âñå ðàçíîñòè áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ n, à [x] îçíà÷àåò x mod n.
Òàê êàê xa 6= xa′ äëÿ a 6= a′, òî ξ êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Çà-
ìåòèì òàêæå, ÷òî ξ(1, . . . , n − 1, n) = (1, . . . , n − 1, [n]). Î÷å-
âèäíî, ÷òî ξ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå îáëàäàþùåå ñå÷åíèåì s :
∆n−1×S1 → Fn(S1), s(t1, . . . , tn−1, x) = (t1 +x, . . . , tn−1 +x, x).
Òàê êàê ∆n−1 × S1 ñâÿçíî, òî ξ èíäóöèðóåò äèôôåîìîðôèçì
ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Fn(S1) ñîäåðæàùåé òî÷êó (1, . . . , n), ò.å.
Fn(S1), íà ∆n−1 × S1. ¤

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ e : D+
S1 → Fn(S1) çà-

äàííîå ïî ôîðìóëå:
(6.2) e(φ) = (φ(1), . . . , φ(n)) , φ ∈ D+

S1 .
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Òàê êàê ãðóïïà D+
S1 ñâÿçíà, òî îáðàç e(D+

S1) ñîâïàäàåò ñ Fn(S1),
ò.å. ñî ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ïðîñòðàíñòâà Fn(S1) ñîäåðæàùåé
òî÷êó e(idS1) = (1, . . . , n).

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå P = R, îòîáðàæåíèå e ïîñòîÿííî íà
ñìåæíûõ êëàññàõ D+

S1 ïî De
S1 è èíäóöèðóåò òàêóþ íåïðåðûâ-

íóþ áèåêöèþ ẽ : D+
S1/De

S1 → Fn(S1), ÷òî

e = ẽ ◦ q : D+
S1

q−−−−→ D+
S1/De

S1

ee−−−−→ Fn(S1).

Çäåñü q � ôàêòîð-îòîáðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîêà-
çàòü, ÷òî ẽ � ãîìåîìîðôèçì, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî êîì-
ïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé ξ ◦ ẽ : D+

S1/De
S1 → ∆n−1 × S1 ÿâëÿåòñÿ

ãîìåîìîðôèçìîì âî âñåõ òîïîëîãèÿõ Óèòíè.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ:

E = ξ ◦ ẽ ◦ q : D+
S1

q−−→ D+
S1/De

S1
ee−−→ Fn(S1)

ξ−−→ ∆n−1 × S1

Òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äîñòàòî÷íî íàéòè íåïðå-
ðûâíîå ñå÷åíèå s : ∆n−1 × S1 → D+

S1 îòîáðàæåíèÿ E.
Ïóñòü u : ∆n−1 × R → R � ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ â Ëåì-

ìå 6.1.1, íî äëÿ n− 1, à íå äëÿ n. Òîãäà u îòîáðàæàåò ∆n−1 ×
[0, n] íà [0, n] òàê, ÷òî u(x, 0) = 0 è u(x, n) = n äëÿ âñåõ x ∈
∆n−1. Ñëåäîâàòåëüíî, u èíäóöèðóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,
ω : ∆n−1 × S1 → S1 ïîëó÷àþùååñÿ ôàêòîðèçàöèåé [0, n] íà S1

ïðè ïîìîùè ñêëåéêè êîíöîâ 0 è n.
Áîëåå òîãî, u′t(x, 0) = u′t(x, n) = 1 è u

(s)
t (x, 0) = u

(s)
t (x, n) = 0

äëÿ s ≥ 2 è x ∈ ∆n−1. Ïîýòîìó, ω ïðèíàäëåæèò êëàññó C∞.
Òåïåðü íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå s : ∆n−1 × S1 →
D+

S1 îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé:

(6.3) s(x1, . . . , xn−1, t)(τ) = ω(x1, . . . , xn−1, τ) + t mod n

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì E. Òåîðåìà 6.1 äîêàçàíà. ¤

6.2. Öèêëè÷åñêîå äåéñòâèå íà Fn(S1). Ðàññìîòðèì äåéñò-
âèå ãðóïïû Zn íà Fn(S1) ïîðîæäåííîå öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì
ν : Fn(S1) → Fn(S1) êîîðäèíàò:

ν(x1, . . . , xn) = (x2, . . . , xn, x1).
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî äåéñòâèå ñâîáîäíî è ν(Fn(S1)) = Fn(S1).
Êðîìå ýòîãî, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ν ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ
Fn(S1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n íå÷åòíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = cd è ïóñòü Zc � öèêëè÷åñêàÿ ïîä-
ãðóïïà ïîðÿäêà c â Zn ïîðîæäåííàÿ νd.
Ëåììà 6.2.1. Åñëè n � ÷åòíî, à d = n/c � íå÷åòíî, òî
Fn(S1)/Zc äèôôåîìîðôíî �ñêðó÷åííîìó� ïðîèçâåäåíèþ

Fn(S1)/Zc ≈ ∆n−1 ×̃S1,

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, Fn(S1)/Zc ≈ ∆n−1 × S1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî νd îáðà-
ùàåò îðèåíòàöèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ÷åòíî, à d �
íå÷åòíî. ¤

7. Èñêëþ÷èòåëüíûå çíà÷åíèÿ
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ C∞(M,P ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(V). Êàæäîìó g ∈ OMP (f) ìû ñåé÷àñ ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî
åãî èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé è äàäèì óñëîâèå, êîãäà ýòî ñî-
îòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Åñëè P = R, òî äëÿ êàæäîãî g ∈ OMR(f) óïîðÿäî÷åííîå ïî
âîçðàñòàíèþ ìíîæåñòâî åãî èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó â

∆n−2 ≡ {1} ×∆n−2 × {n} ⊂ ∆n,

ò.ê. ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ (1 è n) íåïîäâèæ-
íû îòíîñèòåëüíîDMR. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì êîððåêòíî
îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå

k : OMR(f) → ∆n−2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P = S1. Òîãäà èñêëþ÷èòåëüíûå çíà÷åíèÿ
f óïîðÿäî÷åíû öèêëè÷åñêè. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî èñêëþ÷èòåëü-
íûõ çíà÷åíèé g ∈ OMS1(f) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷êó [g]
â ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå Fn(S1)/Zn. Îòìåòèì, ÷òî ìû äåéñòâóåì
ñâÿçíîé ãðóïïîé D+

S1 , ïîýòîìó [g] ïðèíàäëåæèò ñâÿçíîé êîìïî-
íåíòå Fn(S1)/Zn, ñîäåðæàùåé êëàññ ìíîæåñòâà 1, . . . , n èñêëþ-
÷èòåëüíûõ f . Ýòà ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åñòü Fn(S1)/Zn. Òàêèì
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îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå:

k : OMS1(f) → Fn(S1)/Zn.

Ïî Ëåììå 6.2.1 Fn(S1)/Zn äèôôåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó S1 ×
∆n−1 äëÿ ÷åòíûõ n è ïðîñòðàíñòâó S1×̃∆n−1 äëÿ ÷åòíûõ n.

Ìû äàäèì çäåñü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ äëÿ íåïðåðûâíîñòè
k. Êðîìå òîãî, ìû ïîêàæåì, ÷òî áåç ýòîãî óñëîâèÿ íåïðåðûâ-
íîñòü k ìîæåò íàðóøàòüñÿ äàæå â C∞-òîïîëîãèè OMP (f).

Ëåììà 7.0.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé êðèòè÷åñêèé óðî-
âåíü f ñîäåðæèò ëèáî ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ∂M ëèáî ñóùå-
ñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó. Òîãäà k íåïðåðûâíî â èíäóöè-
ðîâàííîé C∞-òîïîëîãèè îðáèòû OMP (f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåïðåðûâíîñòü k â
òî÷êå f . Âîçüìåì ε ∈ (0, 1/3) è îêðåñòíîñòü W =

n∪
i=1

(i−ε, i+ε)

ìíîæåñòâà èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f . Íåîáõî-
äèìî íàéòè òàêóþ C∞-îêðåñòíîñòü U ôóíêöèè f â C∞(M,P ),
÷òî k(U ∩ OMP (f)) ⊂ W .

Äëÿ i = 1, . . . , n îáîçíà÷èì ÷åðåç Ci = Σf ∩f−1(i) ìíîæåñòâî
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê f ïðèíàäëåæàùèõ i-ìó èñêëþ÷èòåëüíîìó
ìíîæåñòâó óðîâíÿ f . Î÷åâèäíî, Ci ∩ Cj = ∅ äëÿ i 6= j. Êðîìå
òîãî, Ci ïóñòî òîãäà è òîëüêî, êîãäà i ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì, íî
íå êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì f .

Çàôèêñèðóåì íà M êàêóþ-íèáóäü ðèìàíîâó ìåòðèêó. Òîãäà
äëÿ êàæäîãî g ∈ C∞(M, P ) ìîæíî îïðåäåëèòü íîðìó äèôôå-
ðåíöèàëà ‖dg(x)‖. Çàìåòèì, ÷òî ‖df‖ = 0 íà Ci. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóþò òàêîå δ > 0 è, äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n, òàêàÿ êîì-
ïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü Vi ìíîæåñòâà Ci, ÷òî

• Vi = ∅ ïðè óñëîâèè, ÷òî Ci = ∅;
• ‖df‖ > δ íà M \ V , ãäå V =

n∪
i=1

Vi è
• Vi ∩ Vj = ∅ äëÿ i 6= j.

Ïóñòü Λ � ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé f , íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ãðàíè÷íûìè. Åñëè i ∈ Λ, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ íàéäåò-
ñÿ ñóùåñòâåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà zi ∈ Ci ⊂ Vi. Ïîýòîìó äëÿ
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îêðåñòíîñòè Vi ìîæíî íàéòè òàêóþ îêðåñòíîñòü Ui îòîáðàæå-
íèÿ f â C∞(M, P ), ÷òî êàæäîå g ∈ Ui èìååò êðèòè÷åñêóþ òî÷êó
â Vi.

Ïóñòü åùå U0 � C1-îêðåñòíîñòü f â C∞(M,P ), ñîñòîÿùàÿ èç
òàêèõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, ÷òî

(i) ‖dg‖ > δ íà M \ V , è
(ii) |f − g| < ε.
Îáîçíà÷èì U = U0 ∩

( ∩
i∈Λ

Ui

)
. Òîãäà k(U ∩ OMP (f)) ⊂ W .

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî g ∈ U ∩ OMP (f). Íóæíî
ïîêàçàòü, ÷òî i-å èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå g îòëè÷àåòñÿ îò i
ìåíüøå ÷åì íà ε. Òàê êàê g èìååò ðîâíî n èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà-
÷åíèé, òî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî êàæäûé èíòåðâàë âèäà
(i−ε, i+ε) äëÿ i = 1, . . . , n ñîäåðæèò èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå
g.

Èç (i) ïîëó÷àåì, ÷òî g ìîæåò èìåòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè òîëü-
êî â V . Åñëè i ∈ Λ, òî, ïî ïîñòðîåíèþ Ui, îòîáðàæåíèå g èìååò
êðèòè÷åñêóþ òî÷êó â Vi.

Áîëåå òîãî, èç (ii) âûòåêàåò, ÷òî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ g íà
ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ ∂M îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà-
÷åíèé f ìåíüøå ÷åì íà ε. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èíòåðâàë
(i − ε, i + ε) äëÿ i = 1, . . . , n ñîäåðæèò èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷å-
íèå g. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

7.1. Ïðèìåð ôóíêöèè äëÿ êîòîðîé k íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì. Ïóñòü f : R → R � ãëàäêàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
èìåþùàÿ äâå ïëîñêèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè a < b, ò.å. f (r)(a) =
f (r)(b) = 0 äëÿ âñåõ r ≥ 1.

Ïóñòü Ua è Ub � äâå äèçúþíêòíûå ε-îêðåñòíîñòè òî÷åê a è
b è íåêîòîðîãî ε > 0, U � îêðåñòíîñòü îòðåçêà [a, b] è 0 < δ <
1
3(f(b)− f(a)).
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü V ôóíêöèè f â C∞(R),

ñîñòîÿùóþ èõ òàêèõ ôóíêöèé g, äëÿ êîòîðûõ

‖g − f‖r
U

= sup
x∈U

r∑

i=0

|g(r)(x)− f (r)(x)| < δ.
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Ðèñ. 4

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî V ñîäåðæèò òàêóþ ôóíêöèþ g = φ ◦ f ◦
h−1 ∈ OMR(f), ãäå φ è h � äèôôåîìîðôèçìû R, ÷òî h(a) ∈ Ub,
h(b) = b, g ◦ h(a) = φ ◦ f(a) ∈ (f(b) − δ, f(b) + δ) è g ◦ h(b) =
φ ◦ f(b) = f(b).

Ãðàôèê òàêîé ôóíêöèè g ïîêàçàí â ïðàâîé ÷àñòè Ðèñ. 4.
Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà a ìîæåò áûòü óíè-
÷òîæåíà ïðîèçâîëüíî ìàëûì øåâåëåíèåì f â ëþáîé Cr-òîïî-
ëîãèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì �ñîçäàòü� êðèòè÷åñêóþ
òî÷êó ýêâèâàëåíòíóþ a â ïðîèçâîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè b. Âñå ýòî ìîæíî ïðîäåëàòü ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèÿ f òàê,
÷òîáû ‖g − f‖r

U
< δ.

Òàêèì îáðàçîì, îáà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ g ◦ h(a) è g ◦ h(b)
ôóíêöèè g ïðèíàäëåæàò Ub, ò.å. ðàññòîÿíèå â R2 òî÷êàìè (g ◦
h(a), g ◦ h(b)) è (f(a), f(b)) áîëüøå δ.

Òàê êàê ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0, òî k íå
ìîæåò áûòü íåïðåðûâíûì â Cr-òîïîëîãèè íè äëÿ êàêîãî r ≥ 0.
Ïîýòîìó îíî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â C∞-òîïîëîãèè.

8. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.5
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ C∞(M, P ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(J) è (V), à òàêæå, ÷òî êàæäûé êðèòè÷åñêèé óðîâåíü f ñî-
äåðæèò ëèáî ñóùåñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó, ëèáî ñâÿçíóþ
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êîìïîíåíòó ∂M . Ïî Ëåììå 7.0.1 ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå âëå-
÷åò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ k ñîîòíîñÿùåãî êàæäîìó g ∈
OMP (f) åãî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷å-
íèé.

8.1. Ñëó÷àé R. Çàìåòèì, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììó-
òàòèâíà:
SM (f) −−−−→ DM −−−−→ DM/SM (f) −−−−→ OM (f)y

y
y

y
SMR(f) −−−−→ DMR −−−−→ DMR/SMR(f) −−−−→ OMR(f)

p

y
y

y k

y
DeR −−−−→ D[1,n]

R
q−−−−→ D[1,n]

R /DeR
c−−−−→ ∆n−2

Çäåñü c � ãîìåîìîðôèçì, ïðàâûå âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè � íå-
ïðåðûâíûå áèåêöèè, êàæäàÿ âåðõíÿÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà �
âëîæåíèå, à êàæäàÿ ëåâàÿ âåðòèêàëüíàÿ � îòîáðàæåíèå �íà�.

Ñëó÷àé P = R Òåîðåìû 1.5 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû:

Ëåììà 8.1.1. Ïóñòü f ∈ C∞(M,R) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (V).
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

(1) îòîáðàæåíèå k : OMR(f) → ∆n−2 íåïðåðûâíî è ñóùå-
ñòâóþò

(2) ñå÷åíèå s : ∆n−2 → D[1,n]
R îòîáðàæåíèÿ c ◦ q (ñì. Ëåì-

ìó 6.1.1) è
(3) ñå÷åíèå ïðîåêöèè p, ò.å.òàêîé ãîìîìîðôèçì θ : DeR →

DM , ÷òî φ ◦ f = f ◦ θ(φ) (ñì. Ëåììó 5.0.1).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì OMR(f) ≈ OM (f)×∆n−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ:

sk = s ◦ k : OMR(f) k−−−−→ ∆n−2 s−−−−→ D[1,n]
R .

Òîãäà êàæäóþ ôóíêöèþ g ∈ OMR(f) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
g = sk(g) ◦ (

sk(g)−1 ◦ g
)
.

Óòâåðæäåíèå 8.1.2. sk(g)−1 ◦ g ∈ OM (f).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê g ∈ OMR(f), òî g ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå g = φ ◦ f ◦ h−1, ãäå φ ∈ D[1,n]

R è h ∈ DM .
Çàìåòèì, ÷òî sk(g)−1 ◦ φ ∈ DeR. Òîãäà èç Ïðåäëîæåíèÿ 5.0.2

ïîëó÷àåì

sk(g)−1 ◦ g =
(
sk(g)−1 ◦ φ

) ◦ f ◦ h−1 =

= f ◦ θ
[
sk(g)−1 ◦ φ

] ◦ h−1 ∈ OM (f). ¤
Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâ-

íû è âçàèìíî îáðàòíû:
β : OMR(f) → OM (f)×∆n−2, β(g) =

(
sk(g)−1 ◦ g , k(g)

)
,

α : OM (f)×∆n−2 → OMR(f), α(ψ, z) = s(z) ◦ ψ,

ãäå g ∈ OMR(f), ψ ∈ OM (f) è z ∈ ∆n−2. ¤

8.2. Ñëó÷àé P = S1, n = 0. Èòàê, f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâè-
àëüíûì ðàññëîåíèåì íàä S1. Î÷åâèäíî, ÷òî OM (f) ⊂ OMS1(f).
Îáðàòíî, ïóñòü g = φ◦f ◦h−1 ∈ OMS1(f) äëÿ φ ∈ D+

S1 è h ∈ DM .
Òîãäà ïî Ïðåäëîæåíèþ 5.0.3 äëÿ φ ñóùåñòâóåò òàêîé äèôôåî-
ìîðôèçì h1, ÷òî φ◦f = f ◦h1, îòêóäà g = f ◦h1 ◦h−1 ∈ OM (f).
Òàêèì îáðàçîì, OM (f) = OMS1(f).

8.3. Ñëó÷àé P = S1, n ≥ 1. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
τ : DMS1 → OMS1(f)× Fn(S1)

ïî ôîðìóëå
τ(h, φ) =

(
φ ◦ f ◦ h−1; φ(1), . . . , φ(n)

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî îíî íåïðåðûâíî. Áóäåì îáîçíà÷àòü îáðàç τ ÷åðåç
ÕMS1(f):

ÕMS1(f) := τ(DMS1) ⊂ OMS1(f)× Fn(S1).

Ïóñòü p1 : ÕMS1(f) → OMS1(f) � îãðàíè÷åíèå ñòàíäàðòíîé
ïðîåêöèè OMS1(f)× Fn(S1) → OMS1(f) íà ÕMS1(f).

Íàïîìíèì, ÷òî Zn äåéñòâóåò Fn(S1) öèêëè÷åñêèìè ñäâèãàìè
êîîðäèíàò:

ν · {xa} = {xa+1},
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ãäå äëÿ ïðîñòîòû (x1, . . . , xn) ∈ Fn(S1) îáîçíà÷åíî ÷åðåç {xa}.
Ýòî äåéñòâèå, âìåñòå ñ òðèâèàëüíûì äåéñòâèåì íà OMS1(f),
äàåò äåéñòâèå Zn íà OMS1(f)× Fn(S1).

Ïî Òåîðåìå 1.3 p(SMS1(f))/De
S1 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà íåêî-

òîðîãî ïîðÿäêà c äåëÿùåãî n. Îáîçíà÷èì d = n/c è îïðåäåëèì
φ̄ ∈ D+

S1 ïî ôîðìóëå

(8.1) φ̄(z) = z + d mod n.

Ïóñòü åùå Zc � ïîäãðóïïà â Zn ïîðîæäåííàÿ νd.

Ëåììà 8.3.1. ÕMS1(f) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
νd è p1 èíäóöèðóåò íåïðåðûâíóþ áèåêöèþ µ : ÕMS1(f)/Zc →
OMS1(f). Åñëè k íåïðåðûâíî, òî p1 � c-ëèñòíîå íàêðûòèå, à
µ � ãîìåîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî φ̄ ∈ p(SMS1(f)), ò.å.
(h̄, φ̄) ∈ SMS1(f) äëÿ íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà h̄ ∈ DM .

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê p(SMS1(f))/De
S1 ≈ Zc, òî ñóùåñòâóåò

òàêîå (h1, φ1) ∈ SMS1(f), ÷òî φ1(a) = a+d äëÿ âñåõ a = 1, . . . , n.
Òîãäà φ̄−1 ◦ φ1 ∈ De

S1 , îòêóäà

f = φ̄ ◦ φ̄−1 ◦ φ1 ◦ f ◦ h−1
1 = φ̄ ◦ f ◦ θ(φ̄−1 ◦ φ1) ◦ h−1

1︸ ︷︷ ︸
h̄−1

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (g, {xa}) ∈ ÕMS1(f), ò.å. ÷òî g = φ◦f ◦h−1

è φ(a) = xa äëÿ a = 1, . . . , n. Ïîêàæåì, ÷òî νd · (g, {xa}) =
(g, {xa+d}) òàêæå ïðèíàäëåæèò ÕMS1(f).

Ìû èìååì, ÷òî

g = φ ◦ f ◦ h−1 = φ ◦ φ̄ ◦ f ◦ h̄−1 ◦ h−1.

Áîëåå òîãî, φ◦ φ̄(a) = φ(d+a) = xd+a. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèâ
φ̂ = φ ◦ φ̄ è ĥ = h ◦ h̄, ïîëó÷èì, ÷òî τ(ĥ, φ̂) = (g, {xd+a}), ò.å.
(g, {xd+a}) ïðèíàäëåæèò îáðàçó ÕMS1(f) ïðîåêöèè τ . Òàêèì
îáðàçîì, ÕMS1(f) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî Zc.

Òàê êàê ãðóïïà Zc êîíå÷íà, à åå äåéñòâèå ñâîáîäíî è p1-ýê-
âèâàðèàíòíî, òî ôàêòîð-îòîáðàæåíèå ÕMS1(f) → ÕMS1(f)/Zc
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ÿâëÿåòñÿ c-ëèñòíûì íàêðûòèåì. Áîëåå òîãî, ò.ê. p1 åñòü îòîá-
ðàæåíèå �íà�, òî p1 èíäóöèðóåò íåïðåðûâíóþ áèåêöèþ

µ : ÕMS1(f)/Zc → OMS1(f).

Íàêîíåö ïðåäïîëîæèì, ÷òî k íåïðåðûâíî. Íóæíî ïîêàçàòü,
÷òî p1 � ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü,
÷òî òàêèì æå ÿâëÿåòñÿ è µ, îòêóäà µ â äåéñòâèòåëüíîñòè ãî-
ìåîìîðôèçì. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî p1 îáëàäàåò íåïðå-
ðûâíûì ñå÷åíèåì, ò.å. äëÿ êàæäîãî (g, x) ∈ ÕMS1(f) ñóùåñòâó-
þò òàêèå îêðåñòíîñòü Ug ôóíêöèè g â OMS1(f) è íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå G : Ug → Fn(S1), ÷òî (g′, G(g′)) ∈ ÕMS1(f) è
G(g) = x.

Îòìåòèì, ÷òî ìû èìååì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:

Fn(S1) ν−−→ Fn(S1)/Zn
k←−− OMS1(f).

Ïóñòü (g, x) ∈ ÕMS1(f) è [x] = ν(x) � ñîîòâåòñòâóþùèé
êëàññ x â Fn(S1)/Zn. Òîãäà k(g) = [x]. Òàê êàê ν � íàêðû-
òèå, òî ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè x â Fn(S1) è
îêðåñòíîñòü V[x] êëàññà [x] â Fn(S1)/Zn, ÷òî ν ãîìåîìîðôíî
îòîáðàæàåò Ux íà V[x].

Ïîëîæèì Ug = k−1(V[x]). Òàê êàê k íåïðåðûâíî, òî Ug ÿâ-
ëÿåòñÿ îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ g. Òîãäà îòîáðàæåíèå ν−1 ◦ k :
Ug → Ux åñòü ëîêàëüíîå ñå÷åíèå p1. ¤

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîåêöèþ k2 : ÕMS1(f) ⊂ OMS1(f) ×
Fn(S1) → Fn(S1). Òàê êàê êîìïîçèöèÿ

k2 ◦ τ : DMS1
τ−→ OMS1(f)× Fn(S1) k2−→ Fn(S1).



52

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (h, φ) 7→ (
φ(1), . . . , φ(n− 1)

)
, òî ñëåäó-

þùàÿ äèàãðàììà îêàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé:

SM (f) −−−−→ DM −−−−→ DM/SM (f) −−−−→ OM (f)y
y

y
y

S̃MS1(f) −−−−→ DMS1 −−−−→ DMS1/S̃MS1(f) −−−−→ ÕMS1(f)

p

y
y

y k2

y
De

S1 −−−−→ D+
S1

q−−−−→ D+
S1/De

S1

c−−−−→ Fn(S1)

Çäåñü îïÿòü c � ãîìåîìîðôèçì, îñòàëüíûå ïðàâûå ãîðèçîí-
òàëüíûå ñòðåëêè � íåïðåðûâíûå áèåêöèè, âåðõíèå âåðòèêàëü-
íûå ñòðåëêè � âëîæåíèÿ, à íèæíèå âåðòèêàëüíûå � îòîáðà-
æåíèÿ �íà�.

Çàìåòèì, ÷òî
(1) k2 íåïðåðûâíî,
(2) c◦ q îáëàäàåò íåïðåðûâíûì ñå÷åíèåì s (Ëåììà 5.0.1), è
(3) p èìååò íåïðåðûâíîå ñå÷åíèå-ãîìîìîðôèçì Θ (Òåîðå-

ìà 1.3).
Òîãäà àðãóìåíòû, àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 8.1.1,
ïîêàçûâàþò, ÷òî âëîæåíèå

OM (f) ≡ OM (f)× (1, . . . , n) ⊂ ÕMS1(f)

ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà

α : OM (f)× Fn(S1) ≈ ÕMS1(f), α(g, x) = (s(x) ◦ g, x),

ãäå g ∈ OM (f) è x ∈ Fn(S1).
Íàïîìíèì, ÷òî ïî Ëåììå 8.3.1 OMS1(f) = ÕMS1(f)/Zc. Òàê

êàê Zc òðèâèàëüíî äåéñòâóåò íà OM (f), òî ìû ïîëó÷àåì ãîìåî-
ìîðôèçì:

OMS1(f) ≈ OM (f)× (Fn(S1)/Zc).

Òåïåðü îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü Ëåììó 6.2.1. Òåîðåìà 1.5 ïîëíîñòüþ
äîêàçàíà. ¤
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