
È. Þ. Âëàñåíêî
Ñ. È. Ìàêñèìåíêî
Å. À. Ïîëóëÿõ

Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû
â èçó÷åíèè

ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé
ìíîãîîáðàçèé

Êèåâ 2006





ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ
Â ÈÇÓ×ÅÍÈÈ
ÃÐÓÏÏ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ
ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ



Ì à ò å ì à ò è ê à ò à ¨ ¨ ç à ñ ò î ñ ó â à í í ÿ

Ãîëîâíèé ðåäàêòîð
À. Ì. Ñàìîéëåíêî

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè
Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè, Êè¨â

Ïðàöi Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè Òîì
Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè 61



Ñ Å Ê Ö I ß : Ãåîìåòðiÿ i òîïîëîãiÿ

È. Þ. Âëàñåíêî
Ñ. È. Ìàêñèìåíêî
Å. À. Ïîëóëÿõ

Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû
â èçó÷åíèè

ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé
ìíîãîîáðàçèé

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
Êè¨â 2006



ÓÄÊ 517.938.5, 517.91
ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ Â ÈÇÓ×ÅÍÈÈ ÃÐÓÏÏ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉÈ.Þ. Âëàñåí-
êî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ. // Òðóäû Èí-
ñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû. Ò. 61. / Êèåâ: Èí-ò
ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, 2006. � 338 ñ.

Êíèãà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ è
äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé ìåòîäàìè òîïîëîãèè è
òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Èçëîæåííûé ìàòåðèàë âêëþ÷àåò â ñåáÿ âîïðîñû ñâÿ-
çàííûå ñ èçâëå÷åíèåì êîðíåé èç ãîìåîìîðôèçìîâ, âëîæè-
ìîñòüþ ïîòîêîâ Ïîíòðÿãèíà â ïîâåðõíîñòè, à òàêæå ñ ãî-
ìîòîïè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ, ñî-
õðàíÿþùèõ îðáèòû âåêòîðíûõ ïîëåé.

Äëÿ ñïåöèàëèñòîâ, ðàáîòàþùèõ îáëàñòè â òîïîëîãèè,
òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è òåîðèè ôóíêöèé, à òàêæå
äëÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è âñåõ, èíòåðåñóþùèõñÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè ìíîãîîáðàçèé.

Ðåöåíçåíò:
äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð À. Â. Áîëñèíîâ,
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëî-
ìîíîñîâà

Óòâåðæäåíî ê ïå÷àòè ó÷åíûì ñîâåòîì
Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû

ISBN 966-02-2571-7
ISBN 966-02-4148-8

c© È. Þ. Âëàñåíêî
Ñ. È. Ìàêñèìåíêî
Å. À. Ïîëóëÿõ, 2006



Ïðåäèñëîâèå

Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ìíîãîîáðàçèé ëåæàò íà ñòûêå
íåñêîëüêèõ íàóê è íåñóò íà ñåáå ìíîãî ðàçëè÷íûõ ñòðóê-
òóð. Êðîìå àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû ýòè ãðóïïû îáëàäà-
þò �åñòåñòâåííûìè� òîïîëîãèÿìè. Ïðè ýòîì ãðóïïû äèô-
ôåîìîðôèçìîâ êîìïàêòíûõ ìíîãîáðàçèé ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü äàæå êàê áåñêîíå÷íîìåðíûå ãðóïïû Ëè. Ïîäãðóï-
ïû ãðóïï äèôôåîìîðôèçìîâ ÷àñòî âîçíèêàþò êàê ãðóï-
ïû àâòîìîðôèçìîâ ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð íà ìíîãîîáðàçè-
ÿõ, à ñàìè ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé åñòåñòâåííî äåéñòâó-
þò íà ïðîñòðàíñòâàõ îòîáðàæåíèé. Îñîáîå ìåñòî â òåîðèè
ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé çàíèìàþò èòåðàöèè, óñòîé÷èâîñòü
è òèïè÷íîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ è äèôôåîìîðôèçìîâ.

Öåëüþ äàííîé ìîíîãðàôèè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ðÿäà íî-
âûõ èíòåðåñíûõ òåì, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè ãðóïï ãî-
ìåîìîðôèçìîâ è äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé. Êíèãà
ñîñòîèò èç ïÿòè ãëàâ.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
èç òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó èíâàðèàíòàìè
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è èíâàðèàíòàìè åå ñòåïåíåé.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ãîìåîìîðôèçìàì êàíòîðîâîãî
ìíîæåñòâà è âëîæåíèÿì íàäñòðîåê íàä òàêèìè ãîìåîìîð-
ôèçìàìè â äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ñîäåðæèò íåáîëüøîé îáçîð ðåçóëüòà-
òîâ ïî ñòðóêòóðå ãðóïï äèôôåîìîðôèçìîâ è äèôôåîìîð-
ôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé.
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Â ïÿòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ äèôôåîìîðôèçìû, ñîõðàíÿ-
þùèå ñëîåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò
îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò îðáèòû âåêòîðíûõ ïî-
ëåé.

Àâòîðû âûðàæàþò ñâîþ ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü
À. Ì. Ñàìîéëåíêî çà ïîääåðæêó ýòîãî íàïðàâëåíèÿ â íà-
øåì èíñòèòóòå, À. Í. Øàðêîâñêîìó çà êîíñòðóêòèâíûå
ïðåäëîæåíèÿ, ïîçâîëèâøèå ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü ñîäåð-
æàíèå êíèãè, À. Â. Áîëñèíîâó çà âíèìàòåëüíîå èçó÷åíèå
äàííîé ðàáîòû è âàæíûå çàìå÷àíèÿ, Â. Ý. Ãîíòêîâñêîé çà
åå íåëåãêèé òðóä êàê ðåäàêòîðà, íàøèì äðóçüÿì è êîëëå-
ãàì Ä. Â. Áîëîòîâó, Ì. À. Ïàíêîâó è À. Î. Ïðèøëÿêó çà
ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

Â ïîñëåäíþþ ïî ñïèñêó, íî íå ïîñëåäíþþ ïî çíà÷åíèþ
î÷åðåäü, ìû õîòèì ïîáëàãîäàðèòü Â. Â. Øàðêî çà ïîñòî-
ÿííóþ ïîìîùü, ïîääåðæêó, ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ,
âíèìàíèå è èíòåðåñ ê íàøåé ðàáîòå.



ÃËÀÂÀ 1

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç
òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì.

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ ðåêîìåíäóåì ÷è-
òàòåëþ êíèãè K. Ñ. Ñèáèðñêîãî [34] è Ç. Íèòåöêè [25].

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → X
� ãîìåîìîðôèçì. Ïàðà (X, f) ÷àñòî íàçûâàåòñÿ (äèñêðåò-
íîé) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Of (x) òðàåêòîðèþ òî÷êè x ïîä äåé-
ñòâèåì f , ò.å. ìíîæåñòâî {fn(x)| n ∈ Z}. Ïóñòü òàêæå

O+
f (x) = {fn(x)| n ∈ Z+} è O−

f (x) = {fn(x)| n ∈ Z−}
îáîçíà÷àþò ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ ïîëóòðàåê-
òîðèè òî÷êè x ñîîòâåòñòâåííî.

1.1. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
Îïðåäåëåíèå 1.1. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæ-

íîé (ôèêñèðîâàííîé) òî÷êîé ãîìåîìîðôèçìà f , åñëè
f(x) = x. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê f áóäåò
îáîçíà÷àòüñÿ Fix (f).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé ïåðèîäà n äëÿ ãîìåîìîðôèçìà f , åñëè fn(x) = x è
fk(x) 6= x äëÿ k = 1, . . . , n − 1. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ òî÷åê f îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Per (f).

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X îïðåäåëèì åå ω-ïðåäåëüíîå
ωf (x) è α-ïðåäåëüíîå αf (x) ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî f ñ
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ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

ωf (x) =
⋂

N∈N

+∞⋃
n=N

fn(x) è αf (x) =
⋂

N∈N

+∞⋃
n=N

f−n(x).

Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî y ∈ ωf (x) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ni} ⊂ N,
÷òî lim

i→∞
Ni = +∞ è lim

i→∞
fNi(x) = y.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî
ωf (x) = αf−1(x).

Çà÷àñòóþ, êîãäà ïîíÿòíî î êàêîì ãîìåîìîðôèçìå èäåò
ðå÷ü, ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ f è îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâà
ωf (x) è αf (x) ÷åðåç ω(x) è α(x) ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà î÷åâèäíà.

Ëåììà 1.3. [34]. Ìíîæåñòâà α(x) è ω(x) � èíâàðè-
àíòíû è çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî f , à òàêæå ñîäåðæàò-
ñÿ â çàìûêàíèè Of (x) îðáèòû òî÷êè x. Â ÷àñòíîñòè, åñ-
ëè y ∈ ω(x), òî

α(y) ∪ ω(y) ⊂ Of (y) ⊂ ω(x).

Îáîçíà÷èì
Lim −(f) =

⋃
x∈M

α(x), Lim +(f) =
⋃

x∈M

ω(x),

Lim (f) = Lim −(f) ∪ Lim +(f).

Ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî Lim (f) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì ìíî-
æåñòâîì f .

Îïðåäåëåíèå 1.4. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ðåêóððåò-
íîé, (èëè â äðóãîé òåðìèíîëîãèè óñòîé÷èâîé ïî Ïóàñ-
ñîíó, ñì. [34, �9]) äëÿ ãîìåîìîðôèçìà f , åñëè

x ∈ α(x) ∩ ω(x).
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Ïðè x ∈ α(x) ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ α-ðåêóððåíòíîé,
èëè óñòîé÷èâîé ïî Ïóàññîíó â îòðèöàòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ω-ðåêóððåíòíûå (óñòîé-
÷èâûå ïî Ïóàññîíó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè) òî÷êè.

Ïóñòü Rec +(f) è Rec −(f) � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà
âñåõ ω- è α-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê f . Òîãäà èõ ïåðåñå÷åíèå

Rec (f) = Rec +(f) ∩ Rec −(f)

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ðåêóððåíòíûõ òî÷åê f . Î÷å-
âèäíî, ÷òî

Rec (f) ⊂ Lim (f).

Ìíîæåñòâî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê, âîîáùå ãîâîðÿ íå çà-
ìêíóòî. Íî ìîæíî äîêàçàòü, ñì. [34, �14, òåîðåìà 1.14],
÷òî äëÿ ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà çàìûêàíèå
Rec (f) ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì Áèðêãîôà îòîáðàæåíèÿ f , ñì.
ï. 1.2.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå áûëî äàíî Áèðêãîôîì â [60].
Îïðåäåëåíèå 1.5. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ áëóæ-

äàþùåé òî÷êîé f , åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü
U , ÷òî

fm(U) ∩ U = ∅ äëÿ âñåõ m > 0.

Âñå îñòàëüíûå òî÷êè íàçûâàþò íåáëóæäàþùèìè. Òà-
êèì îáðàçîì, òî÷êà x ∈ X ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé äëÿ
f , åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè V íàéäåòñÿ òàêîå öå-
ëîå m 6= 0, ÷òî fm(V ) ∩ V 6= ∅.

Ëåììà 1.6. Åñëè X õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, òî
÷èñëî m â îïðåäåëåíèè 1.5 íåáëóæäàþùåé òî÷êè ìîæíî
âûáðàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì ïî ìîäóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè V íåáëóæäàþùåé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò
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òîëüêî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷èñåë m1, . . . , mk ∈ Z \ {0}
òàêèõ, ÷òî fmi(V ) ∩ V 6= ∅. Ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå,
ïîêàçàâ, ÷òî òîãäà x ÿâëÿåòñÿ íåáëóæàþùåé äëÿ f .

Îòìåòèì, ÷òî x íå ìîæåò áûòü ïåðèîäè÷åñêîé. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå, åñëè p � ïåðèîä x, òî x ∈ f pk(V ) ∩ V 6= ∅
äëÿ âñåõ k ∈ Z \ {0}.

Äàëåå, òàê êàê X õàóñäîðôîâî, òî òî÷êè
x, fm1(x), . . . , fmk(x)

èìåþò ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè
U0, U1, . . . , Uk

ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îêðåñòíîñòü

U = V
⋂ k∩

i=0
f−mi(Ui)

òî÷êè x.
Ïîêàæåì, ÷òî fk(U) ∩ U = ∅ äëÿ âñåõ k 6= 0. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè k 6∈ {m1, . . . , mk}, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ îá
îêðåñòíîñòè V

fk(U) ∩ U ⊂ fk(V ) ∩ V = ∅.

Åñëè æå k = mi, òî
fmi(U) ∩ U ⊂ fmif−mi(Ui) ∩ U0 = Ui ∩ U0 = ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî, x � áëóæäàþùàÿ òî÷êà äëÿ f . ¤
Ìíîæåñòâî áëóæäàþùèõ òî÷åê f îáîçíà÷àåòñÿ W (f).

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ áëóæäàþùàÿ òî÷êà ëåæèò â W (f) âìå-
ñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ, òî W (f) îòêðûòî â X.

Ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê f îáîçíà÷àåòñÿ Ω(f).
Îíî çàìêíóòî â X êàê äîïîëíåíèå ê W (f).

Òàê êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì íåáëóæäàþùåé òî÷êè, òî ìíîæåñòâî Per (f) ïåðèîäè÷å-
ñêèõ òî÷åê ñîäåðæèòñÿ â Ω(f).

Ïðèìåð 1.7. Âñÿêàÿ èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ïðîñòðàí-
ñòâà X ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïåðèîäè÷åñêîé, ëèáî áëóæäàþùåé.
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Îòìåòèì, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, â îòëè÷èå îò
ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, çàâèñèò îò òîãî, íà êà-
êîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Òàê,
äëÿ f -èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà A ⊆ X âûïîëíÿåò-
ñÿ íåðàâåíñòâî Ω(f |A) ⊆ Ω(f) (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.25 íà
ñòð. 39), íî ìíîæåñòâà Ω(f |A) è Ω(f), âîîáùå ãîâîðÿ, íå
îáÿçàíû ñîâïàäàòü äàæå åñëè Ω(f) ⊆ A.

Ýòî çàìå÷àíèå ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ öåíòðà äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû, êîòîðîå áûëî ââåäåíî Áèðêãîôîì â [60].

1.2. Öåíòð Áèðêãîôà
Ïóñòü f : X → X. Íàèâíîå îïðåäåëåíèå öåíòðà Áèðê-

ãîôà f ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ìàêñèìàëüíî ïðîèòåðèðî-
âàòü êîíñòðóêöèþ íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà. Ïîëîæèì
Ω1(f) = Ω(f) è ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì

Ωn+1(f) = Ω(f |Ωn(f)).

Ïåðåñå÷åíèå ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ
äðóã â äðóãà çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ

Ω(f) = Ω1(f) ⊃ Ω2(f) ⊃ · · · ⊃ Ωn(f) ⊃ · · ·
îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωω(f). Èñïîëüçóÿ òðàíñôèíèòíóþ èíäóê-
öèþ ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâà Ωλ(f) äëÿ âñåõ ïîðÿä-
êîâûõ ÷èñåë λ. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå Öîðíà, óáûâàþùàÿ
öåïî÷êà ìíîæåñòâ {Ωλ(f)} äîëæíà îñòàíîâèòüñÿ íà íåêî-
òîðîì ñ÷åòíîì îðäèíàëå α, äëÿ êîòîðîãî

Ωγ(f) = Ω(f |Ωγ(f)).

Ïîëó÷åííîå çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî è íàçû-
âàåòñÿ öåíòðîì (Áèðêãîôà). Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî BC(f).

Îïèøåì ïîñòðîåíèå BC(f) áîëåå äåòàëüíî.

Áàçà èíäóêöèè. Ïîëîæèì Ω1(f) = Ω(f).
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Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü λ � íåêîòîðîå ïîðÿäêîâîå ÷èñ-
ëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà Ωα(f) óæå îïðåäåëåíû
äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ α < λ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî Ωλ(f), ðàññìîò-
ðèì äâà ñëó÷àÿ:

(i) λ èìååò ïðåäøåñòâóþùèé ýëåìåíò (λ − 1) < λ â
êëàññå Ξ âñåõ îðäèíàëîâ, òî åñòü äëÿ ëþáîãî β ∈ Ξ ëèáî
β ≤ (λ− 1), ëèáî β ≥ λ.

Òîãäà ïóñòü

Ωλ(f) = Ω
(
f |Ωλ−1(f)

)
.

Â ÷àñòíîñòè, Ωn+1(f) = Ω
(
f |Ωn(f)

)
äëÿ âñåõ n ∈ N.

(ii) λ íå èìååò íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåãî åìó
ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà. Òîãäà ïîëîæèì

Ωλ(f) =
⋂

α<λ

Ωα(f).

Â ÷àñòíîñòè, Ωω(f) = ∩
n∈NΩn(f).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íàáîð çàìêíóòûõ èíâà-
ðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ {Ωλ(f)}λ∈Ξ ïðîñòðàíñòâà X. Ïðè
ýòîì, ïî ïîñòðîåíèþ, ñîîòíîøåíèÿ

Ωα(f) ⊇ Ωβ(f) è α ≤ β

ðàâíîñèëüíû. Ïîýòîìó, ïîðÿäîê, èíäóöèðîâàííûé îòíîøå-
íèåì âêëþ÷åíèÿ íà ñåìåéñòâå ìíîæåñòâ {Ωλ(f)}, ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì ïîðÿäêîì.

Ëåììà 1.8. Ñóùåñòâóåò ïîðÿäêîâîå ÷èñëî γ òàêîå,
÷òî

Ωγ+1(f) = Ωγ(f)

(ñëåäîâàòåëüíî, è Ωα(f) = Ωγ(f) äëÿ âñåõ α > γ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî îðäè-
íàëà λ ñóùåñòâóåò ïîðÿäêîâîå ÷èñëî (λ + 1), ñëåäóþùåå
íåïîñðåäñòâåííî çà λ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

Aλ = {α ∈ Ξ | α > λ}.
Òîãäà Aλ âïîëíå óïîðÿäî÷åíî è ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ýëå-
ìåíò λ + 1. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà α ëèáî α ≤ λ,
ëèáî α ≥ λ + 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ωλ+1(f) $ Ωλ(f) äëÿ âñåõ λ ∈ Ξ.
Îáîçíà÷èì Bλ = Ωλ(f) \ Ωλ+1(f). Òîãäà {Bλ}λ∈Ξ �

ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
æåñòâ ïðîñòðàíñòâà X. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Öåðìåëî
(ñì. [119,120]) è âûáåðåì èç êàæäîãî Bλ ïî òî÷êå xλ ∈ Bλ,
λ ∈ Ξ (íàïîìíèì, ÷òî Bλ ∈ 2X äëÿ âñåõ λ ∈ Ξ). Ìíîæåñòâî
âñåõ ξ < α, ξ ∈ Ξ, îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(α).

Òîãäà äëÿ êàæäîãî α ∈ Ξ ïîëó÷èì èíúåêòèâíîå îòîá-
ðàæåíèå Φα : Γ(α) → X, çàäàííîå ôîðìóëîé: Φα(β) = xβ.

Ïóñòü ℵµ � êàðäèíàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò
ìîùíîñòè ìíîæåñòâà X. Ïî îïðåäåëåíèþ,

ℵα = card(Γ(ωα)),

ãäå ωα � ïîðÿäêîâîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëüíîìó
ïîðÿäêîâîìó òèïó.

Íàïîìíèì (ñì. [120]), ÷òî ïîðÿäêîâûé òèï ξ âïîëíå
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà Z íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì, åñ-
ëè îí ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïîðÿäêîâûì ÷èñëîì ñðåäè
âñåõ ïîðÿäêîâûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì âîçìîæ-
íûì óïîðÿäî÷åíèÿì ìíîæåñòâà Z, ïðåâðàùàþùèì åãî âî
âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. (Ïðåäåëüíûå ïîðÿäêî-
âûå òèïû ïðèíÿòî èíäåêñèðîâàòü ïî âîçðàñòàíèþ ýëåìåí-
òàìè Ξ.)

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

card X = ℵµ < ℵµ+1 = card(Γ(ωµ+1)),
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êîòîðîå, î÷åâèäíî, ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâîâàíèþ èíúåê-
òèâíîãî îòîáðàæåíèÿ

Φωµ+1 : Γ(ωµ+1) → X.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå γ ∈ Ξ, ÷òî
Bγ = Ωγ(f) \ Ωγ+1(f) = ∅.

Íî òîãäà Ωγ(f) = Ωγ+1(f). ¤
Èñïîëüçóÿ ëåììó, äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïóñòü γ ∈ Ξ � íàèìåíüøèé îðäè-

íàë, óäîâëåòâîðÿþùèé óòâåðæäåíèþ ëåììû 1.8 (îí ñó-
ùåñòâóåò, òàê êàê Ξ âïîëíå óïîðÿäî÷åíî).

Çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî
BC(f) = Ωγ(f)

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X, f) íàçûâàåòñÿ åå öåíòðîì
Áèðêãîôà, à ïîðÿäêîâîå ÷èñëî γ � ãëóáèíîé öåíòðà
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X, f).

Çàìå÷àíèå 1.10. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Áýðà�Õàóñäîðôà
(ñì. [1]) äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñ÷åòíîé áà-
çîé (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñåïàðàáåëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ãëóáèíà öåíòðà ïðîèçâîëü-
íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ òàêèì ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì òðàíñôèíèòîì.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê âñåãäà
ïðèíàäëåæèò öåíòðó Áèðêãîôà. Ïîýòîìó, åñëè ìíîæåñòâî
ðåêóððåíòíûõ òî÷åê âñþäó ïëîòíî â íåáëóæäàþùåì ìíî-
æåñòâå, òî ñòàáèëèçàöèÿ íàñòóïàåò óæå íà ïåðâîì øàãå.

1.3. Öåïíî-ðåêóððåíòíûå ìíîæåñòâà
Ýòè ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ñâîåãî ðîäà ìåòðè÷åñêèì àíà-

ëîãîì íåáëóæäàþùèõ ìíîæåñòâ. Îíè ââåäåíû Êîíëè [74]
è ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè òè-
ïè÷íûõ ãîìåîìîðôèçìîâ.



1.3 Öåïíî-ðåêóððåíòíûå ìíîæåñòâà 15

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïóñòü f : X → X � íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, d) â ñåáÿ è
ïóñòü ε > 0. Íåïóñòàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê x0, x1, . . . , xn èç X íàçûâàåòñÿ ε-öåïüþ îòíîñèòåëü-
íî f , åñëè d(f(xi−1), xi) < ε äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêàÿ ε-öåïü íà÷èíàåòñÿ â x0, çà-
êàí÷èâàåòñÿ â xn è èìååò äëèíó n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cε(x, f) ìíîæåñòâî êîíöîâ âñåâîçìîæ-
íûõ ε-öåïåé ñ íà÷àëîì â x. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ε < ε′

êàæäàÿ ε-öåïü îò x ê y òàêæå ÿâëÿåòñÿ ε′-öåïüþ, ïîýòîìó
Cε(x, f) ⊆ Cε′(x, f) ïðè ε < ε′. Â äåéñòâèòåëüíîñòè âåðíî
áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1.12. Êàæäîå ìíîæåñòâî Cε(x, f) îòêðûòî è
Cε(x, f) ⊆ Cε′(x, f) ïðè ε < ε′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ Cε(x, f) è
x, x1, . . . , xn−1, y

� ε-öåïü ñ íà÷àëîì â x è êîíöîì â y. Òàê êàê
d(f(xn−1), y) < ε,

òî d(f(xn−1), y) + δ < ε äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷î ìàëîãî
δ > 0. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé òî÷êè y′ èç δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè
y ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x0 = x, x1, . . . , xn−1, y′

ÿâëÿåòñÿ ε-öåïüþ îò x ê y′, ò.å. y′ ∈ Cε(x, f). Òàêèì îáðà-
çîì, ìíîæåñòâî Cε(x, f) ñîäåðæèò δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè y,
à çíà÷èò, îíî îòêðûòî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y ∈ Cε(x, f). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ
òî÷êà y′ ∈ Cε(x, f), ÷òî d(y′, y) < ε′ − ε. Ïóñòü

x, x1, . . . , xn−1, y′

ïðîèçâîëüíàÿ ε-öåïü ñ íà÷àëîì â x è êîíöîì â y′. Òîãäà
x, x1, . . . , xn−1, y
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ÿâëÿåòñÿ ε′-öåïüþ ìåæäó x è y. Äåéñòâèòåëüíî,
d(f(xi), xi+1) < ε < ε′

è
d(f(xn−1), y) < d(f(xn−1), y

′) + d(y′, y) < ε + ε′ − ε = ε′.

Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ Cε′(x, f). ¤
Îáîçíà÷èì

C(x, f)
def
=

⋂
ε>0

Cε(x, f).

Èç ëåììû 1.12 âûòåêàåò, ÷òî C(x, f) =
⋂
ε>0

Cε(x, f), à çíà÷èò,
C(x, f) çàìêíóòî â X.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ öåïíî-
ðåêóððåíòíîé äëÿ f , åñëè x ∈ C(x, f). Ìíîæåñòâî âñåõ
öåïíî-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê f îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C(f).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî êàæäàÿ íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé, ïîýòîìó èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
âêëþ÷åíèÿ:
Fix (f) ⊂ Per (f) ⊂ Rec (f) ⊂ Lim (f) ⊂ Ω(f) ⊂ C(f).

Ëåììà 1.14. Åñëè f : X → X ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-
íûé ãîìåîìîðôèçì, òî C(f) çàìêíóòî è C(f−1) ⊂ C(f). Â
÷àñòíîñòè, åñëè f−1 òàêæå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí, òî
C(f−1) = C(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî
C(f−1) ⊂ C(f).

Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî ω > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ(ω) > 0, ÷òî èç d(x, y) < δ(ω)
âûòåêàåò, ÷òî d(f(x), f(y)) < ω.

Ïóñòü x ∈ C(f−1) è ω > 0. Íåîáõîäèìî íàéòè ω-öåïü
îòíîñèòåëüíî f ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x. Ïî îïðåäåëåíèþ,
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ñóùåñòâóåò δ(ω)-öåïü îòíîñèòåëüíî f−1 ñ íà÷àëîì è êîí-
öîì â x:

x = x0, x1, . . . , xn−1, xn = x,

ò.å. d(f−1(xi), xi+1) < δ(ω). Íî òîãäà
d(f ◦ f−1(xi), f(xi+1)) = d(f(xi+1), xi) < ω.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x = xn, xn−1, . . . , x1, x0 = x

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ω-öåïüþ îòíîñèòåëüíî f .
(2) Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî C(f) çàìêíóòî. Ïóñòü x � ïðå-

äåëüíàÿ òî÷êà C(f) è ε > 0. Íóæíî ïîñòðîèòü ε-öåïü îò-
íîñèòåëüíî f ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì òðè ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñëà ω, δ è ε′ òàê, ÷òîáû

ω + ε′ < ε, ε′ + δ < ε, δ < δ(ω),

ãäå δ(ω) � êîíñòàíòà â îïðåäåëåíèè ðàâíîìåðíîé íåïðå-
ðûâíîñòè f .

Òàê êàê x ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ C(f), òî íàéäåòñÿ òî÷-
êà y ∈ C(f) òàêàÿ, ÷òî d(x, y) < δ. Òîãäà d(f(x), f(y)) < ω.

Òàê êàê y ðåêóððåíòíà äëÿ f , òî ñóùåñòâóåò ε′-öåïü
y, y1, . . . , yk, y

ñ íà÷àëîì è êîíöîì â òî÷êå y ∈ X òàêàÿ, ÷òî d(x, y) < ω.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x, y1, . . . , yk, x

ÿâëÿåòñÿ ε-öåïüþ ñ íà÷àëîì è êîíöîì â x. Äåéñòâèòåëüíî
d(f(x), y1) ≤ d(f(x), f(y)) + d(f(y), y1) < ω + ε′ < ε,

d(f(yi), yi+1) < ε′ < ε, äëÿ i = 1, . . . , k − 1,

d(f(yk), x) ≤ d(f(yk), y) + d(y, x) < ε′ + δ < ε.

Ëåììà äîêàçàíà. ¤

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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Ñëåäñòâèå 1.15. Ïóñòü f : X → X � ãîìåîìîð-
ôèçì ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà X. Òîãäà C(f) � çàìêíó-
òîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì C(f−1) = C(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê X êîìïàêòíî, òî Lim (f),
à çíà÷èò, è C(f) � íåïóñòû. Çàìêíóòîñòü C(f) è ðàâåíñòâî
C(f−1) = C(f) ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f è
f−1 ñîãëàñíî ëåììå 1.14. ¤

1.4. Ðåãóëÿðíûå áëóæäàþùèå òî÷êè
Ïóñòü f : X → X � ãîìåîìîðôèçì. Òîãäà â åãî ìíîæå-

ñòâå áëóæäàþùèõ òî÷åê ìîæíî âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâà
ω-ðåãóëÿðíûõ òî÷åê, α-ðåãóëÿðíûõ òî÷åê, ðåãóëÿðíûõ òî-
÷åê è íåðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïðè ïîìîùè ïîíÿòèÿ ðåãóëÿð-
íîñòè, ââåäåííîãî Áèðêãîôîì è Ñìèòîì [61].

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ïóñòü x ∈ W (f) � áëóæäàþ-
ùàÿ òî÷êà. Òîãäà îíà íàçûâàåòñÿ ω-ðåãóëÿðíîé, åñëè
äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè UΩ íåáëóæäàþùåãî ìíî-
æåñòâà Ω íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Vx òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî
ïî÷òè âñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîðáèòà Vx ñîäåðæèòñÿ â
UΩ, ò.å. íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n > 0 èìååò ìåñòî âêëþ-
÷åíèå:

∞⋃
i=n

f i(Vx) ⊂ UΩ.

Òî÷êà x ∈ W (f) íàçûâàåòñÿ α-ðåãóëÿðíîé, åñëè îíà
ω-ðåãóëÿðíà äëÿ îáðàòíîãî ãîìåîìîðôèçìà f−1 è ðåãó-
ëÿðíîé, åñëè îíà îäíîâðåìåííî è ω- è α-ðåãóëÿðíà.

Îñòàëüíûå áëóæäàþùèå òî÷êè èç X, íå ÿâëÿþùèåñÿ
íè α- íè ω-ðåãóëÿðíûìè, íàçûâàþòñÿ íåðåãóëÿðíûìè.

Ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ, α-ðåãóëÿðíûõ è ω-ðåãóëÿðíûõ
òî÷åê áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç

Reg (f), Reg −(f) Reg +(f).
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Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ,
Reg (f) = Reg −(f) ∩ Reg +(f).

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ýòè ìíîæåñòâà îòêðûòû.

1.5. Ãèïåðáîëè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ
1.5.1. Äåéñòâèòåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìàÆîð-

äàíà ìàòðèöû. Ïóñòü Ek îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ (k× k)-
ìàòðèöó. Äëÿ êàæäîé (k × k)-ìàòðèöû X è öåëîãî p > 0
ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ (pk × pk)-ìàðèöó

(1.1) Jp(X) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

X 0 · · · 0 0
Ek X · · · 0 0
· · · · ·
0 0 · · · X 0
0 0 · · · Ek X

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥





p,

íàçûâàåìóþ æîðäàíîâîé p-êëåòêîé, ñîîòâåòñòâóþùåé X.
Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ R îáîçíà÷èì

(1.2) R (α + iβ) =

∥∥∥∥
α −β
β α

∥∥∥∥ .

Ïóñòü A � äåéñòâèòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Íà-
ïîìíèì, ÷òî åñëè λ ∈ C \R � åå êîìïëåêñíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå, òî ñîïðÿæåííîå ê íåìó λ òàêæå áóäåò ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1, λ1, . . . , λc, λc êîì-
ïëåêñíûå, à ÷åðåç λc+1, . . . , λc+d äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ A. Òîãäà ìàòðèöà A ñîïðÿæåíà ñ áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé âèäà

(1.3)

∥∥∥∥∥∥∥

Jp1(R(λ1))
...

Jpc (R(λc))
Jk1

(λc+1)
...

Jkd
(λc+d)

∥∥∥∥∥∥∥
(ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 2.2.5 â [153].)
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Ïîçæå íàì áóäåò íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ
ýêñïîíåíòû æîðäàíîâîé êëåòêè:

(1.4) eJk(A)t =

∥∥∥∥∥∥∥∥

eAt 0 · · · 0
t · eAt eAt · · · 0
· · · · · · · · · · · ·

tk−1

(k−1)!
· eAt tk−2

(k−2)!
· eAt · · · eAt

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

1.5.2. Ëèíåéíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ.
Ïóñòü A : Rn → Rn ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå
ìàòðèöåé A. Òîãäà ôîðìóëà (1.3) òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî A
èíäóöèðóåò ðàçëîæåíèå R â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ
îòíîñèòåëüíî A ïîäïðîñòðàíñòâ

Rn =
c⊕

i=1
Eλi,λ̄i

⊕ d⊕
j=1

Eλc+j
,

ãäå Eλ,λ̄ ñîîòâåòñòâóåò ïàðå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé λ, λ̄, à Eλ � äåéñòâèòåëüíîìó ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ λ îòîáðàæåíèÿ A. Ýòè ïðîñòðàíñòâà íàçû-
âàþò êîðíåâûìè.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

E− = E−(A) =
⊕

|λ|<1

Eλ ⊕
⊕

|λ|<1

Eλ,λ̄,

E+ = E+(A) =
⊕

|λ|>1

Eλ ⊕
⊕

|λ|>1

Eλ,λ̄,

E0 = E0(A) = E1 ⊕ E−1 ⊕
⊕

|λ|=1

Eλ,λ̄.

Î÷åâèäíî, ÷òî E−, E+ è E0 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ A è ïðè ýòîì Rn = E− ⊕ E+ ⊕ E0.

Îïðåäåëåíèå 1.17. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
A : Rn → Rn
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íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè àáñîëþòíûå âåëè-
÷èíû âñåõ åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îòëè÷íû îò åäèíè-
öû. Äðóãèìè ñëîâàìè, A � ãèïåðáîëè÷íî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà E0 = {0} èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êîãäà
Rn = E+ ⊕ E−.

Òàê êàê îãðàíè÷åíèå A íà ïðîñòðàíñòâî E−(A) � ëè-
íåéíûé îïåðàòîð, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïî
ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, òî íàéäåòñÿ íîðìà, äëÿ êîòîðîé
îãðàíè÷åíèå A|E−(A) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Êðîìå òîãî,
åñëè A îáðàòèìî, òî E+(A) = E−(A−1) è îãðàíè÷åíèå A−1

íà ïðîñòðàíñòâî E+(A) òàêæå ñæèìàþùåå.
Îïðåäåëåíèå 1.18. Ïîäïðîñòðàíñòâà E−(A) è E+(A)

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óñòîé÷èâûì è íåóñòîé-
÷èâûì ïîäïðîñòðàíñòâàìè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A.

1.5.3. Òåîðåìà Õàðòìàíà � Ãðîáìàíà. Ýòà òåîðå-
ìà óòâåðæäàåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïî-
äâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñî
ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 1.19. Ïóñòü
f : Rn → Rn

� C1-îòîáðàæåíèå è p ∈ Rn � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà f .
Òî÷êà p íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè êàñàòåëüíîå
îòîáðàæåíèå

Dpf : TpM → TpM

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì.
Òåîðåìà 1.20 (Õàðòìàí, Ãðîáìàí). Ïóñòü

f : Rn → Rn

� C1-îòîáðàæåíèå, U ⊂ Rn � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî,
p ∈ U � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà f è

Dpf : TpM → TpM
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� êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå â òî÷êå p. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò òàêèå îêðåñòíîñòè U1 è U2 òî÷êè p, îêðåñòíîñòè
V1 è V2 íà÷àëà êîîðäèíàò 0 ∈ TpRn = Rn è òàêîé ãîìåî-
ìîðôèçì h : U1 ∪U2 → V1 ∪ V2, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà
êîììóòàòèâíà:

U1
f−−−→ U2

h

y
yh

V1
Dpf−−−→ V2

ò.å. f = h−1 ◦Dpf ◦ h íà U1.
Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà f âáëèçè p

âïîëíå îïðåäåëÿþòñÿ ðàçìåðíîñòÿìè óñòîé÷èâîãî è íåóñ-
òîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé òî÷êè p, à òàêæå îðèåíòàöèåé f
íà íèõ, ò.å. èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 1.21. Ïóñòü
f : U → Rn è g : V → Rn

� äèôôåîìîðôèçìû è p ∈ U è q ∈ V ñîîòâåòñòâåííî èõ
íåïîäâèæíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå òî÷êè, ïðè÷åì

dim E+(Dpf) = dim E+(Dqg),

dim E−(Dpf) = dim E−(Dqg),

sign det Dpf |E+Dpf = sign det Dqg|E+Dqg,

sign det Dpf |E−Dpf = sign det Dqg|E−Dqg.

Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå îêðåñòíîñòè U1 ⊂ U è V1 ⊂ V
òî÷åê p è q ñîîòâåòñòâåííî è ãîìåîìîðôèçì h : U1 → V1,
÷òî

h ◦ f = g ◦ h.



ÃËÀÂÀ 2

Êîðíè èç ãîìåîìîðôèçìîâ

2.1. Ââåäåíèå
Èçó÷åíèþ èòåðàöèé è êîðíåé èç ïðåîáðàçîâàíèé ïîñâÿ-

ùåíî òàêîå îãðîìíîå ìíîæåñòâî ðàáîò, ÷òî ïåðå÷èñëèòü èõ
íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ñì. íàïð. ââåäåíèå â [40].
Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ïîäõîäû ê èçó÷åíèþ ïðåîáðàçîâàíèé
ìîæíî î÷åíü óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâå áîëüøûå ãðóïïû ïî
ñïîñîáó çàäàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïåðâûé ïîäõîä � ýòî çàäàíèå ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöè-
îíàëüíûìè, äèôôåðåíöèàëüíûìè èëè ðàçíîñòíûìè óðàâ-
íåíèÿìè è èçó÷åíèå ýòèõ óðàâíåíèé. Çàìå÷àòåëüíûìè ìî-
íîãðàôèÿìè, ïîñâÿùåííûìè ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûì
óðàâíåíèÿì, ÿâëÿþòñÿ êíèãè M. Kuczma [118] (1968) è
Ã. Ï. Ïåëþõà è À. Í. Øàðêîâñêîãî [27], êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ ñîäåðæèò áîëüøóþ áèáëèîãðàôèþ.

Äðóãîé ïîäõîä � �áåçêîîðäèíàòíûé� � â äóõå òîïîëî-
ãè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìû áóäåì ïðèäåð-
æèâàòüñÿ èìåííî ýòîãî ïîäõîäà.

Ñ êàæäûì ãîìåîìîðôèçìîì f : X → X òîïîëîãè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ìîæíî ñâÿçàòü öåëûé ðÿä èíâàðè-
àíòíûõ ïîäìíîæåñòâ: ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ, ïåðèîäè-
÷åñêèõ, íåáëóæäàþùèõ òî÷åê è ïð. Â äàíîé ãëàâå ìû îïè-
øåì ñâÿçè ìåæäó ýòèìè ïîäìíîæåñòâàìè äëÿ f è äëÿ åãî
ñòåïåíåé fn. Â ÷àñòíîñòè, äîêàæåì, ÷òî öåíòðû Áèðêãî-
ôà ó f è ó fn ñîâïàäàþò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî õàóñäîðôîâî-
ãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë
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èçâåñòåí äëÿ ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è äîêàçû-
âàëñÿ êîñâåííûì îáðàçîì. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî ïðÿìîå.
Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðèìåíèì ê äèíàìè-
÷åñêèì ñèñòåìàì íà íåïîëíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íàïðèìåð,
íà îãðàíè÷åíèÿõ ñèñòåì íà íåçàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ
ïîäìíîæåñòâàõ.

2.2. Àëãåáðàè÷åñêèå ïðåïÿòñòâèÿ ê
ñóùåñòâîâàíèþ êîðíåé

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → X
� ãîìåîìîðôèçì. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ ãîìåî-
ìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà X ñîñòîèò â ïîèñêå òåõ ãîìåî-
ìîðôèçìîâ, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñ äàííûì. Ìîæíî îæè-
äàòü, ÷òî ÷åì ñëîæíåå óñòðîåí ãîìåîìîðôèçì, òåì ìåíüøå
ãîìåîìîðôèçìîâ ñ íèì êîììóòèðóåò. Òðèâèàëüíûìè ïðè-
ìåðàìè êîììóòèðóþùèõ ñ f ãîìåîìîðôèçìîâ ÿâëÿþòñÿ
åãî ñòåïåíè fn, n ∈ Z.

Áîëåå èíòåðåñíûé ïðèìåð äîñòàâëÿþò êîðíè èç f . Ñêà-
æåì, ÷òî f äîïóñêàåò êîðåíü ñòåïåíè n, åñëè åãî ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå f = gn, ãäå g � òàêæå ãîìåîìîð-
ôèçì X. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êîðíåé èç f îêàçûâàåòñÿ
î÷åíü ìíîãî, ïîýòîìó åñòåñòâåííî íàëîæèòü äîïîëíèòåëü-
íûå óñëîâèÿ íà g: åñëè f ïðèíàäëåæèò êàêîé-íèáóäü ïîä-
ãðóïïå G â ãðóïïå âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ X, òî ìîæíî ïî-
òðåáîâàòü, ÷òîáû è g ïðèíàäëåæàë G.

Íàïðèìåð, åñëè X � ìíîãîîáðàçèå ñ íåêîòîðîé (ãëàä-
êîé, àíàëèòè÷åñêîé, êóñî÷íî-ëèíåéíîé, ðèìàíîâîé, ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé è ïð.) ñòðóêòóðîé è f � åãî ãîìåîìîðôèçì
ñîõðàíÿþùèé ýòó ñòðóêòóðó, òî åñòåñòâåííî òðåáîâàòü ñî-
õðàíåíèå ýòîé ñòðóêòóðû è îò g.

Òèïè÷íûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíîñòè èç-
âëå÷åíèÿ êîðíÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñâåñòè çàäà÷ó ê àë-
ãåáðàè÷åñêîé è äîêàçûâàòü óæå íåðàçðåøèìîñòü àëãåáðà-
è÷åñêîé çàäà÷è.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì
φ : G → H

ãðóïïû G íà íåêîòîðóþ ãðóïïó H, ÷òî îáðàç φ(f) íå èìååò
êîðíåé ñòåïåíè n â H. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî f íå èìååò
êîðíåé â G.

Îòìåòèì îäèí ïðîñòîé, íî âàæíûé, ÷àñòíûé ñëó÷àé
îïèñàííîé êîíñòðóêöèè, êîãäà â êà÷åñòâå ãîìîìîðôèçìà
φ áåðåòñÿ âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì φh : G → G äëÿ íåêî-
òîðîãî h ∈ G, ò.å. φh(f) = h−1fh

Ëåììà 2.1. Åñëè ãîìåîìîðôèçìû f è f1 ñîïðÿæåíû,
ò.å. f1 = h−1fh, òî f îáëàäàåò êîðíåì ñòåïåíè n, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêèì êîðíåì îáëàäàåò f1

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f = gn, òî f1 = (h−1gh)n. ¤
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàëè÷èå ó φ(f) êîðíÿ n-é ñòåïåíè â

H åùå íå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíÿ ó f .
Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå

ãðóïïû ãîìåîìîðôèçìîâ îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ M
íà äâà êëàññà: îáðàùàþùèõ îðèåíòàöèþ è ñîõðàíÿþùèõ
îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ. Ýòè êëàññû îáðàçóþò ãðóï-
ïó Z2 îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè ñâîèõ ïðåäñòà-
âèòåëåé. Ïîñêîëüêó â ýòîé ãðóïïå îáðàçóþùèé ýëåìåíò íå
äîïóñêàåò êîðíåé ÷åòíîé ñòåïåíè, òî èçìåíÿþùèé îðèåí-
òàöèþ ãîìåîìîðôèçì M íå äîïóñêàåò êîðíåé ÷åòíîé ñòå-
ïåíè.

Ýòîò ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî
îáùåãî ïîäõîäà. Íàïîìíèì, ÷òî êàæäûé ãîìåîìîðôèçì f
ïðîñòðàíñòâà X èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçìû ãðóïï ãîìîëî-
ãèé H∗X, êîãîìîëîãèé H∗X è ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï π∗X
ïðîñòðàíñòâà X. Ïîýòîìó èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ãîìîìîð-
ôèçì ãðóïïû ãîìåîìîðôèçìîâ G ïðîñòðàíñòâà X â ãðóï-
ïû àâòîìîðôèçìîâ ýòèõ ãðóïï. Åñëè àâòîìîðôèçì, ñîîò-
âåòñòâóþùèé f , íå äîïóñêàåò èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ, òî èç f
êîðåíü òàêæå íå èçâëåêàåòñÿ.
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Óêàçàííûå âûøå ãîìîìîðôèçìû ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç
ãîìîìîðôèçì G → π0G â ãðóïïó ãîìåîòîïèé π0G ïðîñòðàí-
ñòâà X, ò.å. ãðóïïó êëàññîâ èçîòîïèé ãîìåîìîðôèçìîâ.

Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñðàçó ïîëó÷àòü îòäåëüíûå ðå-
çóëüòàòû î êîðíÿõ äëÿ öåëûõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé.

Ïðèìåð 2.2. Ïóñêàé M � êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü,
γ ⊂ Int M � äâóõñòîðîííÿÿ íåðàçáèâàþùàÿ M ïðîñòàÿ
çàìêíóòàÿ êðèâàÿ è τ : M → M � ãîìåîìîðôèçì íàçû-
âàåìûé �ñêðó÷èâàíèåì Äåíà� âäîëü γ, ñì. ðàçäåë 4.4. Eñ-
ëè M íå ÿâëÿåòñÿ áóòûëêîé Êëåéíà, òî ãîìîòîïè÷åñêèé
êëàññ τ íå èìååò êîðíåé â ãðóïïå ãîìåîòîïèé M íè äëÿ
êàêîé ñòåïåíè n ≥ 2. Îòìåòèì, ÷òî íà áóòûëêå Êëåéíà,
ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè, ìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ äâóõñòî-
ðîííÿÿ íåðàçáèâàþùàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ è ïðè
ýòîì ñêðó÷èâàíèå Äåíà âäîëü íåå â ãðóïïå ãîìåîòîïèé M
èìååò ïîðÿäîê 2.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äàæå åñëè èçîòîïè÷åñêèé êëàññ ãî-
ìåîìîðôèçìà h : M → M ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ â ãðóïïå π0G,
ò.å. íàéäåòñÿ ãîìåîìîðôèçì g òàêîé, ÷òî h èçîòîïåí gn äëÿ
n ≥ 2, òî îòñþäà åùå íå ñëåäóåò, ÷òî h = gn

1 äëÿ íåêîòîðîãî
g1 ∈ G.

Áîëåå òîãî, íà ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâó-
þò ãîìåîìîðôèçìû (è äèôôåîìîðôèçìû) ñêîëü óãîäíî
áëèçêèå ê òîæäåñòâåííîìó è íå äîïóñêàþùèå êîðíåé íè-
êàêîé ñòåïåíè n ≥ 2, ñì. íàïð. [99, ñ. 123]. Òàêîãî ðîäà
ïðèìåðû îñíîâàíû íà èíâàðèàíòàõ èçó÷àåìûõ òåîðèåé äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ãèïîòåçà 2.3 (Ñ. Ñìåéë). Äëÿ êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿ
M â ãðóïïå D(M) ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå
ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äèôôåîìîðôèçìîâ f èìå-
þùèõ òðèâèàëüíûé öåíòðàëèçàòîð Z(f) â D(M), ò.å.
Z(f) ñîñòîèò òîëüêî èç ñòåïåíåé f .
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N. Kopell [116] (1970) ïîêàçàë ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ãè-
ïîòåçû äëÿ M = S1.

Çàòåì J. Palis è J.-C. Yoccoz [154, 155] (1989) äîêàçà-
ëè åå äëÿ dim M = 2, è ïîêàçàëè, ÷òî â âûñøèõ ðàçìåð-
íîñòÿõ öåíòðàëèçàòîð äèôôåîìîðôèçìîâ òðèâèàëåí äëÿ
îñòàòî÷íîãî ïîäìíîæåñòâà äîñòàòî÷íî áîëüøîãî îòêðûòî-
ãî ìíîæåñòâà â D(M), à òàêæå îïèñàëè íåêîòîðûå îòêðû-
òûå ïîäìíîæåñòâà â D(M), ýëåìåíòû êîòîðûõ èìåþò òðè-
âèàëüíûå öåíòðàëèçàòîðû.

2.3. Ïðåïÿòñòâèÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ êîðíåé,
îáóñëîâëåííûå äèíàìèêîé ãîìåîìîðôèçìà

Ïóñòü f : X → X � ãîìåîìîðôèçì è g = n
√

f : X → X
êîðåíü èç f ñòåïåíèè n. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðåïÿòñòâèé ê ñóùå-
ñòâîâàíèþ g ìû èçó÷èì ñâÿçü ìåæäó èíâàðèàíòíûìè ìíî-
æåñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïðåäå-
ëÿåìûõ f è g.

Èçâåñòíî, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ãîìåîìîðôèç-
ìà ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü, òî åñòü,
âîîáùå ãîâîðÿ, Ω(g) 6= Ω(gn). Ïðèìåðû òàêèõ îòîáðàæå-
íèé ìîæíî íàéòè â [75, 162]. Â òî æå âðåìÿ òàêèå èí-
âàðèàíòíûå ìíîæåñòâà ãîìåîìîðôèçìîâ, êàê ìíîæåñòâà
ðåêóððåíòíûõ òî÷åê [94], ïðåäåëüíûõ òî÷åê, öåïíî-ðåêóð-
ðåíòíûõ òî÷åê, ñîõðàíÿþòñÿ ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü [8].

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò öåíòð Áèðêãîôà. Èçâåñò-
íî, ñì. íàïð. [34, �14, òåîðåìà 1.14], ÷òî äëÿ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì íà ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ öåíòð
Áèðêãîôà ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ðåêóððåíò-
íûõ òî÷åê, à çíà÷èò, ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âîçâåäåíèè â ñòå-
ïåíü1. Â îáùåì æå ñëó÷àå, ïðåäñòàâëÿþùåì èíòåðåñ äëÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, öåíòð Áèðêãîôà

1Â êíèãå [34] äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òîëüêî äëÿ ìåòðè÷åñêèõ
êîìïàêòîâ. Íî ëåãêî âèäåòü, ÷òî òå æå ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò è äëÿ
ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Óòâåðæäåíèå Ãäå äîêàçàíî Óñëîâèÿ
Fix Fix (g) ⊂ Fix (gn) ëåììà 2.5
Per Per (g) = Per (gn) ëåììà 2.6
Rec Rec (g) = Rec (gn) ëåììà 2.9
Lim Lim (g) = Lim (gn) ëåììà 2.8
BC BC(g) = BC(gn) òåîðåìà 2.22 X � õàóñäîð-

ôîâî
Ω Ω(g) ⊃ Ω(gn) ëåììà 2.10

Int [Ω(g) \ Ω(gn)] = ∅ òåîðåìà 2.11 X � õàóñäîð-
ôîâî

Ω(g) = Ω(gn) = X ñëåäñòâèå 2.12 X � õàóñäîð-
ôîâî è Ω(g) =
X

C C(g) ⊃ C(gn) ëåììà 2.26 X � ìåòðè÷å-
ñêîå

C(g) = C(gn) ëåììà 2.27 g � ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâ-
íî

Reg Reg (g) ⊃ Reg (gn) ëåììà 2.29
Reg (g) = Reg (gn) ñëåäñòâèå 2.30 Ω(g) = Ω(gn)

Òàáëèöà 2.1. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2

ìîæåò è íå ñîâïàäàòü ñ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ðåêóð-
ðåíòíûõ òî÷åê. Ìû ïîêàæåì, ÷òî íåñìîòðÿ íà èòåðàöè-
îííóþ íåóñòîé÷èâîñòü íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, öåíòð
Áèðêãîôà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïðîèçâîëüíîì ìåò-
ðè÷åñêîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
âîçâåäåíèè â ñòåïåíü. Äîêàçàòåëüñòâî, ïîìåùåííîå â ýòîé
ãëàâå, îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòàõ, èçëîæåííûõ â ïðåïðèíòå
àâòîðîâ [9].

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ âñå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ñâå-
äåíû â òàáëèöó 2.1. Â íåé g : X → X îáîçíà÷àåò ãîìåî-
ìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è n ≥ 2.
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Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ, ìû ïîêàæåì (òåîðåìà 2.31),
÷òî åñëè f � ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé äèôôåîìîðôèçì,
íàïðèìåð, äèôåîìîðôèçì Ìîðñà � Ñìåéëà, êîìïàêòíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ M , è g � åãî êîðåíü ñòåïåíè n, ò.å. f = gn, òî
ìíîæåñòâà Per (f), Rec (f), Lim (f), BC(f), Ω(f) è Reg (f),
êðîìå âîçìîæíî Fix (f), ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ìíîæåñòâàìè äëÿ g.

Ýòè òåîðåìû ïîçâîëÿþò æåñòêî î÷åðòèòü êëàññû ãîìå-
îìîðôèçìîâ, â êîòîðûõ ìîãóò ëåæàòü èõ êîðíè.

2.4. Ïðåäåëüíûå è ðåêóððåíòíûå òî÷êè êîðíåé
ãîìåîìîðôèçìà

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê Per (f),
ìíîæåñòâî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê Rec (f) è ïðåäåëüíîå ìíî-
æåñòâî Lim (f) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âîç-
âåäåíèÿ ãîìåîìîðôèçìà â ñòåïåíü è âçÿòèÿ èç íåãî êîðíÿ.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, g : X → X
� ãîìåîìîðôèçì è n ≥ 2. Ñëåäóþùàÿ ëåììà î÷åâèäíà.

Ëåììà 2.4. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X åå g-îðáèòà
Og(x) ñîâïàäàåò îáúåäèíåíèåì gn-îðáèò òî÷åê gi(x), äëÿ
i = 0, . . . , n− 1:

(2.5) Og(x) =
n−1⋃
i=0

Ogn(gi(x)),

ïðè÷åì ýòè îðáèòû Ogn(gi(x)), i = 0, . . . , n − 1, èìåþò
îäèíàêîâûå ìîùíîñòè. ¤

Ëåììà 2.5. Fix (g) ⊂ Fix (gn).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè g(x) = x, òî gn(x) = x. ¤
Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå âîîáùå ãîâîðÿ íå

âåðíî. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü íåòîæäåñòâåííûé ïåðè-
îäè÷åñêèé ãîìåîìîðôèçì g ñòåïåíè n. Äëÿ íåãî Fix (g) 6=
X, íî Fix (gn) = X.
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Ëåììà 2.6. Per (g) = Per (gn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðèîäè÷åñêîé, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îðáèòà êî-
íå÷íà. Èç ëåììû 2.4 âûòåêàåò, ÷òî Og(x) êîíå÷íà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå÷íà îðáèòà Ogn(x). ¤

Ëåììà 2.7. (i) ωg(x) =
n−1∪
i=0

ωgn(gi(x)).
(ii) Åñëè x ∈ ωg(x), òî âñå ìíîæåñòâà ωgn(gi(x)) ñîâ-

ïàäàþò äðóã ñ äðóãîì è, â ÷àñòíîñòè, ωgn(x) = ωg(x).
Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ α-ïðåäåëüíûõ

ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü z ∈ ωgn(gi(x)) äëÿ íåêî-
òîðîãî i ∈ {0, . . . , n − 1}. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Nk} ⊂ N òàêàÿ, ÷òî

lim
k→∞

Nk = +∞ è lim
k→∞

gnNk(gi(x)) = z.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
k→∞

gnNk+i(x) = z, ò.å. z ∈ ωg(x).
Îáðàòíî, ïóñòü z ∈ ωg(x). Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà íàéäåòñÿ

k ∈ {0, . . . , n− 1} òàêîå, ÷òî

(2.6) z ∈ ωgn(gk(x)).

Äåéñòâèòåëüíî, òî ÷òî z ∈ ωg(x) îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ni} ⊂ N, ÷òî

lim
i→∞

Ni = +∞ è lim
i→∞

gNi(x) = z.

Òîãäà {Ni} ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Nij}, ëå-
æàùóþ â îäíîì êëàññå ñìåæíîñòè ïî ìîäóëþ n, òî åñòü
Nij = nKij + k, ïðè÷åì lim

j→∞
Kij = +∞ è k = 0, . . . , n − 1.

Íî òîãäà lim
j→∞

gnKij (gk(x)) = z, ò.å. z ∈ ωgn(gk(x)). Ýòî äî-
êàçûâàåò (2.6).



2.4 Ïðåäåëüíûå è ðåêóððåíòíûå òî÷êè 31

(ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ ωg(x). Òîãäà x ∈ ωgn(gi(x))
äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {0, . . . , n− 1} è ïî ëåììå 1.3

ωgn(x) ⊂ ωgn(gi(x)).

Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ñîîòíîøåíèþ gi ïîëó÷àåì, ÷òî

ωgn(gi(x)) ⊂ ωgn(g2i(x)).

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

ωgn(x) ⊂ ωgn(gi(x)) ⊂ ωgn(g2i(x)) ⊂ · · ·
· · · ⊂ ωgn(gni(x)) = ωgn(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýòè ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò äðóã ñ äðó-
ãîì. ¤

Ëåììà 2.8. Rec ±(g) = Rec ±(gn).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Rec +(g) =
⋃

x∈ωg(x)

ωg(x)
ëåììà 2.7
========

⋃

x∈ωgn (x)

ωgn(x) =

= Rec +(gn).

Àíàëîãè÷íî, Rec −(g) = Rec −(gn) è Rec (g) = Rec (gn). ¤

Ëåììà 2.9. Lim ±(g) = Lim ±(gn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.7 âûòåêàåò, ÷òî

Lim +(g) =
⋃

x∈M

ωg(x) =
⋃

x∈M

n−1∪
i=0

ωgn(gi(x)) =

=
⋃

x∈M

ωgn(x) = Lim +(gn).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Lim −(g) = Lim −(gn).
Ïîýòîìó, Lim (g) = Lim (gn). ¤
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2.5. Íåáëóæäàþùèå òî÷êè êîðíåé
ãîìåîìîðôèçìîâ

Ïîêàæåì, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ãîìåîìîðôèç-
ìà íå óìåíüøàåòñÿ ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ.

Ëåììà 2.10. Ïóñòü g : X → X � ãîìåîìîðôèçì. Òî-
ãäà äëÿ êàæäîãî n ∈ N

Ω(gn) ⊆ Ω(g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Ω(gn) è Ux � ïðîèç-
âîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

gk(Ux) ∩ Ux 6= ∅
äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z \ {0}.

Òàê êàê x ∈ Ω(gn), òî, ïî îïðåäåëåíèþ, gnl(Ux)∩Ux 6= ∅
äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ Z \ {0}. ¤

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî. Íèæå
ìû ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà è ïðè-
ìåíèì åå ê äîêàçàòåëüñòâó èòåðàöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè
öåíòðà Áèðêãîôà.

Òåîðåìà 2.11. Ïóñêàé X � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàí-
ñòâî. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ãîìåîìîðôèçìà g : X → X è
n ≥ 2 ìíîæåñòâî Ω(g) \ Ω(gn) íèãäå íå ïëîòíî â X.

Ñëåäñòâèå 2.12. Åñëè Ω(g) = X, òî
Ω(gn) = Ω(g) = X

äëÿ âñåõ n ≥ 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Ω(gn) çàìêíóòî, òî ìíî-

æåñòâî
Ω(g) \ Ω(gn) = X \ Ω(gn)

îòêðûòî â X. Íî ïî òåîðåìå 2.11 îíî òàêæå íèãäå íå ïëîò-
íî â X. Ñëåäîâàòåëüíî, X \Ω(gn) = ∅, ò.å. Ω(gn) = X. ¤
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.11 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëå-
äóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Ñêàæåì, ÷òî òî÷êà x çàöåïëå-
íà ñ òî÷êîé y ïîä äåéñòâèåì ãîìåîìîðôèçìà g : X → X,
åñëè äëÿ ëþáûõ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ îêðåñòíîñòåé Vx è
Vy òî÷åê x è y ñîîòâåòñòâåííî íàéäåòñÿ ñêîëü óãîäíî
áîëüøîå ïî ìîäóëþ ÷èñëî t ∈ Z \ {0} òàêîå, ÷òî

gt (Vx) ∩ Vy 6= ∅.

Äðóãèìè ñëîâàìè, g-îðáèòà ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè y.

Åñëè ïðè ýòîì ÷èñëî t âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ïîëî-
æèòåëüíûì (îòðèöàòåëüíûì), òî áóäåì íàçûâàòü òî÷-
êó x ω-çàöåïëåííîé (α-çàöåïëåííîé) ñ y.

Ïðèìåð 2.14. Íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà çàöåïëåíà ñàìà ñ
ñîáîé.

Ïðèìåð 2.15. Ïóñòü g : M → M � äèôôåîìîðôèçì
Ìîðñà-Ñìåéëà ìíîãîîáðàçèÿ M è x, y � ïåðèîäè÷åñêèå
òî÷êè g. Íàïîìíèì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæàùàÿ ïå-
ðåñå÷åíèþ íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(x) òî÷êè x è
óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W s(y) òî÷êè y íàçûâàåòñÿ ãå-
òåðîêëèíè÷åñêîé. Ïóñòü γ ∈ W u(x) ∩ W s(y) � ãåòåðî-
êëèíè÷åñêàÿ òî÷êà. Òîãäà γ ÿâëÿåòñÿ ω-çàöåïëåííîé ñî
âñåìè òî÷êàìè íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(y) è α-
çàöåïëåííîé ñî âñåìè òî÷êàìè óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
W s(x).

Ëåììà 2.16. Ïóñòü X � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî,
g : X → X � ãîìåîìîðôèçì è ïóñòü x ∈ Ω(g) \ Ω(gn).
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {1, . . . , n−1} òî÷êà x çàöåïëåíà
ñ òî÷êîé gk(x) ïîä äåéñòâèåì gn.

Çàìå÷àíèå 2.17. Äëÿ çàöåïëåííîñòè ïîä äåéñòâèåì g
òî÷åê îäíîé îðáèòû, íàïðèìåð x è gk(x), äîñòàòî÷íî òðå-
áîâàòü, ÷òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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íàøëîñü ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ïî ìîäóëþ ÷èñëî N òàêîå,
÷òî

U ∩ gk−N(U) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Ω(g) \ Ω(gn). Íåîáõîäè-
ìî íàéòè ÷èñëî k ∈ {1, . . . , n− 1} îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè x íàéäåòñÿ
ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ïî ìîäóëþ ÷èñëî t òàêîå, ÷òî

V ∩ gk−nt(V ) 6= ∅.

Òàê êàê x 6∈ Ω(gn), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U
òî÷êè x, ÷òî

gln(U) ∩ U = ∅
äëÿ âñåõ l ∈ Z \ {0}, íî ïîñêîëüêó x ∈ Ω(g), òî íàéäåòñÿ
òàêîå ÷èñëî m ∈ Z \ {0}, ÷òî
(2.7) gm(U) ∩ U = gm

[
U ∩ g−m(U)

] 6= ∅.

Òîãäà m íå äåëèòñÿ íà n, ò.å. m = nt−k, ãäå k = 1, . . . , n−1,
à çíà÷èòè ïîýòîìó, (2.7) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó ñîîòíî-
øåíèþ:
(2.8) U ∩ gk−nt(U) 6= ∅.

Òàê êàê X � õàóñäîðôîâî, òî m, à çíà÷èò è t, ìîæíî âû-
áðàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì ïî ìîäóëþ, ñì. ëåììó 1.6.

Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x. Íå òå-
ðÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî V ⊂ U . Òîãäà äëÿ V
ìîæíî íàéòè òàêîå ÷èñëî kV ∈ {1, . . . , n− 1} è ñêîëü óãîä-
íî áîëüøîå ïî ìîäóëþ ÷èñëî tV , ÷òî

V ∩ gkV −ntV (V ) 6= ∅.

Åñëè òåïåðü W ⊂ V äðóãàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x, òî â
êà÷åñòâå ÷èñåë kV è tV âñåãäà ìîæíî âçÿòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ÷èñëà kW è tW . Òàê êàê kV ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, òî ìîæíî âûáðàòü îäíî è
òîæå k äëÿ âñåõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè x. ¤



2.5 Íåáëóæäàþùèå òî÷êè êîðíåé ãîìåîìîðôèçìîâ 35

2.5.1. K-çàöåïëåííîñòü. Ïóñòü g : X → X ãîìåî-
ìîðôèçì, n ≥ 2 è K = {k1, . . . kl} � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷èñåë òàêèõ, ÷òî êàæäîå ki ∈ {0, . . . , n− 1}. Ìû
äîïóñêàåì, ÷òî íåêîòîðûå èç ki, âîçìîæíî äàæå âñå, ìîãóò
ñîâïàäàòü äðóã ñ äðóãîì.

Îïðåäåëåíèå 2.18. Ñêàæåì, ÷òî òî÷êà x ∈ X � K-
çàöåïëåíà ïîä äåéñòâèåì ãîìåîìîðôèçìà gn, åñëè äëÿ
ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x íàéäóòñÿ ñêîëü óãîäíî
áîëüøèå ïî ìîäóëþ ÷èñëà N1, . . . , Nl ∈ Z òàêèå, ÷òî

U ∩ gk1−nN1(U) ∩ gk2−nN2(U) ∩ · · · ∩ gkl−nNl(U) 6= ∅.

Çàìå÷àíèå 2.19. K-çàöåïëåííîñòü òî÷êè x ïîä äåé-
ñòâèåì gn îçíà÷àåò, ÷òî x �îäíîâðåìåííî çàöåïëåíà� ñ òî÷-
êàìè gk1(x), . . . , gl(x), ñì. çàìå÷àíèå 2.17. Òàê êàê ÷èñëà
Ni ìîæíî âûáèðàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè ïî ìîäóëþ,
òî ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè ki = kj äëÿ íåêîòî-
ðûõ i 6= j, òî Ni 6= Nj è ïîýòîìó, gki−nNi(U) è gkj−nNj(U)
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíûå ìíîæåñòâà. Äðóãèìè ñëîâàìè,
çàöåïëåíèå òî÷êè x ñ òî÷êîé gki(x) = gkj(x) ïðîèçâîäèòñÿ
ðàçíûìè èòåðàöèÿìè ãîìåîìîðôèçìà gn.

Çàìå÷àíèå 2.20. Åñëè 0 ∈ K, òî x çàöåïëåíà ïîä äåé-
ñòâèåì gn ñ ñîáîé, è çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé òî÷-
êîé äëÿ gn, ò.å. x ∈ Ω(gn).

Ëåììà 2.21. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ Int [Ω(g) \ Ω(gn)]
� K-çàöåïëåíà ïîä äåéñòâèåì gn, ãäå

K = {k1, . . . , kl}
è êàæäîå ki = 0, . . . , n − 1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî
k′ ∈ {1, . . . , n− 1}, ÷òî x � òàêæå K ′-çàöåïëåíà îòíîñè-
òåëüíî gn, ãäå

K ′ = {k1, . . . , kl, k′, k1 + k′, . . . , kl + k′} (mod n)

è âñå ñóììû áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ n.
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå ëåììû
k′ 6= 0 (mod n).

Ïåðåä òåì êàê äîêàçûâàòü ëåììó, âûâåäåì èç íåå òåî-
ðåìó 2.11.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.11. Ïîêàæåì, ÷òî ëþ-
áàÿ òî÷êà x ∈ Int [Ω(g) \ Ω(gn)] � K-çàöåïëåíà ïîä äåé-
ñòâèåì gn, äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà K ñîäåðæàùåãî 0.
Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî x çàöåïëåíà ñ ñîáîé ïîä
äåéñòâèåì gn, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé òî÷êîé gn.
Äðóãèìè ñëîâàìè x ∈ Ω(gn), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëî-
æåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, Int [Ω(g) \ Ω(gn)] = ∅.

Èòàê, ïóñòü x ∈ Int [Ω(g) \ Ω(gn)]. Òîãäà ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2.16 íàéäåòñÿ òàêîå k1 ∈ {1, . . . , n − 1}, ÷òî x � K1-
çàöåïëåíà ïîä äåéñòâèåì gn, ãäå

K1 = {k1}.
Ñîãëàñíî ëåììå 2.21 íàéäåòñÿ òàêîå k2 ∈ {1, . . . , n−1}, ÷òî
x � K2-çàöåïëåíà ïîä äåéñòâèåì gn, ãäå

K2 = {k1, k2, k1 + k2} (mod n)

è ñóììà k1 + k2 áåðåòñÿ ïî ìîäóëþ n.
Òî÷íî òàêæå, íàéäåòñÿ ÷èñëî k3 ∈ {1, . . . , n− 1}, ÷òî x

� K3-çàöåïëåíà ïîä äåéñòâèåì gn, ãäå
K3 = {k1, k2, k1+k2, k3, k1+k3, k2+k3, k1+k2+k3} (mod n)

è âñå ñóììû áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ n. Çàìåòèì, ÷òî K3 ñî-
ñòîèò èç ñóìì ïî ìîäóëþ n âñåâîçìîæíûõ íåïóñòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {k1, k2, k3} è ñîäåðæèò 23−1
ýëåìåíòîâ.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, íà l-ì øàãå ìû ïîëó÷èì òàêèå
÷èñëà k1, . . . , kl ∈ {1, . . . , n− 1}, ÷òî x � Kl-çàöåïëåíà ïîä
äåéñòâèåì gn, ãäå ìíîæåñòâî Kl ñîñòîèò èç ñóìì ïî ìî-
äóëþ n âñåâîçìîæíûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {k1, . . . , kl}, à çíà÷èò, ñîäåðæèò 2l−1 ýëåìåíòîâ.
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Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî (íî êîíå÷íîãî!) l, ñðåäè
k1, . . . , kl íàéäåòñÿ n îäèíàêîâûõ ÷èñåë. Èõ ñóììà ïî ìî-
äóëþ n ðàâíà 0, ñëåäîâàòåëüíî, 0 ∈ Kl, à çíà÷èò x ∈ Ω(gn),
÷òî íåâîçìîæíî. Òåîðåìà 2.11 äîêàçàíà. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.21. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
x ∈ Int [Ω(g) \ Ω(gn)]

� K-çàöåïëåíà îòíîñèòåëüíî gn. Íóæíî íàéòè ÷èñëî
k′ ∈ {1, . . . , n− 1},

îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ïðîèçâîëüíîé îê-
ðåñòíîñòè U òî÷êè x íàéäóòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ïî
ìîäóëþ ÷èñëà
(2.9) N1, . . . , Nl,M0,M1, . . . , Ml

òàêèå, ÷òî

(2.10) U ∩ gk1−nN1(U) ∩ · · · ∩ gkl−nNl(U) ∩
∩ gk′−nM0(U) ∩ gk1+k′−nM1(U) ∩ gkl+k′−nMl(U) 6= ∅

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x ìîæ-
íî íàéòè íåêîòîðîå ÷èñëî k′(U) ∈ {1, . . . , n − 1} è ñêîëü
óãîäíî áîëüøèå ïî ìîäóëþ ÷èñëà (2.9) òàê, ÷òîáû âûïîë-
íÿëîñü óñëîâèå (2.10). Çàìåòèì, ÷òî åñëè V ⊂ U � åùå îä-
íà îêðåñòíîñòü òî÷êè x, òî â êà÷åñòâå k′(U) ìîæíî òàêæå
âçÿòü k′(V ). Òàê êàê k′ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé 1, . . . , n−1, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
k′(U) ñîâïàäàþò. Ýòî è äîêàæåò ëåììó.

Èòàê, ïóñòü U � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x.
Òàê êàê x ∈ Int [Ω(g) \ Ω(gn)], òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

U ⊂ Int [Ω(g) \ Ω(gn)] .

Ñîãëàñíî K-çàöåïëåíîñòè òî÷êè x ïîä äåéñòâèåì gn, íàé-
äóòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ïî ìîäóëþ ÷èñëà N1, . . . , Nl
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òàêèå, ÷òî

U ∩ gk1−nN1(U) ∩ · · · ∩ gkl−nNl(U) 6= ∅
Îáîçíà÷èì ýòî ïåðåñå÷åíèå ÷åðåç V . Òîãäà

V ⊂ U ⊂ Int [Ω(g) \ Ω(gn)] .

Ïóñòü y ∈ V . Òîãäà ïî ëåììå 2.16 òî÷êà y çàöåïëåíà
ñ gk′(y) äëÿ íåêîòîðîãî k′ = {1, . . . , n − 1}, ò.å. íàéäåòñÿ
ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ïî ìîäóëþ ÷èñëî M0 òàêîå, ÷òî

V ∩ gk′−nM0(V ) 6= ∅.

Íî ýòî ïåðåñå÷åíèå ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì
V︷ ︸︸ ︷

U ∩ gk1−nN1(U) ∩ · · · ∩ gkl−nNl(U) ∩
∩ gk′−nM0(U) ∩ gk1+k′−n(N1+M0)(U) ∩ gkl+k′−n(Nl+M0)(U)︸ ︷︷ ︸

gk′−nM0(V )

,

êîòîðîå, ñîãëàñíî (2.10), íåïóñòî.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëà Ni è Mi = Ni+M0 ìîæíî

âûáðàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè ïî ìîäóëþ. ¤

2.6. Öåíòð Áèðêãîôà êîðíåé ãîìåîìîðôèçìîâ
Ïîñêîëüêó íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî íå ñîõðàíÿåòñÿ

ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ, åñòåñòâåííî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî
è öåíòð Áèðêãîôà (ñì. îïðåäåëåíèå 1.9) âåäåò ñåáÿ àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîëíûõ ìåò-
ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ öåíòð Áèðêãîôà ñîâïàäàåò ñ çàìû-
êàíèåì ìíîæåñòâà ðåêóððåíòíûõ òî÷åê, à çíà÷èò, ñîõðà-
íÿåòñÿ ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü. Â îáùåì æå ñëó÷àå, äëÿ
íåïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ öåíòð Áèðêãîôà ìî-
æåò íå ñîâïàäàòü ñ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ðåêóððåíòíûõ
òî÷åê. Ïîêàæåì, ÷òî âñå æå íåñìîòðÿ íà èòåðàöèîííóþ
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íåóñòîé÷èâîñòü íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, öåíòð Áèðê-
ãîôà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ìåòðè÷åñêîì òîïîëîãè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü.

Òåîðåìà 2.22. Ïóñòü X � õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî è g : X → X � ãîìåîìîðôèçì. Òîãäà
BC(gn) = BC(g).

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.11 è ñëåäóþùèõ
äâóõ ëåìì, êîòîðûå ìû óñòàíîâèì íèæå.

Ëåììà 2.23. BC(gn) ⊆ BC(g) äëÿ êàæäîãî n ∈ N.
Ëåììà 2.24. Ïóñòü g : X → X � ãîìåîìîðôèçì. Åñëè

X1 ⊂ X èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî g, ò.å. g(X1) = X1,
òî

BC(g|X1) ⊆ BC(g).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.22. Ðàññìîòðèì îãðà-
íè÷åíèå ãîìåîìîðôèçìà g íà ñâîé öåíòð Áèðêãîôà BC(g),
êîòîðûé ìû äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷èì ÷åðåç B. Òàê êàê
B = Ω(g|B), òî B = BC(g|B). Êðîìå ýòîãî, ïî òåîðåìå 2.11
Ω(gn|B) = B, ñëåäîâàòåëüíî, B = BC(gn|B). Òàêèì îáðà-
çîì

B = BC(g|B)
òåîðåìà 2.11

= BC(gn|B)
ëåììà 2.24⊆

⊆ BC(gn)
ëåììà 2.23⊆ B.

Ñëåäîâàòåëüíî, BC(gn) = B = BC(g). ¤
Ïåðåä òåì, êàê äîêàçûâàòü ëåììû 2.24 è 2.23, îòìåòèì

îäíî ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 2.25. [34, �13, òåîðåìà 1.13]. Ïóñòü

g : X → X � ãîìåîìîðôèçì è ïîäïðîñòðàíñòâî A ⊂ X
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî g, ò.å. g(A) = X. Òîãäà

Ω(g|A) ⊆ Ω(g).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Ω(g|A) è V ⊂ X � ïðî-
èçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x â X. Íåîáõîäèìî íàéòè
òàêîå m ∈ Z \ {0}, ÷òî gm(V ) ∩ V 6= ∅. Òàê êàê U = V ∩A
� îêðåñòíîñòü x â A è x � íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà äëÿ g|A,
òî íàéäåòñÿ òàêîå m ∈ Z\{0}, ÷òî gm(V ∩A)∩(V ∩A) 6= ∅.
Íî òîãäà

gm(V ) ∩ V ⊃ gm(V ∩ A) ∩ (V ∩ A) 6= ∅.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.23. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî
X è îòîáðàæåíèå g óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû. Ôèê-
ñèðóåì n ∈ N.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè öåíòðà Áèðêãîôà äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X, g) âîçíèêàåò ñåìåéñòâî åå çàìêíó-
òûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, çàíóìåðîâàííûõ ïðè ïî-
ìîùè îðäèíàëîâ:

Ω(g) = Ω1(g) ⊇ Ω2(g) ⊇ · · · ⊇
⊇ Ωω(g) ⊇ Ωω+1(g) ⊇ · · · .

(2.11)

Ýòî ñåìåéñòâî óïîðÿäî÷åíî ïî âêëþ÷åíèþ. Ïðè ýòîì,
ïî ñàìîìó ïîñòðîåíèþ, ñîîòíîøåíèÿ

Ωα(g) ⊇ Ωβ(g) è α ≤ β

ðàâíîñèëüíû, à ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñåìåéñòâà (2.11) ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ â êëàññå îðäèíàëîâ Ξ.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (X, gn) ðàñ-
ñìîòðèì ñåìåéñòâî

Ω(gn) = Ω1(g
n) ⊇ Ω2(g

n) ⊇ · · · ⊇
⊇ Ωω(gn) ⊇ Ωω+1(g

n) ⊇ · · · .
(2.12)

Ýòî ñåìåéñòâî èìååò ïî ïîñòðîåíèþ òå æå ñâîéñòâà, ÷òî
è ñåìåéñòâî (2.11).
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Âîñïîëüçóåìñÿ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà òîãî, ÷òî
(2.13) Ωλ(g) ⊇ Ωλ(g

n) ∀λ ∈ Ξ .

Áàçà èíäóêöèè. Ïóñòü λ = 1. Òîãäà ñîîòíîøåíèå
Ω1(g) = Ω(g) ⊇ Ω(gn) = Ω1(g

n)

ñëåäóåò èç ëåììû 2.10.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü λ ∈ Ξ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ

âñåõ α < λ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Ωα(g) ⊇ Ωα(gn).
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
(i) Äëÿ ýëåìåíòà λ ñóùåñòâóåò ïðåäøåñòâóþùèé ýëå-

ìåíò λ̂ < λ, òî åñòü äëÿ ëþáîãî β ∈ Ξ ëèáî β ≤ λ̂, ëèáî
β ≥ λ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì X = Ωλ̂(g) è
X ′ = Ωλ̂(g

n). Ýòè ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
g è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, X ⊇ X ′. Ïîýòîìó,

Ωλ(g) ≡ Ω(g|X)
ïðåäë. 2.25
⊇ Ω(g|X′)

ëåììà 2.10⊇
⊇ Ω(gn|X′) ≡ Ωλ(g

n).

(ii) Ýëåìåíò λ íå èìååò ïðåäøåñòâóþùåãî.
Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ

Ωλ(g) =
⋂

β<λ

Ωβ(g) ⊇
⋂

β<λ

Ωβ(gn) = Ωλ(g
n) .

Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèé Ωβ(f) ⊇ Ωβ(gn),
β < λ.

Çíà÷èò, ñîîòíîøåíèå (2.13) ñïðàâåäëèâî ïî èíäóêöèè.
Ïóñòü λ, λ′ ∈ Ξ � ãëóáèíà öåíòðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñè-

ñòåì (X, g) è (X, gn) ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì
β = max(λ, λ′).

Òîãäà
BC(g) = Ωβ(g) ⊇ Ωβ(gn) = BC(gn).
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Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.24. Îíî ïî÷òè äîñëîâíî
ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.23 ñ òîé
ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî âìåñòî gn íóæíî ðàññìàòðèâàòü ñóæå-
íèå g|X′ , à âìåñòî ññûëîê íà ëåììó 2.10 î òîì, ÷òî

Ω(g) ⊇ Ω(gn)

� èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåíèå 2.25 î òîì, ÷òî

Ω(g) ⊇ Ω(g|X′).

Äåòàëè ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. ¤

2.7. Èòåðàöèîííàÿ óñòîé÷èâîñòü àíàëîãîâ öåíòðà
Áèðêãîôà

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþùèå àíàëîãè öåíòðà Áèðêãî-
ôà, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü, ïîëîæèâ â îïðåäåëåíèè
öåíòðà Áèðêãîôà âìåñòî íåáëóæäàþùèõ ìíîæåñòâ ëèáî
ìíîæåñòâà ïðåäåëüíûõ òî÷åê, ëèáî öåïíî-ðåêóððåíòíûå
ìíîæåñòâà, ÿâëÿþòñÿ èòåðàöèîííî óñòîé÷èâûìè.

Íàïðèìåð, ïîëîæèì Lim 1(f) = Lim (f) è îïðåäåëèì
ïî èíäóêöèè Lim n+1(f) = Lim (f |Lim n(f)). Ïåðåñå÷åíèå ïî-
ëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ çàìêíóòûõ èí-
âàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç Lim ω(f). Ïðîäîë-
æèì ïîñòðîåíèå, èñïîëüçóÿ òðàíñôèíèòíóþ èíäóêöèþ. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé Öîðíà, ìû îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòî-
ðîì îðäèíàëå α, äëÿ êîòîðîãî

Lim α(f) = Lim (f |Lim α(f)).

Òàêîå ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàë åùå ñàì Áèðêãîô, è èíîã-
äà â ëèòåðàòóðå åãî òàêæå íàçûâàþò öåíòðîì Áèðêãîôà.
Ìû áóäåì íàçûâàòü åãî öåíòðîì (Áèðêãîôà) ïðåäåëüíûõ
òî÷åê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
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Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê Lim (f) ñîõðà-
íÿåòñÿ ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ, öåíòð (Áèðêãîôà) ïðåäåëü-
íûõ òî÷åê èìååò òî æå ñâîéñòâî. Êðîìå òîãî, öåíòð (Áèðê-
ãîôà) ïðåäåëüíûõ òî÷åê ñîäåðæèò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
ðåêóððåíòíûõ òî÷åê è ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå Áèðêãîôà.

Ìíîæåñòâî C(f) öåïíî-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê ãîìåîìîð-
ôèçìà ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èç-
âëå÷åíèè êîðíÿ, è àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ, èñïîëüçóþ-
ùàÿ öåïíî-ðåêóððåíòíûå ìíîæåñòâà, äàåò íàì íåçàâèñÿ-
ùèé îò èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ öåïíî-ðåêóððåíòíûé öåíòð
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïî ïîñòðîåíèþ îí ñîäåðæèò îáû÷-
íûé öåíòð Áèðêãîôà.

Îòìåòèì åùå, ÷òî â ðàáîòå À. Í. Øàðêîâñêîãî [39] òàê-
æå ðàññìàòðèâàëñÿ ìèíèìàëüíûé öåíòð ïðèòÿæåíèÿ äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊂
X ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî t(m,M, x), ðàâíîå êîëè÷åñòâó
çíà÷åíèé j ∈ {0, 1, . . . , m}, äëÿ êîòîðûõ f j(x) ∈ M . Åñëè
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

p(x ∈ M) = lim
m→∞

t(m,M, x

m
,

òî îí íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðèè
Orb(x) â ìíîæåñòâå M . Çàìêíóòîå f -èíâàðèàíòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî VM ⊂ X íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ïðèòÿæåíèÿ
ìíîæåñòâà M , åñëè p(x ∈ U) = 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé îê-
ðåñòíîñòè U ìíîæåñòâà VM è ëþáîé òî÷êè x ∈ M . Åñëè
íèêàêîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî èç VM íå ÿâëÿåòñÿ öåò-
íðîì ïðèòÿæåíèÿ äëÿ M , òî VM íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì
öåíòðîì ïðèòÿæåíèÿ M .

Â [39] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî
îòîáðàæåíèÿ f : I → I îòðåçêà I â ñåáÿ ïåðèîäè÷åñêèå
òî÷êè f ïëîòíû êàê â öåíòðå Áèðêãîôà BC(f), òàê è â
ìèíèìàëüíîì öåíòðå ïðèòÿæåíèÿ VI . Ïîýòîìó

BC(f) = VI .
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2.8. Öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî êîðíåé
ãîìåîìîðôèçìîâ

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d è
g : X → X � åãî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå â ñåáÿ.

Ëåììà 2.26. C(gn) ⊂ C(g) äëÿ n ≥ 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäóþ ε-öåïü äëÿ

gn ìîæíî ðàñøèðèòü äî ε-öåïè äëÿ g. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ε-öåïü

x = x0, x1, . . . , xk = y

îòíîñèòåëüíî gn, ò.å.
d(gn(xi), xi+1) < ε

äëÿ âñåõ i = 0, . . . , k − 1. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëåäóþ-
ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x = x0, g(x0), . . . , g
n−1(x0),

x1, g(x1), . . . , g
n−1(x1), . . .

. . . , xk−1, g(xk−1), . . . , g
n−1(xk−1), xk = y

ÿâëÿåòñÿ ε-öåïüþ îòíîñèòåëüíî g. Äëÿ öåïåé, ó êîòîðûõ
x = y, ýòè ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî C(gn) ⊆ C(g). ¤

Ëåììà 2.27. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g : X → X � ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíî. Òîãäà C(gn) = C(g) äëÿ êàæäîãî n ≥ 2.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè X � êîìïàêò, òî C(gn) = C(g) äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.26 äîñòàòî÷íî ïî-
êàçàòü, ÷òî C(g) ⊂ C(gn). Òàê êàê g � ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíî, òî äëÿ êàæäîãî i ≥ 2 îòîáðàæåíèå gi òàêæå ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíî êàê êîìïîçèöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Ïîýòîìó, äëÿ êàæäîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δε > 0, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê x, y ∈ X
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è i = 1, . . . , n èç ñîîòíîøåíèÿ d(x, y) < δε âûòåêàåò, ÷òî
d(gi(x), gi(y)) < ε.

Ïðåäëîæåíèå 2.28. Ïóñòü x = x0, x1, . . . , xk = y �
δε-öåïü äëÿ g, ò.å. d(g(xi), xi+1) < δε. Òîãäà

d(gn(xi), xi+n) < nε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî
n = 3. Îáùèé ñëó÷àé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òîãäà

d(g3(xi), xi+3) ≤ d(g3(xi), g
2(xi+1)) + d(g2(xi+1), g(xi+2))+

+ d(g(xi+2), xi+3) < ε + ε + ε = 3ε. ¤
Ïóñòü òåïåðü x = x0, xn, . . . , xk = x ïðîèçâîëüíàÿ δε-

öåïü äëÿ g ñ îäíèì è òåì æå íà÷àëîì è êîíöîì x. Íå òåðÿÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k êðàòíî n. Åñëè ýòî íå òàê,
òî äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ýòó öåïü n ðàç:

x, x1, . . . , xk−1, x︸ ︷︷ ︸
1

, x1, . . . , xk−1, x︸ ︷︷ ︸
2

, · · · , x1, . . . , xk−1, x︸ ︷︷ ︸
n

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ öåïü òàêæå ÿâëÿåòñÿ δε-
öåïüþ.

Èòàê, ïóñòü k êðàòíî n, ò.å. k = sn. Òîãäà èç ïðåäëîæå-
íèÿ 2.28 âûòåêàåò, ÷òî x = x0, xn, . . . , xsn = xk = x ÿâëÿåò-
ñÿ nε-öåïüþ äëÿ gn. Ýòî äîêàçûâàåò îáðàòíîå âêëþ÷åíèå
C(g) ⊆ C(gn). ¤

2.9. Ðåãóëÿðíûå òî÷êè êîðíåé ãîìåîìîðôèçìîâ
Ëåììà 2.29. Ïóñòü g : X → X � ãîìåîìîðôèçì è

n ≥ 2. Òîãäà
Reg ±(gn) ⊂ Reg ±(g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî
Reg +(gn) ⊂ Reg +(g).



46 Êîðíè èç ãîìåîìîðôèçìîâ

Ïóñêàé x � ω-ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà gn. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
òîãäà x ÿâëÿåòñÿ ω-ðåãóëÿðíîé è äëÿ g, ò.å. ÷òî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé îêðåñòíîñòè U ìíîæåñòâà Ω(g) íàéäåòñÿ îêðåñò-
íîñòü Vx òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî gk(Vx) ⊂ U äëÿ âñåõ äîñòàòî÷-
íî áîëüøèõ k.

Íàïîìíèì, ÷òî Ω(gn) ⊂ Ω(g), ñì. ëåììó 2.10. Òàê êàê
Ω(g) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî g, òî gr(Ω(gn)) ⊂ Ω(g) äëÿ
âñåõ r ∈ Z, à çíà÷èò, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Un ìíîæåñòâà
Ω(gn) òàêàÿ, ÷òî

n∪
r=0

gr (Un) ⊂ U .

Â êà÷åñòâå Un ìîæíî âçÿòü ïåðåñå÷åíèå
Un =

n∩
r=0

g−r (U) .

Òàê êàê x � ω-ðåãóëÿðíà äëÿ gn, òî íàéäåòñÿ åå îêðåñò-
íîñòü Vx è ÷èñëî N ∈ N òàêèå, ÷òî gni(Vx) ⊂ Un äëÿ i > N .
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè k = ni + r > Nn, ãäå r = 0, . . . , n− 1,
òî

gk(Vx) = gr(gni(Vx)) ⊂ gr (Un) ⊂ U .

Òàêèì îáðàçîì, x ÿâëÿåòñÿ ω-ðåãóëÿðíîé äëÿ g. ¤
Ñëåäñòâèå 2.30. Åñëè Ω(g) = Ω(gn), òî

Reg ±(g) = Reg ±(gn),

à çíà÷èò, Reg (g) = Reg (gn).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ω-ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà g, è

UΩ � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà Ω(g) = Ω(gn).
Òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Vx òî÷êè x òàêàÿ è òàêîå äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîå N > 0, ÷òî

∪
i>N

gi(Vx) ⊂ UΩ.

Íî òîãäà òåì áîëåå
∪

ni>N
gni(Vx) ⊂ UΩ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x � ω-ðåãóëÿðíà äëÿ gn. ¤
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Òåîðåìà 2.31. Ïóñòü f : X → X � òàêîé ãîìåîìîð-
ôèçì ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà X, ÷òî Ω(f) = C(f). Åñëè
f = gn, äëÿ íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà g : X → X, òî

Ω(f) = Ω(g).

Ïðè ýòîì òàêæå êàæäîå èç ìíîæåñòâ

Per (f), Rec (f), Lim (f), BC(f), Reg ±(f), Reg (f)

ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâîì äëÿ g.

Çàìå÷àíèå 2.32. Ïóñòü f : M → M � C0-òèïè÷íûé
ãîìåîìîðôèçì, ëèáî C1-òèïè÷íûì äèôôåîìîðôèçì êîì-
ïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M . Â ÷àñòíîñòè, f ìîæåò áûòü
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì èëè äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-
Ñìåéëà. Èç ðåçóëüòàòîâ [44,76] âûòåêàåò, ÷òî òîãäà

(2.14) Ω(f) = C(f).

Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 2.31 âåðíà äëÿ f .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.31. Çàìåòèì, ÷òî ñëå-
äóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

Ω(gn) ⊂ Ω(g)
|| ∩

C(gn) == C(g)

òàê êàê Ω(gn) = C(gn) ñîãëàñíî (2.14) è C(gn) = C(g) ïî
ëåììå 2.27. Èç íåå âûòåêàåò, ÷òî Ω(f) = Ω(gn) = Ω(g). ¤

2.10. Êîðíè èç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
Ëåììà 2.33. Ïóñòü A � (n × n)-ìàòðèöà, E−

A è E+
A

ñîîòâåòñòâåííî åå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà è B = An. Òîãäà

E−
A = E−

B è E+
A = E+

B .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ B
ðàâíû n-ì ñòåïåíÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé A, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êîðíåâûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà A äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÿâëÿ-
þòñÿ êîðíåâûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè B. Íå òåðÿÿ îáùíî-
ñòè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé
æîðäàíîâîé ôîðìå.

Åñëè ìàòðèöà A äèàãîíàëüíà, òî óòâåðæäåíèå ëåììû
ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A íå äèàãîíàëüíà. Ïóñòü λ � ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå A. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå B áóäåò λn. Ïóñòü l � êîðíåâîé âåêòîð äëÿ A è λ. Òîãäà
(A− λE)k (l) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

(B − λnE)k(l) = (An − (λE)n)k (l) =

=
(
An−1 + λAn−2 + · · ·+ λn−1E

)k
(A− λE)k (l)︸ ︷︷ ︸

=0

= 0,

ò.å. l � êîðíåâîé âåêòîð äëÿ B è êîðíåâûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà äëÿ A ÿâëÿþòñÿ êîðíåâûìè äëÿ B. Òàê êàê A è B èìå-
þò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü, èõ êîðíåâûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ñîâïàäàþò. Ïîñêîëüêó óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå
ïîäïðîñòðàíñòâà (ñì. 1.18) îáðàçîâàíû èç êîðíåâûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ, òî îíè ñîâïàäàþò äëÿ A è B. ¤

Ëåììà 2.34 ( [10], ãëàâà VIII, �6). Ïóñòü B � íåâû-
ðîæäåííàÿ (n× n)-ìàòðèöà, òîãäà B = exp(Q) äëÿ íåêî-
òîðîé ìàòðèöû Q. Ñëåäîâàòåëüíî, B âêëþ÷àåòñÿ â ïî-
òîê Φt(x, t) = exp(Qt)x, ò.å. Bx = Φ1(x) äëÿ âñåõ x ∈ Rn.
Â ÷àñòíîñòè, ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Y n = B âñåãäà èìååò
ðåøåíèå Y = exp 1

n
Q.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû Õàðòìàíà-
Ãðîáìàíà (ñì. òåîðåìó 1.20) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.
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Ïóñòü f : Rn → Rn ðîñòîê äèôôåîìîðôèçìà â îêðåñò-
íîñòè 0 ∈ Rn ïðè÷åì 0 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé ãèïåðáîëè-
÷åñêîé òî÷êîé f .

Ñëåäñòâèå 2.35. (1) Â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñ-
òè íà÷àëà êîîðäèíàò f âêëþ÷àåòñÿ â íåïðåðûâíûé ïî-
òîê è, â ÷àñòíîñòè, èìååò êîðíè ïðîèçâîëüíûõ ñòåïå-
íåé.

(2) Åñëè f = gn, ãäå g : Rn → Rn òàêîå ãëàäêîå îòîá-
ðàæåíèå, ÷òî g(0) = 0, òî g åñòü äèôôåîìîðôèçì â îê-
ðåñòíîñòè 0 è 0 � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà äëÿ g. Êðîìå
òîãî, g ñîïðÿæåí íåêîòîðîìó ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ
ÿâëÿþùåìóñÿ êîðíåì èç D0(f).

2.11. Óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷åê
Ïóñòü g : X → X �ãîìåîìîðôèçì ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X. Äëÿ òî÷êè x ∈ X îïðåäåëèì åå óñòîé÷èâîå,
W s

g (x), è íåóñòîé÷èâîe, W u
g (x), ìíîæåñòâà ôîðìóëàìè:

W s
g (x) = {y ∈ X | lim

i→+∞
d(gi(x), gi(y)) = 0 },

W u
g (x) = {y ∈ X | lim

i→−∞
d(gi(x), gi(y)) = 0 }.

Î÷åâèäíî, ÷òî W s
g (x) = W u

g−1(x).
Â ñëó÷àå, êîãäà X � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå, g �

åãî äèôôåîìîðôèçì è x � íåáëóæäàþùàÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêàÿ òî÷êà g, ìíîæåñòâà W s

g (x) è W u
g (x) íàçûâàþòñÿ êàê

óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîe ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè x.
Ëåììà 2.36. (1) Äëÿ êàæäîãî n ≥ 2

W s
g (x) ⊂ W s

gn(x).

(2) Åñëè g � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûé ãîìåîìîðôèçì,
òî

W s
g (x) = W s

gn(x).

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü y ∈ W s
g (x). Òîãäà

(2.15) lim
i→+∞

d(gni(x), gni(y)) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y ∈ W s
gn(x).

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí è
ïóñòü y ∈ W s

gn(x), ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.15). Ïîêà-
æåì, ÷òî

lim
j→+∞

d(gj(x), gj(y)) = 0.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òàê êàê g ðàâíîìåðíî
íåïðåðâûâåí, òî äëÿ êàæäîãî k ≥ 2 ãîìåîìîðôèçì gk òàê-
æå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí. Ïîýòîìó äëÿ ε íàéäåòñÿ òàêîå
δ > 0, ÷òî êàê òîëüêî d(a, b) < δ, òî d(gk(a), gk(b)) < ε äëÿ
k = 1, . . . , n.

Äàëåå, èç (2.15) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ δ íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñ-
ëî N > 0, ÷òî êàê òîëüêî i > N , òî d(gni(x), gni(y)) < δ.

Ïîýòîìó, åñëè j = ni + k, ãäå i > N è k = 1, . . . , n, ò.å.
j > Nn + 1, òî

d(gj(x) , gj(y)) = d
(
gni(gk(x)) , gni(gk(y))

)
< ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ W s
g (x). ¤

2.12. Câîéñòâà çàöåïëåííûõ òî÷åê
Ëåììà 2.37. Åñëè òî÷êà x � ω-(α-)çàöåïëåíà ñ òî÷-

êîé y, ïðèíàäëåæàùåé äðóãîé îðáèòå, òî êàæäàÿ òî÷êà
îðáèòû x � ω-(α-)çàöåïëåíà ñ êàæäîé òî÷êîé îðáèòû y.

Ýòà ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî çàöåïëåííîñòü òðàåêòîðèé
íå çàâèñèò îò âûáîðà èõ çàöåïëåííûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 2.38. Íàçîâåì îðáèòó Γ1 çàöåïëåí-
íîé ñ îðáèòîé Γ2, åñëè íàéäåòñÿ òî÷êà íà Γ1, çàöåïëåí-
íàÿ ñ íåêîòîðîé òî÷êîé íà Γ2.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ω- è α-çàöåïëåííûå òðà-
åêòîðèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.37. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x
� ω-çàöåïëåíà ñ òî÷êîé y ïîä äåéñòâèåì g. Ïîêàæåì, ÷òî
òîãäà äëÿ ëþáûõ k, l ∈ Z òî÷êà xk = gk(x) ω-çàöåïëåíà ñ
òî÷êîé yl = gl(y) ïîä äåéñòâèåì g.

Ïóñòü Uxk
è Uyl

� ïðîèçâîëüíûå îêðåñòíîñòè òî÷åê xk

è yl ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà Vx = g−k(Uxk
) è Vy = g−l(Uyl

)
ÿâëÿþòñÿ îêðåñòíîñòÿìè x è y. Òàê êàê x ω-çàöåïëåíà ñ
òî÷êîé y, òî íàéäåòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîå òàêîå t > 0,
÷òî

gt(Vx) ∩ Vy 6= ∅,

íî

gt(Vx) ∩ Vy = gtg−k(Uxk
) ∩ g−l(Uyl

) =

= g−l
[
gt−k+l(Uxk

) ∩ Uyl

] 6= ∅.

Ïîýòîìó, gt−k+l(Uxk
) ∩ Uyl

6= ∅, ïðè÷åì ÷èñëî t − k + l
ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.

Ñëó÷àé α-çàöåïëåííîñòè äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. ¤
Îïðåäåëåíèå 2.39. Ñêàæåì, ÷òî òî÷êè

x0, x1, . . . , xn−1

öèêëè÷åñêè ω-(α-)çàöåïëåíû åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
k = 1, . . . , n − 1, ÷òî äëÿ âñåõ i = 0, . . . , n − 1 òî÷êà xi

ω-(α-)çàöåïëåíà ñ òî÷êîé xi+1 (mod n).
Ëåììó 2.16 òåïåðü ìîæíî côîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþ-

ùåì âèäå:
Ëåììà 2.40. Ïóñòü x ∈ Ω(g) \ Ω(gn). Òîãäà äëÿ íåêî-

òîðîãî k ∈ {1, . . . , n− 1} gn-îðáèòû òî÷åê
x, gk(x), g2k(x), . . . , g(n−1)k(x)

öèêëè÷åñêè çàöåïëåíû ïîä äåéñòâèåì gn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.16 gn-îðáèòû òî-

÷åê x è gk(x) çàöåïëåíû ïîä äåéñòâèåì gn. Íî òîãäà äëÿ
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âñåõ l = 1, . . . , n− 1 çàöåïëåííûìè áóäóò gn-îðáèòû òî÷åê
glk(x) è g(l+1)k(x). ¤

Òåîðåìà 2.41. Ïóñòü f : X → X � ãîìåîìîðôèçì íå
èìåþùèé öèêëè÷åñêè çàöåïëåííûõ áëóæäàþùèõ òî÷åê.
Åñëè f = gn, äëÿ íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà g : X → X,
òî

Ω(f) = Ω(g).

Ïðè ýòîì êàæäîå èç ìíîæåñòâ
Per (f), Rec (f), Lim (f), BC(f), Reg ±(f), Reg (f)

ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâîì äëÿ g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
x ∈ Ω(g) \ Ω(f) = Ω(g) \ Ω(gn).

Òîãäà x ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùåé äëÿ f . Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî
ëåììå 2.16 x öèêëè÷åñêè çàöåïëåíà ïîä äåéñòâèåì gn = f ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. ¤

Ïðèìåð 2.42. Ïóñòü X � íåõàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷åííîå èç ÷èñëîâîé ïðÿìîé R �ðàñ-
ùåïëåíèåì� êàæäîé öåëî÷èñëåííîé òî÷êè íà äâå � �âåðõ-
íþþ� è �íèæíþþ� è ïóñòü g : X → X � ñäâèã âïðàâî íà
1. Òîãäà g-îðáèòû �âåðõíèõ� è �íèæíèõ� öåëî÷èñëåííûõ
òî÷åê öèêëè÷åñêè çàöåïëåíû. Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäå-
ëåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè.

Ïóñêàé X1 ⊂ R2 ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç äâóõ ïàðà-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ y = ±1 è äëÿ êàæäîãî íå öåëîãî x ∈ R\Z
îòîæäåñòâèì òî÷êè (x, 1) è (x,−1). Ïîëó÷åííîå ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X1 îáîçíà÷èì ÷åðåç X. Î÷å-
âèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå g1 : X1 → X1 çàäàííîå ôîðìóëîé
g(x, y) = (x + 1, y) èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå ñäâèãà íà X.
Òîãäà îáðàçû òî÷åê (0, 1) è (0,−1) â X ÿâëÿþòñÿ áëóæäà-
þùèìè öèêëè÷åñêè çàöåïëåííûìè òî÷êàìè g.
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Ëåììà 2.43. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x è y áëóæäàþùèå
òî÷êè ãîìåîìîðôèçìà f : X → X è x ω-çàöåïëåíà ñ y.
Òîãäà x íå ÿâëÿåòñÿ ω-ðåãóëÿðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê y � áëóæäàþùàÿ òî÷êà,
òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Uy òî÷êè y öåëèêîì ëåæàùàÿ âíå
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè BΩ ìíîæåñòâà Ω(f). Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ω-ðåãóëÿðíîñòè òî÷êè x, íàéäåòñÿ
òàêàÿ åå ìàëàÿ îêðåñòíîñòü Vx, ÷òî

∪
i>N

f i(Vx) ⊂ BΩ

äëÿ íåêîòîðîãî N > 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ω-çàöåïëåííîñòè
òî÷åê x è y. ¤

Ëåììà 2.44. Ïóñòü f : X → X � ãîìåîìîðôèçì ìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Åñëè x ∈ X � ω-çàöåïëåíà
ïîä äåéñòâèåì f ñ òî÷êîé y ∈ X, òî y ∈ C(x, f). Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè x = y, òî x ∈ C(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íóæíî
ïîñòðîèòü ε-öåïü ñ íà÷àëîì x è êîíöîì y. Òàê êàê f íå-
ïðåðûâíî â òî÷êå x, òî äëÿ ε íàäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî èç
d(x, x′) < δ âûòåêàåò, ÷òî d(f(x), f(x′)) < ε.

Ïóñêàé Ux
δ � δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x è V y

ε � ε-îêðåñò-
íîñòü òî÷êè y. Èç ω-çàöåïëåííîñòè x è y âûòåêàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà n ≥ 0, ÷òî

fn(Ux
δ ) ∩ V y

ε 6= ∅.

Ïóñòü y′ � êàêàÿ-íèáóäü òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîìó ïå-
ðåñå÷åíèþ: y′ ∈ fn(Ux

δ ) ∩ V y
ε . Òîãäà y′ = fn(x′) äëÿ íå-

êîòîðîé òî÷êè x′ ∈ Ux
δ . Äëÿ i = 1, . . . , n − 1 ïîëîæèì

xi = f i(x′) = f i−n(y′). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x, x1, . . . , xn−1, y

ÿâëÿåòñÿ ε-öåïüþ ìåæäó x è y.
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Äåéñòâèòåëüíî,
d(f(x), x1) = d(f(x), f(x′)) < ε,

d(f(xi), xi+1) = d(f(f i(x′)), f i+1(x′)) = 0 < ε

äëÿ i = 0, . . . , n− 2 è

d(f(xn−1), y) = d(f(fn−1(x′)), y) = d(fn(x′), y) =

= d(y′, y) < ε.

Ëåììà äîêàçàíà. ¤



ÃËÀÂÀ 3

Î âêëþ÷åíèè ïîòîêîâ Ïîíòðÿãèíà

3.1. Ââåäåíèå
Íàïîìíèì, ÷òî ðàññëîåíèåì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ

òðîéêà âèäà ξ = (E, p,B), ãäå E è B � òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî òîòàëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì è áàçîé, à p : E → B � íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå, íàçûâàåìîå ïðîåêöèåé ðàññëîåíèÿ ξ. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè b ∈ B ìíîæåñòâî p−1(b) ⊂ E íàçûâàåòñÿ
ñëîåì ðàññëîåíèÿ ξ íàä òî÷êîé b (ñì. [31]).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü Γ � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî
(îïðåäåëåííîå, íàïðèìåð, â [17]), f : Γ → Γ � ãîìåîìîð-
ôèçì. Ðàññëîåíèå ξ íàä îêðóæíîñòüþ S1 ñî ñëîåì Γ, ïî-
ñòðîåííîå ïî f , íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì Ïîíòðÿãèíà
(ñì. [24]).

Áîëåå ïîäðîáíî: íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè I × Γ, ãäå
I = [0, 1] ⊂ R, ââîäèòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýê-
âèâàëåíòíûìè îáúÿâëÿþòñÿ òî÷êè {1}×{x} è {0}×{f(x)}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N � ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
I ×Γ ïî ýòîìó îòíîøåíèþ. Ïðîåêöèÿ p : N → S1 çàäàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì p((t, x)) = t äëÿ âñåõ òî÷åê (t, x) ∈ N . Òîãäà
ξ = (N, p, S1).

Ïóñòü ξ = (N, p, S1) � ðàññëîåíèå Ïîíòðÿãèíà, ïîñòðî-
åííîå ïî ãîìåîìîðôèçìó f : Γ → Γ. Íà åãî òîòàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå N ìîæíî çàäàòü åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ïîòîêà
F : N × R→ N ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ

F ((τ, x))(t) = ({t + τ}, f [t](x))
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(çäåñü [t], {t} � öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà ñîîòâåòñòâåí-
íî).

Ýòîò ïîòîê íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì ïîòîêîì (ñì. [2]),
ïîñòðîåííûì ïî ãîìåîìîðôèçìó f : Γ → Γ èëè (àáñòðàêò-
íîé) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé Ïîíòðÿãèíà (ñì. [24]).

Çàìå÷àíèå 3.2. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçû-
âàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

F : N × R→ N

íåïðåðûâíî è çàäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ãîìå-
îìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà N .

Çàìå÷àíèå 3.3. Äëÿ êàæäîãî z ∈ N âûïîëíÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå

F (z)(R) ∩ p−1(p(z)) =
⋃

k∈Z
Fk(z).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî t ∈ R îòîáðàæåíèå
p ◦ F (z)

∣∣
[t,t+1)

: [t, t + 1) → S1

èíúåêòèâíî.
Òàê êàê p ◦ F (z)([t, t + 1)) = p ◦ F (z)(R) = S1, òî ýòî

îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî.

Çàìå÷àíèå 3.4. Äëÿ âñåõ z1, z2 ∈ N , äëÿ êîòîðûõ
p(z1) = p(z2), ïðè ëþáîì t ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

p ◦ F (z1)(t) = p ◦ F (z2)(t).

Ïóñòü ξ = (N, p, S1) � ðàññëîåíèå Ïîíòðÿãèíà, ïîñòðî-
åííîå ïî ãîìåîìîðôèçìó f : Γ → Γ, äëÿ êîòîðîãî íàéäóòñÿ
äâóìåðíîå (õàóñäîðôîâî) ìíîãîîáðàçèå M2 è îòîáðàæåíèå
Φ : N → M2, ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàþùåå ïðîñòðàíñòâî
N íà ñâîé îáðàç.
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Ìû áóäåì èññëåäîâàòü ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê âëèÿåò
óêàçàííîå ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâà N íà ñòðóêòóðó äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû (F,N). Îãðàíè÷åíèÿ îêàçûâàþòñÿ äî-
âîëüíî æåñòêèìè. À èìåííî, íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïðè
óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà N â äâó-
ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû (F,N) ñîâïàäàåò ñ åå öåíòðîì, êîòî-
ðûé â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìèíèìàëüíûõ
ìíîæåñòâ ýòîé ñèñòåìû (òàê êàê äèíàìè÷åñêàÿ ñòðóêòó-
ðà êàñêàäà (f, Γ) ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðîé ïîòîêà (F, N),
ýòèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(f, Γ)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñíà÷àëà ïðî-
âåäåì ïîäãîòîâèòåëüíóþ ðàáîòó, èìåþùóþ ñàìîñòîÿòåëü-
íûé èíòåðåñ.

Ìû çàéìåìñÿ ñâîéñòâàìè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, èí-
äóöèðîâàííîé íà Φ(N) îòîáðàæåíèåì Φ◦F : N×R→ M2.
Ââåäåì äëÿ ýòîé ñèñòåìû ïîíÿòèå ëîêàëüíîé òðàíñâåð-
ñàëüíîé ïëîùàäêè (ïî àíàëîãèè ñ ïîòîêàìè íà ãëàäêèõ
ìíîãîîáðàçèÿõ) è äîêàæåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ëî-
êàëüíûõ òðàíñâåðñàëüíûõ ïëîùàäîê. Çàòåì äëÿ êàæäîãî
èíúåêòèâíîãî îòðåçêà ïðîèçâîëüíîé òðàåêòîðèè äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû (F,N) ìû ïîñòðîèì êàðòó ìíîãîîáðàçèÿ
M2, ãîìåîìîðôíóþ äâóìåðíîìó äèñêó è ïåðåñåêàþùóþ
ìíîæåñòâî Φ(N) ïî òðóáêå òðàåêòîðèé, âêëþ÷àþùåé äàí-
íûé îòðåçîê òðàåêòîðèè.

Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ âëî-
æåíèÿ ïðîñòðàíñòâà N â äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå α è ω-
ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà êàæäîé òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (F, N) ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè (ñëåäñòâèÿ ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû âûøå).
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3.2. Ëîêàëüíûå òðàíñâåðñàëüíûå ïëîùàäêè
Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïóñòü ξ = (N, p, S1) � ðàññëîåíèå

Ïîíòðÿãèíà è Φ : N → M2 � âëîæåíèå (ãîìåîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå íà ñâîé îáðàç) â ïîâåðõíîñòü M2. Íàçîâåì
ëîêàëüíîé òðàíñâåðñàëüíîé ïëîùàäêîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó z ∈ N, èíúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-
íèå γ : I → M2, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) Φ(z) ∈ γ((0, 1));
(ii) Φ(N) ∩ γ(I) ∈ γ((0, 1));
(iii) íàéäåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòîå (â p−1(p(z)) ∼= Γ)

ïîäìíîæåñòâî V ñëîÿ p−1(p(z)) òàêîå, ÷òî
Φ−1 ◦ γ(I) = V.

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ïóñòü ξ = (N, p, S1) � ðàññëîåíèå
Ïîíòðÿãèíà, M2 � äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, Φ : N → M2

� âëîæåíèå.
Ïóñòü α : I → M2 � ëîêàëüíàÿ òðàíñâåðñàëüíàÿ ïëî-

ùàäêà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó z ∈ N . Òîãäà:
(i) íàéäóòñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ M2 òî÷êè

Φ(z) è ãîìåîìîðôèçì
h : Cl U → B = {(x1, x2) ∈ R2 |x2

1 + x2
2 ≤ 1},

äëÿ êîòîðîãî
h(α(I) ∩ Cl U) = {(x1, x2) ∈ B |x2 = 0},

òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî z′ ∈ Φ−1(α(I) ∩ U) îïðåäåëåíû
t1(z

′), t2(z′) ∈ R, −1/2 < t1(z
′) < 0 < t2(z

′) < 1/2,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì
Φ ◦ F (z′)(ti(z′)) /∈ U, i = 1, 2,

Φ ◦ F (z′)((t1(z′), t2(z′))) ⊂ U,

Φ ◦ F (z′)((t1(z′), t2(z′))) ∩ α(I) = Φ(z′).
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(ii) Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U ⊂ M2 òî÷êè Φ(z), óäî-
âëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì ïóíêòà (i), ìíîæåñòâà

Φ ◦ F (z′)((t1(z′), 0)) è Φ ◦ F (z′)((0, t2(z′)))

ëåæàò â ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
U \ α(I) äëÿ êàæäîãî z′ ∈ Φ−1(α(I) ∩ U).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ
F (z) : R→ N

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (F,N). Òàê êàê äëÿ êàæäîãî t ∈ R
îòîáðàæåíèå

p ◦ F (z)
∣∣
[t,t+1)

: [t, t + 1) → S1

� èíúåêòèâíî, òî p ◦ F (z)(1/2) 6= p(z) è
F (z)((−1/2, 1/2)) ∩ p−1(p(z)) = z = F (z)(0).

Ìíîæåñòâî p−1(p ◦ F (z)(1/2)) çàìêíóòî â N , ñëåäîâà-
òåëüíî, ìíîæåñòâî K = Φ(p−1(p ◦ F (z)(1/2)))∪ α(0)∪ α(1)
çàìêíóòî â M2. Òàê êàê Φ(z) /∈ K (íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðå-
äåëåíèþ Φ(z) ∈ α((0, 1))), íàéäåòñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü
U1 ⊂ M2 òî÷êè Φ(z), íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ K.

Òàê êàê M2 � ìíîãîîáðàçèå, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U2

òî÷êè Φ(z), çàìûêàíèå êîòîðîé ëåæèò â U1 è ãîìåîìîðôíî
äâóìåðíîìó äèñêó.

Ôèêñèðóåì ãîìåîìîðôèçì h2 : Cl U2 → B, ãäå
B = {(x1, x2) ∈ R2 |x2

1 + x2
2 ≤ 1}.

Ïóñòü
τ1 = inf{t ∈ I |α((t, α−1 ◦ Φ(z))) ⊂ U2},
τ2 = sup{t ∈ I |α((α−1 ◦ Φ(z), t)) ⊂ U2}.

Òîãäà α(τ1), α(τ2) ∈ ∂U2. Çàìåòèì, ÷òî 0 < τ1 < τ2 < 1
(êðàéíèå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ, òàê êàê Cl U2 ⊂ U1 è
U1 ∩K = ∅).
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Ìíîæåñòâî h2 ◦ α([τ1, τ2]) äåëèò B íà äâå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè, çàìûêàíèå êàæäîé èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî
äâóìåðíîìó äèñêó.

Íàéäåòñÿ ãîìåîìîðôèçì
h̃0 : ∂B ∪ h2 ◦ α([τ1, τ2]) → ∂B ∪ {(x1, x2) ∈ B |x2 = 0},

äëÿ êîòîðîãî h̃0(∂B) = ∂B è
h̃0(α([τ1, τ2])) = {(x1, x2) ∈ B |x2 = 0}.

Ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h̃ : B → B (ñì. [37]) òàêîé,
÷òî

h̃
∣∣
∂B∪h2◦α([τ1,τ2])

: h̃0.

Îáîçíà÷èì h′2 = h̃ ◦ h2 : Cl U → B.
Ìíîæåñòâî α([0, τ1] ∪ [τ2, 1]) ∩ Cl U êîìïàêòíî è íå ñî-

äåðæèò òî÷êè Φ(z). Òàê êàê h′2 ◦ Φ(z) ∈ Int B, íàéäåòñÿ
ε > 0, äëÿ êîòîðîãî

Vε(h
′
2 ◦ Φ(z)) ⊂ Int B,

Cl Vε(h
′
2 ◦ Φ(z)) ∩ h′2 ◦ α([0, τ1] ∪ [τ2, 1]) = ∅.

Äàëåå, ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì L : R2 → R2

òàêîé, ÷òî L(Vε(h
′
2 ◦ Φ(z))) = B, L(R× {0}) = R× {0}.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
U = (h′2)

−1(Vε(h
′
2 ◦ Φ(z)))

è ãîìåîìîðôèçì h = L ◦ h′2 : U → B.
Èìååì U ⊂ U1 è

Φ ◦ F (z′)(−1/2), Φ ◦ F (z′)(1/2) /∈ U1

äëÿ âñåõ z′ ∈ p−1(p(z)), òîãäà äëÿ êàæäîãî
z′ ∈ Φ−1(α(I) ∩ U)

îïðåäåëåíû âåëè÷èíû
t1(z

′) = inf{t < 0 |Φ ◦ F (z′)((t, 0)) ⊂ U},
t2(z

′) = sup{t > 0 |Φ ◦ F (z′)((0, t)) ⊂ U},
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ïðè÷åì −1/2 < t1(z
′) < t2(z

′) < 1/2.
Òàê êàê

Φ(z′) ∈ (α(I) ∩ Φ ◦ F (z′)((t1(z′), t2(z′)))) ⊂
⊂ (Φ(p−1(p(z))) ∩ Φ ◦ F (z′)((−1/2, 1/2))) = Φ(z′),

òî ìíîæåñòâî U óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (i).
Ïóñòü òåïåðü U ⊂ M2 � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè

Φ(z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïîëîæåíèþ (i). Ôèêñèðóåì òî÷êó
z′ ∈ Φ−1(α(I) ∩ U). Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà

Φ ◦ F (z′)((t1(z′), 0)) è Φ ◦ F (z′)((0, t2(z′)))

ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà U\α(I).
Îáîçíà÷èì

V1 = {(x1, x2) ∈ Int B |x2 > 0},
V2 = {(x1, x2) ∈ Int B |x2 < 0}.

Ìíîæåñòâà h−1(V1), h−1(V2) ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿç-
íîñòè ìíîæåñòâà U \ α(I).

Òàê êàê
h ◦ Φ ◦ F (z′)

∣∣
[t1(z′),t2(z′)]

: [t1(z
′), t2(z′)] → B

� ïðîñòàÿ íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ è äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ

h ◦ Φ ◦ F (z′)((t1(z′), t2(z′))) ⊂ Int B,

h ◦ Φ ◦ F (z′)(ti(z′)) ∈ ∂B, i = 1, 2,

òî ìíîæåñòâî h ◦Φ ◦F (z′)([t1(z′), t2(z′)]) ðàçáèâàåò äèñê B
íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, çàìûêàíèå êàæäîé èç êîòî-
ðûõ ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó äèñêó. Îáîçíà÷èì êîìïî-
íåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

B \ h ◦ Φ ◦ F (z′)([t1(z′), t2(z′)])

÷åðåç W1 è W2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà

h ◦ Φ ◦ F (z′)((t1(z′), 0)) è h ◦ Φ ◦ F (z′)((0, t2(z′)))
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ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
Int B \ h ◦ α(I).

Ïóñòü ýòî áóäåò V1.
Îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî x ∈ (−1, 1), äëÿ êîòîðîãî

h ◦ Φ(z′) = {x} × {0} ⊂ (−1, 1)× {0}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S îêðóæíîñòü

{(x1, x2) ∈ R2 |x2
1 + x2

2 = 1}.
Òàê êàê òî÷êè h ◦Φ ◦ F (z′)(t1(z′)) è h ◦Φ ◦ F (z′)(t2(z′))

ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
S \ (({−1} × {0}) ∪ ({1} × {0})) = S \ h ◦ α(I),

òî òî÷êè {−1}×{0} è {1}×{0} ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

S \ (h ◦ Φ ◦ F (z′)(t1(z′)) ∪ h ◦ Φ ◦ F (z′)(t2(z′))).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà (−1, x)×{0} è (x, 1)×{0} ëåæàò
â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

B \ h ◦ Φ ◦ F (z′)([t1(z′), t2(z′)]).

Ïóñòü ýòî áóäåò W2.
Ìíîæåñòâî [−1, x] × {0} ðàçáèâàåò äèñê Cl W2 íà äâå

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ïðè÷åì òî÷êè h◦Φ◦F (z′)(t1(z′)) è
h◦Φ◦F (z′)(t2(z′)) ëåæàò â ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíî-
ñòè ìíîæåñòâà Cl W2 \ ([−1, x]× {0}). Îáîçíà÷èì ýòè êîì-
ïîíåíòû ÷åðåç Q′

1, Q′
2 (h ◦ Φ ◦ F (z′)(ti(z′)) ⊂ Q′

i, i = 1, 2).
Àíàëîãè÷íî, òî÷êè

h ◦ Φ ◦ F (z′)(t1(z′)) è h ◦ Φ ◦ F (z′)(t2(z′))

ëåæàò â ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
Cl W2 \ ([x, 1]× {0}).

Îáîçíà÷èì ýòè êîìïîíåíòû ÷åðåç Q′′
1, Q′′

2, òàê, ÷òîáû
h ◦ Φ ◦ F (z′)(ti(z′)) ⊂ Q′′

i , i = 1, 2.



3.2 Ëîêàëüíûå òðàíñâåðñàëüíûå ïëîùàäêè 63

Òàê êàê
h ◦ Φ ◦ F (z′)(t1(z′)) /∈ [−1, 1]× {0},

íàéäåòñÿ t′1 ∈ (t1(z
′), 0), äëÿ êîòîðîãî

h ◦ Φ ◦ F (z′)(t′1) ∈ Q′
1 ∩Q′′

1.

Àíàëîãè÷íî, íàéäåòñÿ t′2 ∈ (0, t2(z
′)) òàêîå, ÷òî

h ◦ Φ ◦ F (z′)(t′2) ∈ Q′
2 ∩Q′′

2.

Ìíîæåñòâî h ◦ Φ ◦ F (z′)([t′1, t
′
2]) êîìïàêòíî è ëåæèò â

Int B. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ òàêæå δ > 0, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-
íÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

V = Vδ(h ◦ Φ ◦ F (z′)([t′1, t
′
2])) ⊂ Int B,

W2 ∩ Vδ(h ◦ Φ ◦ F (z′)(t′i)) ∈ Q′
i ∩Q′′

i , i = 1, 2.

Îòîáðàæåíèå
F

∣∣
N×[t′1,t′2]

: N × [t′1, t
′
2] → N

íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî

V̂ =
(
h ◦ Φ ◦ F

∣∣
N×[t′1,t′2]

)−1

(V )

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà {z′} × [t′1, t
′
2]

â ïðîñòðàíñòâå N × [t′1, t
′
2]. Òàê êàê [t′1, t

′
2] � êîìïàêò, íàé-

äåòñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü Ṽ0 òî÷êè z′ â ïðîñòðàíñòâå N ,
äëÿ êîòîðîé Ṽ0 × [t′1, t

′
2] ⊂ V̂ .

Ïóñòü Ṽi = (h ◦ Φ)−1(Vδ(h ◦ Φ ◦ F (z′)(t′i))), i = 1, 2. Ïî-
ëîæèì Ṽ = Ṽ0 ∩ Ṽ1 ∩ Ṽ2. Òîãäà

h ◦ Φ ◦ F (Ṽ )([t′1, t
′
2]) ⊂ V,

h ◦ Φ ◦ F (Ṽ )(t′i) ⊂ Vδ(h ◦ Φ ◦ F (z′)(t′i)), i = 1, 2.

Ìíîæåñòâî Ṽ ∩Φ−1◦α(I) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè z′ â ïðîñòðàíñòâå p−1(p(z)). Ìíîæåñòâî p−1(p(z)) ãî-
ìåîìîðôíî ìíîæåñòâó Êàíòîðà è íå èìååò èçîëèðîâàííûõ
òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ z′′ ∈ Ṽ ◦Φ−1◦α(I), z′′ 6= z′.
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Òàê êàê îòîáðàæåíèå
p ◦ F (z′)

∣∣
[t1(z′),t2(z′)]

: [t1(z
′), t2(z′)] → S1

èíúåêòèâíî è p(z′) = p(z′′), òî z′′ /∈ F (z′)([t1(z′), t2(z′)]).
Àíàëîãè÷íî, òàê êàê

F (z′′)(t) 6= F (z′)(t) è p ◦ F (z′′)(t) = p ◦ F (z′)(t)

äëÿ âñåõ t ∈ [t1(z
′), t2(z′)], òî

F (z′′)(t) /∈ F (z′)([t1(z′), t2(z′)])

è
F (z′′)([t′1, t

′
2]) ∩ F (z′)([t1(z′), t2(z′)]) = ∅.

Âêëþ÷åíèå [t′1, t
′
2] ⊂ (−1/2, 1/2) âëå÷åò

F (z′′)([t′1, t
′
2]) ∩ p−1(p(z)) = z′′,

îòñþäà
Φ ◦ F (z′′)([t′1, t

′
2]) ∩ α(I) = Φ(z′′).

Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
h ◦ Φ ◦ F (z′′)([t′1, t

′
2]) ⊂ h ◦ Φ ◦ F (Ṽ )([t′1, t

′
2]) ⊂ V ⊂ Int B,

h ◦ Φ ◦ F (z′′)(t′i) ⊂ h ◦ Φ ◦ F (Ṽ )(t′i) ⊂ Vδ(h ◦ Φ ◦ F (z′)(t′i))

äëÿ i = 1, 2. Òàê êàê
Φ(z′′) ∈ α(I) \ Φ(z′), h ◦ Φ(z′′) ⊂ Int B,

h(α(I) \ Φ(z′)) ⊂ Cl W2

è ∂W2 ⊂ (∂B ∪ h ◦ Φ ◦ F (z′)([t1(z′), t2(z′)])), òî
h ◦ Φ ◦ F (z′′)([t′1, t

′
2]) ⊂ W2.

Çíà÷èò, h ◦ Φ ◦ F (z′′)(t′i) ∈ Q′
i ∩Q′′

i , i = 1, 2.
Ìíîæåñòâî h ◦ Φ ◦ F (z′′)([t′1, t

′
2]) ñâÿçíî, ñëåäîâàòåëüíî

íàéäóòñÿ y1 ∈ (−1, x) × {0}, y2 ∈ (x, 1) × {0}, ëåæàùèå â
h ◦ Φ ◦ F (z′′)([t′1, t

′
2]) (î÷åâèäíî, y1 6= y2).

Èòàê, ñëîé p−1(p(z)) ñîäåðæèò äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà
(h ◦ Φ)−1(y1) è (h ◦ Φ)−1(y2),
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ëåæàùèõ â F (z′′)([t′1, t
′
2]). À ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê

F (z′′)([t′1, t
′
2]) ∩ p−1(p(z)) = z′′.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ¤
Çàìå÷àíèå 3.7. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ N

è òðàíñâåðñàëüíîé ïëîùàäêè α : I → M2, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó z, íàéäåòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè Φ(z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðåäëîæåíèþ 3.6.

Ñëåäñòâèå 3.8. Ïóñòü ξ = (N, p, S1) � ðàññëîåíèå
Ïîíòðÿãèíà, (F,N) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà Ïîíòðÿãèíà è Φ : N → M2 � âëîæåíèå N â
äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M2.

Ïóñòü Z ⊂ M2 � çàìêíóòîå äâóìåðíîå ïîäìíîãî-
îáðàçèå ñ êðàåì, Φ(x) ∈ ∂Z äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ N è
α : I → M2 � òðàíñâåðñàëüíàÿ ïëîùàäêà â òî÷êå x òà-
êàÿ, ÷òî α(I) ⊂ ∂Z.

Òîãäà íàéäóòñÿ îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V ñëîÿ
p−1(p(x)),

ñîäåðæàùåå òî÷êó x è ëåæàùåå â Φ−1(α(I)), è δ > 0 òà-
êèå, ÷òî îäíà èç ñëåäóþùèõ ïàð ñîîòíîøåíèé:

Φ ◦ F (z)((−δ, 0)) ⊂ Int Z, Φ ◦ F (z)((0, δ)) ∩ Z = ∅,

èëè
Φ ◦ F (z)((−δ, 0)) ∩ Z = ∅, Φ ◦ F (z)((0, δ)) ⊂ Int Z.

âûïîëíÿåòñÿ îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ z ∈ V .
Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì äâå ëåììû, íîñÿùèå òåõíè-

÷åñêèé õàðàêòåð, êîòîðûå ïðèãîäÿòñÿ íàì è â äàëüíåéøåì.
Ëåììà 3.9. Ïóñòü ξ = (N, p, S1) � ðàññëîåíèå Ïîíò-

ðÿãèíà, s ∈ S1 � íåêîòîðàÿ òî÷êà áàçû, A � îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî ñëîÿ p−1(s).

Äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ R, a1 < a2, ìíîæåñòâî
F (A)((a1, a2))

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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îòêðûòî â N .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ êàæäî-

ãî z ∈ p−1(s) îòîáðàæåíèå hz = p ◦F (z) : R→ S1 îòêðûòî.
Ôèêñèðóåì τ ∈ S1. Ïóñòü t0 ∈ h−1

z (τ). Ðàññìîòðèì äâà
êîìïàêòà
K1 = [t0 − 1/4, t0 + 1/4] è K2 = [t0 + 1/4, t0 + 3/4].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî τ ∈ S1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

h−1
z (τ) =

⋃

n∈Z
{t + n},

ãäå t � íåêîòîðûé ïðîîáðàç òî÷êè τ .
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå èç îòîáðàæåíèé

hz
∣∣
K1

: K1 → S1 è hz
∣∣
K2

: K2 → S1

èíúåêòèâíî è S1 = hz(K1) ∪ hz(K2).
Êàê èçâåñòíî, îáðàç êîìïàêòà ïðè íåïðåðûâíîì îòîá-

ðàæåíèè êîìïàêòåí è èíúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå êîìïàêòà â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç. Èçâåñòíî òàêæå (ñì. [32]),
÷òî êîíå÷íîå çàìêíóòîå ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñò-
ðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì (òî åñòü ïîäìíîæå-
ñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îòêðûòî, åñëè åãî ïå-
ðåñå÷åíèå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì ïîêðûòèÿ îòêðûòî â ýòîì
ýëåìåíòå ïîêðûòèÿ â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè).

Çíà÷èò, ìíîæåñòâî Uτ = hz((t0−1/4, t0 +1/4)) îòêðûòî
â S1, òàê êàê Uτ îòêðûòî â K1 è Uτ ∩K2 = ∅.

Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå

gτ =
(
hz

∣∣
K1

)−1 ∣∣
Uτ

: Uτ → (t0 − 1/4, t0 + 1/4)

íåïðåðûâíî è hz◦gτ = in : Uτ → S1. Èçâåñòíî (ñì. [32]), ÷òî
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå hz : R → S1 îòêðûòî, åñëè äëÿ
êàæäîãî τ ∈ S1 íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòü Uτ è íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå gτ : Uτ → R, òàêèå ÷òî hz ◦ gτ = in : Uτ → S1.
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Òàê êàê τ ∈ S1 ïðîèçâîëüíî, òî îòîáðàæåíèå hz îòêðû-
òî.

Ïðèñòóïèì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû.

Ðàññëîåíèå ξ ëîêàëüíî òðèâèàëüíî, ïîýòîìó íàéäóòñÿ
îêðåñòíîñòü W ⊂ S1 òî÷êè s è ãîìåîìîðôèçì

ϕ : p−1(W ) → W × Γ,

äëÿ êîòîðîãî p = pr1 ◦ϕ. Çäåñü
pr1 : W × Γ → W è pr2 : W × Γ → Γ

� ïðîåêöèè.
Ôèêñèðóåì w ∈ A ⊂ p−1(s). Èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðà-

æåíèÿ hw â òî÷êå t = 0 è èç ðàâåíñòâà hw(0) = s ñëåäóåò,
÷òî íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî hw((−δ, δ)) ⊂ W .

Óìåíüøàÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè δ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
2δ < a2 − a1.

Èç çàìå÷àíèé 3.2 è 3.4 ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ z ∈ p−1(s)
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

p ◦ F (z)((−δ, δ)) = hz((−δ, δ)) = hw((−δ, δ)),

ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
ϕ ◦ F

∣∣
p−1(s)×(−δ,δ)

: p−1(s)× (−δ, δ) → W × Γ.

Ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîãî z ∈ p1(s) íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå

pr2 ◦ϕ ◦ F (z)
∣∣
(−δ,δ)

: (−δ, δ) → Γ.

Òàê êàê Γ � êàíòîðîâ äèñêîíòèíóóì è îáðàç ñâÿçíîãî ìíî-
æåñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ñâÿçåí, òî

pr2 ◦ϕ ◦ F (z)((−δ, δ)) = pr2 ◦ϕ ◦ F (z)(0) = pr2 ◦ϕ(z)

è
ϕ ◦ F (A)((−δ, δ)) = hw((−δ, δ))× pr2 ◦ϕ(A).

Îòîáðàæåíèå hw îòêðûòî, è çíà÷èò, ìíîæåñòâî
ϕ ◦ F (A)((−δ, δ))
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îòêðûòî â W ×Γ, à ìíîæåñòâî F (A)((−δ, δ)) îòêðûòî â N .
Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.2, ïðè êàæäîì t ∈ R îòîáðàæå-

íèå F (t) : N → N ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìíîæåñòâî

F (A)((−δ, δ)) =
⋃

t∈(a1+δ,a2−δ)

F (A)((t− δ, t + δ))

îòêðûòî â N . ¤
Ëåììà 3.10. Ïóñòü ξ = (N, p, S1) � ðàññëîåíèå Ïîíò-

ðÿãèíà, z � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïðîñòðàíòâà N , U � îò-
êðûòàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè. Íàéäóòñÿ ìíîæåñòâî
A0 ∈ p−1(p(z)), îòêðûòîå â ñëîå p−1(p(z)), è δ > 0, äëÿ êî-
òîðûõ F (A0)((−δ, δ)) ⊂ U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì îêðåñòíîñòü W òî÷êè p(z)
è ãîìåîìîðôèçì ϕ : p−1(W ) → W × Γ, äëÿ êîòîðîãî

p = pr1 ◦ϕ.

Ìíîæåñòâî Ũ = ϕ(U ∩ p−1(W )) îòêðûòî â W × Γ è
ñîäåðæèò òî÷êó ϕ(z).

Âîçüì¼ì ýëåìåíò W0 × A ⊂ W × Γ áàçû îêðåñòíîñòåé
òî÷êè ϕ(z), ñîäåðæàùèéñÿ â ìíîæåñòâå Ũ (W0 è A � íåêî-
òîðûå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâ W è Γ ñîîò-
âåòñòâåííî).

Òàê êàê îòîáðàæåíèå hz = p ◦F (z) : R→ S1 íåïðåðûâ-
íî, ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî hz((−δ, δ)) ⊂ W0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìíîæåñòâî

ϕ−1(hz((−δ, δ))× A) = F (ϕ−1({p(z)} × A))((−δ, δ))

îòêðûòî â W × Γ è ñîäåðæèòñÿ â Ũ .
Ïîëîæèì

A0 = ϕ−1({p(z)} × A) ⊂ p−1(p(z)).

Ìíîæåñòâî F (A0)((−δ, δ)) îòêðûòî â N , ñîäåðæèò òî÷êó z
è ëåæèò â U . ¤
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 3.8. Êàê èçâåñòíî, ∂Z
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïàêòíîå îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
áåç êðàÿ, âëîæåííîå â M2, òî åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé.

Îòîáðàæåíèå (in)−1 ◦α : I → ∂Z âçàèìíî îäíîçíà÷íî è
íåïðåðûâíî, à çíà÷èò, îíî ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, òàê êàê I
� êîìïàêò. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî ∂Z \ α((0, 1)) çàìêíóòî â
∂Z è ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì M2.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.7, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ M2

òî÷êè Φ(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðåäëîæåíèþ 3.6 è òàêàÿ,
÷òî

(∂Z ∩ U) ⊂ α((0, 1)).

Íàéäóòñÿ òàêæå (ñì. ëåììó 3.10) îòêðûòîå ïîäìíîæå-
ñòâî V0 ñëîÿ p−1(p(x)), ñîäåðæàùåå òî÷êó x, è δ ∈ (0, 1/2)
òàêèå, ÷òî

Φ ◦ F (V0)((−δ, δ)) ⊂ U.

Ìíîæåñòâî U\α(I) = U\∂Z ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè U1 è U2 (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.6), îäíà èç êîòîðûõ
ëåæèò â Int Z, äðóãàÿ � â M2 \ Z (ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ïî-
ñëåäíåå íå âåðíî, íåìåäëåííî ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ
òåì, ÷òî Φ(x) ∈ ∂Z). Ïóñòü U1 ⊂ Int Z, U2 ⊂ M2 \ Z (ñëó-
÷àé U1 ⊂ M2 \Z, U2 ⊂ Int Z ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî w ∈ V0

ñïðàâåäëèâû ëèáî ñîîòíîøåíèÿ
Φ ◦ F (w)((−δ, 0)) ⊂ Int Z, Φ ◦ F (w)((0, δ)) ∩ Z = ∅,

ëèáî
Φ ◦ F (w)((−δ, 0)) ∩ Z = ∅, Φ ◦ F (w)((0, δ)) ⊂ Int Z.

Ïóñòü äëÿ òî÷êè x âûïîëíÿåòñÿ ïåðâàÿ ïàðà ñîîòíîøåíèé.
Ïîëîæèì

V = { w ∈ V0 | Φ ◦ F (w)((−δ, 0)) ⊂ U1 },
Ṽ = { w ∈ V0 | Φ ◦ F (w)((−δ, 0)) ⊂ U2 }.

Î÷åâèäíî, x ∈ V .
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Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî V îòêðûòî â p−1(p(x)).
Ñîãëàñíî ëåììå 3.9, ìíîæåñòâà

F (V0)((−δ, δ)),

F (p−1(p(x)))((−δ, 0)) è F (p−1(p(x)))((0, δ))

îòêðûòû â N . Òàê êàê δ < 1/2, òî

F (p−1(p(x)))((−δ, 0)) ∩ F (p−1(p(x)))((0, δ)) = ∅ .

Ìíîæåñòâî Φ−1(U1) îòêðûòî â N , òàê êàê Φ � âëîæå-
íèå.

Äàëåå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

F (p−1(p(x)))((−δ, 0)) ∩ F (V0)((−δ, δ)) ∩ Φ−1(U1) =

= F (p−1(p(x)))((−δ, 0)) ∩ (
F (V )((−δ, 0)) ∪ F (V )((0, δ))

)
=

= F (V )((−δ, 0)).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó âêëþ÷åíèé

F (V )((−δ, 0)) ⊂ F (p−1(p(x)))((−δ, 0)),

F (Ṽ )((0, δ)) ⊂ F (p−1(p(x)))((0, δ)).

Çíà÷èò, ìíîæåñòâî F (V )((−δ, 0)) îòêðûòî â N . Òàê êàê
ïðè êàæäîì t ∈ R îòîáðàæåíèå F (t) : N → N ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì (ñì. çàìå÷àíèå 3.2), òî îòêðûòî è ìíî-
æåñòâî

F (V )((−δ, δ)) =
⋃

t∈(0,δ)

F (V )((t− δ, t)).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

p−1(p(x)) ∩ F (V )((−δ, δ)) = V,

òàê êàê V ⊂ p−1(p(x)) è δ < 1/2. ¤
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3.3. Îêðåñòíîñòè îáðàçîâ òðóáîê òðàåêòîðèé
ïîòîêà F â M2

Ëåììà 3.11. Ïóñòü ξ = (N, p, S1) � ðàññëîåíèå Ïîíò-
ðÿãèíà, (F, N) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà Ïîíòðÿãèíà è Φ : N → M2 � âëîæåíèå N â äâóìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå M2.

Ïóñòü Z ⊂ M2 � êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ïîäìíîãîîá-
ðàçèå ñ êðàåì. Ïóñòü Φ(z), Φ ◦ F (z)(t) ∈ ∂Z è

Φ ◦ F (z)((0, t)) ⊂ Int Z

äëÿ íåêîòîðûõ z ∈ N è t > 0.
Ïóñòü α1, α2 : I → M2 � ëîêàëüíûå òðàíñâåðñàëüíûå

ïëîùàäêè â òî÷êàõ z è F (z)(t) òàêèå, ÷òî αi(I) ⊂ ∂Z,
i = 1, 2.

Òîãäà íàéäåòñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ M2 òî÷-
êè Φ(z), òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ z′ ∈ Φ−1(∂Z ∩ U) âûïîëíÿ-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ Φ(z′), Φ ◦ F (z′)(t) ∈ ∂Z, è

Φ ◦ F (z′)((0, t)) ⊂ Int Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.10 äëÿ êàæäîãî
w = F (z)(t(w)) ∈ F (z)((0, t))

íàéäóòñÿ δ(w) > 0 è îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V (w) ñëîÿ
p−1(p(w)), äëÿ êîòîðûõ

U(w) = F (V (w))((−δ(w), δ(w))) ⊂ Φ−1(Int Z).

Óìåíüøàÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè δ(w), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
0 < t(w)− δ(w) è t(w) + δ(w) < t.

Ðàññìîòðèì îòêðûòûå ìíîæåñòâà
U ′ = F (V ′)((δ′, δ′)), U ′′ = F (V ′′)((δ′′, δ′′)),

ãäå δ′, δ′′, V ′, V ′′ � âåëè÷èíû èç óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 3.8
äëÿ òðàíñâåðñàëüíûõ ïëîùàäîê α1 è α2 ñîîòâåòñòâåííî.

Íàáîð ìíîæåñòâ U ′, U ′′, U(w), w ∈ F (z)((0, t)), ñîñòàâ-
ëÿåò îòêðûòîå ïîêðûòèå êîìïàêòà F (z)([0, t]). Âûáåðåì èç
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íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

U ′, U ′′, U(wi) = F (Vi)((−δi, δi)), i = 1, . . . , n.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

V = V ′ ∩ F (V ′′)(−t) ∩
n⋂

i=1

F (Vi)(−t(wi)).

Òàê êàê ïðè êàæäîì τ ∈ R ãîìåîìîðôèçì

F (τ) : N → N

ÿâëÿåòñÿ ïîñëîéíûì (ñì. çàìå÷àíèÿ 3.2 è 3.4), òî

V ⊂ p−1(p(z)),

ìíîæåñòâî V îòêðûòî â ïðîñòðàíñòâå p−1(p(z)) è z ∈ V .
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ñîîòíîøåíèé:

Ũ = F (V )((0, t)) ⊂

⊂ F (V ′)((0, δ′)) ∪ F (V ′′)((−δ′′, 0)) ∪
n⋃

i=1

U(wi) =

= (U ′ ∩ Φ−1(Int Z)) ∪ (U ′′ ∩ Φ−1(Int Z))∪

∪
n⋃

i=1

U(wi) ⊂ Φ−1(Int Z).

Òàê êàê ìíîæåñòâî V îòêðûòî â Φ−1(α1((0, 1))) è α1((0, 1))
îòêðûòî â ∂Z, òî V îòêðûòî â Φ−1(∂Z). Òîãäà íàéäåò-
ñÿ îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ìíîãîîáðàçèÿ M2 òàêîå, ÷òî
Φ−1(U ∩ ∂Z) = V . ¤

Çàìå÷àíèå 3.12. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óòâåðæäåíèå,
àíàëîãè÷íîå ëåììå 3.11, èìååò ìåñòî è ïðè t < 0.
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3.4. Ñóùåñòâîâàíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ïëîùàäîê
Òåîðåìà 3.13. Ïóñòü ξ = (N, p, S1) � ðàññëîåíèå

Ïîíòðÿãèíà, M2 � äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, Φ : N → M2

� âëîæåíèå. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ N ñóùåñòâóåò
ëîêàëüíàÿ òðàíñâåðñàëüíàÿ ïëîùàäêà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
ýòó òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì òî÷êó z ∈ N . Âîçüìåì
òî÷êó z′ ∈ N òàêóþ, ÷òî p(z) 6= p(z′), òî åñòü

z 6∈ p−1(p(z′)) = Γz′

(î÷åâèäíî, òàêàÿ òî÷êà íàéäåòñÿ). Ðàññìîòðèì òî÷êó
y = Φ(z) ∈ M2

è êîìïàêò Φ(Γz′). Òàê êàê y 6∈ Φ(Γz′), òî ñóùåñòâóåò îò-
êðûòàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ M2 òî÷êè y, äëÿ êîòîðîé

U ∩ Φ(Γz′) = ∅.

Íàéäåì äâå çàìêíóòûå îêðåñòíîñòè D è D0 òî÷êè y â
M2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó äèñêó è
óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì D ⊂ Int D0, D0 ⊂ U . Äëÿ
ýòîãî ôèêñèðóåì êàðòó (V, ϕ) ìíîãîîáðàçèÿ M2, ñîäåðæà-
ùóþ òî÷êó y. Ñóùåñòâóåò ε > 0, äëÿ êîòîðîãî

Bε(ϕ(y)) ⊂ ϕ(U ∩ V ) ⊂ R2,

òàê êàê ϕ(U ∩ V ) � îòêðûòî è ñîäåðæèò òî÷êó ϕ(y). Ïî-
ëîæèì

D = ϕ−1(Bε/3(ϕ(y))), D0 = ϕ−1(B2ε/3(ϕ(y))).

Ýòî è áóäóò èñêîìûå îêðåñòíîñòè.
Òàê êàê ðàññëîåíèå ξ � ëîêàëüíî òðèâèàëüíî, íàéäóòñÿ

îòêðûòîå ìíîæåñòâî W ⊂ S1, ñîäåðæàùåå òî÷êó p(z) è
ãîìåîìîðôèçì ψ : p−1(W ) → W × Γ, äëÿ êîòîðîãî

p = pr1 ◦ψ : p−1(W ) → W.
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Çäåñü pr1 : W × Γ → W � ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæè-
òåëü.

Ìíîæåñòâà âèäà A×B (ãäå A � îòêðûòîå ëèíåéíî ñâÿç-
íîå ïîäìíîæåñòâî W , B � îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæå-
ñòâî Γ) ñîñòàâëÿþò áàçó òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà W × Γ.
Òàê êàê îòîáðàæåíèå

Φ ◦ ψ−1 : W × Γ → M2

� íåïðåðûâíî, òî íàéäóòñÿ îòêðûòîå ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíî-
æåñòâî A0 ⊂ W ⊂ (S1 \ p(z′)) (ãîìåîìîðôíîå èíòåðâà-
ëó) è îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî B0 ⊂ Γ òàêèå, ÷òî
ψ(z) ∈ A0 ×B0 è

Φ ◦ ψ−1(A0 ◦B0) ⊂ Int D.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé ãîìåîìîðôèçì h0 : A0 → (0, 1).
Ïóñòü h0(p(z)) = τ0. Ïîëîæèì τ1 = (τ0+1)/2 ∈ (τ0, 1). Íàé-
äåòñÿ, î÷åâèäíî, òàêîé ãîìåîìîðôèçì k : (0, 1) → (0, 3),
÷òî k(τ0) = 1, k(τ1) = 2.

Ðàññìîòðèì ãîìåîìîðôèçì h = k ◦ h0 : A0 → (0, 3),
íàáîð èíòåðâàëîâ

Ai = h−1
([

1 + 1
2i , 2− 1

2i

])
, i ∈ N,

Âi = h−1
((

1− 1
2i , 2 + 1

2i

))
, i ∈ N,

è íàáîð ìíîæåñòâ
Q0

i = Ai ×B0, Q̂0
i = Âi ×B0, i ∈ N.

Ìíîæåñòâà Q0
i � çàìêíóòû, Q̂0

i � îòêðûòû â W × Γ. Îáî-
çíà÷èì

Q1
i = ψ−1(Q0

i ), P 1
i = N \ ψ−1(Q̂0

i ), i ∈ N.

Ìíîæåñòâà P 1
i è Q1

i , i ∈ N � çàìêíóòû â N , òàê êàê îòîá-
ðàæåíèå ψ � íåïðåðûâíî.

Ïîëîæèì
Qi = Φ(Q1

i ) = Φ ◦ ψ−1(Q0
i ), i ∈ N,

Pi = Φ(P 1
i ) ∩D0, i ∈ N.
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Ìíîæåñòâà Pi, Qi, i ∈ N, çàìêíóòû â M2 (è â ÷àñòíîñòè, â
D0).

Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A = h−1((1, 2)), Â = h−1([1, 2]),

Q0 = A×B0, Q̂0 = Â×B0.

Òàê êàê ∂Q0 = (∂A × B0) ∩ (A × ∂B0) è ∂B0 = ∅ (â ñèëó
òîãî ÷òî B0 � îòêðûòî-çàìêíóòîå), òî

∂Q0 = ∂A×B0 = ∂Â×B0 = ∂Q̂0.

Çàìåòèì, ÷òî ψ(z) ∈ ∂Q0, òàê êàê p(z) = h−1(1) ∈ ∂A ïî
ïîñòðîåíèþ.

Ïîëîæèì

Q1 = ψ−1(Q0), P 1 = N \ ψ−1(Q̂0),

Q = Φ ◦ ψ−1(Q0), P = Φ(P 1) ∩D0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî P 1, Q1 � îòêðûòû â N è óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèÿì P 1 ∩ Q1 = ∅, ∂P 1 = ∂Q1 = ψ−1(K0),
ãäå

K0 = ({h−1(1)} ×B0) ∪ ({h−1(2)} ×B0) ;

à ìíîæåñòâà P è Q � ñîîòíîøåíèÿì

P ∩Q = ∅, ∂P = ∂Q = Φ ◦ ψ−1(K0) = K,

Φ(z) ∈ K, Cl Q ⊂ Int D.

Êðîìå òîãî,

Q =
⋃

i∈N
Qi, P =

⋃

i∈N
Pi.

Ðàçîáúåì äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ íà íåñêîëüêî øà-
ãîâ.



76 Î âêëþ÷åíèè ïîòîêîâ Ïîíòðÿãèíà

Øàã 1. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ îòêðûòîå ïîäìíîæå-
ñòâî U äèñêà D0 òàêîå, ÷òî Q ⊂ U ⊂ Int D, P ⊂ D0 \ ClU
(è çíà÷èò, K = ∂U ∩ Φ(N)).

Ïîëîæèì P = ClP , Q = ClQ.
Ïðè ëþáîì i ∈ N êîìïàêòû Qi è P íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òî-

ãäà íàéäóòñÿ èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñòè
Ũi ⊃ Qi è ˜̃

U i ⊃ P .
Àíàëîãè÷íî, ìîæíî íàéòè íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðû-

òûå ìíîæåñòâà Ṽi ⊃ Pi è ˜̃
V i ⊃ Q.

Ïîëîæèì

U ′
i =

i⋂

k=1

˜̃
Uk, V ′

i =
i⋂

k=1

˜̃
V k, i ∈ N ;

Ui = Ũi ∩ V ′
i , Vi = Ṽi ∩ U ′

i , i ∈ N.

Î÷åâèäíî, Qi ⊂ Ui (òàê êàê Qi ⊂ Q è Q ⊂ V ′
i ïðè

ëþáîì i ∈ N). Àíàëîãè÷íî, Pi ⊂ Vi.
Çàìåòèì, ÷òî Ui ∩ Vj = ∅ ïðè âñåõ i, j ∈ N. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü i ≤ j (ñëó÷àé i > j ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî). Òîãäà

Vj = Ṽj ∩ U ′
j ⊂ U ′

j =

j⋂

k=1

˜̃
Uk ⊂ ˜̃

U i,

è ïðè ýòîì Ui ⊂ Ũi è Ũi ∩ ˜̃
U i = ∅.

Ïîëîæèì
U0 =

⋃

i∈N
Ui, V0 =

⋃

i∈N
Vi.

Î÷åâèäíî, U0 ∩V0 = ∅ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëèñü áû i,
j ∈ N, äëÿ êîòîðûõ Ui ∩Vj 6= ∅). Òàê êàê Qi ⊂ Ui ïðè âñåõ
i ∈ N è Q =

⋃
i∈N

Qi, òî Q ⊂ U0. Àíàëîãè÷íî, P ⊂ V0.
Îáîçíà÷èì U = U0 ∩ Int D. Ýòî è åñòü èñêîìîå ìíîæå-

ñòâî, òàê êàê P ⊂ V0 ⊂ D0 \ ClU0 ⊂ D0 \ ClU .
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Øàã 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U � ëèíåéíî-ñâÿçíîå ìíî-
æåñòâî.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå U ðàñïàäàåòñÿ íà íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîå ÷èñëî êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè U (i), i ∈ N
(êîòîðûå ñàìè ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè):

U =
⋃

i∈N
U (i).

Ôèêñèðóåì òî÷êó τ ∈ A = h−1((1, 2)) ⊂ W . Ìíîæåñòâî
{τ} × B0 ⊂ W × Γ

çàìêíóòî (òàê êàê {τ} çàìêíóòî â W è B0 � îòêðûòî-
çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Γ), à ïîýòîìó îíî êîì-
ïàêòíî (êàê çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà {τ} × Γ).
Çíà÷èò ìíîæåñòâî Φ ◦ ψ−1({τ} ×B0) êîìïàêòíî â M2 (è â
D0).

Íàáîð {U (i)}i∈N îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæå-
ñòâà

Φ ◦ ψ−1({τ} × B0).

Âûáåðåì èç íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {U (ik)}n
k=1. Ìíîæå-

ñòâà èç ýòîãî ïîäïîêðûòèÿ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ (òàê
êàê ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè êîìïîíåíòàìè ëèíåéíîé ñâÿç-
íîñòè ìíîæåñòâà U). Ïîýòîìó ìíîæåñòâà

Φ ◦ ψ−1({τ} × B0) ∩ U (ik), k = 1, . . . , n,

ÿâëÿþòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæå-
ñòâà Φ◦ψ−1({τ}×B0) â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé ñ M2.
Ñëåäîâàòåëüíî èõ ïðîîáðàçû

ψ ◦ Φ−1(Φ ◦ ψ−1({τ} ×B0) ∩ U (ik)), k = 1, . . . , n,

ÿâëÿþòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæå-
ñòâà {τ}×B0 â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàíîé ñ W ×Γ, à ìíî-
æåñòâà
B(k) = pr2 ◦ψ ◦Φ−1(Φ ◦ ψ−1({τ} ×B0)∩ U (ik)), k = 1, . . . , n,
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� îòêðûòî-çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Γ (çäåñü

pr2 : W × Γ → Γ

� ïðîåêöèÿ).
Òàê êàê ïðè âñåõ x ∈ Γ ìíîæåñòâî A × {x} ëèíåéíî-

ñâÿçíî (ãîìåîìîðôíî èíòåðâàëó), òî

Φ ◦ ψ−1(A×B(k)) ⊂ U (ik), k = 1, . . . , n.

Ïóñòü ψ(z) = {s} × {x} ∈ W × Γ (x ∈ B0). Òàê êàê
B0 =

⋃n
k=1 B(k) è B(k)∩B(m) = ∅ ïðè k 6= m, òî ñóùåñòâóåò

òî÷íî îäèí íîìåð k0 ∈ {1, . . . , n} òàêîé, ÷òî x ∈ B(k0).
Òîãäà

(i) ψ(z) ∈ ∂(A×B(k0)) (à çíà÷èò âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå Φ(z) ∈ ∂(Φ ◦ ψ−1(A×B(k0))));

(ii) Φ ◦ ψ−1(A×B(k0)) = Φ(N) ∩ U (ik0
);

(iii) U (ik0
) � ëèíåéíî ñâÿçíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíèâ ìíîæåñòâî A×B0 íà A×B(k0),
U íà U (ik0

), ïîëó÷àåì îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî äèñêà D0,
óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì òðåáîâàíèÿì ïóíêòà 1 è âäîáàâîê,
ëèíåéíî ñâÿçíîå.

Øàã 3. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ çàìêíóòîå ïîäìíîæå-
ñòâî S äèñêà D, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) Int D0 \S � îòêðûòîå ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî;
(ii) Int S � îòêðûòîå ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî;
(iii) âñå òî÷êè ∂S äîñòèæèìû èç Int S;
(iv) âñå òî÷êè ∂S äîñòèæèìû èç Int D0 \ S;
(v) Q ⊂ Int S;
(vi) P ⊂ D0 \ S .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî, K ⊂ ∂S.
Âñïîìíèì, ÷òî D0 = ϕ−1(B2ε/3(ϕ(y))), ãäå (V, ϕ) � íåêî-

òîðàÿ (ôèêñèðîâàíàÿ) êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ M2, êîòîðàÿ
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ñîäåðæèò òî÷êó y = Φ(z). Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé àâòîìîð-
ôèçì H : R2 → R2 òàêîé, ÷òî

H(ϕ(y)) = 0,

H(B2ε/3(ϕ(y))) = D̂0 = {x ∈ R2| |x| ≤ 1},

H(Bε/3(ϕ(y))) = D̂ =

{
x ∈ R2| |x| ≤ 1

2

}
.

Îòîáðàæåíèå H ◦ϕ : D0 → D̂0 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãîìåîìîðôíûå îáðàçû (ïîä äåéñòâè-
åì îòîáðàæåíèÿ H ◦ ϕ) ìíîæåñòâ P , Q, K è U , îáîçíà÷èâ
èõ P̂ , Q̂, K̂ è Û ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëîæèì

D̂1 =

{
x ∈ R2|d(0, x) ≤ 3

4

}
.

Òàê êàê Û ⊂ Int D̂, òî Cl Û ⊂ Int D̂1 è d(x, ∂D̂1) ≥ 1/4 äëÿ
âñåõ x ∈ Cl Û .

Êàæäîé òî÷êå x ∈ ∂Û \ K̂ ñîïîñòàâèì îêðåñòíîñòü

Vx = Bε(x)(x) = {x′ ∈ D̂0| d(x, x′) < ε(x)},
ãäå

ε(x) = min(d1, d2), d1 = d(x, ∂D̂1),

d2 =
1

2
d(x,H ◦ ϕ(Φ(N) ∩ D̂0)) =

1

2
d(x, (P̂ ∪ Q̂ ∪ K̂)).

Íàáîð ìíîæåñòâ {Vx}x∈∂ bU1\ bK îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå
ìíîæåñòâà ∂Û \ K̂.

Ðàññìîòðèì, êðîìå òîãî, ìíîæåñòâà

Vn(K̂) =

{
x′ ∈ D̂0| d(x′, K̂) <

1

2n

}
, n ∈ N.

Âûáåðåì èç íàáîðà {Vx}x∈∂ bU1\ bK ñ÷åòíóþ ïîäñèñòåìó,
îáðàçóþùóþ ïîêðûòèå ìíîæåñòâà ∂Û \ K̂.



80 Î âêëþ÷åíèè ïîòîêîâ Ïîíòðÿãèíà

Òàê êàê ∂Û � êîìïàêò, òî èç ïîêðûòèÿ

V1(K̂) ∪
⋃

x∈∂ bU1\V1( bK)

Vx

ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå V1(K̂), Vx1 , . . . , Vxn1
.

Îáîçíà÷èì

W1 =

n1⋃
i=1

Vxi
.

Î÷åâèäíî, ∂Û \ V1(K̂) ⊂ W1.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî s ≥ 2 óæå íàéäåíî ÷èñëî ns ∈ N

è òî÷êè xi ∈ ∂Û \ K̂, i = 1, . . . , ns òàêèå, ÷òî

∂Û \ Vs(K̂) ⊂ Ws =
ns⋃
i=1

Vxi
.

Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà ∂Û

Vs+1(K̂), Ws, {Vx}x∈(∂ bU1∩Vs( bK))\Vs+1( bK).

Âûáåðåì èç íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

Vs+1(K̂),Ws, Vxns+1 , . . . , Vxns+1
.

Îáîçíà÷èì

Ws+1 = Ws ∪
ns+1⋃

i=ns+1

Vxi
.

Î÷åâèäíî, ∂Û \ Vs+1(K̂) ⊂ Ws+1.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñ÷åòíîå ïîêðûòèå {Vxi

}i∈N ìíî-
æåñòâà ∂Û \ K̂, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
ïðè âñåõ s ∈ N

∂Û \ Vs(K̂) ⊂ Ws =
ns⋃
i=1

Vxi
;
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ïðè âñåõ s ∈ N \ {1}
∞⋃

i=ns+1

Vxi
⊂ Vs−1(K̂) ,

è äàæå
∞⋃

i=ns+1

ClVxi
⊂ Vs−1(K̂).

Äåéñòâèòåëüíî, xi ∈ Vs(K̂) ïðè âñåõ i ≥ ns + 1, òî åñòü
d(xi, K̂) < 1/2s. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x ∈ ClVxi

âûïîëíÿþò-
ñÿ íåðàâåíñòâà

d(xi, x) ≤ 1/2d(xi, K̂ ∪ P̂ ∪ Q̂) ≤ 1/2d(xi, K̂) < 1/2s+1,

òî

d(x, K̂) ≤ d(x, xi) + d(xi, K̂) < 1/2s+1 + 1/2s =

= 3/2s+1 < 1/2s−1

è ClVxi
⊂ Vs−1(K̂), i ≥ ns + 1.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
Ŝ0 = Cl(Û ∪

⋃

i∈N
Vxi

).

Ìíîæåñòâî Ŝ0 îáëàäàåò öåëûì ðÿäîì âàæíûõ äëÿ íàñ
ñâîéñòâ.

(a) Î÷åâèäíî, Q̂ ⊂ Int Ŝ0, òàê êàê Q̂ ⊂ Û è Û îòêðûòî.
Ïîêàæåì, ÷òî P̂ ⊂ D̂0 \ Ŝ0.

Ïóñòü x ∈ P̂ . Òîãäà x ∈ D̂0\ClÛ . Òàê êàê ∂Û � êîìïàêò
è x 6∈ ∂Û , òî d(x, ∂Û) = δ > 0. Çàìåòèì, ÷òî

Bδ/2(x) ⊂ D̂0 \ ClÛ .

Ïîêàæåì, ÷òî

B δ
2
(x)

⋂

 ⋃

x′∈∂ bU1\ bK Vx′


 = ∅.

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà íàéäóòñÿ

x′ ∈ ∂Û1 \ K̂ è t ∈ Vx′ ∩Bδ/2(x).

Ñ îäíîé ñòîðîíû

d(x, t) <
1

2
d(x, ∂Û) ≤ 1

2
d(x, x′),

ñ äðóãîé ñòîðîíû,

d(x′, t) <
1

2
d(x′, P̂ ∪ Q̂ ∪ K̂)

ïî îïðåäåëåíèþ Vx′ , ïîýòîìó

d(x′, t) <
1

2
d(x′, P̂ ) ≤ 1

2
d(x, x′).

Îáúåäèíÿÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì
d(x, x′) > d(x, t) + d(t, x′),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.
Ñëåäîâàòåëüíî, Vx′ ∩Bδ/2(x) = ∅ ïðè âñåõ x′ ∈ ∂Û \ K̂.

Â ÷àñòíîñòè,

B δ
2
(x) ∩

(⋃

n∈N
Vxn

)
= ∅

è

B δ
2
(x) ∩

(
Û ∪

(⋃

n∈N
Vxn

))
= ∅.

Òàê êàê â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè âñå ìíîæåñòâà îòêðûòû,
òî

B δ
2
(x)

⋂
Cl

(
Û

⋃ (⋃

n∈N
Vxn

))
= ∅

è B δ
2
(x) ⊂ D̂0 \ Ŝ0.

Èç (a) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî K̂ ⊂ ∂Ŝ0.
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(b) Òàê êàê (ClÛ \ K̂) ⊂ IntŜ0, òî ãðàíèöó ∂Ŝ0 ìíî-
æåñòâà Ŝ0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ òðåõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ:

∂Ŝ0 = K̂∪
(

∂Ŝ0 ∩
(
∪

n∈N
∂Vxn

))
∪

(
∂Ŝ0 \

(
K̂

⋃
∪

n∈N
∂Vxn

))
,

ïðè÷åì

∂Ŝ0 \
(

K̂ ∪ ∪
n∈N

∂Vxn

)
⊂ Cl

(
∪

n∈N
∂Vxn

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî
∂Ŝ0 ⊂ K̂ ∪ ∪

n∈N
∂Vxn .

Ïóñòü x ∈ ∂Ŝ0 \ K̂. Òîãäà x 6∈ P̂ ∪ Q̂ ∪ K̂ è
d(x, P̂ ∪ Q̂ ∪ K̂) = δ > 0.

Íàéäåòñÿ s ∈ N òàêîå, ÷òî δ/2 > 1/2s.
Òàê êàê

∞⋃
i=ns+1

Vxi
⊂ Vs(K̂)

è
Vs(K̂) ∩B δ

2
(x) = ∅,

òî

B δ
2
(x)

⋂
Cl

(⋃

n∈N
∂Vxn

)
=

= B δ
2
(x)

⋂
Cl

(
ns+1⋃
i=1

∂Vxi

)
= B δ

2
(x)

⋂ ns+1⋃
i=1

∂Vxi
,

Çíà÷èò, x ∈ ∂S0 \ K̂ âëå÷åò x ∈ ⋃
n∈N ∂Vxn . Èç ïîñëåäíåãî

çàêëþ÷àåì, ÷òî

Ŝ0 = Cl Û
⋃ ⋃

n∈N
Cl Vxn .
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(c) Òàê êàê ∂Ŝ0 \ K̂ ⊂ ⋃
n∈N ∂Vxn è ïðè âñåõ s ∈ N \ {1}

∞⋃
i=ns+1

∂Vxi
⊂

∞⋃
i=ns+1

Cl Vxi
⊂ Vs−1(K̂),

òî
∂Ŝ0 \ Vs−1(K̂) ⊂

ns⋃
i=1

∂Vxi
.

Ïîýòîìó, ïðè ëþáîì s ∈ N òà ÷àñòü ãðàíèöû ∂Ŝ0, êîòî-
ðàÿ ëåæèò âíå Vs(K̂) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå îáú-
åäèíåíèå äóã îêðóæíîñòåé ∂Vx1 , . . . , ∂Vxns+1

. Èç ñêàçàííîãî
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî:

(i) Ìíîæåñòâî Int Ŝ0 ëèíåéíî-ñâÿçíî.
Ïðîâåðèì ýòî. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ìíîæåñòâî

Û ∪
⋃

n∈N
Vxn

ëèíåéíî-ñâÿçíî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâà Û ,
Vxn , n ∈ N, ëèíåéíî-ñâÿçíû è êàæäîå èç ìíîæåñòâ Vxn ,
n ∈ N, èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Û .

Ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

Û ∪
⋃

n∈N
Vxn ⊂ Int Ŝ0 ⊂

(
Û

⋃ ⋃

n∈N
Cl Vxn

)
.

Âòîðîå èç íèõ èìååò ìåñòî â ñèëó òîãî, ÷òî

∂Û \ K̂ ⊂
⋃

n∈N
Vxn è K̂ ⊂ ∂Ŝ0.

Ôèêñèðóåì òî÷êó z0 ∈ Û ∪⋃
n∈N Vxn . Ïóñòü

x ∈ Int Ŝ0 ∩ ∂Vxi

äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ N. Òàê êàê Cl Vxi
åñòü çàìêíóòûé äâó-

ìåðíûé äèñê, òî òî÷êà x äîñòèæèìà èç Vxi
, ò. å. íàéäåòñÿ
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èíúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ1 : I → Cl Vxi
òà-

êîå, ÷òî ϕ1(0) = x, ϕ1((0, 1)) ⊂ Vxi
. Äàëåå, íàéäåòñÿ íåïðå-

ðûâíûé ïóòü ϕ2 : I → Û ∪ ⋃
n∈N Vxn , ñîåäèíÿþùèé òî÷êè

ϕ1(1) ⊂ Vxi
è z0. Òîãäà íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ

ϕ : I → Int Ŝ0,

ϕ(t) =

{
ϕ1(2t) ïðè t ∈ [0, 1/2)
ϕ2(2t− 1) ïðè t ∈ [1/2, 1]

ñîåäèíÿåò òî÷êè x è z0.
(ii) Êàæäàÿ òî÷êà x ∈ ∂Ŝ0 \ K̂ ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé

èç ëþáîé êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ìíîæå-
ñòâà D̂0 \ ∂Ŝ0, íà ãðàíèöå êîòîðîé îíà ëåæèò.

Äåéñòâèòåëüíî, èç (c) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x ∈ ∂Ŝ0 \ K̂

íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî

Uε(x) ∩ ∂Ŝ0 ⊂
s⋃

i=1

∂Vxmi

äëÿ íåêîòîðûõ Vxm1
, . . . , Vxms

.
Òàê êàê ìíîæåñòâà {x} è ∂Vxmi

, i = 1, . . . , n, êîìïàêò-
íû, òî èç x 6∈ ∂Vxmi

ïðè íåêîòîðîì i ñëåäóåò, ÷òî
d(x, ∂Vxmi

) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîäîáðàòü ε > 0 òàê, ÷òîáû ñ ε-
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ïåðåñåêàëèñü òîëüêî òå èç îêðóæ-
íîñòåé ∂Vxm1

, . . . , ∂Vxms
, êîòîðûå ñîäåðæàò òî÷êó x.

Äàëüøå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
x ∈ ∂Vxmi

ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , s}
Îáîçíà÷èì ÷åðåç z1, . . . , zk âñå òî÷êè ïîïàðíîãî ïåðåñå-

÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ∂Vm1 , . . . , ∂Vms , i = 1, . . . , s, îòëè÷íûå
îò x (èõ, î÷åâèäíî, êîíå÷íîå ÷èñëî). Ïóñòü di, i = 1, . . . , s,
� ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ∂Vxmi

. Ïóñòü åùå ρj = d(x, zj)/2,
j = 1, . . . , k.
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Ïîëîæèì

δ = min(d1, . . . , ds, ρ1, . . . , ρk, ε).

Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü Uδ(x). Åå ãðàíè÷íàÿ îêðóæ-
íîñòü ∂Uδ(x) ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé èç îêðóæíîñòåé ∂Vxmi

,
i = 1, . . . , s, òî÷íî â äâóõ òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî,

Cl Uδ(x) ∩
(

s⋃
i=1

∂Vxmi

)
=

2s⋃
j=1

γj,

ãäå γj, j = 1, . . . , 2s, � ÿâëÿþòñÿ äóãàìè îêðóæíîñòåé
∂Vxmi

, i = 1, . . . , s, îäíèì èç êîíöîâ êàæäîé èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ òî÷êà x, à äðóãîé ëåæèò â ∂Uδ(x). Ïðè ýòîì
γi ∩ γj = x ïðè âñåõ i, j = 1, . . . , 2s, i 6= j.

Äóãè γj, j = 1, . . . , 2s, ðàçáèâàþò ìíîæåñòâî Cl Uδ(x)
íà 2s çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Bj, j = 1, . . . , 2s, òàêèõ, ÷òî
Int Bi∩Int Bj = ∅ ïðè âñåõ i, j = 1, . . . , 2s. Êàæäîå èç ýòèõ
ïîäìíîæåñòâ îãðàíè÷åíî äâóìÿ äóãàìè èç ñåìåéñòâà {γj}
è äóãîé îêðóæíîñòè ∂Uδ(x) , à çíà÷èò, ãîìåîìîðôíî äâó-
ìåðíîìó äèñêó. Ïðè ýòîì x ∈ ∂Bj äëÿ âñåõ j = 1, . . . , 2s.

Î÷åâèäíî, òî÷êà x äîñòèæèìà èç Int Bj äëÿ êàæäîãî
j = 1, . . . , 2s.

Ïóñòü W � íåêîòîðàÿ êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà D̂0 \ ∂Ŝ0 òàêàÿ, ÷òî x ∈ ∂W . Òîãäà

Uδ(x) ∩W 6= ∅.

Îòìåòèì, ÷òî W ∩ Int Bj 6= ∅ âëå÷åò Int Bj ⊂ W äëÿ
êàæäîãî j ∈ {1, . . . , 2s}, òàê êàê

(∂W ∩ Uδ(x)) ⊂ (∂Ŝ0 ∩ Uδ(x)) ⊂
2s⋃

j=1

∂Bj.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàéäåòñÿ j0 ∈ {1, . . . , 2s}, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íåðàâåíñòâó W ∩ Int Bj0 6= ∅, òàê êàê ìíîæåñòâî

Uδ(x) \
(

2s⋃
j=1

Int Bj

)
=

2s⋃
j=1

γj

èìååò ïóñòóþ âíóòðåííîñòü è Uδ(x) ∩W 6= ∅.
Çíà÷èò, íàéäåòñÿ j0 ∈ {1, . . . , 2s} òàêîå, ÷òî

Int Bj0 ⊂ W.

Òî÷êà x äîñòèæèìà èç Int Bj0 , è òåì áîëåå îíà äîñòèæèìà
èç W .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðîñòîå ïðåäëîæåíèå
Ïðåäëîæåíèå 3.14. Ïóñòü äóãà γj, j ∈ {1, . . . , 2s}

ëåæèò íà îáùåé ãðàíèöå äâóõ êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿç-
íîñòè W ′, W ′′ ìíîæåñòâà D̂0 \ ∂Ŝ0. Òîãäà îäíà èç ýòèõ
êîìïîíåíò ñîâïàäàåò ñ Int Ŝ0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.14. Ïóñòü ýòî íå
òàê, è íè îäíî èç ìíîæåñòâ W ′, W ′′ íå ñîâïàäàåò ñ Int Ŝ0.
Òîãäà, î÷åâèäíî, W ′ ∩ Ŝ0 = W ′′ ∩ Ŝ0 = ∅.

Ôèêñèðóåì òî÷êó x′ ∈ γj∩Uδ(x), x′ 6= x. Òàê êàê ìíîæå-
ñòâà ∂Uδ(x), γi, i 6= j, � êîìïàêòíû, íå ñîäåðæàò òî÷êó x′

(è ïðîñòðàíñòâî D̂0 � õàóñäîðôîâî), òî íàéäåòñÿ ε′ > 0 òà-
êîå, ÷òî îêðåñòíîñòü Uε′(x

′) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâàìè
∂Uδ(x), γi, i 6= j.

Çíà÷èò, Uε′(x
′) ⊂ W ′ ∪W ′′ ∪ γj. Òî÷êà x′ ëåæèò â ∂Ŝ0

(ò. ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïîëíÿëîñü áû âêëþ÷åíèå
Uε′(x

′) ⊂ D̂0 \ ∂Ŝ0,

÷òî íåâîçìîæíî). Ñëåäîâàòåëüíî, x′ äîñòèæèìà èç Int Ŝ0,
à ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê γj ⊂ ∂Ŝ0 è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ,
Uε′(x

′) ∩ Int Ŝ = ∅. ¤
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Ñëåäñòâèå 3.15. Êàæäàÿ òî÷êà x ∈ ∂Ŝ0 \ K̂ äîñòè-
æèìà èç Int Ŝ0.

Çàìå÷àíèå 3.16. Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè W ìíîæåñòâà D̂0\∂Ŝ0 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
∂W ⊂ ∂Ŝ0.

Çàìå÷àíèå 3.17. Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè W ìíîæåñòâà D̂0\∂Ŝ0 åå ãðàíèöà ∂W ðàçäåëÿ-
åò D̂0, òàê êàê D̂0\Cl W èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü,
êîòîðàÿ ñîäåðæèò D̂0 \ D̂1 åñëè W = Int Ŝ0 è ñîäåðæèò
Int Ŝ0 åñëè W 6= Int Ŝ0.

Êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà D̂0 \ ∂Ŝ0 íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî, ò. ê. ìíîæåñòâî D̂0 \ ∂Ŝ0 îòêðû-
òî â D̂0. Îáîçíà÷èì W0 = Int Ŝ0. Ïóñòü W1 � êîìïîíåí-
òà, ñîäåðæàùàÿ êîëüöî D̂0 \D̂1. Ïåðåíóìåðóåì îñòàâøèåñÿ
êîìïîíåíòû êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì.

Îáîçíà÷èì Ŝ = D̂0 \W1. Î÷åâèäíî, Ŝ ⊂ D̂1.
Ïóñòü z0 ∈ Φ−1(D0). Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ

F (z0) : R→ N

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû Ïîíòðÿãèíà (F, N).
Èç îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (F, N) âûòåêà-

åò, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ S1 íàéäåòñÿ t ∈ R òàêîå, ÷òî
F (z0)(t) ∈ p−1(τ). Ïðè ýòîì

p−1(τ) ∩ F (z0)(R) =
⋃

n∈Z
F (z0)(t + n).

Íàéäåì t0 ∈ [−1, 0], äëÿ êîòîðîãî F (z0)(t0) ∈ p−1(p(z′)).
Òàê êàê Φ(z0) ∈ D0 ⊂ U è

U ∩ Φ(p−1(p(z′))) = ∅,

òî t0 ∈ (−1, 0).
Ðàññìîòðèì îòðåçîê òðàåêòîðèè F (z0)([t0, t0 + 1]).
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Ïóñòü ∂Â = {τ1} ∪ {τ2} ⊂ S1. Ïî ïîñòðîåíèþ
p(z′) /∈ Â.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ t1, t2 ∈ (t0, t0 + 1) òàêèå, ÷òî
p ◦ F (z0)(ti) = τi, i = 1, 2.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t1 < t2 (ñëó÷àé t1 > t2 ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî).

Òàê êàê îòîáðàæåíèå
p ◦ F (z0)

∣∣
[t1,t2]

: [t1, t2] → S1

èíúåêòèâíî è íåïðåðûâíî, òî p ◦ F (z0)([t1, t2]) ñîâïàäàåò ñ
îäíèì èç ìíîæåñòâ: ëèáî ñ Â, ëèáî ñ S2 \ A.

Òàê êàê p◦F (z0)(t0) = p(z′) /∈ Â, òî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.3
p◦F (z0)([t1, t2]) = Â, p◦F (z0)([t0, t1)∪(t1, t0+1]) = S1\Â.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
pr2 ◦ψ ◦ F (z0)

∣∣
[t1,t2]

: [t1, t2] → Γ.

Çäåñü pr2 : W×Γ → Γ � ïðîåêöèÿ íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü.
Òàê êàê îáðàç ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà ïðè íåïðåðûâíîì

îòîáðàæåíèè ñâÿçåí è Γ � êàíòîðîâ äèñêîíòèíóóì, òî
pr2 ◦ψ ◦ F (z0)([t1, t2]) = x

äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ Γ.
Çíà÷èò ðåàëèçóåòñÿ îäíà èç äâóõ ñëåäóþùèõ âîçìîæ-

íîñòåé.
(i) Φ ◦ F (z0)((t1, t2)) ∈ Q ïðè x ∈ B0.

Ïðè ýòîì

F (z0)([t1, t2]) ∩ ∂(A0 ×B0) =

= F (z0)([t1, t2]) ∩ (∂A0 ×B0) = F (z0)(t1) ∪ F (z0)(t2)

è Φ ◦ F (z0)([t1, t2]) ∩K = Φ ◦ F (z0)(t1) ∪ Φ ◦ F (z0)(t2).
(ii) Φ ◦ F (z0)((t1, t2)) ∩Q = ∅ ïðè x /∈ B0.
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Òîãäà Φ ◦ F (z0)([t1, t2]) ⊂ M2 \ (Q ∪K), òàê êàê
Φ−1(K) = ∂(A0 ×B0) = ∂A0 ×B0

è Φ ◦ F (z0)([t1, t2]) ⊂ M2 \ S0. Çäåñü S0 = ϕ−1 ◦H−1(Ŝ0).
Ðàññìîòðèì ýòè äâà âàðèàíòà ïîäðîáíåé.
1. Ïóñòü Φ ◦ F (z0)([t1, t2]) ∈ M2 \ S0. Òàê êàê

Φ−1(S0) = Φ−1(K ∪Q) = ψ−1(Â×B0) ⊂ p−1(Â),

òî Φ ◦ F (z0)([t0, t0 + 1]) ∩ S0 = ∅ è Φ(z0) ∈ P ⊂ D0.
Ïîëîæèì

t̂ = sup{t ∈ (t0, 0] |Φ ◦ F (z0)(t) ∈ ∂D0}.
Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ êðèâóþ

α : I → D̂0 \ ∂Ŝ0

α(t) = H ◦ ϕ ◦ Φ ◦ F (z0)((1− t)t̂),

äëÿ êîòîðîé
α(0) = H◦ϕ◦Φ◦F (z0)(t̂) ∈ ∂D̂0 ⊂ W1, α(1) = H◦ϕ◦Φ(z0).

Â ìíîæåñòâå D̂0 \ ∂Ŝ0 îíà ñîåäèíÿåò òî÷êó
H ◦ ϕ ◦ Φ(z0)

ñ íåêîòîðîé òî÷êîé èç W1. Ñëåäîâàòåëüíî,
H ◦ ϕ ◦ Φ(z0) ∈ W1.

2. Ïóñòü Φ ◦ F (z0)((t1, t2)) ⊂ Q. Ðàññóæäåíèÿ, àíàëî-
ãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ âñåõ

t′ ∈ (t0, t0 + 1) \ [t1, t2],

äëÿ êîòîðûõ Φ ◦ F (z0)(t
′) ∈ D0, âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

H ◦ ϕ ◦ Φ ◦ F (z0)(t
′) ∈ W1.

Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ t′ ∈ (t1, t2) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
H ◦ ϕ ◦ Φ ◦ F (z0)(t

′) ∈ Q̂ ⊂ Int Ŝ0 .
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Íàêîíåö,
H ◦ ϕ ◦ Φ ◦ F (z0)(t

′) ∈ K̂ ⊂ ∂Ŝ0

äëÿ t′ ∈ {t1, t2}.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî P̂ ⊂ W1, K̂ ⊂ ∂Ŝ, ëþáàÿ òî÷êà

ìíîæåñòâà K̂ äîñòèæèìà êàê èç W1, òàê è èç Int Ŝ (òàê
êàê Int Ŝ0 ⊂ Int Ŝ è âñå ýëåìåíòû K̂ äîñòèæèìû èç Int Ŝ0).

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ∂Ŝ \ K̂ äîñòè-
æèìà êàê èç W1, òàê è èç Int Ŝ.

Òàê êàê
D̂0 = W1 ∪ Ŝ, ∂W1 ⊂ (∂D̂0 ∪ ∂Ŝ0), ∂D̂0 ∩ Ŝ = ∅,

òî ∂Ŝ ⊂ ∂Ŝ0. Ïóñòü x ∈ ∂Ŝ\K̂. Òîãäà x ∈ ∂Ŝ0\K̂. Âûøå ìû
óæå ïîêàçàëè, ÷òî òî÷êà x äîñòèæèìà èç W1 è èç Int Ŝ0.
Çíà÷èò îíà äîñòèæèìà è èç Int Ŝ.

Ïîêàæåì íàêîíåö, ÷òî Int Ŝ � ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæå-
ñòâî. Òàê êàê

D̂0 = Ŝ0 ∪
⋃

n∈N
Wn, Ŝ0 ∩

(⋃

n∈N
Wn

)
= ∅

è Wi ∩Wj = ∅ ïðè i 6= j, òî

Ŝ = Ŝ0 ∪
∞⋃

n=2

Wn.

Çàôèêñèðóåì j ≥ 2.
Ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà Φ(p−1(∂Â)) ðàâíà íóëþ, òàê

êàê îíî ãîìåîìîðôíî ìíîæåñòâó Êàíòîðà. Èç íåðàâåíñòâà
K ⊂ Φ(p−1(∂Â)) ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ãîìåîìîðôíîãî
îáðàçà K̂ = H ◦ ϕ(K) ìíîæåñòâà K òàêæå ðàâíà íóëþ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ìíîæåñòâî ∂Wj ⊂ R2 ðàç-
áèâàåò ïðîñòðàíñòâî D̂0 (à âìåñòå ñ íèì, è R2), òî åãî ðàç-
ìåðíîñòü íå ìåíüøå åäèíèöû (ñì. [12]). Ñëåäîâàòåëüíî, äî-
ïîëíåíèå ∂Wj äî K̂ íå ïóñòî. Ôèêñèðóåì x ∈ ∂Wj \ K̂.
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Ìíîæåñòâî P̂ ∪ Q̂∪ K̂ êîìïàêòíî è íå ñîäåðæèò òî÷êè
x, ïîýòîìó íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî d(x, P̂ ∪ Q̂∩ K̂) > 2ε.

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð
íîìåðîâ m1, . . ., ms, äëÿ êîòîðîãî

Uε(x) ∩ ∂Ŝ0 ⊂
s⋃

i=1

∂Vxmi
.

Îêðóæíîñòè ∂Vxmi
, i = 1, . . . , s, ïåðåñåêàþòñÿ â êîíå÷-

íîì ÷èñëå òî÷åê z1, . . . , zk. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ x′ ∈
Uε(x) ∩ ∂Wj è íîìåð i0, äëÿ êîòîðûõ

x′ /∈ ∂Vxmi
ïðè i 6= i0,

x′ ∈ ∂Vxmi
ïðè i = i0.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x′ ∈ ∂Vxm1
.

Òàê êàê
x′ /∈

s⋃
i=2

∂Vxmi
,

òî íàéäåòñÿ ε′ > 0 òàêîå, ÷òî

Uε′(x
′) ∩

(
s⋃

i=2

∂Vxmi

)
= ∅.

Ïðè íåîáõîäèìîñòè óìåíüøàÿ ε′, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ε′

ìåíüøå ðàäèóñà îêðóæíîñòè ∂Vxm1
.

Ìíîæåñòâî ∂Vxm1
äåëèò îêðåñòíîñòü Uε′(x

′) íà äâå êîì-
ïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ëåæèò â
Int Ŝ0 (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.14). Òîãäà âòîðàÿ êîìïîíåíòà ëå-
æèò â Wj.

Òàêèì îáðàçîì, Uε′(x
′) ⊂ (Ŝ0 ∪Wj) ⊂ Int Ŝ. Ìíîæåñòâî

(Int Ŝ0 ∪Wj ∪ Uε′(x
′)) ⊂ Int Ŝ

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êàæäîì
j ≥ 2 ìíîæåñòâà Int Ŝ0 è Wj ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Int Ŝ.
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Ïóñòü òåïåðü x ∈ ∂Ŝ0 ∩ Int Ŝ. Òàê êàê òî÷êà x äîñòè-
æèìà èç Int Ŝ0 ⊂ Int Ŝ (ñì. ñëåäñòâèå 3.15), òî îíà ëåæèò
â òîé æå êîìïîíåíòå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Int Ŝ,
÷òî è ìíîæåñòâî Int Ŝ0.

Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî ìíîæåñòâî Int Ŝ ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíî ñâÿçíûì.

Ïîëîæèì S = ϕ−1 ◦ H−1(Ŝ) ⊂ D0. Ýòî ìíîæåñòâî è
áóäåò èñêîìûì.

Øàã 4. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî S ãîìåîìîðôíî çà-
ìêíóòîìó äâóìåðíîìó äèñêó.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
W = W1 ∪ W̃1 = W1 ∪ {x ∈ R2 | d(x, 0) > 3

4
} ⊂ R2 .

Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òàê êàê ìíîæåñòâà W1,
W̃1 � ñâÿçíûå è

W1 ∩ W̃1 = D̂0 \ D̂1 6= ∅.

Òàê êàê Ŝ ⊂ D̂1 ïî ïîñòðîåíèþ,
D̂0 = Ŝ ∪W1 è Ŝ ∩W1 = ∅,

òî W = R2 \ Ŝ. Äàëåå, ïîñêîëüêó âñå òî÷êè ìíîæåñòâà ∂Ŝ
äîñòèæèìû èç W1, òî îíè äîñòèæèìû è èç W . Âñïîìíèì
åùå, ÷òî Int Ŝ � íåïóñòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî è âñå òî÷êè
∂Ŝ äîñòèæèìû èç Int Ŝ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó, îáðàòíóþ ê
òåîðåìå Æîðäàíà î êðèâîé [18], çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæå-
ñòâî Ŝ ãîìåîìîðôíî çàìêíóòîìó äâóìåðíîìó äèñêó.

Çíà÷èò, ìíîæåñòâî S = ϕ−1◦H−1(Ŝ) òàêæå ãîìåîìîðô-
íî çàìêíóòîìó äâóìåðíîìó äèñêó.

Øàã 5. Ïîñòðîèì ëîêàëüíóþ òðàíñâåðñàëüíóþ ïëî-
ùàäêó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó z ∈ N .

Ïî ïîñòðîåíèþ Φ(z) ∈ K ⊂ ∂S,
K ⊂ (Φ(p−1(τ1)) ∪ Φ(p−1(τ2))),
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{τ1} ∪ {τ2} = ∂A ⊂ S1.
Ïóñòü z ∈ p−1(τ1) (ñëó÷àé z ∈ p−1(τ2) ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ àíàëîãè÷íî). Òàê êàê z /∈ p−1(τ2), ìíîæåñòâî p−1(τ2)
êîìïàêòíî è Φ : N → Φ(N) � ãîìåîìîðôèçì, òî íàéäåòñÿ
îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U(z) ⊂ M2 òî÷êè Φ(z), äëÿ êîòîðîé
U(z) ∩ Φ(p−1(τ2)) = ∅.

Ìíîæåñòâî S ãîìåîìîðôíî çàìêíóòîìó 2-äèñêó. Ïî-
ýòîìó, åãî ãðàíèöà ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè. Ôèêñèðóåì
ãîìåîìîðôèçì

γ : S1 → ∂S.

Òàê êàê ∂S ∩ Φ(p−1(τ2)) 6= ∅, òî ïðîîáðàç γ−1(U(z)) ìíî-
æåñòâà U(z) ⊂ M2 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì îòêðûòûì ïîä-
ìíîæåñòâîì îêðóæíîñòè S1. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî γ−1(U(z))
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî íàáîðà íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ.

Äàëåå, íàéäåòñÿ èíòåðâàë èç ýòîãî íàáîðà, ñîäåðæàùèé
òî÷êó γ−1(Φ(z)). Ôèêñèðóåì ãîìåîìîðôèçì

γ0 : (0, 1) → S1

âêëþ÷åíèÿ ýòîãî èíòåðâàëà â îêðóæíîñòü.
Îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî t0 ∈ (0, 1), äëÿ êîòîðîãî

γ ◦ γ0(t0) = Φ(z).

Òàê êàê êàæäîå èç ìíîæåñòâ γ ◦γ0((0, t0)), γ ◦γ0((t0, 1))
� îäíîìåðíî, à ìíîæåñòâî Φ(p−1(p(z))) èìååò ðàçìåðíîñòü
íîëü (êàê ãîìåîìîðôíûé îáðàç ìíîæåñòâà Êàíòîðà), òî
íàéäóòñÿ t1, t2 ∈ (0, 1), t1 < t0 < t2 òàêèå, ÷òî γ ◦ γ0(t1),
γ ◦ γ0(t2) /∈ Φ(N).

Ìíîæåñòâà γ0((t1, t2)) è S1 \ γ0([t1, t2]) îòêðûòû è íå
ïåðåñåêàþòñÿ â S1, îòîáðàæåíèå

γ−1 ◦ Φ ◦ ψ−1∣∣{τ1×B0} : {τ1 ×B0} → S1

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Òîãäà ìíîæåñòâî
ψ ◦ Φ−1 ◦ γ ◦ γ0((t1, t2)) = ψ ◦ Φ−1 ◦ γ ◦ γ0([t1, t2])
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ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
{τ1×B0}. Òàê êàê ψ−1({τ1×B0}) � îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîä-
ìíîæåñòâî ñëîÿ p−1(p(z)), òî è ìíîæåñòâî Φ−1◦γ◦γ0([t1, t2])
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì ýòîãî ñëîÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå
α : I → M2,

α(t) = γ ◦ γ0((tt1 + (1− t)t2)), t ∈ I

è åñòü èñêîìàÿ ëîêàëüíàÿ òðàíñâåðñàëüíàÿ ïëîùàäêà.
Òåîðåìà 3.13 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. ¤

3.5. Òåîðåìà î òðóáêå òðàåêòîðèè
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî âëîæåíèÿ ðàññëî-

åíèé Ïîíòðÿãèíà â ïîâåðõíîñòè ëîêàëüíî �ïî÷òè âûïðÿì-
ëÿåìû.�

Òåîðåìà 3.18. Ïóñòü ξ = (N, p, S1) � ðàññëîåíèå
Ïîíòðÿãèíà, (F,N) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà Ïîíòðÿãèíà, M2 � äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è
Φ : N → M2 � âëîæåíèå.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ N ÷èñëà t1, t2 ∈ R ïîäîáðà-
íû òàê, ÷òî îòîáðàæåíèå

F (z)
∣∣
[t1,t2]

: [t1, t2] → N

èíúåêòèâíî. Ïóñòü α1, α2 : I → M2 � ëîêàëüíûå òðàíñ-
âåðñàëüíûå ïëîùàäêè â òî÷êàõ

x1 = F (z)(t1) è x2 = F (z)(t2)

ñîîòâåòñòâåííî, ñì. Ðèñ. 3.1.
Òîãäà äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U ⊂ M2 ìíî-

æåñòâà Φ◦F (z)([t1, t2]) íàéäóòñÿ ìíîæåñòâî D ⊂ U , ãî-
ìåîìîðôíîå çàìêíóòîìó äâóìåðíîìó äèñêó, è ãîìåîìîð-
ôèçì h : D → I2, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâè-
ÿì:
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(i) Φ(N) ∩ D = Φ ◦ F (A)([t1, t2]) äëÿ êàêîãî-íèáóäü
îòêðûòî-çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà A ñëîÿ

p−1(p(z)) ⊂ N,

òàêîãî ÷òî z ∈ A;
(ii) ∂D ∩ Φ(N) = Φ ◦ F (A)(t1) ∪ Φ ◦ F (A)(t2);
(iii) Φ ◦ F (A)(t1) ⊂ h−1({0} × (0, 1)),

Φ ◦ F (A)(t2) ⊂ h−1({1} × (0, 1));
(iv) h−1({0} × I) ⊂ α1(I), h−1({1} × I) ⊂ α2(I).

Ðèñ. 3.1. Òåîðåìà î òðóáêå òðàåêòîðèè

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ðàçîáúåì äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû íà íåñêîëüêî øàãîâ.

Øàã 1. Óìåíüøèì òðàíñâåðñàëüíûå ïëîùàäêè α1, α2

òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî z′, ëåæàùåãî â ìíîæåñòâå
Φ−1(α1(I)),

âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå
Φ ◦ F (z′)((0, t2 − t1]) ∩ α1(I) = ∅,

äëÿ êàæäîãî z′′, ëåæàùåãî â ìíîæåñòâå Φ−1(α2(I)), âûïîë-
íÿëîñü ñîîòíîøåíèå

Φ ◦ F (z′′)([t1 − t2, 0)) ∩ α2(I) = ∅,

è ìíîæåñòâî α1(I) íå ïåðåñåêàëîñü ñ ìíîæåñòâîì α2(I).
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Ôèêñèðóåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñòè
U ′, U ′′ òî÷åê Φ ◦ F (z)(t1) è Φ ◦ F (z)(t2).

Ñóùåñòâóåò n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî
n− 1 < t2 − t1 è n ≥ t2 − t1.

Ôèêñèðóåì òî÷êè
zk = F (z)(t1 + k), k = 0, . . . , n− 1,

zn = F (z)(t2 − t1).

Íàéäåì èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñòè
V (z0) ⊂ Φ−1(U ′), V (z1), . . . , V (zn).

Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ
F (k) : N → N, k = 0, . . . , n− 1,

F (t2 − t1) : N → N

ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
V ′(z0) ⊂ V (z0),

äëÿ êîòîðîé
F (V ′(z0))(k) ⊂ V (zk), k = 0, . . . , n− 1,

F (V ′(z0))(t2 − t1) ⊂ V (zn).

Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Φ−1(α1(I)) ⊂ p−1(p ◦ F (z)(t1))
è äëÿ êàæäîãî z′ ∈ p−1(p◦F (z)(t1)) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F (z′)(R) ∩ p−1(p ◦ F (z)(t1)) =
⋃

i∈Z
F (z′)(i),

è çíà÷èò, äëÿ âñåõ z′ ∈ α1(I)∩ V (z0) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ

(
F (z′)([0, t2 − t1]) ∩ (Φ−1(α1(I)) ∩ V ′(z0))

) ⊂

⊂
(

F (z′)(t2 − t1) ∩
n−1⋃

k=0

F (z′)(k)

)
= F (z′)(0) = z′,

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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òàê êàê F (z′)(t2 − t1) ∈ V (zn) è
F (z′)(k) ∈ F (V ′(z0))(k) ⊂ V (zk), k = 0, . . . , n− 1.

Èç ïðåäûäóùåãî âûòåêàåò, ÷òî
F (z′)((0, t2 − t1]) ∩ (Φ−1(α1(I)) ∩ V ′(z0)) = ∅.

Òàê êàê îòîáðàæåíèå Φ : N → M2 ÿâëÿåòñÿ ãîìåî-
ìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, íàéäåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî
Ũ ′(z0) ⊂ U ′ ⊂ M2, äëÿ êîòîðîãî Φ(N)∩ Ũ ′(z0) = Φ(V ′(z0)).

Îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî x ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî
Φ ◦ F (z)(t1) = α1(x).

Íàéäåòñÿ ãîìåîìîðôèçì α̂ : I → I, äëÿ êîòîðîãî
α̂(x) = 1/2.

Òàê êàê â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè îòîáðàæåíèå α1 ìîæíî
çàìåíèòü íà

α1 ◦ α̂−1 : I → M2,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Φ(z0) = Φ ◦ F (z)(t1) = α1(1/2).
Ïóñòü

x1 = inf{x ∈ [0, 1/2] |α1([x, 1/2]) ⊂ Ũ ′(z0)},
x2 = sup{x ∈ [1/2, 1] |α1([1/2, x]) ⊂ Ũ ′(z0)}.

Òàê êàê α1(1/2) ⊂ Ũ ′(z0) è Ũ ′(z0) � îòêðûòî, òî
x1 < 1/2 < x2.

Êàæäîå èç ìíîæåñòâ α1([x1, 1/2]), α1([1/2, x2]) ⊂ M2

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôíûì îáðàçîì èíòåðâàëà, ïîýòîìó åãî
ðàçìåðíîñòü ðàâíà åäèíèöå. Òàê êàê

α1(I) ∩ Φ(N) = Φ(p−1(p ◦ F (z)(t1)))

è ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà Φ(p−1(p ◦ F (z)(t1))) ðàâíà íóëþ
(îíî ãîìåîìîðôíî ìíîæåñòâó Êàíòîðà), òî íàéäóòñÿ

x′1 ∈ [x1, 1/2) è x′2 ∈ (1/2, x2]

òàêèå, ÷òî α1(x
′
i) /∈ Φ(N), i = 1, 2.
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Âûáåðåì ãîìåîìîðôèçì α : I → [x′1, x
′
2]. Çàìåíÿÿ îòîá-

ðàæåíèå α1 íà α1 ◦ α : I → M2, ïîëó÷àåì èñêîìóþ òðàíñ-
âåðñàëüíóþ ïëîùàäêó â òî÷êå F (z)(t1).

Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, ñïðà-
âåäëèâû è äëÿ α2 : I → M2. Íàäî òîëüêî ïîçàáîòèòüñÿ î
òîì, ÷òîáû α2(I) ⊂ U ′′.

Øàã 2. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû îòîáðàæåíèå
F (z)

∣∣
[t1,t2]

: [t1, t2] → N

èíúåêòèâíî. Çíà÷èò, F (z)(t1) 6= F (z)(t2) è íàéäóòñÿ îòêðû-
òûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè V1, V2 òî÷åê F (z)(t1) è
F (z)(t2).

Òàê êàê îòîáðàæåíèå F (z) : R → N íåïðåðûâíî, íàé-
äåòñÿ τ > 0, äëÿ êîòîðîãî

F (z)([t1 − τ, t1]) ⊂ V1 è F (z)([t2, t2 + τ ]) ⊂ V2.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî τ < min(1, t2 − t1).

Äàëåå, F (z)(t2) /∈ F (z)([t1 − τ, t1]), òîãäà ìíîæåñòâî
F (z)([t1 − τ, t2])

íå ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû (F,N). Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå

F (z)
∣∣
[t1−τ,t2]

: [t1 − τ, t2] → N

èíúåêòèâíî è F (z)(t1 − τ) /∈ F (z)([t1, t2]).
Àíàëîãè÷íî, F (z)(t2 + τ) /∈ F (z)([t1, t2]).

Øàã 3. Íàéäåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Û0, Û1,
Û2 ìíîæåñòâà Φ ◦ F (z)([t1, t2]) è òî÷åê

Φ ◦ F (z)(t1 − τ) è Φ ◦ F (z)(t2 + τ).

Èõ ïðîîáðàçû V̂i = Φ−1(Ûi), i = 0, 1, 2, ÿâëÿþòñÿ íåïå-
ðåñåêàþùèìèñÿ îòêðûòûìè îêðåñòíîñòÿìè ìíîæåñòâà
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F (z)([t1, t2]) è òî÷åê F (z)(t1−τ), F (z)(t2 +τ) ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Îòîáðàæåíèå F : N × R → N � íåïðåðûâíî. Çíà÷èò,
åãî îãðàíè÷åíèå

F
∣∣
[t1−τ,t2+τ ]

: N × [t1 − τ, t2 + τ ] → N

òàêæå íåïðåðûâíî.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

V = F (V̂1)(−(t1 − τ)) ∩ F (V̂2)(−(t2 + τ)).

Òàê êàê ïðè êàæäîì t ∈ R îòîáðàæåíèå F (t) : N → N ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, ìíîæåñòâî V ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè z.

Ìíîæåñòâî
Ṽ0 = F (V × [t1 − τ, t2 + τ ]) =

⋃

t∈[t1−τ,t2+τ ]

F (V )(t)

îòêðûòî â ïðîñòðàíñòâå N , ïðè ýòîì îíî ñîäåðæèò îòðå-
çîê òðàåêòîðèè F (z)([t1, t2]). Äëÿ ëþáîãî z0 ∈ Ṽ0 íàéäåòñÿ
òàêîå t0 ∈ [t1 − τ, t2 + τ ], ÷òî z0 ∈ F (V × {t0}). Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî

F (z0)(t1 − τ − t0) ⊂ F (V × {t1 − τ}) ⊂ V̂1,

F (z0)(t2 + τ − t0) ⊂ F (V × {t2 + τ}) ⊂ V̂2.

Çàôèêñèðóåìåì îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ũ0 ⊂ M2, äëÿ êî-
òîðîãî

Ũ0 ∩ Φ(N) = Φ(Ṽ0).

Ïîëîæèì U0 = Û0∩ Ũ0∩U (U � îêðåñòíîñòü, âõîäÿùàÿ
â óñëîâèå òåîðåìû).

Ìíîæåñòâà U0, Û1, Û2 ⊂ M2 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòêðûòûìè îêðåñòíîñòÿìè ìíîæå-
ñòâà

Φ ◦ F (z)([t1, t2])
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è òî÷åê
Φ ◦ F (z)(t1 − τ), Φ ◦ F (z)(t2 + τ).

Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî z0 ∈ Φ−1(U0) íàéäåòñÿ
t0 ∈ [t1 − τ, t2 + τ ],

äëÿ êîòîðîãî
Φ ◦ F (z0)(t1 − τ − t0) ⊂ Û1,

Φ ◦ F (z0)(t2 + τ − t0) ⊂ Û2.

Øàã 4. Íàéäåì òåïåðü îòêðûòûå ìíîæåñòâà
Ũ1, Ũ2 ⊂ M2

òàêèå, ÷òî
Φ(N) ∩ Ũi = Φ ◦ F (V )(ti),

i = 1, 2. Óìåíüøèì, åñëè íåîáõîäèìî, òðàíñâåðñàëüíûå
ïëîùàäêè α1, α2 : I → M2 íàñòîëüêî, ÷òîáû αi(I) ⊂ Ũi,
i = 1, 2. Òîãäà äëÿ êàæäîãî z′ ∈ Φ−1 ◦ α1(I)

Φ ◦ F (z′)(−τ) ∈ Φ ◦ F (V × {t1 − τ}) ⊂ Û1,

Φ ◦ F (z′)(t2 − t1 + τ) ∈ Φ ◦ F (V × {t2 + τ}) ⊂ Û2,

äëÿ êàæäîãî z′′ ∈ Φ−1 ◦ α2(I)

Φ ◦ F (z′′)(t1 − t2 − τ) ∈ Φ ◦ F (V × {t1 − τ}) ⊂ Û1,

Φ ◦ F (z′′)(τ) ∈ Φ ◦ F (V × {t2 + τ}) ⊂ Û2 .

Êàê èçâåñòíî, ëþáîé ãîìåîìîðôíûé îáðàç êîíå÷íîãî
îòðåçêà âåùåñòâåííîé îñè â äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè îá-
ëàäàåò îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ, ãîìåîìîðôíîé äèñêó. Èç
ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü
B ⊂ U0 ìíîæåñòâà Φ ◦ F (z)([t1, t2]), êîòîðàÿ ãîìåîìîðô-
íà äâóìåðíîìó äèñêó è íå ñîäåðæèò òî÷åê αi(0), αi(1),
i = 1, 2.

Ìû ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî αi(1/2) = Φ ◦ F (z)(ti),
i = 1, 2.
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Ïóñòü
x′i = inf{x ∈ (0, 1/2) |αi((x, 1/2]) ⊂ Int B}, i = 1, 2,

x′′i = sup{x ∈ (1/2, 1) |αi([1/2, x)) ⊂ Int B}, i = 1, 2.

Ïîëîæèì
βi(t) = αi(tx

′′
i + (1− t)x′i), t ∈ I.

Ïîëó÷èì èíúåêòèâíûå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ
βi : I → B, i = 1, 2,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì
βi((0, 1)) ⊂ Int B, βi(0), βi(1) ∈ ∂B, i = 1, 2,

β1(I) ∩ β2(I) = ∅.

Ñëåäîâàòåëüíî, äèñê B äåëèòñÿ ìíîæåñòâàìè
β1(I) è β2(I)

íà òðè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, çàìûêàíèå êàæäîé èç êî-
òîðûõ ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó äèñêó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
D̃ çàìûêàíèå òîé èç íèõ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìíîæåñòâî
Φ ◦ F (z)((t1, t2)). Òàêàÿ êîìïîíåíòà íàéäåòñÿ, òàê êàê ñî-
ãëàñíî øàãó 1

Φ ◦ F (z)((t1, t2)) ∩ (β1(I) ∪ β2(I)) = ∅.

Ôèêñèðóåì ãîìåîìîðôèçì h̃ : D̃ → I2, äëÿ êîòîðîãî
h̃ ◦ β1(I) = {0} × I, h̃ ◦ β2(I) = {1} × I.

Øàã 5. Ìíîæåñòâî

W̃ =
(
Φ ◦ F

∣∣
[t1,t2]

)−1

(Int B)

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà {z} × [t1, t2]
â ïðîñòðàíñòâå N × [t1, t2]. Òàê êàê [t1, t2] � êîìïàêò, íàé-
äåòñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü W òî÷êè z â ïðîñòðàíñòâå N
òàêàÿ, ÷òî

W × [t1, t2] ⊂ W̃ .
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Ìíîæåñòâî
F (W )([t1, t2]) =

⋃

t∈[t1,t2]

F (W )(t)

îòêðûòî â N è
Φ ◦ F (W )([t1, t2]) ⊂ Int B.

Íàéäåì îòêðûòûå ìíîæåñòâà Q′
1, Q′

2 ⊂ M2, äëÿ êîòî-
ðûõ

Q′
i ∩ Φ(N) = Φ ◦ F (W )(ti), i = 1, 2.

Ìíîæåñòâà α−1
i ◦ βi((0, 1)), i = 1, 2, ÿâëÿþòñÿ îòêðû-

òûìè ïîäìíîæåñòâàìè èíòåðâàëà. Òàê êàê Φ−1 ◦ αi(I) �
îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ñëîÿ p−1(p ◦ F (z)(ti)),
i = 1, 2, îòîáðàæåíèÿ Φ è αi ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìà-
ìè íà ñâîé îáðàç, òî îòîáðàæåíèå

α−1
i ◦ Φ : Φ−1 ◦ αi(I) → I

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì è ìíîæåñòâî
Φ−1 ◦ αi(α

−1
i ◦ βi((0, 1))) = Φ−1 ◦ βi((0, 1)), i = 1, 2,

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå
Φ−1 ◦ αi(I)

(êîòîðîå ñàìî ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì ñëîÿ
p−1(p ◦ F (z)(ti))). Çíà÷èò, äëÿ i = 1, 2, ïîäìíîæåñòâî

Φ−1 ◦ βi((0, 1))

îòêðûòî â ïðîñòðàíñòâå p−1(p ◦ F (z)(ti)).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ R è z′ ∈ N ãîìåîìîðôèçì

F (t) : N → N

ïîðîæäàåò ãîìåîìîðôèçì ñëîÿ p−1(p(z′)) íà ñëîé
p−1(p ◦ F (z′)(t))

ðàññëîåíèÿ ξ = (N, p, S1). Ïîýòîìó, ìíîæåñòâî
P1 = Φ−1 ◦ β1((0, 1)) ∩ F (Φ−1 ◦ β2((0, 1)))(t1 − t2)
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ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè F (z)(t1) â ïðî-
ñòðàíñòâå p−1(p ◦ F (z)(t1)), ìíîæåñòâî

P2 = F (Φ−1 ◦ β1((0, 1)))(t2 − t1) ∩ Φ−1 ◦ β2((0, 1))

� îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè F (z)(t2) â ñëîå
p−1(p ◦ F (z)(t2)).

Îòîáðàæåíèÿ
Φ

∣∣
p−1(p◦F (z)(ti))

: p−1(p ◦ F (z)(ti)) → M2, i = 1, 2,

ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿìè. Ïîýòîìó íàéäóòñÿ îòêðûòûå ìíî-
æåñòâà Q′′

1, Q′′
2 ⊂ M2, äëÿ êîòîðûõ

Φ(p−1(p ◦ F (z)(ti))) ∩Q′′
i = Φ(Pi), i = 1, 2.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
Qi = Q′

i ∩Q′′
i ∩ Int B, i = 1, 2.

Ìíîæåñòâà Q1 è Q2 ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè îêðåñòíîñòÿ-
ìè òî÷åê Φ ◦ F (z)(t1) è Φ ◦ F (z)(t2), ïðè ýòîì
Φ(N)∩Q2 ∩ β2((0, 1)) = Φ ◦F (Φ−1(Q1 ∩ β1((0, 1))))(t2− t1),

Φ ◦ F (Φ−1(Q1 ∩ β1((0, 1))))([0, t2 − t1]) ⊂ Int B.

Äëÿ êàæäîãî z′ ∈ Φ−1(Q1 ∩ β1((0, 1))) îòîáðàæåíèå
Φ ◦ F (z′)

∣∣
[0,t2−t1]

: [0, t2 − t1] → M2

íåïðåðûâíî,
Φ ◦ F (z′)(0) ∈ β1(I), Φ ◦ F (z′)(t2 − t1) ∈ β2(I),

Φ ◦ F (z′)((0, t2 − t1)) ∩ (β1(I) ∪ β2(I)) = ∅
(ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ïóíêòà 1 ñ ó÷åòîì
âêëþ÷åíèé βi(I) ⊂ αi(I), i = 1, 2).

Ïîýòîìó,
Φ ◦ F (z′)([0, t2 − t1]) ⊂ D̃,

Φ ◦ F (z′)((0, t2 − t1)) ⊂ Int D̃,

Φ ◦ F (Φ−1(Q1 ∩ β1((0, 1))))([0, t2 − t1]) ⊂ D̃,
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Φ ◦ F (Φ−1(Q1 ∩ β1((0, 1))))((0, t2 − t1)) ⊂ Int D̃.

Øàã 6. Êàê è ðàíüøå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
Φ ◦ F (z)(ti) = βi(1/2).

Ïóñòü
x′1 = inf{x ∈ [0, 1/2] | β1([x, 1/2]) ⊂ Q1},
x′2 = sup{x ∈ [1/2, 1] | β1([1/2, x]) ⊂ Q1}.

Ìíîæåñòâî Q1 � îòêðûòî, îòîáðàæåíèå β1 : I → M2�
íåïðåðûâíî è β1(1/2) ∈ Q1. Ïîýòîìó x′1 < 1/2 < x′2.

Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè íàéäóòñÿ òî÷êè
x1 ∈ (x′1, 1/2) è x2 ∈ (1/2, x′2)

òàêèå, ÷òî β1(xk) /∈ Φ(N), k = 1, 2.
Ïóñòü

y1 = inf{x ∈ [x1, x2] | β1(x) ∈ Φ(N)},
y2 = sup{x ∈ [x1, x2] | β1(x) ∈ Φ(N)}.

Âåëè÷èíû y1, y2 îïðåäåëåíû, òàê êàê
β1(1/2) = Φ(z)(t1) ∈ Φ(N).

Òàê êàê ìíîæåñòâî Φ(N) � çàìêíóòî, òî β1(yk) ∈ Φ(N),
k = 1, 2, è x1 < y1 ≤ 1/2, x2 > y2 ≥ 1/2.

Èç ðàâåíñòâà

β1([x1, x2]) ∩ Φ(p−1(p ◦ F (z)(t1))) =

= β1((x1, x2)) ∩ Φ(p−1(p ◦ F (z)(t1)))

ñëåäóåò, ÷òî
A0 = Φ−1 ◦ β1([y1, y2])

� îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ñëîÿ p−1(p ◦F (z)(t1))
(êîòîðûé ãîìåîìîðôåí ìíîæåñòâó Êàíòîðà), ïîýòîìó îíî
ñîäåðæèò áîëüøå îäíîé òî÷êè è y1 < y2.

Íàéäóòñÿ òî÷êè z1, z2 ∈ p−1(p ◦ F (z)(t1)) ⊂ N óäîâëå-
òâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì β1(yk) = Φ(zk), k = 1, 2.



106 Î âêëþ÷åíèè ïîòîêîâ Ïîíòðÿãèíà

Ïóñòü
ŷk = Φ ◦ F (zk)(t2 − t1) ∈ β2(I), k = 1, 2.

Òàê êàê îòîáðàæåíèå F (t2− t1) : N → N � íåïðåðûâíî, òî
çíà÷åíèÿ x1, x2 ∈ I ìîæíî ïîäîáðàòü ìàëî îòëè÷àþùèìè-
ñÿ îò 1/2 íàñòîëüêî, ÷òîáû îòðåçîê β2([ŷ1, ŷ2]) ïîëíîñòüþ
ëåæàë âî ìíîæåñòâå Q2.

Òàê êàê
Φ(zk) ∈ β1(I), Φ ◦ F (zk)(t2 − t1) ∈ β2(I), k = 1, 2,

Φ ◦ F (zk)((0, t2 − t1)) ⊂ Int D̃, k = 1, 2,

è íåïðåðûâíûå ïðîñòûå êðèâûå
Φ ◦ F (zk)

∣∣
[0,t2−t1]

: [0, t2 − t1] → D̃, k = 1, 2,

íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ãîìåîìîðôèçì h̃ : D̃ → I2 ìîæíî ïî-
äîáðàòü òàê, ÷òîáû

h̃ ◦ Φ(F (z1)([0, t2 − t1])) = I × {1/3},
h̃ ◦ Φ(F (z2)([0, t2 − t1])) = I × {2/3}.

Ïóñòü
D0 = h̃−1(I × [1/3, 2/3]).

Äëÿ ëþáîãî z′ ∈ Φ−1(Q1 ∩ β1((0, 1))), z′ 6= z1, z2, ìíî-
æåñòâà

Φ ◦ F (z′)([0, t2 − t1])

è
Φ ◦ F (z1)([0, t2 − t1]) ∪ Φ ◦ F (z2)([0, t2 − t1])

íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó Φ ◦ F (A0)(t2 − t1) ⊂ β2([ŷ1, ŷ2]).
Òàê êàê β2([ŷ1, ŷ2]) ⊂ Q2, òî èç ïóíêòà 5 âûòåêàåò, ÷òî

β2([ŷ1, ŷ2]) ∩ Φ(N) = Φ ◦ F (A0)(t2 − t1),

Φ ◦ F (A0)([0, t2 − t1]) ⊂ D0.
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Øàã 7. Ïîêàæåì, ÷òî
(3.16) D0 ∩ Φ(N) = Φ ◦ F (A0)([0, t2 − t1]).

Ìû óæå óñòàíîâèëè, ÷òî
∂D0 ∩ Φ(N) ⊂ Φ ◦ F (A0)([0, t2 − t1]).

Ïóñòü Φ(ẑ) ∈ Int D0 äëÿ íåêîòîðîãî ẑ ∈ N . Íàéäåì t′,
t′′ ∈ R, t′ < 0 < t′′ òàêèå, ÷òî
Φ◦F (ẑ)((t′, t′′)) ⊂ Int D0, Φ◦F (ẑ)(t′), Φ◦F (ẑ)(t′′) ∈ ∂D0.

Ïóñòü F (ẑ)(t′) = z′, F (ẑ)(t′′) = z′′. Òàê êàê

∂D0 = Φ ◦ F (z1)([0, t2 − t1])∪
∪ Φ ◦ F (z2)([0, t2 − t1]) ∪ Φ ◦ β1((y1, y2))∪

∪ β2((ŷ1, ŷ2)),

òî
Φ(z′), Φ(z′′) ∈ β1((y1, y2)) ∪ β2((ŷ1, ŷ2)).

Åñëè Φ(z′) ∈ β1((y1, y2)) èëè Φ(z′′) ∈ β2((ŷ1, ŷ2)), òî
Φ ◦ F (ẑ)([t′, t′′]) = Φ ◦ F (z̃)([0, t2 − t1])

äëÿ íåêîòîðîãî z̃ ∈ A0 è
ẑ ∈ Φ ◦ F (A0)([0, t2 − t1]).

Ïóñòü Φ(z′) ∈ β2((ŷ1, ŷ2)), Φ(z′′) ∈ β1((y1, y2)). Òîãäà
z′′ ∈ A0 è Φ ◦ F (z′′)([0, t2 − t1]) ∈ D̃. Ñëåäîâàòåëüíî,

Φ ◦ F (ẑ)([t′, t′′ + t2 − t1]) ⊂ D̃ ⊂ U0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê
β2(I) ⊂ α2(I) è α2(I) ⊂ Φ ◦ F (V × {t2})

(ñì. Øàã 4), òî
Φ ◦ F (ẑ)(t′ + τ) ⊂ Φ ◦ F (V × {t2 + τ}) ⊂ Û2 ⊂ (M2 \ U0).

Òàê êàê t′ < t′′ è τ < t2 − t1, òî
t′ + τ ∈ [t′, t′′ + t2 − t1].
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Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ðàâåíñòâî (3.16) äîêàçàíî.

Øàã 8. Ïóñòü z′ ∈ A0,
t′ = inf{t < 0 |Φ ◦ F (z′)((t, 0)) ∈ Int B}.

Òàê êàê
Φ ◦ F (z′)((−τ)) ∈ Û1 ⊂ (M2 \ Int B),

òî t′ ∈ (−τ, 0).
Äîêàæåì, ÷òî

Φ ◦ F (z′)((t′, 0)) ∩ D̃ = ∅.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî
Φ ◦ F (z′)((t′, 0)) ∩ β1(I) = ∅.

Ïóñòü ýòî íå òàê è
Φ ◦ F (z′)(t′0) ∈ β1(I) ⊂ α1(I)

äëÿ íåêîòîðîãî t′0 ∈ (t′, 0). Òîãäà, â ñèëó øàãà 1,
Φ ◦ F (z′)((t′0, t

′
0 + t2 − t1]) ∩ α1(I) = ∅.

Òàê êàê t′0 ∈ (−τ, 0) è τ < t2 − t1, òî t′0 + t2 − t1 > 0, è â
÷àñòíîñòè,

Φ ◦ F (z′)(0) = Φ(z′) /∈ α1(I).

Íî ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Φ(A0) ⊂ β1(I).
Àíàëîãè÷íî,

Φ ◦ F (z′)((t′, 0)) ∩ β2(I) = ∅.

Åñëè ýòî íå òàê, íàéäåòñÿ t′′0 ∈ (t′, 0), äëÿ êîòîðîãî
Φ ◦ F (z′)(t′′0) ∈ β2(I).

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
Φ ◦ F (z′)(t′′0 + τ) ∈ Û2 ⊂ (M2 \ Int B).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê z′ ∈ A0, òî
F (z′)([0, t2 − t1]) ⊂ F (A0)([0, t2 − t1]) ⊂ Int B.
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Òàê êàê t′′0 ∈ (−τ, 0) è τ < t2 − t1, òî t′′0 + τ ∈ [0, t2 − t1], à
ýòî íå âîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåàëèçóåòñÿ îäíà èç äâóõ âîçìîæíî-
ñòåé: ëèáî

Φ ◦ F (z′)((t′, 0)) ⊂ D̃,

ëèáî
Φ ◦ F (z′)((t′, 0)) ∩ D̃ = ∅.

Íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
Û ⊂ (Int B \ β2(I))

òî÷êè z′ ∈ α1(I), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðåäëîæåíèþ 3.6. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç U (1), U (2) êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

(Û \ α1(I)) = (Û \ β1(I)).

Îäíà èç íèõ ëåæèò â Int D̃, äðóãàÿ � â Int B \D̃. Ïóñòü
U (1) ⊂ Int D̃, U (2) ⊂ Int B \ D̃.

Ïóñòü t′1 < 0, t′2 > 0 � âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðûõ
Φ ◦ F (z′)((t′1, t

′
2)) ⊂ Û ,

Φ ◦ F (z′)(t′i) ∈ ∂Û, i = 1, 2.

Òàê êàê Φ(z′) ⊂ A0, òî
Φ ◦ F (z′)((0, t2 − t1)) ⊂ D0 ∩ Int D̃.

Çíà÷èò,
Φ ◦ F (z′)((0, t′2)) ⊂ U (1) ⊂ Int D̃,

Φ ◦ F (z′)((t′1, 0)) ⊂ U (2) ⊂ (Int B \ D̃)

è Φ ◦ F (z′)((t′, 0)) ∩ (Int B \ D̃) 6= ∅.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âëå÷åò âëîæåíèå

Φ ◦ F (z′)((t′, 0)) ⊂ (Int B \ D̃).

Ïóñòü òåïåðü z′′ ∈ F (A0)(t2 − t1),
t′′ = sup{t > 0 |Φ ◦ F (z′′)((0, t)) ∈ Int B}.
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Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, ïîêàçûâà-
þò, ÷òî

Φ ◦ F (z′′)((0, t′′)) ∩ D̃ = ∅.

Øàã 9. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ ε > 0, äëÿ êîòîðîãî
Φ(N) ∩ h̃−1(I × [1/3− ε, 2/3 + ε]) = Φ ◦ F (A0)([0, t2 − t1]).

Ðàññëîåíèå ξ = (N, p, S−1) � ëîêàëüíî òðèâèàëüíî. Ïî-
ýòîìó íàéäóòñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü W0 ⊂ S1 òî÷êè

p ◦ F (z)(t1)

â áàçå ðàññëîåíèÿ ξ è ãîìåîìîðôèçì
ψ : p−1(W0) → W0 × Γ,

äëÿ êîòîðîãî p = pr1 ◦ψ : p−1(W0) → W0. Çäåñü
pr1 : W0 × Γ → W0

� ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü.
Îòîáðàæåíèå p ◦ F (z) : R → S1 íåïðåðûâíî, ñëåäîâà-

òåëüíî, íàéäåòñÿ ε1 ∈ (0, 1/2), äëÿ êîòîðîãî
p ◦ F (z)(t1 − ε1, t1 + ε1) ⊂ W0.

Îòîáðàæåíèå
p ◦ F (z)

∣∣
(t1−ε1,t1+ε1)

: (t1 − ε1, t1 + ε1) → S1

� èíúåêòèâíî. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî
Ŵ0 = p ◦ F (z)((t1 − ε1, t1 + ε1))

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè p◦F (z)(t1)
â S1, è çíà÷èò, ãîìåîìîðôíî èíòåðâàëó (òàê êàê ýòî ñîá-
ñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî îêðóæíîñòè).

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.4 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
F (p−1(p(z)))((t1 − ε1, t1 + ε1)) ⊂ p−1(Ŵ0).

Îòîáðàæåíèå
pr2 ◦ψ ◦ F (z′)

∣∣
(t1−ε1,t1+ε1)

: (t1 − ε1, t1 + ε1) → Γ
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îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî äëÿ êàæäîãî z′ ∈ p−1(p(z)). Òàê
êàê ìíîæåñòâî (t1 − ε1, t1 + ε1) � ñâÿçíî è Γ � êàíòîðîâ
äèñêîíòèíóóì, òî

pr2 ◦ψ ◦ F (z′)((t1 − ε1, t1 + ε1)) = pr2 ◦ψ ◦ F (z′)(t1),

pr2 ◦ψ ◦ F (p−1(p(z)))((t1 − ε1, t1 + ε1)) = Ŵ0 × Γ

(çäåñü pr2 : W0 × Γ → Γ � ïðîåêöèÿ íà âòîðîé ñîìíîæè-
òåëü), è

F (p−1(p(z)))((t1 − ε1, t1 + ε1)) = p−1(Ŵ0).

Â ÷àñòíîñòè,
ψ ◦ F (A0)((−ε1, ε1)) = Ŵ0 × pr2 ◦ψ(A0).

Ìíîæåñòâî ψ(A0) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì ïîä-
ìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà

{p ◦ F (z)(t1)} × Γ = ψ(p−1(p ◦ F (z)(t1))),

ïîýòîìó ìíîæåñòâî pr2 ◦ψ(A0) îòêðûòî â Γ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, Ŵ0 × pr2 ◦ψ(A0) � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà W0× Γ, è F (A0)((−ε1, ε1)) � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
ïðîñòðàíñòâà N .

Ïóñòü {Wi}i∈N � íåêîòîðàÿ áàçà îòêðûòûõ îêðåñòíî-
ñòåé òî÷êè p◦F (z)(t1) â ïðîñòðàíñòâå W0. Òàê êàê ìíîæå-
ñòâî pr2 ◦ψ(A0) îòêðûòî â Γ, òî ìíîæåñòâà

Wi × pr2 ◦ψ(A0), i ∈ N,

îòêðûòû â W0 × Γ. Ïðè ýòîì
ψ(A0) ⊂ Wi × pr2 ◦ψ(A0), i ∈ N.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî ψ(A0) � êîìïàêòíî. Çíà-
÷èò, íàáîð {Wi × pr2 ◦ψ(A0)}i∈N ñîñòàâëÿåò áàçó îêðåñòíî-
ñòåé ìíîæåñòâà ψ(A0) â ïðîñòðàíñòâå W0 × Γ.

Ìíîæåñòâî ψ ◦ Φ−1(Int B) îòêðûòî â ïðîñòðàíñòâå
W0 × Γ
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è ψ(A0) ⊂ ψ ◦ Φ−1(Int B). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ i ∈ N, äëÿ
êîòîðîãî

Wi × pr2 ◦ψ(A0) ⊂ ψ ◦ Φ−1(Int B).

Íàéäåòñÿ òàêæå ε2 > 0 òàêîå, ÷òî
ψ ◦ F (A0)((−ε2, ε2)) ⊂ Wi × pr2 ◦ψ(A0).

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò
Φ ◦ F (A0)((−ε2, ε2)) ⊂ Int B.

Àíàëîãè÷íî, íàéäåòñÿ ε3 > 0, äëÿ êîòîðîãî

Φ ◦ F (F (A0)(t2 − t1))((−ε3, ε3)) =

= Φ ◦ F (A0)((t2 − t1 − ε3, t2 − t1 + ε3)) ⊂ Int B.

Ïîëîæèì ε4 = min(ε1, ε2, ε3). Òîãäà
Φ ◦ F (A0)((−ε4, t2 − t1 + ε4)) ⊂ Int B.

Àðãóìåíòû, ïðèâåäåííûå â ïóíêòå 8, ïîêàçûâàþò, ÷òî
[Φ ◦ F (A0)((−ε4, 0)) ∪ Φ ◦ F (A0)((t2 − t1, t2 − t1 + ε4))]∩ D̃ = ∅.

Ìíîæåñòâî F (A0)((−ε4, ε4)) îòêðûòî â N , ïîýòîìó îò-
êðûòî â N òàêæå è ìíîæåñòâî
F (A0)((−ε4, t2 − t1 + ε4)) =

⋃

t∈[0,t2−t1]

F (A0)((t− ε4, t + ε4)).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
Ñ = N \ F (A0)([t1, t2]),

Ñ0 = N \ F (A0)((−ε4, t2 − t1 + ε4)).

Ìíîæåñòâî Ñ0 � êîìïàêòíî (êàê çàìêíóòîå ïîäìíîæå-
ñòâî êîìïàêòà N).

Òàê êàê
D̃ ∩ Φ(Ñ) = D̃ ∩ Φ(Ñ0)

è
D0 ∩ Φ(N) = Φ ◦ F (A0)([t1, t2]),
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òî ìíîæåñòâà h̃(D̃ ∩ Φ(Ñ)) è h̃(D0) = I × [1/3, 2/3] ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòà.

Çíà÷èò, íàéäåòñÿ ε ∈ (0, 1/3), äëÿ êîòîðîãî
(I × [1/3− ε, 2/3 + ε]) ∩ h̃(D̃ ∩ Φ(Ñ)) = ∅.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
D = h̃−1(I × [1/3− ε, 2/3 + ε]).

Òîëüêî ÷òî ìû ïîêàçàëè, ÷òî
D ∩ Φ(N) = Φ ◦ F (A0)([0, t2 − t1]).

Øàã 10. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè ðàíüøå, îòîáðàæåíèå
F (−t1)

∣∣
p−1(p◦F (z)(t1))

: p−1(p ◦ F (z)(t1)) → p−1(p(z))

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó A = F (A0)(−t1) ÿâëÿ-
åòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì ñëîÿ p−1(p(z)),
äëÿ êîòîðîãî D ∩ Φ(N) = Φ ◦ F (A)([t1, t2]).

Ôèêñèðóåì ãîìåîìîðôèçì
h̃0 : I × [1/3− ε, 2/3 + ε] → I2

òàêîé, ÷òî
h̃0({0} × [1/3− ε, 2/3 + ε]) = {0} × I,

h̃0({1} × [1/3− ε, 2/3 + ε]) = {1} × I.

Ïàðà D, h = h̃0 ◦ h̃ : D → I2 óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáî-
âàíèÿì òåîðåìû.
Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

3.6. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è òîïîëîãè÷åñêèå
ñâîéñòâà ðàññëîåíèé Ïîíòðÿãèíà

Òåîðåìà 3.19. Ïóñòü ξ = (N, p, S1) � ðàññëîåíèå
Ïîíòðÿãèíà, (F,N) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà Ïîíòðÿãèíà, M2 � äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è
Φ : N → M2 � âëîæåíèå.

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî z ∈ N α-ïðåäåëüíîå è ω-ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâà òðàåêòîðèè F (z) : R → N ÿâëÿþòñÿ ìèíè-
ìàëüíûìè ìíîæåñòâàìè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (F, N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì êëþ-
÷åâîì óòâåðæäåíèè (êîòîðîå áóäåò äîêàçàíî â ðàçäåëå 3.8).

Ëåììà 3.20. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R � çàìêíóòîå èí-
âàðèàíòíîå ìíîæåñòâî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (F, N).

Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U ⊂ M2 ìíîæåñòâà Φ(R)
íàéäåòñÿ êîìïàêòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå X ñ êðàåì ìíîãî-
îáðàçèÿ M2, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) X ⊂ U ;
2) Φ(R) ⊂ Int X;
3) äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè F (x) : R→ N òàêîé, ÷òî

Φ ◦ F (x)(t1), Φ ◦ F (x)(t2) ∈ ∂X ,

ïðè íåêîòîðûõ t1, t2 ∈ R, t1 < t2, âûïîëíÿþòñÿ
âêëþ÷åíèÿ

Φ ◦ F (x)((−∞, t1) ∪ (t2,∞)) ⊂ Int X,

Φ ◦ F ((t1, t2)) ⊂ M2 \X.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 3.20. Ïîêàæåì
ýòî.

Ôèêñèðóåì òî÷êó z0 ∈ N . Ðàññìîòðèì ω-ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâî òðàåêòîðèè F (z0) : R → N ïîòîêà (F, N). Ýòî
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì èíâàðèàíòíûì ïîäìíî-
æåñòâîì ïîòîêà (F, N), ïîýòîìó îíî ñîäåðæèò íåêîòîðîå
ìèíèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî R (ñì. [34]).

Ïóñòü íàéäåòñÿ z ∈ ω(z0) \ R. Òàê êàê êîìïàêòû Φ(z)
è Φ(R) íå ïåðåñåêàþòñÿ, íàéäóòñÿ èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ
îêðåñòíîñòè U(z), U(R) ⊂ M2. Íàéäåì ïîäìíîãîîáðàçèå
X ⊂ U(R), óäîâëåòâîðÿþùåå ëåììå 3.20. Îòìåòèì, ÷òî



3.6 Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàññëîåíèé Ïîíòðÿãèíà 115

ìíîæåñòâî Int X ⊂ U(R) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ
ìíîæåñòâà Φ(R).

Îòîáðàæåíèå Φ : N → M2 � âëîæåíèå, ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâà V (z) = Φ−1(U(z)), V (R) = Φ−1(Int X) ÿâëÿþò-
ñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòêðûòûìè îêðåñòíîñòÿìè òî÷êè z
è ìíîæåñòâà R.

Òàê êàê z ∈ ω(z0), òî ñóùåñòâóåò t1 ∈ R, äëÿ êîòîðîãî
F (z0)(t1) ñîäåðæèòñÿ â V (z). Àíàëîãè÷íî, R ⊂ ω(z0), è
çíà÷èò ñóùåñòâóåò t2 > t1 òàêîå, ÷òî F (z0)(t2) ∈ V (R).

Òàê êàê Φ ◦ F (z0)(t1) ∈ Int (M2 \X), Φ ◦ F (z0)(t2) ∈ X
è t2 > t1, òî èç ëåììû 3.20 ñëåäóåò

F (z0)((t2, +∞)) ⊂ Int X ⊂ (M2 \ U(z)).

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî z ∈ (ω(z0) \R).
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî α(z) � ìè-

íèìàëüíîå. ¤
Ïóñòü (Γ, f) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà êàíòîðîâîì

ìíîæåñòâå Γ, ξ = (N, p, S1) � ðàññëîåíèå Ïîíòðÿãèíà, ïî-
ñòðîåííîå ïî (Γ, f), (F, N) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà Ïîíòðÿãèíà. Ïóñòü íàéäóòñÿ äâóìåðíîå ìíî-
ãîîáðàçèå M2 è âëîæåíèå Φ : N → M2.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ.

Ñëåäñòâèå 3.21. Çàìûêàíèå ëþáîé òðàåêòîðèè ïî-
òîêà (F,N), ðåêóððåíòíîé õîòÿ áû â îäíîì íàïðàâëåíèè,
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òðàåêòîðèÿ F (z) : R → N
� ðåêóððåíòíà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Òîãäà

F (z)(R) ⊂ ω(z).

Ïî òåîðåìå 3.19 ìîæåñòâî ω(z) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, è
çíà÷èò Cl F (z)(R) = ω(z) è ìíîæåñòâî Cl F (z)(R) � ìèíè-
ìàëüíîå. Äëÿ òðàåêòîðèé, ðåêóððåíòíûõ â îòðèöàòåëüíîì
íàïðàâëåíèè äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. ¤
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Ñëåäñòâèå 3.22. Ìíîæåñòâî Ω íåáëóæäàþùèõ òî-
÷åê ïîòîêà (F,N) ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì BiRec äâîÿ-
êîðåêóððåíòíûõ òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî BiRec
� çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òðàåêòîðèÿ F (z) : R → N
íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ Ω. Òîãäà z /∈ ω(z).

Ðàññìîòðèì âëîæåíèå Φ : N → M2. Ïîñêîëüêó

Φ(z) /∈ Φ(ω(z)),

íàéäóòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè U1, U2 òî÷êè Φ(z)
è ìíîæåñòâà Φ(ω(z)) ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ìíîæåñòâà R = ω(z) è îêðåñòíîñòè U2 íàéäåì
êîìïàêòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå X ñ êðàåì, óäîâëåòâîðÿþùåå
ëåììå 3.20.

Òàê êàê Int X ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ ìíîæå-
ñòâà Φ(R) â M2, òî V2 = Φ−1(Int X) � îòêðûòàÿ îêðåñò-
íîñòü ìíîæåñòâà R. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ t1 > 0, äëÿ êîòîðîãî
F (z)(t1) ∈ V2 (è Φ ◦ F (z)(t1) ëåæèò â Int X). Íî

Φ ◦ F (z)(0) = Φ(z) /∈ X,

òîãäà íàéäåòñÿ t0 ∈ (0, t1) òàêîå, ÷òî

Φ ◦ F (z)((t0, +∞)) ⊂ Int X

è
F (z)((t0, +∞)) ⊂ V2.

Ïîëîæèì

V1 = Φ−1(U1) ∩ F (V2)(−t1).

Îòêðûòîå ìíîæåñòâî V1 íå ïóñòî (îíî ñîäåðæèò ïî ìåíü-
øåé ìåðå òî÷êó z). Îòìåòèì, ÷òî V1 ∩ V2 = ∅. Òàê êàê

Φ ◦ F (z′)(0) = Φ(z′) ∈ U1 ⊂ (M2 \X)
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è Φ◦F (z′)(t1) ∈ Int X äëÿ êàæäîãî z′ ∈ V1, òî ïî ëåììå 3.20
äëÿ âñåõ z′ ∈ V1 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Φ ◦ F (z′)(t1, +∞) ⊂ Int X,

è çíà÷èò
Φ ◦ F (V1)((t1, +∞)) ⊂ Int X

è
F (V1)((t1, +∞)) ∩ V1 = ∅.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî z �
íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå íåáëóæäàþùèå òî÷-
êè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (F, N) ðåêóððåíòíû â îòðèöà-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè. ¤

3.7. Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
Ñëåäñòâèå 3.23. Ìíîæåñòâî Ω ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì

BC äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (F, N) (è ãëóáèíà öåíòðà ðàâ-
íà åäèíèöå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî
BC = Cl BiRec

(ñì. [34]). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ω = BiRec è ìíîæåñòâî BiRec
çàìêíóòî � ïî ñëåäñòâèþ 3.22. ¤

Ñëåäñòâèå 3.24. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Γ ìíîæåñòâà α(x)
è ω(x) ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ìíîæåñòâàìè äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû (Γ, f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó Ïîíòðÿãèíà (F,N). Ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ ëþáîãî z ∈ N
ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàíèÿ

ϕ : p−1(p(z)) → p−1(p(z))

ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì ñäâèãîì
ϕ(z′) = F (z′)(1), z′ ∈ p−1(p(z)),
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âäîëü òðàåêòîðèè ïîòîêà (F,N) è èíäóöèðóåò íà ïðîñòðàí-
ñòâå

Γz = p−1(p(z)) ∼= Γ

äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíà
ñ (Γ, f).

Ïóñòü A0 � çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû (Γz, ϕ) ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Γz.
Òîãäà

F (A0)(0) = A0 = ϕ(A0) = F (A0)(1)

è äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
F (A0)(k) = F (A0)(0) = A0.

Òîãäà
F (A0)(t) = F (F (A0)([t]))({t}) = F (A0)({t})

äëÿ ëþáîãî t ∈ R (çäåñü [ · ] è { · } � öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòü
÷èñëà, ñîîòâåòñòâåííî). Ïîýòîìó
F (A0)([k, k+1)) = F (A0)([0, 1)) = F (A0)([0, 1]) = F (A0)(R)

äëÿ êàæäîãî k ∈ Z.
Âñëåäñòâèå ýòîãî ëþáîå çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ïîä-

ìíîæåñòâî A0 äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (Γz, ϕ) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïåðåñå÷åíèå â ïðîñòðàíñòâå N ìíîæåñòâà Γz ñ çà-
ìêíóòûì èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì

A = F (A0)([0, 1)) = F (A0)([0, 1]) = F (A0)(R)

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (F,N).
Ñðàâíèâàÿ òðàåêòîðèè òî÷êè z0 ïîä äåéñòâèåì îòîáðà-

æåíèÿ ϕ è ïîòîêà F , ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Orbϕ(z0) =
⋃

n∈N
F (z0)(n) ⊂ OrbF (z0).

Ïîýòîìó, ωϕ(z0) ⊂ ωF (z0), à òàê êàê ωϕ(z0) ⊆ Γz, òî è
ωϕ(z0) ⊆ (Γz ∩ ωF (z0)).
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Àíàëîãè÷íî,
αϕ(z0) ⊆ (Γz ∩ αF (z0)).

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè z0 ∈ Γz íàéäåòñÿ çàìêíó-
òîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî B0 äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(Γz, ϕ), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî B0 $ ωϕ(z0)
(ñëó÷àé B0 $ αϕ(z0) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Ôèêñèðóåì òî÷êó y ∈ ωϕ(z0)\B0 è ðàññìîòðèì çàìêíó-
òîå èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî B = F (B0)([0, 1)) ïîòîêà
F . Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ B ∩ Γz = B0, òî y ∈ ωF (z0) \ B,
è ìíîæåñòâî ωF (z0) íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. À ýòî ïðî-
òèâîðå÷èò òåîðåìå 3.19.

Èç ñêàçàííîãî äåëàåì âûâîä, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Γz äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (Γz, ϕ)
å¼ α-ïðåäåëüíîå è ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ìè-
íèìàëüíûìè ìíîæåñòâàìè ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. À
òàê êàê äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (Γz, ϕ) è (Γ, f) òîïîëîãè÷å-
ñêè ñîïðÿæåíû, òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî
è äëÿ (Γ, f). ¤

3.8. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.20
Ðàçîáúåì äîêàçàòåëüñòâî íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.

Øàã 1. Ïîñòðîèì êîìïàêòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå X ′ ñ
êðàåì òàêîå, ÷òî X ′ ⊂ U è Φ(R) ⊂ Int X ′.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ Φ(R) ⊂ U íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
Wz ýòîé òî÷êè òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Cl Wz ãîìåîìîðôíî
çàìêíóòîìó äâóìåðíîìó äèñêó è Cl Wz ⊂ U . Äåéñòâèòåëü-
íî, íàéäåòñÿ êàðòà (V, ϕ), äëÿ êîòîðîé z ∈ V . Ìíîæåñòâî
ϕ(V ∩ U) îòêðûòî â R2 è ñîäåðæèò òî÷êó ϕ(z). Ñëåäîâà-
òåëüíî, íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî Bε(ϕ(z)) ⊂ ϕ(V ∩ U).
Ïîëîæèì Wz = ϕ−1(Bε/2(ϕ(z))). Ýòî, î÷åâèäíî, è áóäåò
èñêîìàÿ îêðåñòíîñòü.

Ìíîæåñòâî Φ(R) � êîìïàêòíî (êàê îáðàç êîìïàêòíîãî
ìíîæåñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè). Ïîýòîìó èç
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îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ
⋃

z∈ϕ(R)

Wz

ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Wz1 , . . . , Wzn ìíî-
æåñòâà Φ(R).

Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n} íàéäåòñÿ
êàðòà (Vi, ϕi) òàêàÿ, ÷òî Cl Wzi

⊂ Vi ⊂ U è ϕi(Wzi
) = Bεi

äëÿ íåêîòîðîãî εi > 0.
Äàëüíåéøàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ìàëûì øåâåëå-

íèåì ìíîæåñòâ ∂Wzi
, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà {Wzi

} âñå åùå
îñòàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà R, ïðèâåñòè èõ â îáùåå
ïîëîæåíèå.

Ïóñòü äèñêè Wzi
, i = 1, . . . , k, k < n, óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(i) êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ ∂Wzi

è
∂Wzj

êîíå÷íî ïðè âñåõ i, j ∈ 1, . . . , k, i 6= j;
(ii) íèêàêèå òðè èç ìíîæåñòâ ∂Wzi

, ∂Wzj
, ∂Wzs íå ïå-

ðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå äëÿ ðàçëè÷íûõ i, j, s;
(iii) äëÿ êàæäîãî z ∈ ∂Wzi

∩ ∂Wzj
, i 6= j, íàéäóòñÿ

îêðåñòíîñòü Uz 3 z è ãîìåîìîðôèçì ψ : Uz → R2

òàêèå, ÷òî
ψ(Uz ∩ ∂Wzi

) = {(x, 0) | x ∈ R},
ψ(Uz ∩ ∂Wzj

) = {(0, y) | y ∈ R}.
Ðàññìîòðèì îäèí èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . k} ãðàíèöà ∂Wzi
äèñêà

Wzi
ëåæèò â çàìêíóòîì äèñêå Cl Wzk+1

.
Âîçíèêàåò íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåé.
(à) Wzi

⊆ Wzk+1
. Â ýòîì ñëó÷àå äèñê Wzi

ìîæíî èñêëþ-
÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ, òàê êàê íàáîð ìíîæåñòâ

⋃
j∈{1,...,n}

j 6=i

Wzj
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âñ¼ ðàâíî ïîêðûâàåò êîìïàêò R.
(á) (M2 \Wzi

) ⊆ Wzk+1
. Â ýòîì ñëó÷àå Wzi

∪Wzk+1
= M2

è â êà÷åñòâå X ìîæíî âçÿòü ñàìî ìíîãîîáðàçèå M2. Ýòî
ìíîãîîáðàçèå êîìïàêòíî, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
äâóõ êîìïàêòîâ Cl Wzi

è Cl Wzk+1
.

(â) (M2 \ Cl Wzi
) ⊆ Wzk+1

è ∂Wzi
∩ ∂Wzk+1

6= ∅.
Åñëè äëÿ êàêîãî-íèáóäü s ∈ {1, . . . , k} âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ∂Wzs ∈ Wzk+1
, òî ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé (à) èëè

(á). Ïîýòîìó ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøå-
íèÿ ∂Wzs \Wzk+1

6= ∅ äëÿ âñåõ s ∈ {1, . . . , k}.
Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ íàáîð îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

{Wzs}n
s=1

ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì êîìïàêòà R, òî ìíîæåñòâî Wzk+1
ïî-

êðûâàåò êîìïàêò

Rk+1 = R
∖




( ⋃
s∈{1,...,n}

s6=k+1

Wzs

)

 .

Êîìïàêòû Rn+1 è ∂Wzk+1
íå ïåðåñåêàþòñÿ, è çíà÷èò, â

çàìêíóòîì äèñêå Cl Wzk+1
ìîæíî âûáðàòü æîðäàíîâó îá-

ëàñòü W ′
zk+1

òàê, ÷òîáû îíà ñîäåðæàëà êîìïàêò Rk+1 è çà-
ìêíóòûé äèñê Cl W ′

zk+1
ñîäåðæàëñÿ â Wzk+1

.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∂Wzi

\ Cl W ′
zk+1

6= ∅ äëÿ êàæäîãî
i ∈ {1, . . . , k} è ïðè ýòîì

R ⊆ W ′
zk+1

⋃ ⋃
s∈{1,...,n}

s6=k+1

Wzs .

Çàìåíÿÿ Wzk+1
íà W ′

zk+1
, ïîëó÷àåì êîíå÷íîå ïîêðûòèå

êîìïàêòà R, èìåþùåå âñå ñâîéñòâà (i) � (iii) è òàêîå, ÷òî
äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , k} ñóùåñòâóåò yi ∈ ∂Wzi

\ Cl Wzk+1
.

Ðàññìîòðèì êàðòó (Vk+1, ϕk+1).
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Òàê êàê çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

∂ϕk+1(Vk+1) ∪
k⋃

i=1

{ϕk+1(yi)}

íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîìïàêòîì ϕk+1(Cl Wzk+1
) â R2, òî íàé-

äóòñÿ èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñòè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî B0 ⊂ R2, ãî-
ìåîìîðôíîå çàìêíóòîìó äâóìåðíîìó äèñêó, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

B = Cl(ϕk+1(Wzk+1
)) ⊂ Int B0, B0 ⊂ ϕk+1(Vk+1).

Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , k} ìíîæåñòâî
ϕ−1

k+1(Int B0) ∩ ∂Wzi

ñîñòîèò èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ äóã îêðóæíîñòè ∂Wzi
ñ êîí-

öåâûìè òî÷êàìè, ëåæàùèìè â ϕ−1
k+1(∂B0).

Òàê êàê Cl Wzk+1
⊂ ϕ−1

k+1(Int B0), êîìïàêòû ϕ−1
k+1(∂B0) è

Cl Wzk+1
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çíà÷èò, òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî

äóã îêðóæíîñòè ∂Wzi
, ëåæàøèõ â ϕ−1

k+1(Int B0), êîòîðûå
ñîäåðæàò ñâîè êîíöåâûå òî÷êè íà ϕ−1

k+1(∂B0), ïåðåñåêàåòñÿ
ñ Cl Wzk+1

.
Îáîçíà÷èì ýòè äóãè ÷åðåç µ

(i)
1 , . . . , µ

(i)
mi .

Êîìïàêòû ∂Wzk+1
è Rk+1 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó

íàéäåòñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U1 ⊃ ∂Wzk+1
, äëÿ êîòîðîé

U1 ∩Rk+1 = ∅. Àíàëîãè÷íî, òàê êàê
∂Wzk+1

∩ ϕ−1
k+1(∂B0) = ∅,

òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U2 ⊃ ∂Wzk+1
òàêàÿ, ÷òî

U2 ∩ ϕ−1
k+1(∂B0) = ∅.

Ïîñêîëüêó ϕk+1(Vk+1∩U1∩U2) � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü
ìíîæåñòâà ∂B, òî íàéäåòñÿ δ > 0, äëÿ êîòîðîãî

Uδ(∂B) = {x ∈ R2 | d(x, ϕk+1(∂Wk+1)) < δ} ⊂
⊂ ϕk+1(Vk+1 ∩ U1 ∩ U2).
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Î÷åâèäíî, ÷òî Uδ(∂B) ⊂ Int B0.
Ïåðåíóìåðóåì äóãè ñåìåéñòâà

{ϕk+1(µ
(i)
s ) | i = 1, . . . , k ; s = 1, . . . , mi}

êàêèì ëèáî îáðàçîì. Ïîëó÷èì íàáîð äóã µ1, . . . , µM . Ïî
óñëîâèþ ýòè äóãè ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â êîíå÷íîì ÷èñëå
òî÷åê.

Ïîëîæèì η1 = µ1. Ðàññìîòðèì òî÷êè x
(2)
0 , x

(2)
1 , . . ., x

(2)
m2 ,

ãäå x
(2)
0 , x

(2)
m2 ⊂ ∂B0 � êîíöåâûå òî÷êè äóãè µ2, à x

(2)
1 , . . .,

x
(2)
m2−1 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äóã µ2 è η1. Ýòèìè òî÷êàìè

äóãà µ2 äåëèòñÿ íà m2 ïðîñòûõ äóã η2, . . . , ηm2+1 ñ êîíöå-
âûìè òî÷êàìè âî ìíîæåñòâå ∂B0 ∪ η1, ïðè÷åì êàæäàÿ èç
ýòèõ äóã ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå B0 \ (∂B0 ∪ η1).

Ïóñòü äóãè η1, . . . , ηms+1 óæå ïîñòðîåíû. Ðàññìîòðèì
òî÷êè x

(s+1)
0 , x

(s+1)
1 , . . . , x

(s+1)
ms+1 , ãäå x

(s+1)
0 , x

(s+1)
ms+1 ⊂ ∂B0 �

êîíöåâûå òî÷êè äóãè µs+1, à x
(s+1)
1 , . . . , x

(s+1)
ms+1−ms−1 � òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ äóãè µs+1 ñî ìíîæåñòâîì
ms+1⋃
i=1

ηi =
s⋃

j=1

µj.

Ýòèìè òî÷êàìè äóãà µs+1 äåëèòñÿ íà ms+1 − ms ïðîñòûõ
äóã ηms+2, ηms+3, . . . , ηms+1+1 ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè âî ìíî-
æåñòâå

∂B0 ∪
ms+1⋃
i=1

ηi.

Êàæäàÿ èç äóã ηms+2, ηms+3, . . . , ηms+1+1 áåç êîíöåâûõ òî-
÷åê ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå

B0

∖ (
∂B0 ∪

ms+1⋃
i=1

ηi

)
.

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ê äóãàì µ2, . . . , µM ýòîò ìå-
òîä ïîñòðîåíèÿ, ïîëó÷èì íàáîð ïðîñòûõ äóã η1, . . . , ηN , ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ òîëüêî ïî êîíöåâûì òî÷êàì è òàêèõ, ÷òî
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ïðè êàæäîì j = 1, . . . , N êîíöåâûå òî÷êè äóãè ηj ëåæàò âî
ìíîæåñòâå

∂B0 ∪
j−1⋃
i=1

ηi ,

à äóãà ηj áåç êîíöåâûõ òî÷åê ëåæèò âî ìíîæåñòâå

B0

∖ (
∂B0 ∪

j−1⋃
i=1

ηi

)
.

Ïðè ýòîì
M⋃
i=1

ηi =
N⋃

j=1

µj.

Ïîñòðîèì òåïåðü ãîìåîìîðôèçì äèñêà B0 íà êâàäðàò
I2 ⊂ R2, ïåðåâîäÿùèé ìíîæåñòâî

⋃N
j=1 ηj â îäíîìåðíûé

ïîëèýäð.
Ôèêñèðóåì ãîìåîìîðôèçì g0 : B0 → I2.
Ïîä äåéñòâèåì ýòîãî îòîáðàæåíèÿ äóãà η1 ïåðåéäåò â

äóãó η′1 ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè x1
1, x1

2 ∈ ∂I2. Ñîåäèíèì òî÷êè
x1

1 è x1
2 ïðîñòîé ëîìàíîé ëèíèåé η̃1 ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì

çâåíüåâ, ëåæàùåé â Int I2.
Íàéäåòñÿ ãîìåîìîðôèçì

h′1 : η′1 → η̃1,

äëÿ êîòîðîãî h′1(x
1
i ) = x1

i , i = 1, 2.
Ïðîäîëæèì åãî äî ãîìåîìîðôèçìà

h1 : ∂I2 ∪ η′1 → ∂I2 ∪ η̃1

ïðè ïîìîùè òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ.
Äóãà η′1 äåëèò I2 íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ

èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó äèñêó. Îáîçíà÷èì
èõ ÷åðåç A1

1, A1
2. Îòìåòèì, ÷òî ∂A1

1, ∂A1
2 ⊂ (∂I2 ∪ η′1).

Àíàëîãè÷íî, äóãà η̃1 äåëèò I2 íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿç-
íîñòè Ã1

1, Ã1
2, äëÿ êîòîðûõ çàäàíû ãîìåîìîðôèçìû

h1
∣∣
∂A1

1

: ∂A1
1 → ∂Ã1

1, h1
∣∣
∂A1

2

: ∂A1
2 → ∂Ã1

2.
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Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé ãîìåîìîðôèçì ãðàíèö äâóõ äèñ-
êîâ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìåîìîðôèçìà ýòèõ äèñêîâ.
Ïîýòîìó íàéäóòñÿ ãîìåîìîðôèçìû

g′1 : Cl A1
1 → Cl Ã1

1, g′′1 : Cl A1
2 → Cl Ã1

2

òàêèå, ÷òî
g′1

∣∣
∂A1

1

= h1
∣∣
∂A1

1

, g′′1
∣∣
∂A1

2

= h1
∣∣
∂A1

2

.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæå-
íèå

g1 : I2 → I2,

g1(x) =

{
g′1(x) ïðè x ∈ Cl A1

1,
g′′1(x) ïðè x ∈ Cl A1

2.

îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
Îòîáðàæåíèå g1 ◦ g0 : B0 → I2 ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî

∂B0 ∪ η1 â êîíå÷íûé îäíîìåðíûé ïîëèýäð ∂B0 ∪ η̃1.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ {1, . . . , N − 1} óæå ïîñòðî-

åíû ãîìåîìîðôèçìû gi : I2 → I2, i = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî
îòîáðàæåíèå

gs ◦ gs−1 ◦ . . . ◦ g1 ◦ g0 : B0 → I2

ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî ∂B0 ∪
⋃s

i=1ηi â êîíå÷íûé ïîëèýäð
∂I2 ∪⋃s

i=1η̃i.
Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì ïîñëåäíåãî îòîáðàæåíèÿ äóãà ηs+1

ïåðåõîäèò â ïðîñòóþ äóãó η′s+1. Ïóñòü

xs+1
1 , xs+1

2 ⊂ ∂I2 ∪
s⋃

i=1

η̃i

� êîíöåâûå òî÷êè äóãè η′s+1. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì, íàëîæåí-
íûì íà ñåìåéñòâî {ηi}, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

η′s+1 \
({xs+1

1 } ∪ {xs+1
2 }) ⊂ I2

∖ (
∂I2 ∪

s⋃
i=1

η̃i

)
.
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Ïîýòîìó íàéäåòñÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

I2 \ (∂I2 ∪
s⋃

i=1

η̃i),

ñîäåðæàùàÿ äóãó η′s+1. Îáîçíà÷èì ýòó êîìïîíåíòó As+1.
Ìíîæåñòâî Cl As+1 ãîìåîìîðôíî çàìêíóòîìó äâóìåð-

íîìó äèñêó (äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïðîâåñòè èíäóêöèåé ïî
s). Ïðè ýòîì xs+1

1 , xs+1
2 ∈ ∂As+1.

Òàê êàê
∂As+1 ⊂ ∂I2 ∪

s⋃
i=1

η̃i,

òî ∂As+1 � êîíå÷íûé îäíîìåðíûé ïîëèýäð (ëîìàíàÿ ëè-
íèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çâåíüåâ). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ïðî-
ñòàÿ ëîìàíàÿ ëèíèÿ η̃s+1 ñ êîíöàìè â òî÷êàõ xs+1

1 , xs+1
2 ,

ëåæàùàÿ â Int As+1.
Íàéäåòñÿ ãîìåîìîðôèçì

h′s+1 : η′s+1 → η̃s+1,

äëÿ êîòîðîãî h′s+1(x
s+1
i ) = xs+1

i , i = 1, 2.
Ïðîäîëæèì åãî äî ãîìåîìîðôèçìà

hs+1 : ∂As+1 ∪ η′s+1 → ∂As+1 ∪ η̃s+1

ïðè ïîìîùè òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ.
Äóãà η′s+1 äåëèò As+1 íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó äèñêó. Îáî-
çíà÷èì èõ ÷åðåç As+1

1 , As+1
2 . Îòìåòèì, ÷òî

∂As+1
1 , ∂As+1

2 ⊂ (∂As+1 ∪ η′s+1).

Àíàëîãè÷íî, äóãà η̃s+1 äåëèò As+1 íà äâå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè Ãs+1

1 , Ãs+1
2 , äëÿ êîòîðûõ çàäàíû ãîìåîìîðôèç-

ìû

hs+1
∣∣
∂As+1

1

: ∂As+1
1 → ∂Ãs+1

1 , hs+1
∣∣
∂As+1

2

: ∂As+1
2 → ∂Ãs+1

2 .
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Íàéäóòñÿ ãîìåîìîðôèçìû
g′s+1 : Cl As+1

1 → Cl Ãs+1
1 , g′′s+1 : Cl As+1

2 → Cl Ãs+1
2

òàêèå, ÷òî
g′s+1

∣∣
∂As+1

1

= hs+1
∣∣
∂As+1

1

, g′′s+1

∣∣
∂As+1

2

= hs+1
∣∣
∂As+1

2

.

Ïðîäîëæèì ãîìåîìîðôèçì
g̃s+1 : Cl As+1 → Cl As+1,

g̃s+1(x) =

{
g′s+1(x) ïðè x ∈ Cl As+1

1 ,
g′′s+1(x) ïðè x ∈ Cl As+1

2 .

äî ãîìåîìîðôèçìà gs+1 : I2 → I2 ïðè ïîìîùè òîæäåñòâåí-
íîãî îòîáðàæåíèÿ.

Îòîáðàæåíèå
gs+1 ◦ gs ◦ . . . ◦ g1 ◦ g0 : B0 → I2

ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî ∂B0∪
⋃s+1

i=1 ηi â êîíå÷íûé îäíîìåðíûé
ïîëèýäð ∂I2 ∪⋃s+1

i=1 η̃i.
Òîãäà îòîáðàæåíèå

G = gN ◦ gN−1 ◦ . . . ◦ g1 ◦ g0 : B0 → I2

ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî ∂B0∪
⋃N

i=1ηi = ∂B0∪
⋃M

i=1µi â êîíå÷-
íûé îäíîìåðíûé ïîëèýäð ∂I2 ∪⋃N

i=1η̃i.
Ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ G äèñê B = ϕ(Wzk+1

) ïåðå-
õîäèò â íåêîòîðûé äèñê B′ ⊂ I2. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå
G ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî

G−1(Uε(∂B′)) ⊂ Uδ(∂B).

Òîãäà íàéäåòñÿ äèñê B′′, ãðàíèöåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ëîìàíàÿ ëèíèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çâåíüåâ, äëÿ êîòîðîãî
∂B′′ ⊂ Uε/3(∂B′) è

G ◦ ϕ

(
R

∖ [( k⋃
i=1

Wzi

)
∪

( n⋃
i=k+2

Wzi

)])
⊂ Int B′′.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.3 èç [33] ñóùåñòâóåò ε/3-èçîòîïèÿ
H ïðîñòðàíñòâà R2 òàêàÿ, ÷òî ïîëèýäðû

H1(∂B′′) è ∂I2 ∪
N⋃

i=1

η̃i

ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ äèñêà

B̃ ⊂ R2, îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâîì H1(∂B′′), ñïðàâåäëè-
âû ñîîòíîøåíèÿ B̃ ⊂ I2 è

G ◦ ϕ

(
R

∖ [( k⋃
i=1

Wzi

)
∪

( n⋃
i=k+2

Wzi

)])
⊂ Int B̃.

Çàìåíèì äèñê Wzk+1
íà ϕ−1 ◦G−1(Int B̃).

Ïðîäåëûâàÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó äëÿ äèñêîâ Wz2 , . . .,
Wzn ïî î÷åðåäè, ïîëó÷èì ïîêðûòèå ìíîæåñòâà R, óäîâëå-
òâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ ∂Wzi
è

∂Wzj
êîíå÷íî ïðè âñåõ i, j ∈ 1, . . . , n, i 6= j;

(ii) íèêàêèå òðè ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà èç ñåìåéñòâà
{∂Wzi

}n
i=1 íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå;

(iii) äëÿ êàæäîãî z ∈ ∂Wzi
∩ ∂Wzj

, i 6= j, íàéäóòñÿ
îêðåñòíîñòü Uz è ãîìåîìîðôèçì ψ : Uz → R2 òà-
êèå, ÷òî

ψ(Uz ∩ ∂Wzi
) = {(x, 0) | x ∈ R},

ψ(Uz ∩ ∂Wzj
) = {(0, y) | y ∈ R}.

Ïóñòü x1, . . . , xm � òî÷êè ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ
îêðóæíîñòåé èç ñèñòåìû {∂W ′

zi
}, γ1, . . . , γk � íàáîð, ñîñòî-

ÿùèé èç âñåõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ äóã ýòèõ îêðóæ-
íîñòåé ñ êîíöàìè â òî÷êàõ {xj}m

j=1.
Ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà âåðøèí íàáîð {xj},

ìíîæåñòâà ðåáåð � íàáîð {γs}, ïîëó÷àåì êîíå÷íûé ãðàô
L̃, âëîæåííûé â M2. Êðàòíîñòü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 4.
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Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
n⋃

i=1

∂W ′
zi

=
( m⋃

j=1

{xj}
)
∪

( k⋃
s=1

γs

)
.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó âûáîðà ìíîæåñòâ ∂W ′
zi
äëÿ êàæäîé

âåðøèíû ãðàôà L̃ ðîâíî äâà èç ÷åòûðåõ ðåáåð, èíöèäåíò-
íûõ ýòîé âåðøèíå, ëåæàò â ìíîæåñòâå

⋃n
i=1 W ′

zi
.

Èñêëþ÷àÿ èç íàáîðà ðåáåð ãðàôà L̃ âñå ðåáðà, ëåæà-
ùèå âî ìíîæåñòâå

⋃n
i=1 W ′

zi
, ïîëó÷àåì êîíå÷íûé ãðàô L,

âëîæåííûé â M2, êàæäàÿ èç âåðøèí êîòîðîãî èìååò êðàò-
íîñòü 2. Çíà÷èò, ãðàô L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
êîíå÷íîãî ÷èñëà öèêëîâ, êîòîðîå ñëóæèò ãðàíèöåé ìíî-
æåñòâà

⋃n
i=1 W ′

zi
. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò,

÷òî êàæäûé èç öèêëîâ ãîìåîìîðôåí îêðóæíîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî

X ′ = Cl
( n⋃

i=1

W ′
zi

)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ñ
êðàåì. Êðàé ìíîãîîáðàçèÿ X ′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñâÿç-
íîå îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îêðóæíîñòåé. Îáîçíà-
÷èì ýòè îêðóæíîñòè ÷åðåç

βi : S1 → M2, i = 1, . . . , l.

Øàã 2. Ïîêàæåì, ÷òî îêðóæíîñòè
βi, i = 1, . . . , l

ìîæíî ïðîäåôîðìèðîâàòü òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé òî÷êè
x ∈ Φ(N) ∩ ∂X ′

âûïîëíÿëîñü îäíî èç óñëîâèé:
(i) íàéäóòñÿ t1, t2 ∈ R, t1 < 0 < t2 òàêèå, ÷òî

Φ ◦ F (Φ−1(x))(t) /∈ X ′ ïðè t ∈ (t1, 0) è
Φ ◦ F (Φ−1(x))(t) ∈ Int X ′ ïðè t ∈ (0, t2);

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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(ii) íàéäóòñÿ t1, t2 ∈ R, t1 < 0 < t2 òàêèå, ÷òî
Φ ◦ F (Φ−1(x))(t) ∈ Int X ′ ïðè t ∈ (t1, 0) è
Φ ◦ F (Φ−1(x))(t) /∈ X ′ ïðè t ∈ (0, t2).

Äëÿ êàæäîãî βi, i = 1, . . . , l, íàéäåì âîðîòíèê Ci ⊂ X ′

(âëîæåíèå ci : S1 × I → X ′, äëÿ êîòîðîãî ci(τ, 0) = βi(τ) è
ìíîæåñòâî ci(S

1× [0, 1)) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé îêðåñòíîñòúþ
ìíîæåñòâà βi(S

1) â X ′), òàêîé, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåí-
ñòâà Ci ∩ R = ∅ è Ci ∩ Cj = ∅ ïðè i 6= j (òàê êàê X ′ �
òðèàíãóëèðóåìî, ñóùåñòâîâàíèå âîðîòíèêà ãàðàíòèðóåòñÿ
ñëåäñòâèåì 2.26 èç [33]).

Ôèêñèðóåì i ∈ {1, . . . , l}. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì
h : Ci → {(r, ϕ) ∈ R2 | r ∈ [1, 3]}.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
h ◦ βi(S

1) = {(r, ϕ) ∈ R2 | r = 1}.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî K = h−1({(r, ϕ) ∈ R2 | r = 2}).

Ïóñòü K ∩ Φ(N) 6= ∅. Ïîëîæèì
a = inf

z∈K∩Φ(N)
max{t ≥ 0 |Φ(F (Φ−1(z))([−t, t])) ∈ Ci}.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè a < ∞, òî a > 0. Èíà÷å (â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè Φ) íàøëàñü áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
èç K, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå, ëåæàùåé â ∂Ci. Íî
ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ìíîæåñòâà ∂Ci è K � íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ êîìïàêòû.

Íàéäåòñÿ n ∈ N \ {1} òàêîå, ÷òî 1/n < a/4.
Ôèêñèðóåì x0 ∈ N . Ïîëîæèì

αk = p
(
F (x0)

([
k/n− 2/3n, k/n + 2/3n

]))
, k = 1, . . . , n.

Ñèñòåìà îòðåçêîâ {αk}n
k=1 ïîêðûâàåò S1 � áàçó ðàññëîåíèÿ

ξ. Íèêàêèå äâà èç îòðåçêîâ ýòîé ñèñòåìû íå èìåþò îáùèõ
ãðàíè÷íûõ òî÷åê.

Äëÿ êàæäîãî x ∈ Φ−1(K) è îòðåçêà αj òàêîãî, ÷òî
p(x) ∈ αj, îòðåçîê F (x)([τ1, τ2]) òðàåêòîðèè F (x), ñîäåðæà-
ùèé òî÷êó x, äëÿ êîòîðîãî p ◦F (x)([τ1, τ2]) = αj, îáëàäàåò
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òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
Φ ◦ F (x)([τ1, τ2]) ⊂ Ci.

Äåéñòâèòåëüíî, F (x)([τ1, τ2]) ⊂ F (x)([−a, a]), êàê ïîêàçû-
âàåò íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà.

Âûáåðåì äëÿ êàæäîãî x ∈ Φ−1(K) èíòåðâàë αj(x) èç
ñèñòåìû {αk}, òàêîé ÷òî p(x) ∈ Int αj(x). Ïî òåîðåìå 3.13
íàéäóòñÿ òðóáêà òðàåêòîðèé Wx = A(x)× I è äèñê

D̃x ⊂ Int Ci,

òàêèå ÷òî
p(Wx) = αj(x),

Φ(N) ∩ D̃x = Φ(Wx), Φ(N) ∩ ∂D̃x = Φ(∂Wx).

Íàáîð {Int D̃x}x∈Φ(N)∩K îáðàçóåò ïîêðûòèå êîìïàêòà
Φ(N) ∩ K. Âûáåðåì èç ýòîãî ïîêðûòèÿ êîíå÷íîå ïîäïî-
êðûòèå Int D̃1, . . . , Int D̃m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wi = Ai × I,
i ∈ {1, . . . , m}, òðóáêè òðàåêòîðèé ïîòîêà (F, N), êîòîðûì
ñîîòâåòñòâóþò äèñêè D̃1, . . . , D̃m. Îáîçíà÷èì

Dk = h(D̃k), k = 1, . . . , m.

Î÷åâèäíî,

h(K ∩ Φ(N)) ⊂
m⋃

k=1

Int Dk.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
D0 = {(r, ϕ) ∈ R2 | r ≤ 2}.

Ïîñêîëüêó Int Dk ∩ Int D0 6= 0 ïðè âñåõ k = 1, . . . , m
(ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ ∂D0 = h(K)), òî ìíîæåñòâî⋃m

k=0 Int Dk � ñâÿçíî.
Èç-çà âûáîðà èíòåðâàëîâ αj è â ñèëó òîãî, ÷òî

p(∂Wx) = ∂αj(x)

äëÿ âñåõ x ∈ h ◦ Φ(N) ∩K, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïîëî-
æåíèå.
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Åñëè äëÿ êàêèõ-òî k, s ∈ {1, . . . , m}, k 6= s, âûïîëíÿåò-
ñÿ íåðàâåíñòâî ∂D̃k ∩ ∂D̃s ∩ Φ(N) 6= ∅, òî

αj(k) = p(∂Wk) = p(∂Ws) = αj(s),

òàê êàê ïðè j1 6= j2 èíòåðâàëû αj1 è αj2 ïî ïîñòðîåíèþ
íå èìåþò îáùèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
z ∈ Φ−1(∂D̃k ∩ ∂D̃s) íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî èç äâóõ
èíòåðâàëîâ: Φ ◦ F (z)((−δ, 0)) è Φ ◦ F (z)((0, δ)) � îäèí ëå-
æèò âî ìíîæåñòâå Int D̃k ∩ Int D̃s, à äðóãîé ïðèíàäëåæèò
äîïîëíåíèþ M2 \ (D̃k ∩ D̃s).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ z ∈ ∂Dk ∩ h ◦ Φ(N) ëèáî

z ∈
m⋃

s=1

Int Ds,

ëèáî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
(i) íàéäóòñÿ t1 < 0 < t2 òàêèå, ÷òî

h ◦ Φ ◦ F (x)(t) /∈
m⋃

s=1

Ds ïðè t1 < t < 0 è

h ◦ Φ ◦ F (x)(t) ∈ Dk ïðè 0 < t < t2;

(ii) íàéäóòñÿ t1 < 0 < t2 òàêèå, ÷òî
h ◦ Φ ◦ F (x)(t) ∈ Dk ïðè t1 < t < 0 è

h ◦ Φ ◦ F (x)(t) /∈
m⋃

s=1

Ds ïðè 0 < t < t2.

Ïîñêîëüêó

∂(
m⋃

s=1

Ds) ⊂
m⋃

s=1

∂Ds,

òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ ∂(
⋃m

s=1 Ds) ∩ h ◦ Φ(N) äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ îäíî èç óñëîâèé, ïðèâåäåííûõ âûøå.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç A òó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæå-
ñòâà

{(r, ϕ) ∈ R2 | r ≤ 3} \
m⋃

k=0

Dk,

êîòîðàÿ ñîäåðæèò îêðóæíîñòü {(r, ϕ) ∈ R2 | r = 3}; ÷åðåç
D áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî {(r, ϕ) ∈ R2 | r ≤ 3} \ A.

Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ëåììû 3.25 � 3.28, äîêàçàòåëü-
ñòâî êîòîðûõ áóäåò ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Ëåììà 3.25. Ïóñòü V1, . . . , Vn � æîðäàíîâû îáëàñòè
íà äâóìåðíîé ñôåðå S2, îãðàíè÷åííûå ïðîñòûìè çàìêíó-
òûìè êðèâûìè γ1, . . . , γn, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü ìíîæåñòâî
⋃n

i=1 Vi ñâÿçíî.
Òîãäà êàæäàÿ èç êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ

S2 \
n⋃

i=1

Cl(Vi) = S2 \
n⋃

i=1

(
Vi ∪ γi(S

1)
)

ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé îáëàñòüþ.
Èç ýòîé ëåììû è èç òåîðåìû Ø¼íôëèñà (ñì. [37]) ñëå-

äóåò, ÷òî ìíîæåñòâî D ⊂ R2 ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó
äèñêó.

Çàìåòèì, ÷òî

∂D0 ∩ h ◦ Φ(N) ⊂
m⋃

i=1

Di è ∂D ⊂
m⋃

i=1

Di.

Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé òî÷êè
x ∈ ∂D ∩ h ◦ Φ(N)

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(i) íàéäóòñÿ t1 < 0 < t2 òàêèå, ÷òî

F (Φ−1 ◦ h−1(x))(t) ∈ Int A

ïðè âñåõ t1 < t < 0 è
F (Φ−1 ◦ h−1(x))(t) ∈ Int D
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ïðè âñåõ 0 < t < t2;
(ii) íàéäóòñÿ t1 < 0 < t2 òàêèå, ÷òî

F (Φ−1 ◦ h−1(x))(t) ∈ Int D

ïðè âñåõ t1 < t < 0 è

F (Φ−1 ◦ h−1(x))(t) ∈ Int A

ïðè âñåõ 0 < t < t2.
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

π1(h
−1(∂D)) 6= 0

â ïðîñòðàíñòâå Ci, òàê êàê D ⊇ D0.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [29]).

Ëåììà 3.26. Ïóñòü C2 ∼= S1×I � çàìêíóòûé äâóìåð-
íûé öèëèíäð è γ ⊂ C2 � íåïðåðûâíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ
áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Òîãäà π1(γ) ∈ {−1, 0, 1}.

Ñîãëàñíî ýòîé ëåììå | π1(h
−1(∂D)) | = 1, è ìíîæåñòâà

Ci ∩ (h−1(A)), Ci ∩ (h−1(Int D))

ãîìåîìîðôíû öèëèíäðàì.
Çàìåíèì X ′ íà

X ′ \ (Ci ∩ (h−1(Int D))),

è ÷àñòü ãðàíèöû βi � íà β̃i = h−1(∂D).
Â ñëó÷àå, êîãäà K ∩ Φ(N) = ∅, çàìåíèì X ′ íà

X ′ \ h−1({(r, ϕ) ∈ R2 | r < 2}),
è βi � íà β̃i = K.

Ïðîäåëûâàÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó äëÿ âñåõ êîìïîíåíò
êðàÿ βi, i = 1, . . ., l, ìíîãîîáðàçèÿ X ′, ïîëó÷àåì ìíîãîîá-
ðàçèå X ′′, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì øàãà 2.
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Øàã 3. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ äâóìåðíîå êîìïàêò-
íîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì X ⊂ X ′′, R ⊂ Int X òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè F (x) : R → N , äëÿ êîòîðîé Φ ◦
F (x)(t0) ∈ ∂X ïðè íåêîòîðîì t0 ∈ R, âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:
ëèáî

Φ ◦ F (x)(R) ∩ Int X = Φ ◦ F (x)((t0, +∞)),

ëèáî
Φ ◦ F (x)(R) ∩ Int X = Φ ◦ F (x)((−∞, t0)).

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî

H =

(
l⋃

i=1

βi

)
∩ Φ(N) = ∂X ′′ ∩ Φ(N).

Îíî ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà
Hr è Hs. Ìíîæåñòâî Hr ñîñòîèò èç âñåõ y ∈ H, äëÿ êîòîðûõ
íàéäåòñÿ t(y) 6= 0 òàêîå, ÷òî Φ ◦ F (Φ−1(y))(t(y)) ∈ ∂X ′′, è
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
ëèáî

Φ ◦ F (Φ−1(y))((0, t(y))) ∈ Int X ′′ ïðè t(y) > 0,

ëèáî
Φ ◦ F (Φ−1(y))((t(y), 0)) ∈ Int X ′′ ïðè t(y) < 0.

Ìíîæåñòâî Hs ñîñòîèò èç âñåõ y ∈ H, äëÿ êîòîðûõ
Φ ◦ F (Φ−1(y))(t) ∈ Int X ′′

ïðè âñåõ t < 0 ëèáî ïðè âñåõ t > 0.
Îòìåòèì, ÷òî (ïî ïîñòðîåíèþ) äëÿ êàæäîé òî÷êè

y ∈ H ⊂ ∂X ′′

íàéäåòñÿ ëîêàëüíàÿ òðàíñâåðñàëüíàÿ ïëîùàäêà
αy : I → ∂X ′′,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó.
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Èç ëåììû 3.11 è çàìå÷àíèÿ 3.7 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî y ∈ Hr íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Uy ⊂ M2 òàêàÿ, ÷òî
y′ ∈ Hr äëÿ êàæäîãî y′ ∈ (H ∩ Uy) è t(y′) = t(y), òî åñòü
ìíîæåñòâî Hr îòêðûòî â H.

Ïîêàæåì, ÷òî Hr � çàìêíóòî â H.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è íàéäåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {yk ∈ Hr}, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå
y0 /∈ Hr.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî H êîìïàêòíî è H = Hs ∪ Hr, òî
y0 ∈ Hs. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
Φ ◦ F (Φ−1(y0))(t) ∈ Int X ′′ ïðè âñåõ t > 0. Îáîçíà÷èì
y′k = Φ ◦ F (Φ−1(yk))(t(yk)). Äàëåå, òàê êàê ∂X ′′ � êîì-
ïàêò, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y′k} èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷-
êó y′0 ∈ ∂X ′′. Ïåðåõîäÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y′k}
ñõîäèòñÿ ê y′0.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî, âî-ïåðâûõ,
t(yk) > 0

ïðè âñåõ n > k1, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k1 ∈ N; âî-âòîðûõ,
íàéäóòñÿ i1, i2 ∈ {1, . . . , l} è k2 ∈ N òàêèå, ÷òî yn ∈ βi1 ,
y′n ∈ βi2 ïðè n > k2.

Îòìåòèì, ÷òî y0 6= y′0, òàê êàê, ñ îäíîé ñòîðîíû,
t(y′n) = −t(yn), n ∈ N,

ñ äðóãîé, � ïðè y0 = y′0, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k ∈ N, äëÿ
âñåõ n > k äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ t(y′n) > 0.

Çàôèêñèðóåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñ-
òè U è U ′ òî÷åê y0 è y′0 ñîîòâåòñòâåííî.

Íàéäåì ε, ε′ > 0 òàêèå, ÷òî
Φ ◦ F (Φ−1(y0))([0, ε]) ⊂ U,

Φ ◦ F (Φ−1(y′0))([−ε′, 0]) ⊂ U ′.
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Îáîçíà÷èì ỹ0 = Φ◦F (Φ−1(y0))(ε), ỹ′0 = Φ◦F (Φ−1(y′0))(−ε′).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.13 ñóùåñòâóþò òðàíñâåðñàëüíûå ïëî-
ùàäêè αey0 : I → X, αey′0 : I → X â òî÷êàõ ỹ0, ỹ′0. Çàôèê-
ñèðóåì åùå è òðàíñâåðñàëüíûå ïëîùàäêè αy0 : I → ∂X ′′,
αy′0 : I → ∂X ′′.

Ïóñòü D ⊂ U , D′ ⊂ U ′ � äèñêè è
h : D → I2, h′ : D′ → I2

� ãîìåîìîðôèçìû èç òåîðåìû 3.18 òàêèå, ÷òî
Φ(N) ∩ ∂D ⊆ αy0(I) ∪ αey0(I),

Φ(N) ∩ ∂D′ ⊆ αy′0(I) ∪ αey′0(I)

è
Φ ◦ F (Φ−1(y0))([0, ε]) ⊆ D,

Φ ◦ F (Φ−1(y′0))([−ε, 0]) ⊆ D′.

Ïåðåõîäÿ, åñëè íåîáõîäèìî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî yn ∈ ∂D è y′n ∈ ∂D′ ïðè âñåõ n ∈ N.

Ðàññìîòðèì òðàíñâåðñàëüíóþ ïëîùàäêó αy0 : I → ∂X ′′.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {α−1

y0
(yn)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå α−1

y0
(y0).

Ìîæíî âûáðàòü èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîíîòîííóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïåðåõîäÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ê
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {α−1

y0
(yn)} � ìîíîòîííà.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì òðàíñâåðñàëüíóþ ïëîùàäêó
αy′0 : I → ∂X ′′.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {α−1

y′0
(y′n)} � ìîíîòîííà.

Çíà÷èò, ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî äëÿ âñåõ k ∈ N âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(i) t(yk) > 0;
(ii) ñóùåñòâóþò òàêèå i1, i2 ∈ {1, . . . , l}, ÷òî yk ∈ βi1 ,

y′k ∈ βi2 ïðè âñåõ k ∈ N;
(iii) yk ∈ ∂D, y′k ∈ ∂D′;
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(iv) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h(yk) è h′(y′k) ìîíîòîííû â
{0} × I ⊂ I2 è {1} × I ⊂ I2

ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì

ỹk = Φ ◦ F (Φ−1((yk))(ε) ∈ ∂D,

ỹ′k = Φ ◦ F (Φ−1((y′k))(−ε′) ∈ ∂D′.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {h(yk)} � ìîíîòîííà â
{0} × I

è ìíîæåñòâà h ◦ Φ ◦ F (Φ−1(yk))([0, ε]) ïîïàðíî íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {h(ỹk)} � ìîíîòîííà â
{1} × I. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî k ∈ N ìíîæåñòâî

γk ∪ γ̃k ∪
(
h ◦ Φ ◦ F (Φ−1(yk))([0, ε])

)∪
∪ (

h ◦ Φ ◦ F (Φ−1(yk+1))([0, ε])
)
,

ãäå γk ∈ {0}×I, γ̃k ∈ {1}×I � îòðåçêè ñ êîíöàìè â òî÷êàõ
h(yk), h(yk+1) è h(ỹk), h(ỹk+1), ãîìåîìîðôíî îêðóæíîñòè è,
ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷èâàåò â I2 äèñê B̃k. Íåïîñðåäñòâåí-
íàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ äèñêîâ Bk = h−1(B̃k),
k ∈ N, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Bk ∩
( ⋃

i∈N
µi

)
=

(
Φ ◦ F (Φ−1(yk))([0, ε])

) ∪

∪ (
Φ ◦ F (Φ−1(yk+1))([0, ε])

) ⊂ ∂Bk,

ãäå µi = Φ ◦ F (Φ−1(yi))([0, t(yi)]), i ∈ N, � ñåìåéñòâî ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ (êîíöåâûìè òî÷êàìè
èíòåðâàëà µi ÿâëÿþòñÿ òî÷êè yi è y′i, èíòåðâàë µi áåç êîí-
öåâûõ òî÷åê ëåæèò â Int X ′′).

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {h′(y′k)} ìîíîòîííà â
{1} × I
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è ìíîæåñòâà h′ ◦ Φ ◦ F (Φ−1(y′k))([−ε′, 0]) ïîïàðíî íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {h′(ỹ′k)} � ìîíîòîííà â
{0} × I.

Äëÿ êàæäîãî k ∈ N ìíîæåñòâî

γ′k ∪ γ̃′k ∪
(
h′ ◦ Φ ◦ F (Φ−1(y′k))([−ε′, 0])

)∪
∪ ∪ (

h′ ◦ Φ ◦ F (Φ−1(y′k+1))([−ε′, 0])
)
,

ãäå γ′k ∈ {1}×I, γ̃′k ∈ {0}×I � îòðåçêè ñ êîíöàìè â òî÷êàõ
h′(y′k), h′(y′k+1) è h′(ỹ′k), h′(ỹ′k+1), ãîìåîìîðôíî îêðóæíîñòè
è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷èâàåò â I2 äèñê B̃′

k. Ïðè ýòîì äëÿ
äèñêîâ B′

k = (h′)−1(B̃′
k), k ∈ N, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

B′
k ∩

( ⋃
i∈N

µi

)
= [(Φ ◦ F (Φ−1(y′k))([−ε′, 0]))∪

∪ (
Φ ◦ F (Φ−1(y′k+1))([−ε′, 0])

)] ⊂ ∂B′
k.

Äëÿ êàæäîãî k ∈ N íàéäåì íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå ˜̃γk : I → Bk òàêîå, ÷òî

˜̃γk(0) = yk, ˜̃γk(1) = ỹk+1, ˜̃γk((0, 1)) ⊂ Int Bk.

Êàæäîå èç ìíîæåñòâ
ηk = γk ∪ γ′k ∪ µk ∪ µk+1,

η̃k = γ̃k ∪ γ̃′k ∪
(
Φ ◦ F (Φ−1(yk))([ε, t(yk)− ε′])

) ∪
∪ (

Φ ◦ F (Φ−1(yk+1))([ε, t(yk+1)− ε′])
)
,

˜̃ηk = ˜̃γk ∪ γ̃′k ∪
(
Φ ◦ F (Φ−1(yk))([0, t(yk)− ε′])

) ∪
∪ (

Φ ◦ F (Φ−1(yk+1))([ε, t(yk+1)− ε′])
)
, k ∈ N,

� ãîìåîìîðôíî îêðóæíîñòè. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ k ∈ N
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

ηk ⊂ X ′′, ηk ∩ ∂X ′′ = γk ∪ γ′k,

η̃k ⊂ Int X ′′,
˜̃ηk ⊂ X ′′ ˜̃ηk ∩ ∂X ′′ = {yk},
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(
ηk ∪ η̃k ∪ ˜̃ηk

)
∩

( ⋃
i∈N

µi

)
⊂ (µk ∪ µk+1).

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè êàæ-
äîì k ∈ N îêðóæíîñòè η̃k è ˜̃ηk ãîìîòîïíû ηk.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé {η̃2k−1}k∈N. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå áóäåò
äîêàçàíà òàêàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.27. Ïóñòü Z � êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ìíî-
ãîîáðàçèå ñ êðàåì, {Θn}n∈N � íàáîð ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ îêðóæíîñòåé, âëîæåííûõ â Int Z.

Òîãäà íàáîð {Θn} ðàñïàäàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàñ-
ñîâ ãîìîòîïèè îêðóæíîñòåé.

Èç ëåììû 3.27 ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî {η̃2k−1}k∈N, à âìå-
ñòå ñ íèì è ñåìåéñòâî {˜̃η2k−1}k∈N, ðàñïàäàåòñÿ íà êîíå÷íîå
÷èñëî êëàññîâ ãîìîòîïíîñòè.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå áóäåò äîêàçàíà òàêæå ëåììà.
Ëåììà 3.28. Ïóñòü Z � ñâÿçíîå êîìïàêòíîå äâóìåð-

íîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì. Íàéäåòñÿ ÷èñëî N = N(Z) òà-
êîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà {Θk} âëîæåííûõ â Z ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì:

(i) íè îäíà èç îêðóæíîñòåé Θk íå ñòÿãèâàåòñÿ â
òî÷êó;

(ii) êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé Θk ïåðåñåêàåòñÿ ñ êðàåì
∂Z, ðîâíî â îäíîé òî÷êå zk;

(iii) íàéäåòñÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà β êðàÿ ∂Z, êîòî-
ðàÿ ñîäåðæèò âñå zk;

(iv) âñå îêðóæíîñòè íàáîðà Θk ïîïàðíî ãîìîòîïíû;
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â íàáîðå {Θk} êîíå÷íî è íå ïðåâîñ-
õîäèò N .

Èç ëåììû 3.28 âûòåêàåò, ÷òî òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
îêðóæíîñòåé èç íàáîðà {˜̃η2k−1}k∈N íå ãîìîòîïíî íóëþ.
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Ïðèìåíÿÿ ëåììû 3.27 è 3.28 ê ñåìåéñòâàì {η̃2k}k∈N è
{˜̃η2k}k∈N, çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå îêðóæíîñòè èç íàáîðà {˜̃η2k}
êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà, ãîìîòîïíû íóëþ.

Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî ñåìåéñòâî {ηk}k∈N ñîäåðæèò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îêðóæíîñòåé, íå ãîìîòîïíûõ íóëþ.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè êàæ-
äîì k ∈ N îêðóæíîñòü ηk ñòÿãèâàåìà â òî÷êó â ïðîñòðàí-
ñòâå X ′′ è, ïîýòîìó, îãðàíè÷èâàåò â X ′′ äèñê Dk.

Êàê èçâåñòíî, èç êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà N ñëåäó-
åò, ÷òî äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè ïîòîêà (F, N) åå ω-ïðåäåëü-
íîå ìíîæåñòâî íåïóñòî.

Òàê êàê ïîëóòðàåêòîðèÿ Φ ◦ F (Φ−1(y0)) : R+ → X ëå-
æèò â X ′′, è X ′′ � êîìïàêòíî, òî Ω = Φ(ω(Φ−1(y0))) ⊂ X ′′.
Íà ñàìîì äåëå, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

Ω = Φ(ω(Φ−1(y0))) ⊂ Int X ′′.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéäóòñÿ z ∈ Ω è t ∈ R òàêèå, ÷òî
Φ ◦ F (Φ−1(z))(t) ∈ ∂X ′′, òî íàéäåòñÿ è δ > 0, äëÿ êîòîðîãî
ëèáî

Φ ◦ F (Φ−1(z))((t− δ, t)) ∩X ′′ = ∅,

ëèáî
Φ ◦ F (Φ−1(z))((t, t + δ)) ∩X ′′ = ∅.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ìíîæåñòâî ω(Φ−1(y0)) ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíûì ïîäìíîæåñòâîì ïîòîêà (F, N), òî

F (Φ−1(z))(R) ⊂ ω(Φ−1(y0))

è
Φ ◦ F (Φ−1(z))(R) ⊂ X ′′.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Φ◦F (Φ−1(y0))(n)}n∈N íàéäåò-
ñÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà z ∈ Int X ′′. Ýòà òî÷êà ëåæèò â Ω, ñëå-
äîâàòåëüíî Φ ◦F (Φ−1(z))(R) ⊂ Int X ′′. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Φ ◦ F (Φ−1(y0))(n)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå
z.
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Òàê êàê ïðè ëþáîì t ∈ R îòîáðàæåíèå F (t) : N → N
� íåïðåðûâíî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Φ ◦ F (Φ−1(yn))(t)}
ñõîäèòñÿ ê òî÷êå Φ ◦ F (Φ−1(y0))(t) ïðè êàæäîì t ∈ R.

Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå Int X ′′ áàçó îêðåñòíîñòåé

{Un}n∈N

òî÷êè z. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéäåòñÿ kn ∈ N òàêîå, ÷òî

Φ ◦ F (Φ−1(y0))(kn) ∈ Un.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Φ ◦ F (Φ−1(y0))(n) ∈ Un. Òàê êàê ïðè
êàæäîì n ∈ N ìíîæåñòâî Un ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷-
êè Φ ◦ F (Φ−1(y0))(n), òî íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ykn} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn}, äëÿ êîòîðîé n < t(y) è
Φ ◦ F (Φ−1(ynk

))(n) ∈ Un. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Φ ◦ F (Φ−1(ynk
))(n)}

ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Φ ◦ F (Φ−1(yn))(n)}n∈N

ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z.
Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü W ìíîæå-

ñòâà
Φ ◦ F (Φ−1(z))(R),

÷òî
W ∩ (Φ ◦ F (Φ−1(y0))(t)) = ∅

ïðè âñåõ t > 0, è òåì ñàìûì ïðèâåä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî y0 ∈ Hs.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì k ∈ N äèñêè Dk è Dk+1 (îãðà-
íè÷åííûå ìíîæåñòâàìè ηk è ηk+1 ñîîòâåòñòâåííî) ïåðåñå-
êàþòñÿ ïî äóãå

µk+1 ⊂ ∂Dk ∩ ∂Dk+1,
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ïîýòîìó ìíîæåñòâî Dk ∪Dk+1 ãîìåîìîðôíî äèñêó, êðîìå
òîãî, è ìíîæåñòâî

Bk =
k⋃

i=1

Dk

òàêæå ãîìåîìîðôíî äèñêó. Ïðè ýòîì

∂Bk = µ1 ∪ µk+1 ∪
(

k⋃
i=1

(γk ∪ γ′k)
)

,

γk ∪ γ′k ⊂ ∂X ′′, k ∈ N.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {F (Φ−1(yn))(n)} ñõîäèòñÿ ê
Φ−1(z) ∈ N è îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè p : N → S1 íåïðå-
ðûâíî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {p◦F (Φ−1(yn))(n)} ñõîäèòñÿ
ê p ◦Φ−1(z). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {τn}, τn → 0 ïðè n →∞ òàêàÿ, ÷òî

p ◦ F (Φ−1(yn))(n + τn) = p ◦ Φ−1(z)

è F (Φ−1(yn))(n + τn) → Φ−1(z) ïðè n →∞.
Ôèêñèðóåì îêðåñòíîñòü U ⊂ Int X ′′ òî÷êè z. Òàê êàê

îòîáðàæåíèå F : N × R→ R íåïðåðûâíî, òî

F (Φ−1(yn))((n− |τn|, n + |τn|)) ⊂ U,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî m ∈ N. Ïåðåõîäÿ, åñëè íóæíî, ê ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ
âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ n ∈ N.

Îáîçíà÷àåì zn = Φ ◦ F (Φ−1(yn))(n + τn), n ∈ N. Òîãäà
zn ∈ Φ ◦ F (Φ−1(yn))((0, t(yn))),

p ◦ Φ−1(zn) = p ◦ Φ−1(z)

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ñõîäèòñÿ ê z.
Ïóñòü αz : I → M2 � ïðîèçâîëüíàÿ òðàíñâåðñàëüíàÿ

ïëîùàäêà â òî÷êå z. Òàê êàê Φ−1 ◦ αz(I) ⊂ p−1(p(Φ−1(z)))
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è ìíîæåñòâî Φ−1 ◦ αz(I) ÿâëÿåòñÿ (ïî îïðåäåëåíèþ òðàíñ-
âåðñàëüíîé ïëîùàäêè) îêðåñòíîñòüþ òî÷êè Φ−1(z) â ïðî-
ñòðàíñòâå p−1(p(Φ−1(z))), òî íàéäåòñÿ n0 ∈ N òàêîå, ÷òî
zn ∈ αz(I) ïðè âñåõ n > n0.

Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè.
(a) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ Φ◦F (Φ−1(z)) íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
Ôèêñèðóåì L ∈ N. Íàéäåì îêðåñòíîñòü U îòðåçêà òðà-

åêòîðèè
Φ ◦ F (Φ−1(z))([−L,L]),

äëÿ êîòîðîé U ∩ (∂X ′′ ∪ µ1) = ∅.
Ïîñòðîèì òðàíñâåðñàëüíûå ïëîùàäêè

α−L : I → M2, αL : I → M2,

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè
Φ ◦ F (Φ−1(z))(−L) è Φ ◦ F (Φ−1(z))(L),

ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü D(L), hL : D(L) → I2 � ñîîòâåòñòâåííî çàìêíó-

òûé äèñê è ãîìåîìîðôèçì èç òåîðåìû 3.18. Òàê êàê
hL ◦ Φ ◦ F (Φ−1(z))([−L,L])

� ïðîñòàÿ äóãà,
hL ◦ Φ ◦ F (Φ−1(z))((−L,L)) ⊂ Int I2,

hL ◦ Φ ◦ F (Φ−1(z))(−L) ∈ {0} × (0, 1) ⊂ ∂I2

è
hL ◦ Φ ◦ F (Φ−1(z))(L) ∈ {1} × (0, 1) ⊂ ∂I2,

òî íàéäåòñÿ ãîìåîìîðôèçì h̃L : I2 → I2, ïåðåâîäÿùèé
hL ◦ Φ ◦ F (Φ−1(z))([−L,L])

â I × {1/2} è òàêîé, ÷òî

h̃L({0} × I) = {0} × I, h̃L({1} × I) = {1} × I.
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Ïîýòîìó, çàìåíÿÿ hL íà h̃L ◦ hL, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
hL ◦ Φ ◦ F (Φ−1(z))([−L,L]) = I × {1/2}.

Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n0 ∈ N, äëÿ âñåõ n > n0 áóäóò
èìåòü ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

Φ ◦ F (Φ−1(zn))(−L) ⊂ h−1
L ({0} × I) ⊂ α−L(I),

Φ ◦ F (Φ−1(zn))(L) ⊂ h−1
L ({1} × I) ⊂ αL(I).

Äëÿ êàæäîãî k > n0

D(L) ∩ µk =

mk⋃
i=1

Φ ◦ F (Φ−1(yk))([τ
k
i , τ k

i + 2L]).

Èíòåðâàëû [τ k
i , τ k

i +2L] è [τ k
j , τ k

j +2L] íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè
i 6= j, ïîýòîìó èõ êîíå÷íîå ÷èñëî (òî÷íåå, 2Lmk < t(yk)).

Ïîêàæåì, ÷òî mk ≤ 2 ïðè âñåõ k > n0.
Ïóñòü ýòî íå òàê, è mk ≥ 3 ïðè íåêîòîðîì k > n0.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðîñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ äóã
Θi = hL ◦ Φ ◦ F (Φ−1(yk))([τ

k
i , τ k

i + 2L]), i = 1, . . . ,mk.

Ïðè êàæäîì i âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
hL ◦ Φ ◦ F (Φ−1(yk))((τ

k
i , τ k

i + 2L)) ⊂ Int I2,

hL ◦ Φ ◦ F (Φ−1(yk))(τ
k
i ) = {0} × {xi} ⊂ {0} × I ⊂ ∂I2,

hL ◦ Φ ◦ F (Φ−1(yk))(τ
k
i + 2L) = {1} × {x′i} ⊂ {1} × I ⊂ ∂I2.

Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê äóãè ñåìåéñòâà {Θi}mk
i=1 ïîïàðíî

íå ïåðåñåêàþòñÿ, ìíîæåñòâî Int I2 \ (
⋃mk

i=1 Θi) èìååò mk +1
êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè A0, A1, . . ., Amk

. Êàæäàÿ èç êîìïî-
íåíò ãîìåîìîðôíà îòêðûòîìó äâóìåðíîìó äèñêó.

Ïîñêîëüêó

h−1
L

(
Int I2 \

(
mk⋃
i=1

Θi

))
∩ ∂Bk = ∅,

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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òî ïðè êàæäîì j ∈ {0, . . . , mk} âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ
ñîîòíîøåíèé: ëèáî

h−1
L (Aj) ⊂ Int Bk,

ëèáî
h−1

L (Aj) ⊂ X ′′ \Bk.

Ïåðåíóìåðóåì {τi} òàê, ÷òîáû x1 < x2 < · · · < xmk
.

Ïåðåíóìåðóåì òàêæå {Aj} òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
{0} × (0, x1) ⊂ ∂A0,

{0} × (xj, xj+1) ⊂ ∂Aj, j = 1, . . . , mk − 1,

{0} × (xmk
, 1) ⊂ ∂Amk

.

Òîãäà Θi = ∂Ai−1 ∩ Ai, i = 1, . . . , mk.
Òàê êàê ïðè êàæäîì i ∈ {1, . . . , mk} ìíîæåñòâî

h−1
L (Ai−1 ∪ Ai ∪Θi)

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
Φ ◦ F (Φ−1(yk))(τ

k
i + L) ∈ ∂Bk,

òî â òî÷íîñòè îäíî èç ìíîæåñòâ h−1
L (Ai−1), h−1

L (Ai) ëåæèò
â Int Bk.

Â ÷àñòíîñòè, îäíî èç ìíîæåñòâ h−1
L (A1), h−1

L (A2) ëå-
æèò â Int Bk. Ïóñòü ýòî áóäåò ìíîæåñòâî h−1

L (A1) (ñëó÷àé
h−1

L (A2) ⊂ Int Bk ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ ∂A1 ∩ hL(Bk) = Θ1 ∪Θ2, òî

h−1
L (∂A1 \ (Θ1 ∪Θ2)) ⊂ Int Bk.

Çíà÷èò, ïðîñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ äóãè
h−1

L ({0} × [x1, x2]) è h−1
L ({1} × [x′1, x

′
2])

ëåæàò â Bk (x′1 < x′2, òàê êàê äóãè Θ1, Θ2 íå ïåðåñåêàþòñÿ
è x1 < x2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçûâàåò íåïîñðåäñòâåííàÿ
ïðîâåðêà, òî÷êè

h−1
L ({1} × {x′1}) = Φ ◦ F (Φ−1(yk))(τ

k
1 + 2L)
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è
h−1

L ({1} × {x′2}) = Φ ◦ F (Φ−1(yk))(τ
k
2 + 2L)

ëåæàò â ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
Bk \ h−1

L ({0} × [x1, x2]).

Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî
h−1

L ({0} × [x1, x2]) ∩ h−1
L ({1} × [x′1, x

′
2]) 6= ∅.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî mk > 2.
Ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

Bk ⊂ Bk+1

ïðè âñåõ k ∈ N, òî zn /∈ Int Bk ïðè n ≥ k (òàê êàê zn ∈ ∂Bn).
Ñëåäîâàòåëüíî, z /∈ ⋃

k∈NBk è

Φ ◦ F (Φ−1(z))(R) ∩
( ⋃

k∈N
Bk

)
= ∅.

Àíàëîãè÷íî,

Φ ◦ F (Φ−1(y0))([0, +∞)) ∩
( ⋃

k∈N
Bk

)
= ∅.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

Φ ◦ F (Φ−1(z))(R) ⊂ Cl

( ⋃
k∈N

Bk

)
,

Φ ◦ F (Φ−1(y0))([0, +∞)) ⊂ Cl

( ⋃
k∈N

Bk

)
.

Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò, ÷òî ïðè mk = 2
âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

h−1
L (A1) ⊂ X ′′ \Bk, h−1

L (A0 ∪ A2) ⊂ Int Bk.

Òàê êàê
h−1

L (I × {1/2}) = Φ ◦ F (Φ−1(z))([−L, L]) ⊂ X ′′ \Bk,

òî I × {1/2} ⊂ A1 è x1 < 1/2 < x2.
Îáîçíà÷èì C1 = I × [0, 1/2), C2 = I × (1/2, 1].
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C1. Ïîêàæåì, ÷òî ëèáî
h−1

L (C1) ⊂
⋃

k∈N
Bk,

ëèáî íàéäåòñÿ a1 ∈ [0, 1/2), äëÿ êîòîðîãî

h−1
L (I × (a1, 1/2)) ∩

( ⋃
k∈N

Bk

)
= ∅.

Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ∈ N ëèáî
µk ∩ h−1

L (C1) = ∅,

ëèáî íàéäåòñÿ τk ∈ [0, t(yk)], äëÿ êîòîðîãî
µk ∩ h−1

L (C1) = Φ ◦ F (Φ−1(yk))([τk, τk + 2L]).

Ðàññìîòðèì òðàíñâåðñàëüíûå ïëîùàäêè
h−1

L ({0} × I), h−1
L ({1} × I),

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè
Φ ◦ F (Φ−1(z))(−L) è Φ ◦ F (Φ−1(z))(L),

ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü
{Vn ⊂ Int X ′′}n∈N

� áàçà îêðåñòíîñòåé îòðåçêà òðàåêòîðèè
Φ ◦ F (Φ−1(z))([−L,L]).

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéäåì, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.18, äèñê
Dn(L) ⊂ Vn è ãîìåîìîðôèçì

hL,n : Dn(L) → I2,

äëÿ êîòîðîãî
h−1

L,n({0}× I) ⊂ h−1
L ({0}× I), h−1

L,n({1}× I) ⊂ h−1
L ({1}× I).

Ïîñêîëüêó
hL ◦ h−1

L,n({0} × I) ⊂ ({0} × I) ⊂ ∂I2

è
hL ◦ h−1

L,n({1} × I) ⊂ ({1} × I) ⊂ ∂I2, n ∈ N,
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òî ìíîæåñòâà
Ṽn = hL◦h−1

L,n(I×(0, 1)) = hL◦h−1
L,n(I2\((I×{0})∪(I×{1})))

îòêðûòû â ïðîñòðàíñòâå I2 è ñîñòàâëÿþò áàçó îêðåñòíî-
ñòåé ìíîæåñòâà

I × {1/2} = hL(Φ ◦ F (Φ−1(z))([−L,L])).

Ðàññìîòðèì äðóãóþ áàçó îêðåñòíîñòåé ýòîãî ìíîæå-
ñòâà. Åå ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâà

Un = {x ∈ I2 | d(x, I × {1/2}) < 1/n}, n ∈ N.

Ïóñòü h−1
L (Ṽi ∩ C1) ∩

(⋃
n∈N µn

)
= ∅ äëÿ íåêîòîðîãî

i ∈ N. Íàéäåòñÿ j ∈ N òàêîå, ÷òî Uj ⊂ Ṽi. Òîãäà
Cl Uj+1 ⊂ Uj ⊂ Ṽi

è
h−1

L

[
Cl(Uj+1 ∩ C1) ∩

(
∪

n∈N
µn

)]
= ∅

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî Cl(Uj+1∩C1) ãîìåîìîðô-
íî äâóìåðíîìó äèñêó. Òàê êàê

h−1
L (Cl(Uj+1 ∩ C1)) ∩ µn = ∅

ïðè âñåõ n ∈ N, òî
h−1

L (Cl(Uj+1 ∩ C1)) ∩ ∂Bn = ∅, n ∈ N.

È ïîñêîëüêó
(Φ ◦ F (Φ−1(z))([−L,L])) ⊂ h−1

L (∂Uj+1 ∩ C1),

òî ìíîæåñòâî h−1
L (Cl Uj+1∩C1) ëåæèò â X ′′\Bn ïðè êàæäîì

n ∈ N è

h−1
L (∂Uj+1 ∩ C1) ⊂

(
X ′′ ∖

( ⋃
n∈N

Bn

))
.

Ïóñòü a1 = 1/2 − 1/(j + 1). Îáîçíà÷èì C̃1 = I × (a1, 1/2).
Òîãäà h−1

L (C̃1) ∩
(⋃

n∈N µn

)
= ∅.
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Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
Φ ◦ F (Φ−1(y0))([0, +∞)) ∩ h−1

L ((0, 1)× (a1, 1/2)) = ∅.

Ïóñòü ýòî íå òàê, è íàéäåòñÿ t0 > 0 òàêîå, ÷òî
Φ ◦ F (Φ−1(y0))(t0) ∈ h−1

L ((0, 1)× (a1, 1/2)).

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî h−1
L ((0, 1) × (a1, 1/2)) îòêðûòî â

X ′′ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Φ ◦ F (Φ−1(yn))(t0)} ñõîäèòñÿ ê
Φ ◦ F (Φ−1(y0))(t0), òî íàéäåòñÿ òàêîå n0 ∈ N, ÷òî äëÿ íåãî

Φ ◦ F (Φ−1(yn0))(t0) ∈ h−1
L ((0, 1)× (a1, 1/2)),

à ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê

h−1
L ((0, 1)× (a1, 1/2)) ∩

( ⋃
n∈N

µn

)
= ∅.

Ïóñòü òåïåðü h−1
L (Ṽk ∩ C1) ∩

(⋃
n∈N µn

) 6= ∅ äëÿ âñåõ
k ∈ N.

Ôèêñèðóåì i ∈ N. Íàéäåòñÿ j ∈ N, äëÿ êîòîðîãî
Ṽj ⊂ Ui.

Íàéäåì n ∈ N òàêîå, ÷òî µn∩h−1
L (Ṽj∩C1) 6= ∅. Ñóùåñòâóåò

τn ∈ [0, t(yn)], äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
Φ ◦ F (Φ−1(yn))([τn, τn + 2L]) ⊂ Dn(L),

Φ ◦ F (Φ−1(yn))((τn, τn + 2L)) ⊂ Int Dn(L) ,

Φ ◦ F (Φ−1(yn))(τn) ∈ h−1
L,n({0} × I) ⊂ h−1

n ({0} × I),

Φ ◦ F (Φ−1(yn))(τn + 2L) ∈ h−1
L,n({1} × I) ⊂ h−1

n ({1} × I).

Äàëåå, ïîñêîëüêó Φ ◦ F (Φ−1(yn))(τn) ∈ h−1
L ({0} × I), òî

Φ ◦ F (Φ−1(yn))([τn, τn + 2L]) ⊂ D(L)

è

hL(µn) ∩ C1 = hL(Φ ◦ F (Φ−1(yn))([τn, τn + 2L])) ⊂
⊂ (C1 ∩ Ṽj) ⊂ (C1 ∩ Ui).
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Ìíîæåñòâî

λn = hL(Φ ◦ F (Φ−1(yn))([τn, τn + 2L]))

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äóãîé, ïðèíàäëåæàùåé Int C1; ïðè ýòîì
åå êîíöåâûå òî÷êè ëåæàò â ∂C1. Ïîýòîìó, äóãà λn ðàçáè-
âàåò äèñê Cl C1 íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè A0 è A1, îä-
íà èç êîòîðûõ (ïóñòü ýòî áóäåò A1) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî
I × {1/2}. Òàê êàê

λn = hL(∂Bn ∩ h−1
L (Cl C1)),

òî îäíî èç ìíîæåñòâ h−1
L (A0) èëè h−1

L (A1) ëåæèò â Int Bn,
à äðóãîå � â X ′′ \Bn. Íî

z ∈ h−1
L (I × {1/2}) ⊂ (X ′′ \Bn),

ïîýòîìó, h−1
L (A0) ⊂ Int Bn.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî A1 ⊂ Ui.
Çíà÷èò (C1 \ Ui) ⊂ A0 è h−1

L (C1 \ Ui) ⊂ h−1
L (A0) ⊂ Int Bn.

Èòàê, äëÿ êàæäîãî i ∈ N íàéäåòñÿ n ∈ N òàêîå, ÷òî

h−1
L (C1 \ Ui) ⊂ Int Bn.

Òàê êàê {Ui} � áàçà îêðåñòíîñòåé ìíîæåñòâà I×{1/2},
òî ⋂

i∈N
Ui = I × {1/2} è

⋃

i∈N
(C1 \ Ui) = C1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

h−1
L (C1) = h−1

L

( ⋃
i∈N

(C1 \ Ui)

)
=

=

( ⋃
i∈N

h−1
L (C1 \ Ui)

)
⊂

( ⋃
n∈N

Bn

)
.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

Φ ◦ F (Φ−1(y0))([0, +∞)) ∩ h−1
L (C1) = ∅,
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ïîòîìó ÷òî

Φ ◦ F (Φ−1(y0))([0, +∞)) ∩
( ⋃

n∈N
Bn

)
= ∅.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ìíîæåñòâà C2 = I × (1/2, 1] ëèáî
h−1

L (C2) ⊂
⋃

k∈N
Bk,

ëèáî íàéäåòñÿ a2 ∈ (1/2, 1] òàêîå, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà
C̃2 = I × (1/2, a2)

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

h−1
L (C̃2) ∩

( ⋃
k∈N

Bk

)
= ∅.

Ïîëîæèì Ĉ = Cl(C ′
1 ∪ C ′

2), ãäå

C ′
i =





Ci, åñëè h−1
L (Ci) ⊂

⋃
k∈N

Bk,

C̃i, åñëè h−1
L (C̃i) ∩

( ⋃
k∈N

Bk

)
= ∅,

i = 1, 2.

Äàëåå,
hL ◦ Φ ◦ F (Φ−1(z))((−L,L)) = ((0, 1)× {1/2}) ⊂ Int Ĉ,

ïîýòîìó ìíîæåñòâî D̂L = Int h−1
L (Ĉ) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé

îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà Φ◦F (Φ−1(z))((−L,L)). Âûøå ìû
ïîêàçàëè, ÷òî

D̂L ∩
(
Φ ◦ F (Φ−1(y0))([0, +∞))

)
= ∅.

Ñèñòåìà {D̂L}L∈N îáðàçóåò ïîêðûòèå òðàåêòîðèè
Φ ◦ F (Φ−1(z))(R),

äëÿ êîòîðîãî( ⋃
L∈N

D̂L

)
∩ (

Φ ◦ F (Φ−1(y0))([0, +∞))
)

= ∅.

(b) Ïóñêàé òåïåðü Φ ◦F (Φ−1(z)) � ïåðèîäè÷åñêàÿ òðà-
åêòîðèÿ. Ïóñòü L ∈ N � åå ìèíèìàëüíûé ïåðèîä.
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Íàéäåì îêðåñòíîñòü U òðàåêòîðèè
Φ ◦ F (Φ−1(z))(R) = Φ ◦ F (Φ−1(z))([0, L]),

äëÿ êîòîðîé U ∩ (∂X ′′ ∪ µ1) = ∅.
Ôèêñèðóåì òî÷êè
z′ = Φ ◦ F (Φ−1(z))(1/4), z′′ = Φ ◦ F (Φ−1(z))(−1/4).

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Φ ◦ F (Φ−1(z))(R) = Φ ◦ F (Φ−1(z′))((0, L− 1/4))∪
∪ Φ ◦ F (Φ−1(z′′))((0, L− 1/4)).

Ôèêñèðóåì òðàíñâåðñàëüíûå ïëîùàäêè
α′1, α

′
2, α

′′
1, α

′′
2 : I → M2,

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè
z′, F (Φ−1(z′))(L− 1/4), z′′ è F (Φ−1(z′′))(L− 1/4)

ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ îòðåçêà òðàåêòîðèè

Φ ◦ F (Φ−1(z′))([0, L− 1/4])

íàéäåì çàìêíóòûé äèñê D′ è ãîìåîìîðôèçì h′ : D′ → I2,
óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíèÿì òåîðåìû 3.18. Àíàëîãè÷íî,
äëÿ îòðåçêà òðàåêòîðèè

Φ ◦ F (Φ−1(z′′))([0, L− 1/4])

ïîñòðîèì çàìêíóòûé äèñê D′′ è ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìåî-
ìîðôèçì h′′ : D′′ → I2.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà (a), íàéäåì îêðåñòíîñ-
òè D̂′, D̂′′ èíòåðâàëîâ

Φ ◦ F (Φ−1(z′))((0, L− 1/4))

è
Φ ◦ F (Φ−1(z′′))((0, L− 1/4))
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ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè îêðåñòíîñòè îáðàçóþò îòêðûòîå ïî-
êðûòèå òðàåêòîðèè Φ ◦ F (Φ−1(z)), äëÿ êîòîðîãî

(
D̂′ ∪ D̂′′

)
∩ (

Φ ◦ F (Φ−1(y0))([0, +∞))
)

= ∅.

Çíà÷èò, ïîñòðîåíà îêðåñòíîñòü òðàåêòîðèè
Φ ◦ F (Φ−1(z)),

êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîëóòðàåêòîðèåé
Φ ◦ F (Φ−1(y0))([0, +∞)).

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî z ∈ Ω = Φ(ω(Φ−1(y0))).
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Hr � çàìêíóòî â H (è â

∂X ′′).
Ïóñòü y ∈ Hr. Îáîçíà÷èì

G(y) =

{
Φ ◦ F (Φ−1(y))([0, t(y)]), åñëè t(y) > 0,
Φ ◦ F (Φ−1(y))([−t(y), 0]), åñëè t(y) < 0.

Ïóñòü
Gr =

⋃
y∈Hr

G(y), Gs = (X ′′ ∩ Φ(N)) \Gr.

Òåïåðü íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ïîä-
ìíîãîîáðàçèå X ìíîãîîáðàçèÿ X ′′, äëÿ êîòîðîãî

X ∩ Φ(N) = Gs.

Ïóñòü βj1 , βj2 � êîìïîíåíòû êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ X ′′,
ñîäåðæàùèå òî÷êè y ∈ Hr è Φ ◦ F (Φ−1(y))(t(y)) ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Òàê êàê êîìïàêòû G(y) è ∂X ′′\(βj1∪βj2) íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ, íàéäåòñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü V (y) ⊂ M2 ìíîæåñòâà
G(y) òàêàÿ, ÷òî (∂X ′′ \ (βj1 ∪ βj2)) ∩ V (y) = ∅.

Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà G(y), y ∈ Hr, ôèêñèðóåì åãî
îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü óêàçàííîãî âèäà.

Âñïîìíèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ êàæäîãî y ∈ H ñó-
ùåñòâóåò òðàíñâåðñàëüíàÿ ïëîùàäêà αy : I → ∂X ′′. Ïóñòü
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y ∈ Hr, t(y) > 0 (â ñëó÷àå, êîãäà t(y) < 0, ïîñòðîåíèÿ àíà-
ëîãè÷íû). Ñîãëàñíî ëåììå 3.11 íàéä¼òñÿ îòêðûòàÿ îêðåñò-
íîñòü U(y) ⊂ M2 òî÷êè y òàêàÿ, ÷òî y′ ∈ Hr äëÿ ëþáîãî
y′ ∈ U(y) ∩H è t(y′) = t(y).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî αy(I) ⊂ U(y) (òîãäà Hs∩αy(I) = ∅
äëÿ âñåõ y ∈ Hr).

Äàëåå, ïîñêîëüêó Φ ◦ F (Φ−1(y))((0, t(y))) ⊂ X ′′ è
y, Φ ◦ F (Φ−1(y))(t(y)) ∈ ∂X ′′,

òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.8 íàéäóòñÿ δ1, δ2 > 0, äëÿ êîòîðûõ
Φ ◦ F (Φ−1(y))((−δ1, 0) ∪ (t(y), t(y) + δ2)) ⊂ (M2 \X ′′).

Çíà÷èò, ìíîæåñòâî G(y) íå ìîæåò áûòü íîñèòåëåì îáðàçà
ïåðèîäè÷åñòêîé òðàåêòîðèè ïîòîêà (F,N). Ïîýòîìó äëÿ
êàæäîãî G(y) íàéäóòñÿ çàìêíóòûé äèñê D(y) ⊂ V (y) è
ãîìåîìîðôèçì hy : D(y) → I2, óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâà-
íèÿì òåîðåìû 3.18.

Òàê êàê ìíîæåcòâî D(y)∩Φ(N) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òðóá-
êè òðàåêòîðèé ïîòîêà (F,N) è

t(y′) = t(y) äëÿ âñåõ y′ ∈ αy(i),

òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå (D(y) ∩ Φ(N)) ⊂ Gr.
Ìíîæåñòâî h−1

y (I × (0, 1)) ⊂ D(y) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé
îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà G(y) (è, â ÷àñòíîñòè, òî÷êè y) â
ïðîñòðàíñòâå X ′′.

Ïîëó÷èëè îòêðûòîå ïîêðûòèå⋃
y∈Hr

h−1
y (I × (0, 1))

ìíîæåñòâà Hr, à òàêæå è ìíîæåñòâà Gr, òàê êàê âêëþ-
÷åíèå z ∈ h−1

y (I × (0, 1)) âëå÷åò G(z) ⊂ h−1
y (I × (0, 1)), â

ïðîñòðàíñòâå X ′′. Ïîñêîëüêó Hr � êîìïàêò, òî íàéäåòñÿ
åãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

n⋃
i=1

h−1
yi

(I × (0, 1)).
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Îíî óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

Gr ⊂
n⋃

i=1

D(yi), Gs ∩
(

n⋃
i=1

D(yi)

)
= ∅.

Ïîêàæåì, ÷òî äèñêè Di = D(yi), óäîâëåòâîðÿþùèå òåî-
ðåìå 3.18, ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

Di ⊂ X ′′, h−1
i (I × (0, 1)) = h−1

yi
(I × (0, 1)) ⊂ Int X ′′.

Ôèêñèðóåì i ∈ {1, . . . , n}. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
Qi = (hi ◦ Φ(N) ∩ ({0} × I)).

Èç òåîðåìû 3.18 âûòåêàåò, ÷òî Qi ⊂ {0} × (0, 1).
Äàëåå, Qi � çàìêíóòî, ïîýòîìó íàéäóòñÿ x1, x2 ∈ (0, 1)

òàêèå, ÷òî òî÷êè {0} × {x1} è {0} × {x2} ëåæàò â Qi è
Qi ⊂ {0} × [x1, x2]. Îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû z1, z2 ∈ Hr,
äëÿ êîòîðûõ hi(zk) = {0} × {xk}, k = 1, 2.

Ìíîæåñòâà
G(zk) = Φ ◦ F (Φ−1(zk))([0, t(zk)]), k = 1, 2,

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
G(zk) ⊂ Di,

hi(zk) ∈ {0}×(0, 1), hi◦Φ◦F (Φ−1(zk))(t(zk)) ∈ {1}×(0, 1),

hi ◦ Φ ◦ F (Φ−1(zk))((0, t(zk))) ⊂ Int I2, k = 1, 2,

hi(G(z1)) ∩ hi(G(z2)) = ∅.

Ïîýòîìó, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, íàéäåòñÿ ãîìåîìîð-
ôèçì h̃i : I2 → I2 òàêîé, ÷òî

h̃i({0} × I) = {0} × I, h̃i({1} × I) = {1} × I,

h̃i(G(zk)) = I × {k/3}, k = 1, 2.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü
ñîîòíîøåíèÿ h̃i ◦ hi(Di ∩ Φ(N)) ⊂ (I × [1/3, 2/3]).

Çàìåíèì ãîìåîìîðôèçì hi íà h̃i ◦ hi : Di → I2 (íîâûé
ãîìåîìîðôèçì áóäåì ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àòü hi).
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Îòìåòèì, ÷òî
h−1

i ((0, 1)× {k/3}) = Φ ◦ F (Φ−1(zk))((0, t(zk))) ⊂ Int X ′′

äëÿ k = 1, 2.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

A = ∂X ′′ \ h−1
i (({0} × (0, 1)) ∪ ({1} × (0, 1))) .

Òàê êàê
hi(A) ∩ (I × {k/3}) = ∅, k = 1, 2,

è ìíîæåñòâà hi(A), I × {k/3}, k = 1, 2, � êîìïàêòíû, òî
íàéäåòñÿ ε ∈ (0, 1/3) òàêîå, ÷òî

hi(A) ∩ (I × [1/3− ε, 1/3]) = ∅,

hi(A) ∩ (I × [2/3, 2/3 + ε]) = ∅.

Çíà÷èò,

hi(∂X ′′) ∩ (I × [1/3− ε, 1/3]) =

= ({0} × [1/3− ε, 1/3]) ∪ ({1} × [1/3− ε, 1/3]),

hi(∂X ′′) ∩ (I × [2/3, 2/3 + ε]) =

= ({0} × [2/3, 2/3 + ε]) ∪ ({1} × [2/3, 2/3 + ε]).

Äàëåå,
hi(∂X ′′) ∩ ((0, 1)× [1/3− ε, 1/3]) = ∅

è
h−1

i ((0, 1)× {1/3}) ⊂ Int X ′′,
ïîýòîìó

h−1
i ((0, 1)× {1/3− ε}) ⊂ Int X ′′.

Àíàëîãè÷íî,
h−1

i ((0, 1)× {2/3 + ε}) ⊂ Int X ′′.

Îáîçíà÷èì J2 = I × [1/3− ε, 2/3 + ε]. Ïîêàæåì, ÷òî

(3.17) h−1
i (J2) ⊂ X ′′,

h−1
i ((0, 1)× [1/3− ε, 2/3 + ε]) ⊂ Int X ′′.
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Òàê êàê h−1
i ((0, 1)× [1/3− ε, 2/3 + ε])∩Int X ′′ 6= ∅, íàì

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
h−1

i ((0, 1)× [1/3− ε, 2/3 + ε]) ∩ ∂X ′′ = ∅.

Ïóñòü βj1 , βj2 � êîìïîíåíòû êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ X ′′,
ñîäåðæàùèå ìíîæåñòâà h−1

i ({0}×I) è h−1
i ({1}×I) ñîîòâåò-

ñòâåííî (êàæäàÿ èç ýòèõ êîìïîíåíò ãîìåîìîðôíà îêðóæ-
íîñòè, ïðè÷åì ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî j1 = j2).

Ïîñêîëüêó h−1
i (J2) ⊂ Di ⊂ Vi = V (yi) è ïî ïîñòðîåíèþ
(∂X ′′ \ (βj1 ∪ βj2)) ∩ Vi = ∅,

òî (h−1
i (J2) ∩ ∂X ′′) ⊂ (βj1 ∪ βj2).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî
Ã = (βj1 ∪ βj2) \

(
h−1

i ({0} × (0, 1)) ∪ h−1
i ({1} × (0, 1))

)

ãîìåîìîðôíî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ èíòåðâàëîâ,
ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî z ∈ Ã íàéäåòñÿ íåïðåðûâíûé ïóòü
βz : I → Ã, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó z ñ îäíîé èç òî÷åê

h−1
i ({k1} × {k2}), k1, k2 = 0, 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
z ∈ Ã ∩ h−1

i ((0, 1)× [1/3− ε, 2/3 + ε]) .

Òàê êàê òî÷êè h−1
i ({k1} × {k2}), k1, k2 = 0, 1, ëåæàò â

M2 \ h−1
i (J2),

òî íàéäåòñÿ t ∈ I, äëÿ êîòîðîãî βz(t) ∈ ∂(h−1
i (J2)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,(
∂(h−1

i (J2)) ∩ (βj1 ∪ βj2)
) ⊂

⊂ (
h−1

i ({0} × (0, 1)) ∪ h−1
i ({1} × (0, 1))

)

⊂
(
(βj1 ∪ βj2) \ Ã

)
.

Ïîýòîìó
h−1

i ((0, 1)× [1/3− ε, 2/3 + ε]) ∩ ∂X ′′ = ∅,
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è çíà÷èò, âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ (3.17).
Ïîëîæèì D̃i = h−1

i (J2). Ýòî, î÷åâèäíî, è áóäåò èñêî-
ìûé äèñê.

Ñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ äèñêîâ
{Di}n

i=1 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãîìåîìîðôèçìû
hi : Di → I2,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(i) Φ(N) ∩ (

⋃n
i=1 Di) = Gr;

(ii) Di ⊂ X ′′, i = 1, . . . , n;
(iii) (Di∩∂X ′′) = h−1

i ({0}×I)∪h−1
i ({1}×I), i = 1, . . . , n;

(iv) (Di ∩Gr) ⊂ h−1
i (I × (0, 1)), i = 1, . . . , n.

Ïîêàæåì, êàê çàìåíèòü ýòîò íàáîð íà äðóãîé íàáîð
äèñêîâ

{D̂j}m
j=1, m ≤ n,

êîòîðûé áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñâîéñòâàì (i) � (iv) è âäîáà-
âîê òàêîé, ÷òî

D̂j ∩ D̂k = ∅
ïðè âñåõ j 6= k, j, k ∈ {1, . . . , m}.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ i1, i2 ∈ {1, . . . , n} ìíîæåñòâà
Φ(N) ∩Di1 è Φ(N) ∩Di2

íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî äèñêè Di1 , Di2 ⊂ X ′′, óäî-
âëåòâîðÿþùèå òåîðåìå 3.18, ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî Di1 ∩Di2 = ∅.

Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, hik : Dik → I2, k = 1, 2, � ãîìåî-
ìîðôèçìû, äëÿ êîòîðûõ

((I × {1/3}) ∪ (I × {2/3})) ⊂ hik(Φ(N) ∩Dik),

hik(Φ(N) ∩Dik) ⊂ I × [1/3, 2/3].

Ïîñêîëüêó
I × {k/3} ⊂ hi1(Φ(N) ∩Di1)
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è
hi1(Φ(N) ∩Di1) ∩ hi1(Di2) = ∅,

òî (I × {k/3}) ∩ hi1(Di2) = ∅, k = 1, 2. Ïîêàæåì, ÷òî
(3.18) ((0, 1)× [1/3, 2/3]) ∩ hi1(Di2) = ∅.

Ïóñòü ýòî íå òàê, è íàéäåòñÿ
z ∈ h−1

i1
((0, 1)× [1/3, 2/3]) ∩Di2 .

Ïîñêîëüêó h−1
i1

((0, 1)× [1/3, 2/3]) ⊂ Int X ′′, òî
hi2(z) ∈ (0, 1)× I.

Ïóñòü hi2(z) = {τ1}× {τ2} äëÿ êàêèõ-íèáóäü τ1 ∈ (0, 1),
τ2 ∈ I. Äàëåå, íàéäåòñÿ íåïðåðûâíûé ïóòü

α : I → (0, 1)× I,

ñîåäèíÿþùèé òî÷êó hi2(z) ñ òî÷êîé
{τ1} × {1/3} ∈ I × {1/3}.

Ïîëîæèì, íàïðèìåð,
α(t) = {τ1} × {(1− t)τ2 + t/3}, t ∈ I.

Òàê êàê
h−1

i2
◦ α(1) = h−1

i2
({τ1} ◦ {1/3}) ∈ (Di2 ∩ Φ(N)),

òî h−1
i2
◦ α(1) ∈ X ′′ \Di1 è òåì áîëåå,

h−1
i2
◦ α(1) ∈ X ′′ \ h−1

i1
((0, 1)× [1/3, 2/3]) .

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ t ∈ I, äëÿ êîòîðîãî
h−1

i2
◦ α(t) ∈ ∂

(
h−1

i1
((0, 1)× [1/3, 2/3])

)
.

Âêëþ÷åíèå α(I) ⊂ (0, 1)× I âëå÷åò h−1
i2
◦ α(I) ⊂ Int X ′′,

îòñþäà
h−1

i2
◦ α(t) /∈ (

h−1
i1

({0} × [1/3, 2/3]) ∪ h−1
i1

({1} × [1/3, 2/3])
)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
h−1

i2
◦ α(t) /∈ (

h−1
i1

((0, 1)× {1/3}) ∪ h−1
i1

((0, 1)× {2/3})) ,
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ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Di2 .
Ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò

z ∈ h−1
i1

((0, 1)× [1/3, 2/3]) ∩Di2

è ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (3.18) óñòàíîâëåíà.
Ïîêàæåì, êðîìå òîãî, ÷òî

(
h−1

i1
({0} × [1/3, 2/3]) ∪ h−1

i1
({1} × [1/3, 2/3])

) ∩Di2 = ∅.

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ
{k1} × {k2/3} ∈ hi1(Φ(N)),

k1 ∈ {0, 1}, k2 ∈ {1, 2}, à ïî óñëîâèþ
(Di1 ∩ Φ(N))) ∩ ((Di2 ∩ Φ(N)))) = ∅,

òî íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî
(
h−1

i1
({0} × (1/3, 2/3)) ∪ h−1

i1
({1} × (1/3, 2/3))

) ∩Di2 = ∅.

Ïóñòü βj � êîìïîíåíòà êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ X ′′, ñîäåð-
æàùàÿ ìíîæåñòâî h−1

i1
({0} × (1/3, 2/3)) (ýòà êîìïîíåíòà

ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè). Êàê èçâåñòíî (ñì. [37]), ëþáîå
âëîæåíèå îêðóæíîñòè â äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî ïëîñêèì. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî

z ∈ h−1
i1

({0} × (1/3, 2/3))

â ìíîãîîáðàçèè M2 íàéäåòñÿ êàðòà (V, ϕ), äëÿ êîòîðîé
ϕ(V ) = {(x1, x2) ∈ R2 |x2

1 + x2
2 < 1},

ϕ(βj ∩ V ) = {(x1, x2) ∈ ϕ(V ) |x2 = 0}.
Ìíîæåñòâî

h−1
i1

(I × {1/3}) ∪ h−1
i1

(I × {2/3}) ∪ h−1
i1

({1} × [1/3, 2/3])

êîìïàêòíî è íå ñîäåðæèò òî÷êó z, à çíà÷èò, îêðåñòíîñòü V
ìîæíî óìåíüøèòü òàê, ÷òîáû â äîïîëíåíèå ê äâóì ïðåäû-
äóùèì âûïîëíÿëîñü åùå è óñëîâèå

V ∩ ∂
(
h−1

i1
(I × [1/3, 2/3])

) ⊂ h−1
i1

({0} × (1/3, 2/3)).

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî ãîìåîìîðôíî èíòåð-
âàëó, ãðàíèöà êîòîðîãî ëåæèò, ïî ïîñòðîåíèþ, âíå V , òî

V ∩ βj ⊂ h−1
i1

({0} × (1/3, 2/3)).

Ìíîæåñòâî V \βi èìååò äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îä-
íà èç êîòîðûõ ëåæèò â M2 \X ′′, à äðóãàÿ � â

h−1
i1

((0, 1)× (1/3, 2/3)).

Ñëåäîâàòåëüíî, V ∩ Int Di2 = ∅ è z /∈ Di2 .
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

h−1
i1

({1} × (1/3, 2/3)) ∩Di2 = ∅.

Èòàê,
(I × [1/3, 2/3]) ∩ hi1(Di2) = ∅.

Òàê êàê ìíîæåñòâà I× [1/3, 2/3] è hi1(Di2) � êîìïàêòíû è
íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî íàéäåòñÿ ε ∈ (0, 1/3), äëÿ êîòîðîãî

(I × [1/3− ε, 2/3 + ε]) ∩ hi1(Di2) = ∅.

Ïîëîæèì
D̃i1 = h−1

i1
(I × [1/3− ε, 2/3 + ε]).

Ìíîæåñòâà D̃i1 , Di2 áóäóò ñîñòàâëÿòü èñêîìóþ ïàðó íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ äèñêîâ.

Ïóñòü òåïåðü
(Di1 ∩ Φ(N)) ∩ (Di2 ∩ Φ(N)) 6= ∅

äëÿ íåêîòîðûõ i1, i2 ∈ {1, . . . , n}.
Äàëåå, ïóñòü (Di1 ∩Φ(N)) ⊂ Di2 . Òîãäà äèñê Di1 ìîæíî

èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ, ïîòîìó ÷òî îñòàâøèåñÿ äèñêè
{Di}i6=i1 âñå ðàâíî îáðàçóþò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Gr. Àíà-
ëîãè÷íî, åñëè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (Di2∩Φ(N)) ⊂ Di1 ,
òî äèñê Di2 ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(Di1 ∩ Φ(N)) \ (Di2 ∩ Φ(N)) 6= ∅,

(Di2 ∩ Φ(N)) \ (Di1 ∩ Φ(N)) 6= ∅.



3.8 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.20. Øàã 3b 163

Ïîêàæåì, ÷òî ïàðó äèñêîâ Di1 , Di2 ìîæíî çàìåíèòü íà
ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ äèñêîâ D̃i1 , Di2 ⊂ X ′′, D̃i1 ⊂ Di1 ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ òåîðåìå 3.18, äëÿ êîòîðûõ

(
D̃i1 ∪Di2

)
∩ Φ(N) = (Di1 ∪Di2) ∩ Φ(N).

Ïóñòü z0 ∈ Di1 ∩ Di2 ∩ Φ(N). Íàéäåòñÿ y0 ∈ Hr òàêîå,
÷òî

z0 ∈ G(y0) = Φ ◦ F (Φ−1(y0))([0, t(y0)]).

Òîãäà G(y0) ⊂ (Di1 ∩Di2).
Ïóñòü hik : Dik → I2, k = 1, 2, � ãîìåîìîðôèçìû èç

òåîðåìû 3.18.
Ïóñòü βj � êîìïîíåíòà êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ X ′′, ñîäåð-

æàùàÿ òî÷êó y0. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî t(y0) > 0. Ïðè t(y0) < 0
âìåñòî y0 íàäî ðàññìàòðèâàòü òî÷êó

Φ ◦ F (Φ−1(y0))(t(y0)).

Òàê êàê
y0 ∈ h−1

i1
({0} × I) ∩ h−1

i2
({0} × I)

è ìíîæåñòâà h−1
ik

({0} × I), k = 1, 2, � ñâÿçíû, òî

h−1
i1

({0} × I) ∪ h−1
i2

({0} × I) ⊂ βj.

Ìíîæåñòâî h−1
i1

({0}× I) çàìêíóòî â M2, è çíà÷èò, ìíî-
æåñòâî h−1

i1
({0} × I) ∩ Φ(N) � çàìêíóòî â βj ∩ Φ(N).

Ïîñêîëüêó
(
h−1

i1
({0} × I) ∩ Φ(N)

) ⊂ h−1
i1

({0} × (0, 1))

è ìíîæåñòâî h−1
i1

({0} × (0, 1)) îòêðûòî â βj, òî ìíîæåñòâî
h−1

i1
({0} × I) ∩ Φ(N) îòêðûòî â βj ∩ Φ(N).
Àíàëîãè÷íî, h−1

i2
({0}× I)∩Φ(N) � îòêðûòî-çàìêíóòîå

ïîäìíîæåñòâî βj ∩ Φ(N).
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Ñëåäîâàòåëüíî, (h−1
i1

({0} × I) \ h−1
i2

({0} × I)) ∩ Φ(N) �
îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî βj ∩ Φ(N) è ìíîæåñòâî

(
({0} × I) \ hi1 ◦ h−1

i2
({0} × I)

) ∩ hi1 ◦ Φ(N) =

= (({0} × I) \ hi1(Di2)) ∩ hi1 ◦ Φ(N)

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì â
({0} × I) ∩ hi1 ◦ Φ(N).

Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, íàéäåòñÿ
z1 ∈ (Di1 \Di2) ∩ Φ(N).

Ñóùåñòâóåò y1 ∈ Hr, äëÿ êîòîðîãî z1 ∈ G(y1). Òîãäà
G(y1) ⊂ ((Di1 \Di2) ∩ Φ(N))

è ìíîæåñòâî
(({0} × I) \ hi1(Di2)) ∩ hi1 ◦ Φ(N)

íå ïóñòî, òàê êàê îíî ñîäåðæèò îäíó èç òî÷åê
hi1 ◦ Φ ◦ F (Φ−1(y1))(t(y1)) èëè hi1(y1)

Äàëåå, ìíîæåñòâî
({0} × (0, 1)) ∩ hi1(Φ(N)) = ({0} × I) ∩ hi1(Φ(N))

ãîìåîìîðôíî îòêðûòî-çàìêíóòîìó ïîäìíîæåñòâó íåêîòî-
ðîãî ñëîÿ ðàññëîåíèÿ ξ = (N, p, S1) (ñì. òåîðåìó 3.18), ïî-
ýòîìó îíî íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, ïðè÷åì åãî
îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî

(({0} × I) \ hi1(Di2)) ∩ hi1(Φ(N))

ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè.
Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ x1, x2 ∈ (0, 1), x1 < x2, äëÿ

êîòîðûõ
{0} × {xk} ∈ hi1(Φ(N)) \ hi1(Di2), k = 1, 2,

x1 = min{x ∈ I | {0} × {x} ∈ hi1(Φ(N)) \ hi1(Di2)},
x2 = max{x ∈ I | {0} × {x} ∈ hi1(Φ(N)) \ hi1(Di2)}.
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Ãîìåîìîðôèçì hi1 : Di1 → I2 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî-
áû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ xk = k/3 è

I × {xk} ⊂ hi1(Φ(N)), k = 1, 2.

Òîãäà
I × {xk} ⊂ hi1(Φ(N)) \ hi1(Di2), k = 1, 2,

hi1(Φ(N)) \ hi1(Di2) ⊂ I × [1/3, 2/3].

Ïîêàæåì, ÷òî
(3.19) (I × [1/3, 2/3]) ∩ hi1(Di2) = ∅.

Ôèêñèðóåì z2 ∈ (Di2 \Di1)∩Φ(N). Íàéäåòñÿ òàêîå y2 ∈ Hr,
äëÿ êîòîðîãî z2 ∈ G(y2). Òîãäà è

G(y2) ⊂ (Di2 \Di1) ∩ Φ(N).

Ïîñêîëüêó
G(y2) ∩ ∂X ′′ = y2 ∪ Φ ◦ F (Φ−1(y2))(t(y2)),

è y2 6= Φ◦F (Φ−1(y2))(t(y2)), òî íàéäåòñÿ z′ ∈ G(y2)∩Int X ′′.
Ïóñòü

z′′ ∈ (
h−1

i1
((0, 1)× [1/3, 2/3]) ∩Di2

) ⊂ Int X ′′.

Òàê êàê Di2 ∩ Int X ′′ = h−1
i2

((0, 1)× I), òî
hi2(z

′), hi2(z
′′) ∈ (0, 1)× I.

Ìîæíî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíûé ïóòü α : I → (0, 1)× I,
ñîåäèíÿþùèé òî÷êè hi2(z

′) è hi2(z
′′).

Ïîñêîëüêó
z′ ∈ G(y2) ⊂ (Di2 \Di1) ⊂

(
Di2 \ h−1

i1
((0, 1)× [1/3, 2/3])

)
,

z′′ ∈ h−1
i1

((0, 1)× [1/3, 2/3]),

òî íàéäåòñÿ t0 ∈ I òàêîå, ÷òî

h−1
i2
◦ α(t0) ∈ ∂

(
h−1

i1
((0, 1)× [1/3, 2/3])

) ∩ Int X ′′ =

= h−1
i1

((0, 1)× {1/3}) ∪ h−1
i1

((0, 1)× {2/3}),
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à ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî ëåæèò ïî
ïîñòðîåíèþ â X ′′ \Di2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,
((0, 1)× [1/3, 2/3]) ∩ hi1(Di2) = ∅.

Ýòî ñîîòíîøåíèå âëå÷åò (ñì. âûøå)
[({0} × (1/3, 2/3)) ∪ ({1} × (1/3, 2/3))] ∩ hi1(Di2) = ∅.

Íàêîíåö, âñïîìíèì, ÷òî
h−1

i1
(I × {k/3}) ⊂ Φ(N) \Di2 , k = 1, 2.

Èòàê, ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (3.19) óñòàíîâëåíà.
Ïîñêîëüêó êîìïàêòû I × [1/3, 2/3] è hi1(Di2) íå ïåðåñå-

êàþòñÿ, òî íàéäåòñÿ ε ∈ (0, 1/3), äëÿ êîòîðîãî
(I × [1/3− ε, 2/3 + ε]) ∩ hi1(Di2) = ∅.

Ïîëîæèì D̃i1 = h−1
i1

(I × [1/3 − ε, 2/3 + ε]). Äèñê D̃i1 ,
î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èç òåîðåìû 3.18. Ïðè
ýòîì

D̃i1 ∩Di2 = ∅, (Di1 ∩ Φ(N)) \Di2 ⊂ D̃i1 .

Çíà÷èò, D̃i1 , Di2 � èñêîìàÿ ïàðà äèñêîâ.
Ôèêñèðóåì êîíå÷íûé íàáîð {Di}n

i=1 çàìêíóòûõ äèñêîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâàì (i) � (iv).

(a) Ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
D0

n ⊇ D1
n ⊇ . . . ⊇ Dn−1

n = D̂n

çàìêíóòûõ äèñêîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì èç òåîðå-
ìû 3.18, òàêóþ, ÷òî íàáîð äèñêîâ D1, . . . , Dn−1, D̂n óäîâëå-
òâîðÿåò ñâîéñòâàì (i) � (iv) è Di∩ D̃n = ∅, i = 1, . . . , n− 1.

Áàçà èíäóêöèè. D0
n = Dn.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü óæå ïîñòðîåí äèñê
Dk

n, k ∈ {0, . . . , n− 2},
òàêîé, ÷òî íàáîð äèñêîâ D1, . . . , Dn−1, D

k
n óäîâëåòâîðÿåò

ñâîéñòâàì (i) � (iv) è Di ∩Dk
n = ∅ ïðè i ≤ k.
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Åñëè ìíîæåñòâà Dk
n ∩Φ(N) è Dk+1 ∩Φ(N) íå ïåðåñåêà-

þòñÿ, òî íàéäåì çàìêíóòûé äèñê D̃k
n ⊆ Dk

n, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèÿì èç òåîðåìû 3.18 è òàêîé, ÷òî

(D̃k
n ∪Dk+1) ∩ Φ(N) = (Dk

n ∪Dk+1) ∩ Φ(N)

è
D̃k

n ∩Dk+1 = ∅

(ñì. âûøå). Ïîëîæèì Dk+1
n = D̃k

n.
Ïóñòü òåïåðü Dk

n ∩Dk+1 ∩ Φ(N) 6= ∅.
Åñëè

(
Dk

n \Dk+1

) ∩ Φ(N) = ∅, ïîëîæèì Dk+1
n = ∅.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ïàðó äèñêîâ Dk
n è Dk+1

è çàìåíèì äèñê Dk
n íà Dk+1

n = D̃k
n ⊆ Dk

n òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ Dk+1

n ∩Dk+1 = ∅ è

(Dk+1
n ∪Dk+1) ∩ Φ(N) = (Dk

n ∪Dk+1) ∩ Φ(N)

(ñì. âûøå).
Î÷åâèäíî, ÷òî íàáîð äèñêîâ D1, . . . , Dn−1, D

k+1
n îáëàäà-

åò ñâîéñòâàìè (i) � (iv) è Di ∩Dk+1
n = ∅ ïðè i ≤ k + 1.

(b) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , n − 1} óæå ïî-
ñòðîåí íàáîð çàìêíóòûõ äèñêîâ

D1, . . . , Dj, D̂j+1, . . . , D̂n,

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (i) � (iv) è òàêîé, ÷òî
D̂i ∩ D̂l = ∅ ïðè i 6= l, i, l ∈ {j + 1, . . . , n}, è D̂i ∩Dk = ∅
äëÿ âñåõ i ∈ {j + 1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , j}.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà (à), ïîñòðîèì ïî èíäóê-
öèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Dj = D0
j ⊇ D1

j ⊇ . . . ⊇ Dn−1
j = D̂j

çàìêíóòûõ äèñêîâ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåî-
ðåìû 3.18, òàêóþ, ÷òî íàáîð äèñêîâ

D1, . . . , Dj−1, D̂j, . . . , D̂n
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óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (i) � (iv) è

Dl ∩ D̂j = ∅, l = 1, . . . , j − 1.

Òàê êàê D̂j ⊆ Dj, òî D̂l∩D̂j ⊆ D̂l∩Dj = ∅, l ∈ {j+1, . . . , n}.
(c) Ïî èíäóêöèè, íàáîð

D̂1, . . . , D̂n

óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (i) � (iv) è D̂i∩ D̂j = ∅ ïðè i 6= j.
Íåêîòîðûå ýëåìåíòû èç ýòîãî íàáîðà ïî ïîñòðîåíèþ ìî-
ãóò îêàçàòüñÿ ïóñòûìè, îäíàêî íàáîð ñîäåðæèò ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí íåïóñòîé ýëåìåíò â ñèëó ñâîéñòâà (i) è ïðåäïî-
ëîæåíèÿ, ÷òî Gr 6= ∅.

Ïîýòîìó, èñêëþ÷àÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ïóñòûå ýëåìåíòû
íàáîðà äèñêîâ {D̂i}n

i=1, ïîëó÷àåì íåïóñòîé êîíå÷íûé íà-
áîð çàìêíóòûõ äèñêîâ {D̂i}m

i=1, m ≤ n, óäîâëåòâîðÿþùèé
òðåáóåìûì ñâîéñòâàì.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî

Cl

(
X ′′ \

n⋃
i=1

Di

)
= X

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ
êðàåì, äëÿ êîòîðîãî Φ(R) ⊂ Gs = (X ∩ Φ(N)). Ïîñêîëüêó

Gs ∩ ∂X = Gs ∩ ∂X ′′ = Hs

è Hs ∩ Φ(R) = ∅, òî Φ(R) ⊂ Int X è ìíîãîîáðàçèå X óäî-
âëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ ëåììû.

Ëåììà 3.20 äîêàçàíà.

3.9. Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì
Îïðåäåëåíèå 3.29. Æîðäàíîâà îáëàñòü íà ïëîñ-

êîñòè R2 èëè äâóìåðíîé ñôåðå S2 � ýòî îòêðûòàÿ îá-
ëàñòü, ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îáðàç æîðäàíîâîé êðè-
âîé.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.25 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. [147]).

Òåîðåìà 3.30 (Êåðåêüÿðòî). Ïóñêàé J1 è J2 � äâå
ïðîñòûå çàìêíóòûå êðèâûå, èìåþùèå áîëåå îäíîé îáùåé
òî÷êè. Òîãäà âñå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ äî J1∪J2 ÿâëÿ-
þòñÿ æîðäàíîâûìè îáëàñòÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.25. Ïóñòü îáëàñòè
V1, . . . , Vn ⊆ S2

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû. Ñíà÷àëà ìû ïðîâåðèì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: íàéäåòñÿ j ∈ {1, . . . , n} òàêîå,
÷òî ìíîæåñòâî ⋃

i∈{1,...,n}
i 6=j

Vi

ñâÿçíî, èíûìè ñëîâàìè, èç íàáîðà V1, . . . , Vn ìîæíî âû-
áðàòü n−1 ìíîæåñòâî òàê, ÷òîáû îáúåäèíåíèå âûáðàííûõ
ìíîæåñòâ áûëî ñâÿçíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íå âåðíî. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò k ∈ N, 1 ≤ k < n, äëÿ êîòîðîãî

(à) íàéäóòñÿ k ìíîæåñòâ èç íàáîðà
V1, . . . , Vn,

îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñâÿçíî;
(á) îáúåäèíåíèå ëþáûõ k + 1 ìíîæåñòâ èç íàáîðà

V1, . . . , Vn

� íåñâÿçíî.
Âñå îáëàñòè V1, . . . , Vn ãîìåîìîðôíû îòêðûòûì äâó-

ìåðíûì äèñêàì, â ÷àñòíîñòè, îíè ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè ìíî-
æåñòâàìè. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ø¼íôëèñà (ñì. [147]).
Ïîýòîìó, òàê êàê ñëó÷àé k = 1 íå èñêëþ÷àåòñÿ, äàæå åñ-
ëè îáúåäèíåíèå ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ èç íàáîðà V1, . . . , Vn
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íåñâÿçíî, òî ñóùåñòâóåò k, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (à)
è (á).

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ìíîæåñòâî Wk = V1 ∪ . . . ∪ Vk ñâÿçíî. Åñëè äëÿ âñåõ
m ∈ {k + 1, . . . , n} ïåðåñå÷åíèå Wk ∩ Vm ïóñòî, òî

( k⋃
i=1

Vi

)
∩

( n⋃

j=k+1

Vj

)
= ∅

è ìíîæåñòâî V1 ∪ . . .∪Vn ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâà, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåä-
ïîëîæåíèþ î åãî ñâÿçíîñòè.

Çíà÷èò, íàéä¼òñÿ m ∈ {k + 1, . . . , n} òàêîå, ÷òî

(V1 ∪ . . . ∪ Vk) ∩ Vm 6= ∅.

Òàê êàê îáà ìíîæåñòâà Wk è Vm îòêðûòûå è ñâÿçíûå, òî
è èõ îáúåäèíåíèå V1 ∪ . . .∪Vk ∪Vm ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíî-
æåñòâîì, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó k.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû èíäóêöèåé ïî ÷èñëó îá-
ëàñòåé n.

Áàçà èíäóêöèè. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò
èç òåîðåìû Æîðäàíà î êðèâîé (ñì. [147]).

Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà ñïðàâåäëèâà
äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà èç n îáëàñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ å¼
óñëîâèÿì.

Ïóñòü ñåìåéñòâî V1∪ . . .∪Vn∪Vn+1 óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì ëåììû. Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî èç íåãî ìîæíî âû-
áðàòü n ìíîæåñòâ òàê, ÷òî èõ îáúåäèíåíèå áóäåò ñâÿçíî.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî ìíîæå-
ñòâî

Wn = V1 ∪ . . . ∪ Vn

ñâÿçíî.
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Òàê êàê

Rn = Cl

( n⋃
i=1

Vi

)
=

n⋃
i=1

Cl(Vi) =
n⋃

i=1

(Vi ∪ γi(S
1)) =

=

( n⋃
i=1

Vi

)
∪

( n⋃
i=1

γi(S
1)

)
,

ìíîæåñòâà Rn è Γn = γ1(S
1) ∪ . . . ∪ γn(S1) � çàìêíóòû,

à ìíîæåñòâî Wn � îòêðûòî, òîãäà âñå ãðàíè÷íûå òî÷êè
ëþáîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ äî Rn ñîäåðæàòñÿ â ìíî-
æåñòâå Γn. Èç ýòîãî ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà
äîïîëíåíèÿ äî Rn ÿâëÿåòñÿ òàêîé êîìïîíåíòîé äîïîëíå-
íèÿ äî Γn, ÷òî îíà íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ìíîæåñòâîì
Wn.

Ïóñòü U � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà

S2 \Rn+1 = S2 \
n+1⋃
i=1

Cl(Vi).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U0 òó êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà

S2 \Rn = S2 \
n⋃

i=1

Cl(Vi),

êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìíîæåñòâî U . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-
äóêöèè ìíîæåñòâî U0 ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé îáëàñòüþ. Ïî-
ýòîìó, íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ µ : S1 → S2

òàêàÿ, ÷òî ∂U0 = µ(S1) ⊆ Γn.
Îáîçíà÷èì Γn+1 = γ1(S

1) ∪ . . . ∪ γn+1(S
1). Òàê êàê

Cl(U0) ∩ Γn+1 = Cl(U0) ∩ (Γn ∪ γn+1(S
1)) =

= (Cl(U0) ∩ Γn) ∪ (Cl(U0) ∩ γn+1(S
1)) =

= µ(S1) ∪ (Cl(U0) ∩ γn+1(S
1)) ⊆

⊆ µ(S1) ∪ γn+1(S
1),
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òîãäà âñå ãðàíè÷íûå òî÷êè ñâÿçíîé îáëàñòè U ëåæàò â êîì-
ïàêòíîì ìíîæåñòâå µ(S1) ∪ γn+1(S

1) ⊆ Γn+1, ïðè÷åì ñàìà
îáëàñòü U íå èìååò ñ ýòèì ìíîæåñòâîì îáùèõ òî÷åê. Ïî-
ýòîìó îáëàñòü U ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ

S2 \ (µ(S1) ∪ γn+1(S
1)).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Æîðäàíà î êðèâîé, ïðîñòàÿ çàìêíó-
òàÿ êðèâàÿ γn+1 ðàçáèâàåò ñôåðó S2 íà äâå ñâÿçíûõ êîì-
ïîíåíòû Vn+1 è V̂n+1. Òàê êàê γn+1(S

1) ∪ Vn+1 ⊆ Rn+1, òî
S2 \Rn+1 ⊆ V̂n+1. Ïîýòîìó è U ⊆ V̂n+1.

Àíàëîãè÷íî, äîïîëíåíèå S2 \ µ(S1) èìååò äâå ñâÿçíûå
êîìïîíåíòû U0 è Û0, ïðè÷åì

Wn =
n⋃

i=1

Vi ⊆ Û0.

Ïî óñëîâèþ ëåììû ìíîæåñòâî Wn ∪ Vn+1 ñâÿçíî, ïî-
ýòîìó ìíîæåñòâî Vn+1 ∩ Û0 íå ïóñòî, òàê êàê ñîäåðæèò
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Wn ∩ Vn+1.

Åñëè Vn+1 ⊆ Û0, òî γn+1(S
1) ⊆ Cl(Û0) è

γn+1(S
1) ∩ U0 = γn+1(S

1) ∩ (S2 \ Cl(Û0)) = ∅.

Ïîýòîìó ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U0 ëåæèò â äîïîë-
íåíèè

S2 \ (γn+1(S
1) ∪ µ(S1))

è U0 = U (ïî îïðåäåëåíèþ U ⊆ U0 � ñâÿçíàÿ êîìïîíåí-
òà óêàçàííîãî äîïîëíåíèÿ). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
ìíîæåñòâî U0 ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé îáëàñòüþ, à òîãäà è
ìíîæåñòâî U � æîðäàíîâà îáëàñòü åñëè òîëüêî Vn+1 ⊆ Û0.

Åñëè Û0 ⊆ Vn+1, òî è Wn ⊆ Vn+1. È çíà÷èò,

Rn+1 =
n+1⋃
i=1

Cl(Vi) = Cl(Vn+1)
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è S2 \ Rn+1 = V̂n+1. Â ýòîì ñëó÷àå U = V̂n+1 � æîðäàíîâà
îáëàñòü ïî òåîðåìå Æîðäàíà î êðèâîé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Û0\Vn+1 6= ∅ è Vn+1\Û0 6= ∅.
Íàïîìíèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ Vn+1∩Û0 6= ∅. Êðîìå òî-

ãî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî U ⊆ V̂n+1∩U0, ñëåäîâàòåëüíî
V̂n+1 ∩ U0 6= ∅.

Òàê êàê

Û0 \ Vn+1 = Û0 ∩ (γn+1(S
1) ∪ V̂n+1) =

= (Û0 ∩ γn+1(S
1)) ∪ (Û0 ∩ V̂n+1) 6= ∅,

òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ìíîæåñòâ, Û0 ∩ γn+1(S
1) èëè

Û0 ∩ V̂n+1, íå ïóñòî.
Ïóñòü íàéäåòñÿ x0 ∈ Û0∩γn+1(S

1). Ìíîæåñòâî γn+1(S
1)

ïî òåîðåìå Æîðäàíà î êðèâîé ÿâëÿåòñÿ îáùåé ãðàíèöåé
îáåèõ êîìïîíåíò Vn+1 è V̂n+1 äîïîëíåíèÿ S2 äî γn+1, ïîýòî-
ìó îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü Û0 òî÷êè x0 ∈ γn+1(S

1) ñîäåðæèò
êàê òî÷êè ìíîæåñòâà Vn+1, òàê è òî÷êè ìíîæåñòâà V̂n+1.
Çíà÷èò, Û0 ∩ V̂n+1 6= ∅.

Àíàëîãè÷íî, èç ñîîòíîøåíèÿ Vn+1 \ Û0 6= ∅ ñëåäóåò

U0 ∩ Vn+1 6= ∅.

Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U0 ñâÿçíî è ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáå-
èìè êîìïîíåíòàìè Vn+1 è V̂n+1 äîïîëíåíèÿ S2 \ γn+1(S

1).
Ïîýòîìó îíî äîëæíî ïåðåñåêàòüñÿ è ñ èõ îáùåé ãðàíèöåé
γn+1(S

1). Ïóñòü x ∈ U0 ∩ γn+1(S
1).

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì, èç íåðàâåíñòâ

Û0 ∩ Vn+1 6= ∅ è Û0 ∩ V̂n+1 6= ∅

âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò x̂ ∈ Û0 ∩ γn+1(S
1).

Òàê êàê U0 ∩ Û0 = ∅, òî òî÷êè x è x̂ ðàçëè÷íû.
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Êðèâàÿ γn+1 äåëèòñÿ òî÷êàìè x è x̂ íà äâå ïðîñòûå
íåïðåðûâíûå äóãè α1, α2 : I → S2 ñ îáùèìè êîíöàìè

x = αi(0), x̂ = αi(1), i = 1, 2,

è òàêèå, ÷òî

α1(I) ∪ α2(I) = γn+1(S
1),

α1(I) ∩ α2(I) = {x, x̂}.(3.20)

Ìíîæåñòâî α1(I) ñâÿçíî,

x = α1(I) ∩ U0 è x̂ = α1(I) ∩ Û0.

Ïîýòîìó

α1(I) ∩ µ(S1) = α1(I) ∩ (S2 \ (U0 ∪ Û0)) 6= ∅.

Î÷åâèäíî, x, x̂ /∈ α1(I) ∩ µ(S1).
Àíàëîãè÷íî, α2(I) ∩ µ(S1) 6= ∅, ïðè÷åì

x, x̂ /∈ α2(I) ∩ µ(S1).

Ïóñòü yi ∈ αi(I) ∩ µ(S1), i = 1, 2. Òîãäà èç ñîîòíîøå-
íèé (3.20) ñëåäóåò, ÷òî y1, y2 ∈ γn+1(S

1) ∩ µ(S1) è y1 6= y2.
Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê æîðäàíîâûì êðèâûì γn+1 è µ òåî-

ðåìó Êåðåêüÿðòî çàêëþ÷àåì, ÷òî êàæäàÿ èç ñâÿçíûõ êîì-
ïîíåíò äîïîëíåíèÿ S2 \ (γn+1(S

1) ∪ µ(S1)) ÿâëÿåòñÿ æîð-
äàíîâîé îáëàñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, U � æîðäàíîâà îáëàñòü.

Òàê êàê êîìïîíåíòó U ìíîæåñòâà

S2 \
(n+1⋃

i=1

Cl(Vi)

)

ìû âûáèðàëè ïðîèçâîëüíî, òî øàã èíäóêöèè çàâåðøåí è
ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. ¤
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.26. Ïóñòü
M = {x ∈ C2 | ϕ(x) = ϕ0 (mod 2π)}

� ìåðèäèàí öèëèíäðà è M ∩γ � åãî ïåðåñå÷åíèå ñ êðèâîé
γ.

Îòîáðàæåíèå γ : S1 → C2 èíúåêòèâíî è íåïðåðûâ-
íî, S1 � êîìïàêò. Êàê èçâåñòíî, èíúåêòèâíîå íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ åãî ãîìåîìîðôèçìîì
íà ñâîé îáðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, γ : S1 → γ(S1) � ãîìåî-
ìîðôèçì è γ : S1 → C2 � âëîæåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå
5.3 èç [33] ìîæíî ïðèâåñòè γ è M â îáùåå ïîëîæåíèå,
òî åñòü ñóùåñòâóåò èçîòîïèÿ χt : C2 → C2 òàêàÿ, ÷òî
χ0 = Id : C2 → C2, χ1(γ) � íåïðåðûâíàÿ çàìêíóòàÿ êðè-
âàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, ïåðåñåêàþùàÿ M òðàíñâåðñàëü-
íî. Î÷åâèäíî, π1(γ) = π1(χ1(γ)).

Òàê êàê S1 � êîìïàêò, òî êðèâàÿ χ1(γ) ïåðåñåêàåò M
â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Ïóñòü ýòî áóäóò òî÷êè

Ai = (1, ϕ0, zi), i = 1, . . . , n.

Ñïðîåöèðóåì χ1(γ) íà ýêâàòîð γ0 ïðè ïîìîùè îòîáðà-
æåíèÿ p : C2 → γ0, p((1, ϕ, z)) = (1, ϕ, 0). Ïðèñâîèì òî÷êå
Ai çíàê ¾+¿, åñëè ïîñëå ïðîåêòèðîâàíèÿ íàïðàâëåíèå äâè-
æåíèÿ âäîëü χ1(γ) â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
Ai ñîâïàäåò ñ íàïðàâëåíèåì îáõîäà ýêâàòîðà, è çíàê ¾−¿,
� â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü ñðåäè òî÷åê Ai, i = 1, . . . , n, íàéäóòñÿ òî÷êè, ïî-
ìå÷åííûå êàê çíàêîì ¾+¿, òàê è çíàêîì ¾−¿. Äîêàæåì,
÷òî êðèâóþ χ1(γ) ìîæíî ïðîèçîòîïèðîâàòü òàê, ÷òî åå îá-
ðàç áóäåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ M òðàíñâåðñàëüíî â òåõ æå òî÷-
êàõ, ÷òî è χ1(γ), êðîìå äâóõ, Aj 6= Ak, îäíà èç êîòîðûõ
èìååò çíàê ¾+¿, à äðóãàÿ � çíàê ¾−¿.

Êðèâàÿ χ1(γ) ðàçáèâàåòñÿ òî÷êàìè Ai íà n èíòåðâàëîâ
γ1, . . . , γn. Ïåðåíóìåðóåì òî÷êè Ai, òàê ÷òîáû êîíöàìè èí-
òåðâàëà

γi, i = 1, . . . , (n− 1)
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áûëè òî÷êè Ai è Ai+1, êîíöàìè èíòåðâàëà γn � òî÷êè An

è A1.
Ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà γi ⊂ C2 îäíî èç

çíà÷åíèé åå ïîëÿðíîãî óãëà òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ
ϕi : γi → R

áûëà íåïðåðûâíà è ϕi(Ai) = ϕ0. Ñîïîñòàâèì îòðåçêó γi

÷èñëî
ai = max

x∈γi

{|ϕi(x)− ϕ0|} .

Òàê êàê ïðè âñåõ i γi∩M = ∂γi = Ai∪Ai+1, òî êðèâûå
γi äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà:

(i) òî÷êè Ai è Ai+1 èìåþò îäèí çíàê. Â ýòîì ñëó÷àå
èìååì ϕi(Ai+1) = ϕ0 ± 2π è ai = 2π.

(ii) òî÷êè Ai è Ai+1 èìåþò ðàçíûå çíàêè. Òîãäà
ϕi(Ai+1) = ϕ0 è ai < 2π.

Âûáåðåì ñðåäè ÷èñåë ai, i = 1, . . . , n, ìèíèìàëüíîå.
Ïóñòü ýòî áóäåò ÷èñëî aj äëÿ èíòåðâàëà γj. Òîãäà aj < 2π.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü B, îãðàíè÷åííóþ èíòåðâàëîì γj è
îòðåçêîì J ∈ M , ñîåäèíÿþùèì òî÷êè Aj è Aj+1. ∂B �
ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ è π1(∂B) = 0 â ñèëó âûáîðà aj.
Ïîýòîìó B ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó äèñêó. Äëÿ ëþáîé
êðèâîé γi, i 6= j íàéäåòñÿ òî÷êà x òàêàÿ, ÷òî

|ϕi(x)− ϕ0| ≥ max
x∈γj

{|ϕj(x)− ϕ0|} .

Ñëåäîâàòåëüíî,
xi ∈ γi ∩ (C2 \B).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ i 6= j B ∩ γi = ∅. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè áû äëÿ íåêîòîðîãî i 6= j âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøå-
íèå B ∩ γi 6= ∅, òî êðèâàÿ γi äîëæíà áûëà áû ïåðåñå÷üñÿ
ñ ∂B, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê γi ∩ γj = ∅, γi ∩M = ∅ è
J ⊂ M .
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Âîçüìåì äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü U äèñêà B è
ïðîèçîòîïèðóåì åå íà ñåáÿ (íåïîäâèæíî íà ãðàíèöå) òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè ýòîì γ∩U ïåðåøëî â êîìïîíåíòó
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà U \M , íå ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ äèñêîì
B. Ïðîäîëæèì ýòó èçîòîïèþ íà C2 ïðè ïîìîùè òîæäå-
ñòâåííîé èçîòîïèè.

Ïðè ïîìîùè êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ èçîòîïèé ìîæíî
äîáèòüñÿ, ÷òîáû âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé γ ñ ìåðè-
äèàíîì M èìåëè îäèí çíàê.

Ïóñòü òåïåðü âñå òî÷êè Ai, i = 1, . . . , n, èìåþò îäèí
çíàê. Çàìåòèì, ÷òî n = |π1(γ)|. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ≥ 2.

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ β = γ1 ∪ J ,
ãäå J ⊂ M � èíòåðâàë, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè A1 è A2. Î÷å-
âèäíî, ÷òî π1(β) = ±1. Êðèâàÿ β äåëèò C2 íà äâå ñâÿçíûå
êîìïîíåíòû C1 è C2. Ïóñòü C2 � òà èç íèõ, â êîòîðîé ëå-
æèò äóãà γ2.

Ïóñòü t1 = γ−1(A1) è t2 = γ−1(A2) � ïðîîáðàçû òî÷åê
A1 è A2 íà îêðóæíîñòè S1. Íàéäóòñÿ ε1 è ε2 òàêèå, ÷òî

(1) îêðåñòíîñòè U1 = Uε1(A1) è U2 = Uε2(A2) íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ;

(2) äëÿ íåêîòîðûõ δ′k, δ
′′
k > 0, k = 1, 2, âûïîëíÿþòñÿ

ðàâåíñòâà γ−1(Uk ∩ γ) = (tk − δ′k, tk + δ′′k);
(3) èíòåðâàëû γ((tk − δ′k, tk)) è γ((tk, tk + δ′′k)) ëåæàò â

ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
Uk \M, k = 1, 2.

Ïóñòü
Uk \M = U−

k ∪ U+
k , γ((tk − δ′k, tk)) ⊂ U−

k ,

γ((tk, tk + δ′′k)) ⊂ U+
k , k = 1, 2.

Íàéäåòñÿ îäíîñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü U ìåðèäèàíà M òà-
êàÿ, ÷òî Uk ⊂ U, k = 1, 2. Òàê êàê òî÷êè A1 è A2 èìåþò
îäèí çíàê, òî ìíîæåñòâà U−

1 , U−
2 ëåæàò â îäíîé êîìïîíåí-

òå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà U− ∪ U+ = U \ M , U+
1 , U+

2 � â

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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äðóãîé. Ïóñòü
U−

k ⊂ U−, U+
k ⊂ U+, k = 1, 2.

Ïîêàæåì, ÷òî êðèâûå β è γ̃ = γ \ (γ1 ∪ A1 ∪ A2) íå
ïåðåñåêàþòñÿ.

Òàê êàê γ̃ ∩ γ1 = ∅, òî òî÷êè ìíîæåñòâà γ̃ ∩ β äîëæíû
ëåæàòü íà èíòåðâàëå J ⊂ M . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êðèâûå
γ̃ è β ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî â òåõ èç òî÷åê

Ai, i 6= 1, 2,

êîòîðûå ëåæàò íà èíòåðâàëå J , à òî÷íåå, íà èíòåðâàëå
J0 = J \ (U1 ∪ U2) ⊂ J.

Íàéäåì ñâÿçíóþ îêðåñòíîñòü V èíòåðâàëà J0, òàêóþ
÷òî V ∩ γ1 = ∅, V ⊂ U . Ìíîæåñòâî V \ M èìååò äâå
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, V − è V +. Òàê êàê

(V \M) ∩ (U2 \M) 6= ∅
è

V + ⊂ U+, U+
2 ⊂ U+,

òî V + ∪ U+
2 � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ γ2 ⊂ C2, òî C2 ∩ U+
2 6= ∅,

ïîòîìó ÷òî γ((t2, t2+δ′′2)) = γ2∩U+
2 = γ̃∩U+

2 ⊂ U+
2 ⊂ C2. Èç

ñâÿçíîñòè C2 è U+
2 âûòåêàåò, ÷òî U+

2 ⊂ C2. Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê âûâîäó, ÷òî

γ((t1 − δ′1, t1)) = γ̃ ∩ U−
1 ⊂ C1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî V + ⊂ C2, V − ⊂ C1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A3 ∈ J0, t3 = γ−1(A3). Òîãäà äëÿ

íåêîòîðîãî δ > 0 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ âêëþ÷åíèå γ((t3 −
δ, t3)) ⊂ V ∩ C2 = V +. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñåõ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ δ > 0 γ((t3 − δ, t3)) ⊂ V −, ïîòîìó ÷òî òî÷êà
A3 èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è A1. Òàê êàê V + ∩ V − = ∅, òî
A3 6∈ J0.
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Èòàê, A3 ∈ C2. Èç ýòîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî γ3 ⊂ C2. Ðàñ-
ñóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, ïîêàçûâàþò,
÷òî A4 ∈ C2. À òîãäà è γ4 ⊂ C2, è ò. ä..

Â ðåçóëüòàòå çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷àåì, ÷òî
(
⋃
i 6=1

γi) ∪ (
⋃

i6=1,2

Ai) = γ̃ ⊂ C2.

Íî γ((t1−δ′1, t1)) ⊂ γ̃ è γ((t1−δ′1, t1)) ⊂ U−
1 ⊂ C1. Êðîìå

òîãî, C1 ∩ C2 = ∅.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

¤

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.27. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
ñåìåéñòâå {Θk} èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî ïîïàð-
íî íåãîìîòîïíûõ îêðóæíîñòåé. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà ñåìåéñòâà {Θk}
íå ãîìîòîïíû.

Ïðåæäå âñåãî, èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ îêðóæíîñòè,
ãîìîòîïíûå òî÷êå èëè îäíîé èç êîìïîíåíò êðàÿ ìíîãîîá-
ðàçèÿ Z. Òàêèõ îêðóæíîñòåé êîíå÷íîå ÷èñëî, òàê êàê ìíî-
ãîîáðàçèå Z � êîìïàêòíî.

Ïóñòü χ(Z) � Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ
Z, g(Z) � åãî ðîä.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ïîëî-
æåíèÿ.

A0. Êàê èçâåñòíî, ëþáîå äâóìåðíîå êîìïàêòíîå ìíî-
ãîîáðàçèå ñ êðàåì òðèàíãóëèðóåìî [43].

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû äî-
êàæåì íåñêîëüêî ïîçæå.

Ëåììà 3.31. Ïóñòü Z � êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ìíî-
ãîîáðàçèå ñ êðàåì, Θ : S1 → Int Z � âëîæåíèå.

Íàéäåòñÿ òàêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Z è òà-
êàÿ òðèàíãóëÿöèÿ îêðóæíîñòè S1, ÷òî îòîáðàæåíèå Θ
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áóäåò ñèìïëèöèàëüíûì è Θ(S1) áóäåò ïîëíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì ñèìïëèöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Z.

Çàìå÷àíèå 3.32. Ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòüþ ïîä-
ïðîñòðàíñòâà A ñèìïëèöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçî-
âåì îêðåñòíîñòü, ñîñòàâëåííóþ èç âñåõ îòêðûòûõ çâåçä
st(a,X) ñ a ∈ A (ñì. [32]). Êàê èçâåñòíî (òàì æå), ðå-
ãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè ïîëíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà A â ïðî-
ñòðàíñòâå X è åãî áàðèöåíòðè÷åñêîì ïîäðàçäåëåíèè ba X
èçîòîïíû. Ïîýòîìó âñåãäà ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðå-
ãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Θ(S1) îòäåëåíà
îò êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ Z.

Çàìå÷àíèå 3.33. Íîñèòåëü ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâà Θ(S1) ⊂ Z íå çàâèñèò îò òðèàíãóëÿ-
öèè ìíîãîîáðàçèÿ Z (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè), òàê êàê
ëþáûå äâå òðèàíãóëÿöèè Z îáëàäàþò èçîìîðôíûìè ïîä-
ðàçäåëåíèÿìè, [37].

Çàìå÷àíèå 3.34. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè ïîä-
ïðîñòðàíñòâà A êîíå÷íîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ïðîñòðàíñò-
âà X íàéäåòñÿ òàêîå n ∈ N, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü
ïîäïðîñòðàíñòâà A â ïðîñòðàíñòâå ban X ëåæèò â U
(ñì. [32]).

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.31, ñ ó÷åòîì çà-
ìå÷àíèÿ 3.4, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.35. Ïóñòü Z � êîìïàêòíîå äâóìåð-
íîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì,

Θi : S1 → Int Z, i = 1, . . . , n,

� êîíå÷íûé íàáîð âëîæåííûõ â Int Z íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îêðóæíîñòåé. Ïóñòü

Ui ⊃ Θi(S
1), i = 1, . . . , n,

� íåêîòîðûå îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâ Θi(S
1).
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Íàéäåòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Z òàêàÿ, ÷òî
êàæäîå èç ìíîæåñòâ

Θi(S
1), i = 1, . . . , n,

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ñèìïëèöèàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà Z è ðåãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü ïîäïðîñòðàí-
ñòâà Θi(S

1) ëåæèò âî ìíîæåñòâå Ui äëÿ i = 1, . . . , n.
A1. Ïóñòü Θ � îêðóæíîñòü, âëîæåííàÿ â Int Z, U0(Θ)

� åå ðåãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü. Òîãäà íàéäåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ
îêðåñòíîñòü U(Θ) ⊂ U0(Θ) òàêàÿ, ÷òî Z \U(Θ) � êîìïàêò-
íîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì è χ(Z \ U(Θ)) = χ(Z).

Ôèêñèðóåì òðèàíãóëÿöèþ ìíîãîîáðàçèÿ Z, óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ ëåììå 3.31. Ïóñòü U0(Θ) � ðåãóëÿðíàÿ îêðåñò-
íîñòü îêðóæíîñòè Θ. Ïåðåéäÿ, åñëè íåîáõîäèìî, ê áàðè-
öåíòðè÷åñêîìó ïîäðàçäåëåíèþ ba Z, ïîëó÷àåì ðåãóëÿðíóþ
îêðåñòíîñòü U(Θ) îêðóæíîñòè Θ, îòäåëåííóþ îò êðàÿ ìíî-
ãîîáðàçèÿ Z. Ãðàíèöà ∂U(Θ) = ∂(Z \ U(Θ)) ÿâëÿåòñÿ îä-
íîìåðíûì ïîäêîìïëåêñîì ïðîñòðàíñòâà ba Z. Îíà ñîñòî-
èò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåðøèí {vi}n

i=1 è êîíå÷íîãî ÷èñëà
ðåáåð {ei}n

i=1, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî âåðøèí ñîâïàäàåò ñ êî-
ëè÷åñòâîì ðåáåð.

Ïðè óäàëåíèè U(Θ) óäàëÿþòñÿ âñå òðåóãîëüíèêè, âåð-
øèíû è ðåáðà ïðîñòðàíñòâà ba Z, ëåæàùèå â Cl U(Θ), êðî-
ìå òåõ, êîòîðûå ëåæàò â ∂U(Θ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îãðàíè÷åíèå íàøåé òðèàíãóëÿöèè
íà Cl U(Θ) ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé ýòîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ. Ïîýòîìó,

χ(Z \ U(Θ)) = χ(Z) − χ(Cl U(Θ)) +

+ { ÷èñëî âåðøèí òðèàíãóëÿöèè, ëåæàùèõ â ∂U(Θ)} −
− { ÷èñëî ðåáåð òðèàíãóëÿöèè, ëåæàùèõ â ∂U(Θ)} =

= χ(Z)− χ(Cl U(Θ)).

Òàê êàê Cl U(Θ) ãîìåîìîðôíî ëèáî öèëèíäðó, ëèáî ëè-
ñòó Ìåáèóñà, òî χ(Cl U(Θ)) = 0 è χ(Z \ U(Θ)) = χ(Z).
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A2. Ïóñòü W � äâóìåðíîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå
ñ êðàåì è îêðóæíîñòü Θ ⊂ Int W íå ðàçáèâàåò W (ò. å.
W \Θ � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî). Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé
ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè U(Θ) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
g(W \ U(Θ)) ≤ g(W )− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê íåïî-
ñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå. Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, ñëó÷àé,
êîãäà W � íåîðèåíòèðóåìî, W \ U(Θ) � îðèåíòèðóåìî, è
U(Θ) ãîìåîìîðôíî ëèñòó Ìåáèóñà.

Ïóñòü n � ðîä ìíîãîîáðàçèÿ W , n′ � ðîä W \ U(Θ), k
� êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò êðàÿ ∂W . Òîãäà
χ(W ) = 2−n−k, χ(W \U(Θ)) = 2−2n′−(k+1) = χ(W ).

Ñëåäîâàòåëüíî, n = 2n′+1 è n′ = 1/2(n−1) = 1/2(n+1)−1.
Òàê êàê n ∈ N, òî 1/2(n + 1) ≤ n è n′ ≤ n− 1.

Îñòàëüíûå âîçìîæíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

A3. Ïóñòü W � êîìïàêòíîå ñâÿçíîå äâóìåðíîå ìíîãî-
îáðàçèå ñ êðàåì è îêðóæíîñòü Θ ⊂ Int W ðàçáèâàåò W .
Ïóñòü U(Θ) � ðåãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü Θ, îòäåëåííàÿ îò
êðàÿ ∂W . Ïóñòü

W \ U(Θ) = W1 ∪W2,

ãäå W1, W2 � íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîìïàêòíûå ñâÿçíûå äâó-
ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì. Òîãäà

g(W1) + g(W2) ≤ g(W ).

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå îêðåñòíîñòü U(Θ) ãî-
ìåîìîðôíà öèëèíäðó, òàê êàê

∂W1 ∪ ∂W2 = ∂W ∪ ∂U(Θ),

ïðè÷åì ∂Wi ∩ ∂U(Θ) 6= ∅, i = 1, 2, è ∂W1 ∩ ∂W2 = ∅ (òî
åñòü U(Θ) äîëæíà èìåòü äâå êîìïîíåíòû êðàÿ).

Çàìåòèì, ÷òî χ(W1 ∪ W2) = χ(W1) + χ(W2), òàê êàê
W1 ∩W2 = ∅ è W1, W2 � çàìêíóòû.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
g(W ) = n, g(W1) = n1, g(W2) = n2.

Êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò êðàÿ ìíîãîîáðàçèé W , W1 è W2

îáîçíà÷èì ÷åðåç k, k1 è k2, ñîîòâåòñòâåííî (î÷åâèäíî, ÷òî
k = k1 + k2 − 2).

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåí-
íîé ïðîâåðêå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé, êîãäà W è
W1 � íåîðèåíòèðóåìû, W2 � îðèåíòèðóåìî. Èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå

χ(W ) = 2− n− k = χ(W1) + χ(W2) =

= 2− n1 − k1 + 2− 2n2 − k2.

Çíà÷èò, n = n1 + 2n2 ≥ n1 + n2, òàê êàê n2 ≥ 0.
Îñòàëüíûå âîçìîæíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

A4. Ïóñòü W � êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
ñ êðàåì, {Θ(m)} � ñåìåéñòâî âëîæåííûõ â Int W ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, ðåãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü
êàæäîé èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà ëèñòó Ìåáèóñà. Òîãäà
ñåìåéñòâî {Θ(m)} ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì g(W ) ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü ýòî íå òàê. Âûáåðåì g(W ) + 1 ýëåìåíò
Θ(1), . . . , Θ(g(W )+1)

èç ñåìåéñòâà {Θ(m)}.
Òàê êàê Θ(1), . . . , Θ(g(W )+1), ∂W � êîíå÷íûé íàáîð íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòîâ, òî íàéäóòñÿ ïîïàðíî íå ïåðåñå-
êàþùèåñÿ îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà

Vi, i = 0, . . . , g(W ) + 1,

ìíîãîîáðàçèÿ W òàêèå, ÷òî ∂W ⊂ V0, è
Θi ⊂ Vi, i = 1, . . . , g(W ) + 1.

Íàêîíåö, íàéäóòñÿ ðåãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè
Ui = U(Θ(i)) ⊂ Vi, i = 1, . . . , g(W ) + 1,
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îêðóæíîñòåé Θ(i).
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ äâóìåð-

íûõ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì
W(0) = W ; W(i) = W(i−1) \ Ui, i = 1, . . . , g(W ) + 1.

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , g(W ) + 1 îêðóæíîñòü
Θ(i) (ñîãëàñíî A3) íå ðàçäåëÿåò òîé êîìïîíåíòû ìíîãîîá-
ðàçèÿ W(i−1), â êîòîðîé îíà ëåæèò, òî (ñîãëàñíî A2)

g(W(i)) ≤ g(W(i−1))− 1, i = 1, . . . , g(W ) + 1.

Òàê êàê g(W(i)) ≥ 0, i = 1, . . . , g(W ) + 1, è
g(W ) = g(W(0)),

òî g(W(g(W ))) = 0 è ìíîãîîáðàçèå Wg(W ) � îðèåíòèðóåìî. À
ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Ug(W )+1 ⊂ Wg(W ) è ìíîæåñòâî
Ug(W )+1 ãîìåîìîðôíî ëèñòó Ìåáèóñà.

A5. Ïóñòü W � êîìïàêòíîå ñâÿçíîå äâóìåðíîå ìíî-
ãîîáðàçèå ñ êðàåì. Åñëè W íå ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó
äèñêó, ñôåðå, öèëèíäðó ëèáî ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, òî
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
(3.21) g(W )− 1 ≥ χ(W ).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü W � îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðà-
çèå. Òîãäà χ(W ) = 2 − 2g(W ) − k, g(W ) ≥ 0 (k � êîëè÷å-
ñòâî êîìïîíåíò êðàÿ) è íåðàâåíñòâî (3.21) íå âûïîëíÿåòñÿ
òîëüêî â ñëó÷àå g(W ) = 0, k ≤ 2.

Ïóñòü W � íåîðèåíòèðóåìî. Òîãäà χ(W ) = 2−g(W )−k,
g(W ) ≥ 1 è íåðàâåíñòâî (3.21) íå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â
ñëó÷àå g(W ) = 1, k = 0.

Êàê èçâåñòíî (ñì. [21]), äâà äâóìåðíûõ êîìïàêòíûõ
ñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì ãîìåîìîðôíû òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíè îáà îäíîâðåìåííî îðèåíòèðóåìû èëè
íåîðèåíòèðóåìû, èìåþò îäèíàêîâûé ðîä è îäèíàêîâîå êî-
ëè÷åñòâî êîìïîíåíò êðàÿ. Ïîýòîìó, íåðàâåíñòâî (3.21) íå
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âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ äèñêà (g(W ) = 0, k = 1), ñôåðû
(g(W ) = 0, k = 0), öèëèíäðà (g(W ) = 0, k = 2) è ïðîåê-
òèâíîé ïëñêîñòè (g(W ) = 1, k = 0).

Ïðèñòóïèì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 3.27.

Òàê êàê Z � êîìïàêòíî, òî îíî èìååò òîëüêî êîíå÷-
íîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Z � ñâÿçíî.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäèí îáùèé ñëó÷àé.

Ïóñòü Z � ñâÿçíîå êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðà-
çèå ñ êðàåì, íå ãîìåîìîðôíîå äèñêó, ñôåðå, öèëèíäðó, ïðî-
åêòèâíîé ïëîñêîñòè, òîðó èëè áóòûëêå Êëåéíà.

Ïóñòü Θ1, . . . , Θl, l = 2g(Z) − χ(Z), � íàáîð âëîæåí-
íûõ â Int Z íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ íå ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó è íå ãîìîòîïíà íèêàêîé
êîìïîíåíòå êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ Z. Òîãäà íàéäóòñÿ

i, j ∈ {1, . . . , l}
òàêèå, ÷òî îêðóæíîñòè Θi è Θj ãîìîòîïíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è íèêàêèå äâå îêðóæíî-
ñòè èç íàáîðà {Θi}l

i=1 íå ãîìîòîïíû äðóã äðóãó.
Òàê êàê ìíîæåñòâà ∂Z, Θ1, . . . , Θl ñîñòàâëÿþò êîíå÷-

íûé íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòîâ, òî íàéäóòñÿ ïî-
ïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå â Z ìíîæåñòâà

V0 ⊃ ∂Z, Vi ⊃ Θi, i = 1, . . . , l.

Íàéäóòñÿ òàêæå è ðåãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè
Ui = U(Θi) ⊂ Vi, i = 1, . . . , l.

Ñîãëàñíî A5 íå áîëåå ÷åì g(Z) îêðóæíîñòåé èç ñåìåé-
ñòâà {Θi} èìåþò ðåãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè, ãîìåîìîðôíûå
ëèñòó Ìåáèóñà. Ïóñòü ýòî áóäóò îêðóæíîñòè

Θi, i ∈ {l − g(Z) + 1, . . . , l}.
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Èñêëþ÷èì èõ èç ðàññìîòðåíèÿ. Ïîëó÷èì íàáîð îêðóæíî-
ñòåé {Θi}l′

i=1, l′ = g(Z) − χ(Z), ðåãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü
êàæäîé èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà öèëèíäðó.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ i = 1, . . . , l′ îêðóæíîñòü Θi ãî-
ìîòîïíà êàæäîé èç êîìïîíåíò êðàÿ ñâîåé ðåãóëÿðíîé îê-
ðåñòíîñòè Ui.

Äàëåå ìû áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âûáðàñûâàòü èç Z ðå-
ãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè Ui, i = 1, . . . , l′. Ïðè âûáðàñûâàíèè
î÷åðåäíîé ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè â ñâÿçíîé êîìïîíåíòå
ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðàÿ ñîäåðæàëà ýòó îêðåñòíîñòü, ëèáî
ïîÿâèòñÿ åùå äâå êîìïîíåíòû êðàÿ, ëèáî ýòà ñâÿçíàÿ êîì-
ïîíåíòà ðàñïàäåòñÿ íà äâà ñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåïó-
ñòûì êðàåì. Ïîýòîìó, â ïðîöåññå âûáðàñûâàíèÿ ðåãóëÿð-
íûõ îêðåñòíîñòåé â ìíîãîîáðàçèè íå ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ íî-
âûå êîìïîíåíòû ñ ïóñòûì êðàåì (ãîìåîìîðôíûå, â ÷àñò-
íîñòè, ñôåðå, ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, òîðó èëè áóòûëêå
Êëåéíà).

Ïóñòü ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ î÷åðåäíîé ðåãóëÿðíîé îê-
ðåñòíîñòè Ui â ìíîãîîáðàçèè ïîÿâèëàñü ñâÿçíàÿ êîìïîíåí-
òà, ãîìåîìîðôíàÿ äâóìåðíîìó äèñêó. Çíà÷èò, îêðóæíîñòü
Θi ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìîé â òî÷êó â Z, à ýòî íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ ìíî-
æåñòâà Ui â ìíîãîîáðàçèè ïîÿâëÿåòñÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåí-
òà, ãîìåîìîðôíàÿ öèëèíäðó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îêðóæíîñòü
Θi ãîìîòîïíà ëèáî êîìïîíåíòå êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ Z, ëè-
áî îêðóæíîñòè Θj, j < i (åñëè îäíà êîìïîíåíòà êðàÿ öè-
ëèíäðà ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç êîìïîíåíò êðàÿ îêðåñòíîñòè
Ui, âòîðàÿ � ñ îäíîé èç êîìïîíåíò êðàÿ îêðåñòíîñòè Uj).
Â ñèëó óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà ñåìåéñòâî {Θk}l′

k=1, òàêàÿ
ñèòóàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: ìíî-
æåñòâî Ui ëåæèò â ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ìíîãîîáðàçèÿ, ãî-
ìåîìîðôíîé ëèáî òîðó, ëèáî áóòûëêå Êëåéíà (îáå êîìïî-
íåíòû êðàÿ öèëèíäðà, âîçíèêàþùåãî ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ
îêðåñòíîñòè Ui èç ìíîãîîáðàçèÿ, ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
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∂Ui). Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå Z íå ãîìåîìîðôíî íè òîðó,
íè áóòûëêå Êëåéíà, è â ïðîöåññå âûáðàñûâàíèÿ ðåãóëÿð-
íûõ îêðåñòíîñòåé êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìíîãîîáðàçèÿ èìååò
íåïóñòîé êðàé, òî ïîÿâëåíèå ñâÿçíîé êîìïîíåíòû, ãîìåî-
ìîðôíîé öèëèíäðó, èñêëþ÷åíî.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ
äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì Z0 = Z; Zi = Zi−1 \ Ui,
i = 1, . . . , l′.

Â ñèëó àðãóìåíòîâ, èçëîæåííûõ âûøå, ïðè êàæäîì
i = 0, 1, . . . , l′

íè îäíà èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ Zi íå ãîìåî-
ìîðôíà äèñêó, ñôåðå èëè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ïîýòî-
ìó äëÿ ëþáîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ Zi âû-
ïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (3.21). Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà,
ïîëó÷àåì

g(Zi)− ni ≥ χ(Zi),

ãäå ni � êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ Zi.
Â ñèëó ïóíêòîâ 2 è 3, äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , l′ äîëæíî

âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå g(Zi) − ni ≤ (g(Zi−1) − ni) − 1.
Ïîýòîìó

g(Zl′)− nl′ ≤ (g(Z0)− n0)− l′ = g(Z)− l′ − 1.

Òàê êàê l′ = g(Z)−χ(Z), òî g(Zl′)−nl′ ≤ χ(Z)−1. Îäíàêî,
â ñèëó ïóíêòà 1), χ(Zl′) = χ(Z0) = χ(Z), îòêóäà

g(Zl′)− nl′ ≥ χ(Z).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîãîîáðàçèå Z � ñâÿçíî è íå ãîìåîìîðôíî
äèñêó, ñôåðå, öèëèíäðó, ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, òîðó èëè
áóòûëêå Êëåéíà.

Ïðèñòóïèì ê ðàçáîðó èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àåâ.
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò (ñì. A2 è A3),

÷òî
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� îêðóæíîñòü, âëîæåííàÿ â äèñê èëè â ñôåðó, ÿâëÿåòñÿ
ñòÿãèâàåìîé â òî÷êó;

� îêðóæíîñòü, âëîæåííàÿ â öèëèíäð, ëèáî ñòÿãèâàåìà
â òî÷êó, ëèáî ãîìîòîïíà îäíîé èç êîìïîíåíò êðàÿ öèëèí-
äðà (ñì. ëåììó 3.26);

� îêðóæíîñòü, âëîæåííàÿ â ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü,
ëèáî ñòÿãèâàåìà â òî÷êó, ëèáî åå ðåãóëÿðíàÿ îêðåñòíîñòü
ãîìåîìîðôíà ëèñòó Ìåáèóñà. Òàê êàê g(RP 2) = 1, òî, ñ
ó÷åòîì A4, ïîëó÷àåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò äâóõ îêðóæíî-
ñòåé, âëîæåííûõ â RP 2, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå ñòÿ-
ãèâàåìû â òî÷êó.

Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ
ìíîãîîáðàçèÿ Z, ãîìåîìîðôíîãî äâóìåðíîìó äèñêó, öè-
ëèíäðó, ñôåðå èëè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Ïóñòü Z ãîìåîìîðôíî ëèáî òîðó, ëèáî áóòûëêå Êëåé-
íà. Âûáåðåì èç íàáîðà {Θk} ïÿòü ïîïàðíî íåãîìîòîïíûõ
íåñòÿãèâàåìûõ â òî÷êó íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé

Θ1, . . . , Θ5.

Íàéäåì èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ ðåãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè

U1, . . . , U5.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Z1 = Z \ U1 (î÷åâèäíî, ÷òî
g(Z1) ≤ 2, χ(Z1) = 0). Êàæäàÿ èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíî-
ãîîáðàçèÿ Z1 èìååò íåïóñòîé êðàé, ïîýòîìó íå ãîìåîìîðô-
íà íè òîðó, íè áóòûëêå Êëåéíà. Âîçüìåì Z1 â êà÷åñòâå èñ-
õîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ðàññìîòðèì íàáîð Θ2, . . . , Θ5 âëî-
æåííûõ â Z1 îêðóæíîñòåé. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ñâî-
äÿòñÿ ê îäíîìó èç ñëó÷àåâ, ðàçîáðàííûõ âûøå. Ëåììà 3.27
äîêàçàíà. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.28. Òàêæå, êàê è â äîêà-
çàòåëüñòâå ëåììû 3.27, ðàññìîòðèì òàêóþ êîíñòðóêöèþ.
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Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî {Θ̃i}l
i=1, ñîñòîÿùåå èç ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåñòÿãèâàåìûõ îêðóæíîñòåé, âëîæåí-
íûõ â Int Z. Ïóñòü l = g(Z) + 2k(Z) + 2A + 1, ãäå k(Z) �
êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ Z, A = g(Z) −
χ(Z) − 1. Äîêàæåì, ÷òî íàéäóòñÿ òðè ðàçëè÷íûå íîìåðà
i1, i2, i3 ∈ {1, . . . , l} òàêèå, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîãî-
îáðàçèÿ Z \ (Θ̃i1 ∪ Θ̃i2), â êîòîðîé ëåæèò îêðóæíîñòü Θ̃i3 ,
ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó öèëèíäðó.

Âûáåðåì äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , l} ðåãóëÿðíóþ îêðåñò-
íîñòü Ui ⊃ Θ̃i òàê, ÷òîáû Ui ∩ Uj = ∅ ïðè i 6= j è

( l⋃
i=1

Ui

)
∩ V = ∅

äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî V ⊃ ∂Z.
Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.27 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íå áî-

ëåå ÷åì g(Z) ýëåìåíòîâ ñåñìåéñòâà {Θ̃i}l
i=1 èõ ðåãóëÿðíûå

îêðåñòíîñòè ãîìåîìîðôíû ëèñòó Ìåáèóñà. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïðè i = 1, . . . , l′, l′ = l−g(Z) = 2k(Z)+2A+1 ìíîæåñòâî
Ui ãîìåîìîðôíî öèëèíäðó (è ñëåäîâàòåëüíî, îêðóæíîñòü
Θ̃i ãîìîòîïíà êàæäîé èç êîìïîíåíò êðàÿ ìíîæåñòâà Ui).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì
Z0 = Z, Zi = Zi−1 \ Ui, i = 1, . . . , l′.

Êàæäîå èç ìíîãîîáðàçèé Zi ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Zi = Z
(1)
i ∪ Z

(2)
i , i = 0, . . . , l′,

ãäå Z
(1)
i ñîñòàâëåíî èç òåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðà-

çèÿ Zi, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.21) ëåì-
ìû 3.27, Z

(2)
i ñîäåðæèò âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñâÿçíî-

ñòè ìíîãîîáðàçèÿ Zi.
Èñïîëüçóÿ àðãóìåíòàöèþ, àíàëîãè÷íóþ èñïîëüçîâàí-

íîé â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.27, ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ
èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ Z

(2)
i ìîæåò áûòü ãî-

ìåîìîðôíà òîëüêî öèëèíäðó.
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Ïóñòü Ni � êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðà-
çèÿ Z

(2)
i , ni � êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðà-

çèÿ Z
(1)
i ,

Ai = g(Zi)− ni − χ(Zi).

Òàê êàê ðîä è Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà äâóìåðíîãî
öèëèíäðà ðàâíû íóëþ, òî
Ai = g(Z

(1)
i )−ni−χ(Z

(1)
i ) = g(Z

(1)
i )−ni−χ(Z), i = 1, . . . , l′;

A = A0 = g(Z)− χ(Z)− 1.

Â ëåììå 3.27 ïîêàçàíî, ÷òî 0 ≤ Ai ≤ A, i = 1, . . . , l′.
Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , l′} âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî
(3.22) i ≤ (Ni + A)− Ai.

Ïðè i = 0 èìååì A0 = A, N0 = 0, è íåðàâåíñòâî (3.22)
âûïîëíÿåòñÿ.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.27 ñëåäóåò, ÷òî èëè
Ai+1 ≤ Ai + 1,

èëè â ìíîãîîáðàçèè Zi \Ui+1 ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíà ñâÿçíàÿ
êîìïîíåíòà, ãîìåîìîðôíàÿ öèëèíäðó, òî åñòü

Ni+1 = Ni + 1.

Â ëþáîì ñëó÷àå, (Ni+1 + A) − Ai+1 ≥ (Ni + A) − Ai + 1.
Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (3.22) ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ

i = 1, . . . , l′

Òàê êàê 0 ≤ Ai ≤ A ïðè âñåõ i = 0, 1, . . . , l′, òî
i ≤ i + Ai ≤ Ni + A, i = 0, 1, . . . , l′.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà (3.22) ïðè
i = l′ = 2k(Z) + 2A + 1

ïîëó÷àåì Nl′ ≥ l′ + A = 2k(Z) + A + 1.
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Ïîýòîìó 2Nl′ ≥ l′ + 2k(Z) + 1 è

(3.23) l′ ≤ 2(Nl′ − k(Z))− 1.

Òàê êàê ïðè êàæäîì i = 0, 1, . . . , l′ íå áîëåå ÷åì k(Z)

ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ Z
(2)
i ñîäåðæàò êîìïîíåí-

òû êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ Z, òî íàéäåòñÿ íå ìåíåå ÷åì Nl′ −
k(Z) ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ Z

(2)
l′ , êàæäàÿ èç êî-

òîðûõ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åå êðàé ëåæèò âî
ìíîæåñòâå

l′⋃
i=1

∂Ui,

ïðè÷åì ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû êðàÿ îòíîñÿòñÿ ê ðàçëè÷-
íûì ðåãóëÿðíûì îêðåñòíîñòÿì èç ñåìåéñòâà {Ui}l′

i=1.
Â ñèëó (3.23), íàéäåòñÿ íîìåð i3 è äâå ñâÿçíûå êîìïî-

íåíòû C1, C2 ⊂ Z
(2)
l′ òàêèå, ÷òî ∂Cs ∩ ∂Ui3 6= ∅, s = 1, 2, â

ìíîãîîáðàçèè Z.
Ìíîæåñòâî C1 ∪ C2 ∪ Ui3 ãîìåîìîðôíî öèëèíäðó. Ïðè

ýòîì

∂(C1 ∪ C2 ∪ Ui3) ⊂ (∂C1 ∪ ∂C2) ⊂ (∂Ui1 ∪ ∂Ui2)

äëÿ íåêîòîðûõ i1, i2 ∈ {1, . . . , l′}.
Çàìåòèì, ÷òî i1 6= i2, èíà÷å ìíîæåñòâî C1∪C2∪Ui1∪Ui3

áûëî áû ãîìåîìîðôíî ëèáî òîðó, ëèáî áóòûëêå Êëåéíà. À
ýòî íåâîçìîæíî (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.27).

Âîçüìåì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà

(C1 ∪ C2 ∪ Ui1 ∪ Ui2 ∪ Ui3) \ (Θ̃i1 ∪ Θ̃i2),

ñîäåðæàùóþ Θ̃i3 . Îíà ãîìåîìîðôíà öèëèíäðó è åå ãðàíèöà
â Z ñóòü ìíîæåñòâî Θ̃i1 ∪ Θ̃i2 .

Ïðèñòóïèì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 3.28.
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Ïóñòü {Θk} � ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèÿì ëåììû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç ýòîãî ñåìåé-
ñòâà ìîæíî âûáðàòü íàáîð {Θi}L

i=1, ñîñòîÿùèé èç
L = 3g(Z) + 2k(Z)− 2χ(Z)− 1

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ïîñòðîèì íàáîð {Θ̃i}L

i=1, ñîñòîÿùèé èç ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ íåñòÿãèâàåìûõ îêðóæíîñòåé, âëîæåííûõ â
Int Z, òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, . . . , L

(3.24) Θ̃i ∩Θi 6= ∅ ;

Θ̃i ∩Θj = ∅ ïðè j 6= i, j ∈ {1, . . . , L}.
Äëÿ ýòîãî íàéäåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå â Z îê-

ðåñòíîñòè V1, . . ., VL òî÷åê z1, . . . , zL, çàìûêàíèå êàæäîé èç
êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî ïåðåñå÷åíèþ â R2 çàìêíóòîãî åäè-
íè÷íîãî êðóãà è âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Òàê êàê ïðè êàæäîì i îêðóæíîñòü Θi íå ñòÿãèâàåìà â
òî÷êó, òî Θi \ Cl Vi 6= ∅.

Ôèêñèðóåì i ∈ {1, . . . , L}. Ïóñòü
Θi : I/({0} ∪ {1}) ∼= S1 → Z, Θi(0) = zi,

� îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì
τ1 = max{ τ ∈ I |Θi([0, τ)) ⊂ Vi } ,

τ2 = min{ τ ∈ I |Θi((τ, 1]) ⊂ Vi } .

Òàê êàê Θi(S
1) è ∂Vi � êîìïàêòû, òî âåëè÷èíû τ1 è

τ2 îïðåäåëåíû. Òàê êàê Θi(S
1) \ Cl Vi 6= ∅ è zi ∈ Int Vi â

ïðîñòðàíñòâå Z, òî 0 < τ1 < τ2 < 1.
Âûáåðåì t1 ∈ (0, τ1) è t2 ∈ (τ2, 1) (î÷åâèäíî, ÷òî

Θi(ts) ∈ Vi ∩ Int Z,

äëÿ s = 1, 2). Òàê êàê ìíîæåñòâî Cl Vi ãîìåîìîðôíî çà-
ìêíóòîìó äâóìåðíîìó äèñêó, îòîáðàæåíèÿ

Θ
∣∣
[0,τ1]

: [0, τ1] → Cl Vi, Θ
∣∣
[τ1,1]

: [τ1, 1] → Cl Vi
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ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿìè è âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ
Θ(0) = Θ(1) = zi ∈ ∂Vi, Θ(τs) ∈ ∂Vi,

Θ((0, τs)) ⊂ Int Vi, s = 1, 2,

òî ìíîæåñòâî Θ([0, τ1] ∪ [τ2, 1]) äåëèò äèñê Cl Vi íà òðè ÷à-
ñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà äèñêó. Îáîçíà÷èì
÷åðåç W òó èç íèõ, ãðàíèöà êîòîðîé ñîäåðæèò îáå òî÷êè
Θ(τ1) è Θ(τ2).

Íàéäåòñÿ ãîìåîìîðôèçì
ϕ : Cl W → D,

ãäå D = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 ≤ 1} ⊂ R2. Ïîä äåéñòâè-
åì îòîáðàæåíèÿ ϕ ìíîæåñòâî Θ([0, τ1] ∪ [τ2, 1]) ïåðåéäåò â
çàìêíóòûé èíòåðâàë, ëåæàùèé â ∂D.

Òàê êàê ìíîæåñòâà
K1 = ϕ ◦Θ([0, t1] ∪ [t2, 1]), K2 = ϕ(Θ([τ1, τ2] ∩ Cl W ))

� êîìïàêòíû è íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî íàéäåòñÿ ε > 0, äëÿ
êîòîðîãî Uε(K1)∩K2 = ∅. Äàëåå, íàéäåòñÿ (ñì. [37]) òàêîå
íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

γ : I → D,

÷òî
γ(0) = ϕ ◦Θ(t1), γ(1) = ϕ ◦Θ(t2),

γ((0, 1)) ⊂ (Int D ∩ Uε(K1)).

Çíà÷èò, êðèâàÿ γ ïåðåñåêàåòñÿ ñî ìíîæåñòâîì ϕ(Θ(S1))
òîëüêî â òî÷êàõ γ(0) è γ(1). Êðîìå òîãî, êðèâàÿ γ ãîìî-
òîïíà äóãå K1 â ïðîñòðàíñòâå D.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå
Θ̃i : [0, 1 + τ2 − τ1]

/
({0} ∪ {1 + τ2 − τ1}) → Z,

Θ̃i(t) =

{
Θi(t + τ1), t ∈ [0, τ2 − τ1),
ϕ−1 ◦ γ(t + τ2 − τ1), t ∈ [τ2 − τ1, 1 + τ2 − τ1],

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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îïðåäåëÿåò îêðóæíîñòü Θ̃i, âëîæåííóþ â Int Z è ãîìîòîï-
íóþ îêðóæíîñòè Θi. Òàê êàê Θ̃i \ Vi = Θi \ Vi 6= ∅, òî
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (3.24).

Ïîâòîðÿåì íàøå ïîñòðîåíèå äëÿ îñòàëüíûõ íîìåðîâ
j ∈ {1, . . . , L}. Ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî {Θ̃i}L

i=1 îêðóæíîñòåé,
âëîæåííûõ â Int Z.

Òàê êàê ìíîæåñòâà Θi ∪ Vi, i = 1, . . . , L, ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþòñÿ è äëÿ âñåõ i âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Θ̃i ⊂ Θi ∪ Vi,

òî ñåìåéñòâî {Θ̃i}L
i=1 óäîâëåòâîðÿåò âñåì îãîâîðåííûì íà-

ìè òðåáîâàíèÿì.
Ñîãëàñíî ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ëåììû, íàéäóò-

ñÿ òðè ðàçëè÷íûõ íîìåðà i1, i2, i3 ∈ {1, . . . , L} òàêèå, ÷òî

Z \ (Θ̃i1 ∪ Θ̃i2) = Z1 ∪ Z2, Z1 ∩ Z2 = ∅,

Z1 � ãîìåîìîðôíî öèëèíäðó, ∂Z1 = Θ̃i1 ∪ Θ̃i2 è Θ̃i3 ⊂ Z1.
Òàê êàê

Θ̃i3 ∩Θi3 6= ∅
è

Θi3 ∩ ∂Z1 = Θi3 ∩ (Θ̃i1 ∪ Θ̃i2) = ∅,

òî Θi3 ⊂ Z1.
È ïîñêîëüêó

β ∩Θi3 = {zi3} 6= ∅,

β ∩ ∂Z1 = β ∩ (Θi1 ∪Θi2) = ∅,

òî äëÿ êîìïîíåíòû êðàÿ β ìíîãîîáðàçèÿ Z äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ âêëþ÷åíèå β ⊂ Z1, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.28. ¤
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.31. Íàïîìíèì, ÷òî âëî-
æåíèå

Θ : S1 → Int Z

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêèì (ñì. [37]). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ êàæäîãî z ∈ Θ(S1) íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòü Uz ⊂ Int Z è
ãîìåîìîðôèçì ϕz : Uz → R2 òàêèå, ÷òî ϕz(z) = 0,

ϕz(Uz) = D = {(x1, x2) ∈ R | x2
1 + x2

2 < 1},
ϕz(Uz ∩Θ(S1)) = J = {(x1, x2) ∈ D |x2 = 0}.

Äëÿ êàæäîãî z ∈ Z \ Θ(S1) íàéäåòñÿ êàðòà (Uz, ϕz)
òàêàÿ, ÷òî Uz ∩Θ(S1) = ∅.

Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå {Uz}z∈Z êîìïàêòà Z.
Âûáåðåì èç íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Ui = Uzi

}n2
i=1.

Ïóñòü
zi ∈ Θ(S1), i = 1, . . . , n1,

Θ(S1) ∩ Ui = ∅, i = n1 + 1, . . . , n2.

Ðàññìîòðèì íàáîð ìíîæåñòâ
D+ = {(x1, x2) ∈ D |x2 ≥ 0},
D− = {(x1, x2) ∈ D |x2 ≤ 0},

Vi = ϕ−1
i (D+), Vi+n1 = ϕ−1

i (D−), i = 1, . . . , n1,

Vi+n1 = Ui, i = n1 + 1, . . . , n2.

Ðàññìîòðèì åùå è ìíîæåñòâà
Wi = ϕi(Vi), i = 1, . . . , n1,
Wi+n1 = ϕi(Vi+n1), i = 1, . . . , n2,

è èõ íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå
n⊔

i=1

Wi, n = n1 + n2.

Ïóñòü
Vij = Int Vi ∩ Int Vj 6= ∅
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äëÿ íåêîòîðûõ i, j ∈ {1, . . . , n}. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âû-
áîðà ìíîæåñòâ {Vi} âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Int Vi ∩ Int Vj = [(Vi ∩ Vj) \Θ(S1)] ⊂ Z \Θ(S1).

Îòîæäåñòâèì ìíîæåñòâà
Wij = ϕi(Vi ∩ Cl Vij) ⊂ Wi

è
Wji = ϕj(Vj ∩ Cl Vij) ⊂ Wj

ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà ϕj ◦ ϕ−1
i : Wij → Wji.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåêîòîðîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî Z ′.

Ðàññìîòðèì êðîìå òîãî íàáîð ãîìåîìîðôèçìîâ
ψi = Id : Wi → R2, i = 1, . . . , n.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî íàáîð
(Wi, ψi), i = 1, . . . , n,

ñîñòàâëÿåò àòëàñ ïðîñòðàíñòâà Z ′, çàäàâàÿ íà íåì ñòðóê-
òóðó êîìïàêòíîãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîððåêòíî îïðåäåëåíà íåïðåðûâ-
íàÿ ïðîåêöèÿ

P : Z ′ → Z,

P
∣∣
Wi

= ϕ−1
i

∣∣
Wi

: Wi → Z, i = 1, . . . , n1,

P
∣∣
Wi+n1

= ϕ−1
i

∣∣
Wi+n1

: Wi+n1 → Z, i = 1, . . . , n2.

äëÿ êîòîðîé
Θ′ = P−1(Θ(S1)) ⊂ ∂Z ′,

ïðè÷åì ìíîæåñòâî Θ′ ñîñòîèò èç öåëûõ êîìïîíåíò êðàÿ
ïðîñòðàíñòâà Z ′. Îòîáðàæåíèå

P
∣∣
Z′\Θ′ : Z ′ \Θ′ → Z \Θ(S1)

âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.
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Ôèêñèðóåì òðèàíãóëÿöèþ ïðîñòðàíñòâà Z ′. Ìíîæåñòâî
Θ′ ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì íåêîòîðîãî îäíîìåðíîãî ñèìïëèöè-
àëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñèìïëèöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
Z ′. Ðàññìîòðèì áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå ba Z ′.

Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ba Z ′ ñ íîñèòåëåì Θ′ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëíûì (åãî ïåðåñå÷åíèå ñ íîñèòåëåì ëþáîãî ñèì-
ïëåêñà ïðîñòðàíñòâà ba Z ′ ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì íåêîòîðîãî
ñèìïëåêñà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èëè ïóñòî) (ñì. [32]).

Ïóñòü a1, . . . , am1 � âåðøèíû ñèìïëèöèàëüíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà ba Z ′; a1, . . . , am2 � âñå âåðøèíû ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ëåæàùèå â Θ′.

Ïóñòü òî÷êè b1, . . . , bm3 ñîñòàâëÿþò ïîëíûé ïðîîáðàç
ìíîæåñòâà P (

⋃m2

i=1 ai). Ðàññìîòðèì ïîäðàçäåëåíèå ñèìïëè-
öèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ba Z ′ ñ âåðøèíàìè b1, . . . , bm:

bi = ai+m1−m2 , i = m3 + 1, . . . ,m.

Çäåñü m = m3 + m1 −m2. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî
Θ′ ïîëíî îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîäðàçäåëåíèÿ.

Îáðàç ïîñòðîåííîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ïîä äåéñòâèåì P
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè :

(i) íîñèòåëü ãðàíè ëþáîãî ñèìïëåêñà ÿâëÿåòñÿ íîñè-
òåëåì íåêîòîðîãî ñèìïëåêñà;

(ii) åñëè íîñèòåëü îäíîãî ñèìïëåêñà ïîêðûò íîñèòå-
ëåì äðóãîãî ñèìïëåêñà, òî íîñèòåëü ïåðâîãî ñèì-
ïëåêñà � åñòü íîñèòåëü ãðàíè âòîðîãî ñèìïëåêñà;

(iii) äëÿ êàæäîé ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ñèìïëåêñîâ èõ
ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì íåêîòîðîãî ñèì-
ïëåêñà.

Îäíàêî îáðàç òðèàíãóëÿöèè ïðîñòðàíñòâà Z ′, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé ïðîñòðàíñòâà Z.

À èìåííî, òðèàíãóëÿöèÿ ïðîñòðàíñòâà Z çàäàíà êîð-
ðåêòíî âåçäå, êðîìå ìíîæåñòâà Θ(S1).
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Îñòàíîâèìñÿ íà ïîñëåäíåì çàìå÷àíèè áîëåå ïîäðîáíî.
Ïóñòü s1, s2 ⊂ Θ′ � äâà îäíîìåðíûõ ñèìïëåêñà;

αj : T 1 → sj, j = 1, 2,

� ãîìåîìîðôèçìû, çàäàþùèå ñèìïëèöèàëüíóþ ñòðóêòóðó
(çäåñü T 1 � ñòàíäàðòíûé îäíîìåðíûé ñèìïëåêñ). Ïóñòü
P (s1) = P (s2).

Îòîáðàæåíèÿ
Pj = P |sj

, j = 1, 2,

� âçàèìíî-îäíîçíà÷íû è íåïðåðûâíû. Òàê êàê s1 è s2 �
êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà Z ′, òî îòîáðàæåíèÿ P1, P2 ÿâ-
ëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè íà ñâîé îáðàç. Îäíàêî ñêâîçíîå
îòîáðàæåíèå α−1

2 ◦P−1
2 ◦P1 ◦α1 : T 1 → T 1 íå îáÿçàíî áûòü

ëèíåéíûì.
Òàê êàê s1 ⊂ ∂Z ′, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí äâóìåðíûé

ñèìïëåêñ τ1, äëÿ êîòðîãî s1 ⊂ ∂τ1. Àíàëîãè÷íî, íàéäåòñÿ
åäèíñòâåííûé äâóìåðíûé ñèìïëåêñ τ2 òàêîé, ÷òî s2 ⊂ ∂τ2.
Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâî Θ′ � ïîëíîå, òî τj ∩ Θ′ = sj,
j = 1, 2.

Ïóñòü βj : T 2 → τj � ãîìåîìîðôèçìû, çàäàþùèå ñèì-
ïëèöèàëüíóþ ñòðóêòóðó.

Ðàññìîòðèì ãîìåîìîðôèçìû
h1 = α−1

2 ◦ P−1
2 ◦ P1 ◦ α1 : T 1 → T 1,

h2 : ∂T 2 → ∂T 2,

h2
∣∣
β−1
2 (s2)

= β−1
2 ◦ α2 ◦ h1 ◦ α−1

2 ◦ β2, h2
∣∣
∂T 2\β−1

2 (s2)
= Id .

Ïðîñòðàíñòâî T 2 ãîìåîìîðôíî çàìêíóòîìó äâóìåðíî-
ìó äèñêó, ïîýòîìó ãîìåîìîðôèçì h2 ìîæíî ïðîäîëæèòü
äî íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà h : T 2 → T 2.

Ïîëîæèì β̃2 = β2 ◦ h, α̃2 = α2 ◦ h1. Ýòè îòîáðàæåíèÿ
îïðåäåëÿþò ñèìïëåêñû τ̃2, s̃2.

Ïîñêîëüêó
β̃2

∣∣
β−1
2 (s2)

= β2 ◦ h2
∣∣
β−1
2 (s2)

=
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= β2 ◦ β−1
2 ◦ α2 ◦ h1 ◦ α−1

2 ◦ β2 = α2 ◦ h1 ◦ α−1
2 ◦ β2,

òî îòîáðàæåíèå

β̃−1
2 ◦ α̃2 = β−1

2 ◦ α2 ◦ h−1
1 ◦ α−1

2 ◦ α2 ◦ h1 =

= β−1
2 ◦ α2 : T 1 → T 2

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, à ñèìïëèöèàëüíàÿ ñòðóêòóðà τ̃2 è s̃2

ñîãëàñîâàíà.
Äàëåå, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

β̃2
∣∣
∂T 2\β−1

2 (Θ′)
= β2

∣∣
∂T 2\β−1

2 (Θ′)
,

ïîýòîìó çàìåíÿÿ ñèìïëåêñû τ2, s2 íà τ̃2, s̃2, ïîëó÷àåì òðè-
àíãóëÿöèþ ïðîñòðàíñòâà Z ′.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ îòîáðàæåíèÿ

β−1
1 ◦ P−1

1 ◦ P2 ◦ β̃2
∣∣eβ−1

2 (es2)
: β̃−1

2 (s̃2) → β−1
1 (s1)

èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

β−1
1 ◦ P−1

1 ◦ P2 ◦ β̃2 = β−1
1 ◦ P−1

1 ◦ P2 ◦ β2 ◦ h2 =

= β−1
1 ◦ P−1

1 ◦ P2 ◦ β2 ◦ β−1
2 ◦ α2 ◦ h1 ◦ α−1

2 ◦ β2 =

= β−1
1 ◦ P−1

1 ◦ P2 ◦ α2 ◦ (α−1
2 ◦ P−1

2 ◦ P1 ◦ α1) ◦ α−1
2 ◦ β2 =

= β−1
1 ◦ α1 ◦ α−1

2 ◦ β2.

È çíà÷èò, ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî, òàê êàê ëèíåéíû îòîá-
ðàæåíèÿ β−1

1 ◦ α1 è α−1
2 ◦ β2. Ïîýòîìó, òðèàíãóëÿöèÿ ñèì-

ïëåêñîâ P (τ1) è P (τ̃2) � ñîãëàñîâàíà.
Âûïîëíèâ àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå äëÿ âñåõ ïàð îäíî-

ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, íîñèòåëè îáðàçîâ êîòîðûõ (ïîä äåé-
ñòâèåì îòîáðàæåíèÿ P ) ñîâïàäàþò, ïîëó÷èì òðèàíãóëÿ-
öèþ ìíîãîîáðàçèÿ Z ′, ïåðåõîäÿùóþ ïîä äåéñòâèåì îòîá-
ðàæåíèÿ P â íåêîòîðóþ òðèàíãóëÿöèþ ìíîãîîáðàçèÿ Z,
äëÿ êîòîðîé Θ(S1) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ñèìïëèöèàëü-
íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
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Çàìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè òðèàíãóëÿöèþ Z íà åå áà-
ðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå ba Z, ïîëó÷àåì òðèàíãóëÿ-
öèþ ìíîãîîáðàçèÿ Z, äëÿ êîòîðîé ïîäïðîñòðàíñòâî Θ(S1)
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Îñòàåòñÿ èíäóöèðîâàòü òðèàíãóëÿöèþ íà S1 ïðè ïîìî-
ùè îòîáðàæåíèÿ

Θ−1 : Θ(S1) → S1.

Ëåììà 3.31 äîêàçàíà. ¤



ÃËÀÂÀ 4

Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé

Â ýòîé ãëàâå äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëü-
òàòîâ î ñòðóêòóðå ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ è äèôôåîìîð-
ôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé. Îáçîð íè â êîåé ìåðå íå ìîæåò
ïðåòåíäîâàòü íà ïîëíîòó. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïî-
âåðõíîñòÿì è 3-ìíîãîîáðàçèÿì. Ñî ìíîãèìè âîïðîñàìè òî-
ïîëîãèè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â êíè-
ãàõ [19,22,37].

Ïåðåä òåì, êàê ïðèñòóïèòü ê èçëîæåíèþ, íàïîìíèì
îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèé íà ïðîñòðàíñòâàõ îòîáðàæåíèé.

4.1. Òîïîëîãèè íà ïðîñòðàíñòâàõ îòîáðàæåíèé
4.1.1. Òîïîëîãè÷åñêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.

Òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî F íàä ïîëåì R�
ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ òàêîé òîïîëîãèåé, â êîòîðîé
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû

+ : F × F → F, ∗ : R× F → F

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûììè.
Ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå � ýòî ìåòðèçóåìîå ïîëíîå òîïî-

ëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî F , òîïîëîãèÿ êîòîðîãî
îïðåäåëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì

‖ · ‖1 ≤ ‖ · ‖2 ≤ · · · ≤ ‖ · ‖n ≤ · · · .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} ⊂ F ñõîäèòñÿ ê
òî÷êå x ∈ F , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà lim

i→∞
‖x−xi‖n = 0

äëÿ êàæäîãî n.
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Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (F, ‖ ‖) � ýòî ïðîñòðàíñòâî
Ôðåøå, â êîòîðîì âñå ïîëóíîðìû ñîâïàäàþò ñ îäíîé è òîé
æå íîðìîé ‖ ‖.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (F, 〈·, ·〉) � ýòî áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì íîðìà çàäàåòñÿ íåâûðîæäåííîé
áèëèíåéíîé ôîðìîé 〈·, ·〉, ò.å. ‖x‖ =

√
〈x, x〉.

Íàçîâåì âåñîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàè-
ìåíüøóþ ñðåäè ìîùíîñòåé âñþäó ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî, èìåþ-
ùåå âåñ ℵ0, ò.å. îáëàäàþùåå ñ÷åòíûì âñþäó ïëîòíûì ìíî-
æåñòâîì, íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå îïèñû-
âàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé:

Òåîðåìà 4.1. (1) Ïóñòü X è Y � áåñêîíå÷íîìåðíûå
ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå. Îíè ãîìåîìîðôíû è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èõ âåñà ñîâïàäàþò.

(2) Êàæäîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî Ôðåøå ãîìåîìîðôíî ñ÷åòíîìó ïðîèçâåäåíèþ èíòåð-
âàëîâ s =

∞∏
i=1

(0, 1).

Èñòîðèÿ ýòîé òåîðåìû òàêîâà. Â 1928 M. Frechet çà-
äàë ñëåäóþùèé âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî âñå ñåïàðàáåëüíûå
áåñêîíå÷íîìåðíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîðôíû1.

Ïåðâûé øàã áûë ñäåëàí òîëüêî ÷åðåç 25 ëåò, êîãäà
V. L. Klee [113] (1953) äîêàçàë, ÷òî åñëè E � íåðåôëåê-
ñèâíîå íîðìèðîâàííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è A � ñëàáî
êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â E, òî E ãîìåîìîðôíî äîïîë-
íåíèþ E\A. Ýòîò ðåçóëüòàò âûçâàë èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ
òîïîëîãèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è, ôàêòè÷åñêè,
îïðåäåëèë ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.1.

1Les espaces abstraits et leur th�eorie consid�er�ee comme introduction
�a l'analyse g�en�erale, p. 95, Gauthier-Villars, Paris, 1928.
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Ì. È. Êàäåö [14] (1958) ïîêàçàë, ÷òî âñå ñåïàðàáåëüíûå
áåñêîíå÷íîìåðíûå ðåôëåêñèâíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà
ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó.

Äàëåå, Ì. È. Êàäåö [16] (1959) è V. L. Klee [114] (1960)
íåçàâèñèìî îáîáùèëè ýòîò ðåçóëüòàò íà êëàññ âñåõ ñåïàðà-
áåëüíûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ñîïðÿæåííûõ áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, à çàòåì C. Bessaga è A. PeÃlczy�nski [57] (1960)
ïîêàçàëè, ÷òî âñå �èçâåñòíûå� áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ãî-
ìåîìîðôíû äðóã äðóãó (cì. òàêæå I. Singer [166] (1958) è
C. Bessaga [56] (1964)).

R. D. Anderson [48] (1966) äîêàçàë, ÷òî ñåïàðàáåëüíîå
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî l2 ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó s
è, ÷òî âñå ñåïàðàáåëüíûå áåñêîíå÷íîìåðíûå ïîëíûå ìåò-
ðèçóåìûå ëîêàëüíî-âûïóêëûå òîïîëîãè÷åñêèå âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà ïîïàðíî ãîìåîìîðôíû.

Ì. È. Êàäåö [15] (1967) óñòàíîâèë, ÷òî ëþáûå äâà ñåïà-
ðàáåëüíûå áåñêîíå÷íîìåðíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ãî-
ìåîìîðôíû äðóã äðóãó. Ïðè ýòîì Ì. È. Êàäåö ñóùåñòâåí-
íûì îáðàçîì èñïîëüçîâàë òåõíèêó ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà, è ïîýòîìó åñòåñòâåííî âîçíèê âîïðîñ î òîïîëîãè÷å-
ñêîì äîêàçàòåëüñòâå.

R. D. Anderson è R. H. Bing [49] (1968) äàëè äðóãîå ýëå-
ìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî l2 ≈ s, à C. Bessaga
è A. PeÃlczy�nski [58] (1969) ïîëó÷èëè òîïîëîãè÷åñêîå äî-
êàçàòåëüñòâî ãîìåîìîðôíîñòè ñåïåðàáåëüíîãî áàíàõîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâó s.

Íàêîíåö, H. Toru�nczyk [180] (1981) äàë õàðàêòåðèçàöèþ
l2-ìíîãîîáðàçèé, ò.å. ïðîñòðàíñòâ ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûõ
l2, èç êîòîðîé âûòåêàëî óòâåðæäåíèå (2) òåîðåìû 4.1.

Îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, ÷òî áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî, ðàññìàòðèâàåìîå êàê ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå ñ
åäèíñòâåííîé íîðìîé, äèôôåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Ôðåøå
òîãî æå âåñà � ãîìåîìîðôèçì ìåæäó íèìè íå îáÿçàí áûòü
ñîãëàñîâàííûì ñ èõ ëèíåéíûìè ñòðóêòóðàìè.
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Ïðèìåðîì ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå ìîæåò ñëóæèòü ïðî-
ñòðàíñòâî C∞(M) ãëàäêèõ ôóíêöèé íà êîìïàêòíîì ìíî-
ãîîáðàçèè M .

4.1.2. Òîïîëîãèè Óèòíè. Ïóñòü M è N � ãëàäêèå
ìíîãîîáðàçèÿ. Íà ïðîñòðàíñòâå Cr-îòîáðàæåíèé Cr(M,N)
ìîæíî îïðåäåëèòü äâå ñåðèè òîïîëîãèé Óèòíè � ñèëüíûå
(èëè òîíêèå) Cr

S è ñëàáûå Cr
W , r = 0, . . . ,∞. Ïðè ýòîì,

äëÿ êîìïàêòíîãî M , òîïîëîãèè Cr
S è Cr

W ñîâïàäàþò. Íà-
ïîìíèì èõ îïðåäåëåíèå.

Áàçà ñëàáîé òîïîëîãèè C0
W ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâàìè

âèäà
NK,V

W = {f ∈ C0(M, N) | f(K) ⊂ V },
ãäå K ⊂ M � êîìïàêò, à V ⊂ N � îòêðûòî. Ýòó òîïîëî-
ãèþ òàêæå íàçûâàþò êîìïàêòíî-îòêðûòîé.

Áàçà ñèëüíîé òîïîëîãèè C0
S ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâàìè

âèäà
N V

S = {f ∈ C0(M, N) | Γf ⊂ V },
ãäå Γf = {(x, f(x)) ∈ M × N} ãðàôèê f , à V ⊂ M × N �
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî.

Òîïîëîãèÿ Cr
W (ñîîòâ. Cr

S) äëÿ r < ∞ îïðåäåëÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî, íî òåïåðü íóæíî íàéòè ñïîñîá, ïðè ïîìîùè
êîòîðîãî ìîæíî áûëî áû ñðàâíèâàòü ïðîèçâîäíûå îòîáðà-
æåíèé äî ïîðÿäêà r âêëþ÷èòåëüíî. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî
êàæäîå îòîáðàæåíèå f ∈ Cr(M,N) ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ ñòðóé Jr(M, N) → M , ñîïîñòàâ-
ëÿÿ f åãî r-ñòðóéíîå ðàñøèðåíèå jr(f). Ýòî ñîîòâåòñòâèå
f 7→ jr(f) èíäóöèðóåò âëîæåíèå Cr(M,N) â ïðîñòðàíñòâî
îòîáðàæåíèé Cr(M,Jr(M, N)).

Çàäàäèì òåïåðü íà Cr(M, Jr(M,N)) òîïîëîãèþ C0
W (ñî-

îòâ. C0
S). Åå îãðàíè÷åíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî

Cr(M, N) ⊂ Cr(M,Jr(M,N))

è íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé Cr
W (ñîîòâ. Cr

S).
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Ìîæíî îïðåäåëèòü òîïîëîãèè Óèòíè ìåíåå ôîðìàëü-
íî, õîòÿ ïðåäûäóùåå îïðåäåëåíèå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ óäîá-
íûì. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî M è N ÿâëÿ-
þòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåò-
ñòâåííî Rm è Rn, äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Òîãäà
îòîáðàæåíèå f ∈ Cr(M,N) çàäàåòñÿ íàáîðîì n êîîðäèíàò-
íûõ ôóíêöèé fi : M → R (i = 1, . . . , n) êëàññà Cr. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ‖Dk(f)‖(x) (k = 0, 1, . . . , r) ìàêñèìóì ìîäóëåé
âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà k âñåõ êîîðäèíàòíûõ
ôóíêöèé fi:

‖Dk(f)‖(x) = sup
i=1,...,n

sup
(α1,...,αm)P

αj=k

∣∣∣∣
∂kfi(x)

∂xα1
1 · · · ∂xαm

m

∣∣∣∣ .

Ïîëîæèì òàêæå

‖f‖r(x) =
r∑

k=0

‖Dk(f)‖(x)

è äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊂ M îïðå-
äåëèì r-þ íîðìó ‖f‖K

r îòîáðàæåíèÿ f êàê
‖f‖K

r = sup
x∈K

‖f‖r(x).

Ïóñòü f ∈ Cr(M,N). Òîãäà áàçà ñëàáîé òîïîëîãèè Cr
W

íà Cr(M,N) â òî÷êå f ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâàìè âèäà
(4.25) NK,ε

W,r (f) = {g ∈ Cr(M, N) | ‖f − g‖K
r < ε},

ãäå K ⊂ M � êîìïàêò è ε > 0.
Áàçó ñèëüíîé òîïîëîãèè Cr

S íà Cr(M, N) â òî÷êå f ïî-
ðîæäàþò ìíîæåñòâà âèäà
(4.26) N δ

S,r(f) = {g ∈ Cr(M,N) | ‖f − g‖r(x) < δ(x)},
ãäå δ : M → (0,∞) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Íàêîíåö, òîïîëîãèÿ C∞
W (ñîîòâ. C∞

S ) íà C∞(M,N) ïî-
ðîæäàåòñÿ âñåìè òîïîëîãèÿìè Cr

W äëÿ r < ∞.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñèëüíàÿ Cr
S-òîïîëîãèÿ ñèëüíåå ñëàáîé

Cr
W . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè M êîìïàêòíî, òî òîïîëîãèè

Cr
W è Cr

S ñîâïàäàþò.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ìîæíî îïðåäåëèòü íîðìû ‖ ‖K
∞ ïî

àíàëîãèè ñ êîíå÷íûìè íîðìàìè ‖ ‖K
r è çàäàòü ñ èõ ïîìî-

ùüþ ñëàáóþ Ĉ∞
W - è ñèëüíóþ Ĉ∞

S -òîïîëîãèè íà C∞(M,N).
Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå òîïîëîãèè ñèëüíåå, ÷åì
ñîîòâåòñòâóþùèå C∞

W - è C∞
S -òîïîëîãèè Óèòíè. Ïðè÷èíà

â òîì, ÷òî îòêðûòûå ìíîæåñòâà C∞-òîïîëîãèé Óèòíè íà
C∞(M, N) çàäàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå îòîáðàæåíèé ëèøü äî êàêîãî-òî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà r.
Â òîæå âðåìÿ îòðêðûòûå ìíîæåñòâà Ĉ∞-òîïîëîãèé çàäà-
þòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îòîáðà-
æåíèé. Â ýòîì ñîñòîèò êîðåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó áàíàõî-
âûìè ïðîñòðàíñòâàìè è ïðîñòðàíñòâàìè Ôðåøå è, ñîîò-
âåòñòâåííî, ìíîãîîáðàçèÿìè ñìîäåëèðîâàííûìè íà òàêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïóñòü Cr
∂(M,N) � ïîäïðîñòðàíñòâî â Cr(M, N), ñîñòî-

ÿùåå èç îòîáðàæåíèé f , äëÿ êîòîðûõ f(∂M) ⊂ ∂N . Òî-
ãäà Cr

∂(M, N) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì Cr-ìíîãîîáðàçèåì, à
C∞

∂ (M, N) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôðåøå .
Ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóð áàíàõîâûõ ìíîãîîá-

ðàçèé è ìíîãîîáðàçèé Ôðåøå ñì. òàêæå [11, 41, 55, 83, 99,
123].

Çàìå÷àíèå 4.3. Ïóñòü A,B � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ,
X ⊂ C∞(A,B) � ïîäìíîæåñòâî ñ èíäóöèðîâàííîé C∞

S -
òîïîëîãèåé, Y � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, F : X → Y
è G : Y → X � îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà íåïðåðûâíîñòü F
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî U ⊂ Y åãî ïðîîáðàç
F−1(U) îòêðûò â êàêîé-íèáóäü Cr

S-òîïîëîãèè (0 ≤ r < ∞)
íà C∞(A,B).
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Àíàëîãè÷íî, íåïðåðûâíîñòü G îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ C∞(A, B), îòêðûòîãî â êàêîé-
íèáóäü Cr

S-òîïîëîãèè (0 ≤ r < ∞) íà C∞(A,B), ìíîæåñòâî
G−1(X ∩ U) îòêðûòî â Y .

4.1.3. Cr
S-òîïîëîãèè Óèòíè äëÿ ïðîñòðàíñòâ îòî-

áðàæåíèé íåêîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü M �
íåêîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà �åñòåñòâåííîé� òîïîëî-
ãèåé íà Cr(M,N) îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ ñèëüíàÿ Cr

S � îíà
ïîçâîëÿåò ëó÷øå îòñëåæèâàòü ïîâåäåíèå îòîáðàæåíèé �íà
áåñêîíå÷íîñòè�. Â ÷àñòíîñòè, èìåííî â Cr

S-òîïîëîãèÿõ äëÿ
r = 1, . . . ,∞, ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ Dr(M) ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì Cr(M, M), à îòîáðàæåíèå êîì-
ïîçèöèè
k : Cr(M,N)× Cr(N, P ) → Cr(M, P ), k(f, g) = g ◦ f

� íåïðåðûâíî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî

ñèëüíûå Cr
S-òîïîëîãèè íà Cr(M, N) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî

ïàòîëîãè÷íûìè. Ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèè äèôôåîìîðôèç-
ìîâ íåêîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , ÷àñòî îãðàíè÷èâàþò-
ñÿ ðàññìîòðåíèåì ãðóïï Dc(M) äèôôåîìîðôèçìîâ ñ êîì-
ïàêòíûì íîñèòåëåì, çàäàâàÿ íà íèõ ñèëüíóþ òîïîëîãèþ.
Êðîìå ýòîãî, ïîä êîìïîíåíòîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè îòîá-
ðàæåíèÿ h ∈ Cr(M, N) â ñèëüíîé Cr

S-òîïîëîãèè, îáû÷íî
ïîíèìàþò ìíîæåñòâî èçîìîðôèçìîâ, èçîòîïíûõ h.

Ëåììà 4.4 (ñì. [11, 165]). Ïóñòü M, N � ìíîãîîáðà-
çèÿ, ïðè÷åì M � íåêîìïàêòíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé {fn} ⊂ Cr(M, N) ñõî-
äèòñÿ â Cr

S-òîïîëîãèè ê îòîáðàæåíèþ f . Òîãäà âñå fn ñîâ-
ïàäàþò ìåæäó ñîáîé âíå íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ìíî-
æåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü ñëó÷àé N = R, ò.å. êîãäà êàæäîå fn ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-
åé M → R. Èç íåãî î÷åâèäíî âûòåêàåò ñëó÷àé N = Rk, à
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îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû âëîæèì N â íåêîòîðîå
Rk.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn : M → R
ñõîäèòñÿ ê f , íî óòâåðæäåíèå ëåììû íå âåðíî. Òîãäà íàé-
äåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fni

} è ëîêàëüíî êîíå÷íîå
ñåìåéñòâî2 Ki ⊂ M ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòîâ
òàêèõ, ÷òî |fni

− f | > 1
2i íà Ki. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ δ : M → (0,∞), ÷òî
δ < 1

2i íà Ki. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî fni
íå ïðèíàäëåæèò

îêðåñòíîñòè N δ
S,r(f) ôóíêöèè f â ñèëüíîé Cr

S-òîïîëîãèè,
(ñì. ôîðìóëó (4.26)), ò.å. fn íå ñõîäèòñÿ ê f . ¤

Ñëåäñòâèå 4.5. Åñëè M � íåêîìïàêòíî, òî îïåðàöèÿ
óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû â Cr(M,R) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé.

4.1.4. Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü A, B, A′ è B′

� ìíîãîîáðàçèÿ, X ⊂ C∞(A,B) � ïîäìíîæåñòâî è

F : X → C∞(A′, B′)

� îòîáðàæåíèå. Ïóñòü êàæäûé èç ñèìâîëîâ T è T ′ îáîçíà-
÷àåò ëèáî �W �, ëèáî �S�, è r, r′ = 0, 1, . . . ,∞.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X � Cr
T -îòêðûòî (Cr

T�çàìêíóòî),
åñëè ýòî ìíîæåñòâî îòêðûòî (çàìêíóòî) â Cr

T -òîïîëîãèè
C∞(A,B). Íàçîâåì îòîáðàæåíèå F � C r,r′

T,T ′-íåïðåðûâíûì,
(C r,r′

T,T ′-ãîìåîìîðôèçìîì, C r,r′
T,T ′-âëîæåíèåì), åñëè îíî ñòà-

íîâèòñÿ íåïðåðûâíûì (ãîìåîìîðôèçìîì, èëè âëîæåíèåì)

2 Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Ki ⊂ M íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-êîíå÷íûì,
åñëè ó êàæäîé òî÷êè x ∈ M íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü ïåðåñåêàþùàÿ-
ñÿ òîëüêî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýòèõ ìíîæåñòâ. Ëîêàëüíî êîíå÷íûå
ñåìåéñòâà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ñóùåñòâóþò òîëüêî íà íåêîìïàêò-
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.
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êàê òîëüêî ìû íàäåëèì C∞(A,B) è C∞(A′, B′) ñîîòâåò-
ñòâåííî òîïîëîãèÿìè C r

T è C r′
T ′ . Äëÿ ïðîñòîòû âìåñòî ñèì-

âîëà C r,r
T,T áóäåì èñïîëüçîâàòü Cr

T . Òèïè÷íûå ïðèìåðû C r
T -

íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â [11,
133].

4.2. Îïðåäåëåíèÿ
Ïóñòü M � m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Dr(M), r = 1, . . . ,∞, H(M) è PL(M) � åãî ãðóïïû Cr-
äèôôåîìîðôèçìîâ, ãîìåîìîðôèçìîâ è PL-ãîìåîìîðôèç-
ìîâ ñîîòâåòñòâåííî (åñëè êîíå÷íî îíè îïðåäåëåíû). Â ñëó-
÷àå, êîãäà íåâàæíî î êàêîé èç ãðóïï èäåò ðå÷ü, ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñèìâîë Iso(M) è íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå
îòîáðàæåíèÿ èçîìîðôçèìàìè.

Äëÿ ïîäìíîæåñòâà X ⊂ M îáîçíà÷èì ÷åðåç Iso(M,X)
ãðóïïó èçîìîðôèçìîâ, íåïîäâèæíûõ íà X. Òîãäà

Iso(M,∅) = Iso(M).

Åñëè M îðèåíòèðóåìî, òî Iso+(M) áóäåò îáîçíà÷àòü ãðóï-
ïó èçîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ M .

Ìû íàäåëÿåì Dr(M, X) òîïîëîãèÿìè Cr
S, à H(M, X) è

PL(M, X) � ñîîòâåòñòâóþùèìè òîïîëîãèÿìè C0
S. Íàïîì-

íèì, ÷òî äëÿ êîìïàêòíîãî M òîïîëîãèÿ C0
S íà C0(M, M)

ñîâïàäàåò ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé.
Ïóñêàé Iso0(M, X) � ïîäãðóïïà â Iso(M, X), ñîñòîÿ-

ùàÿ èç âñåõ èçîìîðôèçìîâ èçîòîïíûõ idM â ïðîñòðàíñòâå
Iso(M, X). Åñëè M êîìïàêòíî, òî Iso0(M) ÿâëÿåòñÿ êîìïî-
íåíòîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ
idM . Äëÿ íåêîìïàêòíîãî M ýòî íå òàê, ñì. 4.3.1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Iso0(M) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì
äåëèòåëåì â Iso(M), à ôàêòîð-ãðóïïà Iso(M)/Iso0(M) �
äèñêðåòíà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

M(M) = Iso(M)/Iso0(M),

M+(M) = Iso+(M)/Iso0(M).

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ



210 Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé

Ãðóïïó M(M) íàçûâàþò ãðóïïîé êëàññîâ îòîáðàæåíèé
M . Åñëè åñëè M îáëàäàåò èçìåíÿþùèì îðèåíòàöèþ èçî-
ìîðôèçìîì, òî M+(M) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
âM(M) èíäåêñà 2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àåM+(M) ñîâïàäàåò
ñ M(M).

Îòìåòèì, ÷òî D(M)/D0(M) ÷àñòî íàçûâàþò ãðóïïîé
äèôôåîòîïèé, à H(M)/H0(M) � ãðóïïîé ãîìåîòîïèé M .

Ïóñòü Isoc(M) � ïîäãðóïïà â Iso(M), ñîñòîÿùàÿ èç èçî-
ìîðôèçìîâ, èìåþùèõ êîìïàêòíûé íîñèòåëü, è èçîòîïíûõ
idM ïðè ïîìîùè èçîòîïèè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Òî-
ãäà Isoc(M) ⊂ Iso0(M), ïðè÷åì äëÿ êîìïàêòíîãî M ýòè
ãðóïïû ñîâïàäàþò.

4.3. Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ
Òåîðåìà 4.6. Ãðóïïà Dr(M), r = 1, . . . ,∞, ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â Cr(M, M).

Ýòîò ðåçóëüòàò ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îò-
êðûòîñòè ãðóïïû GLn(R) â ïðîñòðàíñòâå âñåõ (n × n)-
ìàòðèö, ñì. íàïð. [109].

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì,
÷òî X íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíûì îêðåñòíîñòíûì ðåòðàê-
òîì (ANR), ñîîòâ. àáñîëþòíûì ðåòðàêòîì (AR), åñëè
äëÿ êàæäîãî âëîæåíèÿ f : X → Y â êà÷åñòâå çàìêíóòîãî
ïîäìíîæåñòâà â ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî Y îáðàç f(X) ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì íåêîòîðîé ñâîåé
îòêðûòîé îêðåñòíîñòè, ñîîòâ. ðåòðàêòîì âñåãî ïðîñòðàí-
ñòâà Y .

Òåîðåìà 4.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M êîìïàêòíî. Òî-
ãäà ãðóïïà Dr(M) ïðè 1 ≤ r < ∞ îáëàäàåò ñòðóêòóðîé
áàíàõîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ, à ãðóïïà D∞(M) � ñòðóêòó-
ðîé ðó÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ôðåøå [99, ñ. 85]. Â ÷àñòíîñòè,
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Dr(M) äëÿ âñåõ 1 ≤ r ≤ ∞ ÿâëÿåòñÿ ANR è èìååò ãîìî-
òîïè÷åñêèé òèï êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà, ñì. íàïð. [152].

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ìåòðèçîâàí-
íîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, âîçìîæíî íåêîìïàêò-
íîå è ñ êðàåì. Òîãäà ãðóïïà H(M) åãî ãîìåîìîðôèçìîâ
ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìà â ñëàáîé è ñèëüíîé C0-òîïîëîãèÿõ,
à òàêæå â ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèè.

Ýòî óòâåðæäåíèå, âî âñåé îáùíîñòè, áûëî ïîëó÷åíî
À. Â. ×åðíàâñêèì [38] (1968). Íàïîìíèì, ÷òî, ãîâîðÿ î ëè-
íåéíîé ñâÿçíîñòè â ñèëüíîé òîïîëîãèè, ìû èìååì â âèäó
ñâÿçíîñòü â ñìûñëå èçîòîïèè, à íå â ñìûñëå ñóùåñòâîâàíèÿ
íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà I → H(M). Ïîýòîìó
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèäàòü òî÷íûé ñìûñë ôîðìóëèðîâêå òåî-
ðåìû, ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî èçîòîïèþ ìîæíî ðàñìàòðèâàòü êàê òà-
êîé ãîìåîìîðôèçì

H : M × [0, 1] → M × [0, 1],

÷òî H(M × {t}) = M × {t} äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]. Ïóñòü T (M)
ïîäãðóïïà â ãðóïïå H(M × [0, 1]), ñîñòîÿùàÿ èç èçîòîïèé.
Ïîä ëîêàëüíîé ñòÿãèâàåìîñòüþ ãðóïïû H(M) áóäåì ïî-
íèìàòü ñëåäóþùåå: äëÿ êàæäîé òî÷êè f ∈ H(M) íàéäåò-
ñÿ òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü Uf ⊂ H(M) è òàêîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå

Γ : Uf → T (M) ⊂ H(M × [0, 1]),

÷òî Γ(h)0 = h è Γ(h)1 = idM äëÿ âñåõ h ∈ Uf .
Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ãðóïï èçîìîðôèçìîâ ìíî-

ãîîáðàçèé èçó÷àëàñü ìíîãîìè àâòîðàìè.
Îñíîâîïîëàãàþùåé, â ýòîì íàïðàâëåíèè, ïî-âèäèìîìó,

áûëà ñòàòüÿ J. W. Alexander [45] (1923), îñíîâàííàÿ íà ðà-
áîòàõ H. Tietze [178] (1914) è O. Veblen [182] (1917). Â íåé
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äîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé ãîìåîìîðôèçì h : Dn → Dn, íåïî-
äâèæíûé íà ãðàíèöå ∂Dn = Sn−1, èçîòîïåí òîæäåñòâåí-
íîìó. Ïîñòðîåííàÿ èçîòîïèÿ ìåæäó h è idDn áûëà â íåêî-
òîðîì ñìûñëå �êàíîíè÷åñêîé�. Íà ñîâðåìåííîì ÿçûêå ýòî
ôàêòè÷åñêè îçíà÷àëî ñòÿãèâàåìîñòü ãðóïïû H(Dn, Sn−1).
Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îêàçàëñÿ î÷åíü âàæíûì è â äàëü-
íåéøåì ïîëó÷èë íàçâàíèå òðþê Àëåêñàíäåðà.

Òîëüêî ÷åðåç ÷åòâåðòü ñòîëåòèÿ, ïîñëå òîãî, êàê áûëè
ñòðîãî ñôîðìóëèðîâàíû îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèé íà ïðî-
ñòðàíñòâàõ îòîáðàæåíèé, èçó÷åíèå ãðóïï èçîìîðôèçìîâ
ìíîãîîáðàçèé ïîëó÷èëî íîâîå ðàçâèòèå.

M. K. Fort [145] (1950) äîêàçàë, ÷òî ãðóïïà H(R2) ëî-
êàëüíî-ëèíåéíî-ñâÿçíà. E. E. Floyd è M. K. Fort [88] (1953)
ïîêàçàëè, ÷òî ãðóïïà H(S2) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñâÿçíîé.
M. Hamstrom è E. Dyer [102] (1958) óñòàíîâèëè, ÷òî ãðóï-
ïà ãîìåîìîðôèçìîâ ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè ëîêàëüíî
ñòÿãèâàåìà.

J. M. Kister [111] (1959) èñïîëüçîâàë òðþê Àëåêñàíäå-
ðà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî ôàêòà: åñëè h ∈ H(Rn)
è íîðìà ‖h(x) − x‖ < C ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, òî h
èçîòîïåí idRn . Îòñþäà âûòåêàåò ëîêàëüíàÿ ñòÿãèâàåìîñòü
H(Rn) â ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèè.

M. Brown [70] (1967) óòî÷íèë ñâÿçü ìåæäó ìåòîäàìè
Êèñòåðà è Àëåêñàíäåðà, äîêàçàâ, ÷òî óñëîâèå

‖h(x)− x‖ < C

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî h = φ−1 ◦ g ◦ φ, ãäå φ : Rn → Int Dn

� �ðàäèàëüíûé ãîìåîìîðôèçì�, ò.å. φ(x)/‖φ(x)‖ = x/‖x‖,
à g : Dn → Dn � ãîìåîìîðôèçì, íåïîäâèæíûé íà êðàå
Sn−1.

D. E. Sanderson [160] (1959) óñòàíîâèë, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî EPL(M2, N3) PL-âëîæåíèé 2-ìíîãîîáðàçèÿ M2 â 3-
ìíîãîîáðàçèå N3 ëîêàëüíî ñâÿçíî, è çàòåì â [161] (1960)
ïîëó÷èë ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ñîäåðæàùèìñÿ â ðàáî-
òàõ [145] è [88] íî óæå äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ: ãðóïïà
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H(R3) ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà â êîìïàêòíî îòêðûòîé òî-
ïîëîãèè è èìååò 2 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, à H(S3) � ðàâ-
íîìåðíî ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíà.

G. Fisher [87] (1960) ïîêàçàë, ÷òî äëÿ êîìïàêòíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè≤ 3, êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðóïïû
H(M) ñîâïàäàþò ñ åå êîìïîíåíòàìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.
Êðîìå òîãî, òîæäåñòâåííàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè îòêðû-
òà â H(M) è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãðóïïîé. Íåçàâèñèìî îò
íåãî, â òîì æå íîìåðå æóðíàëà J. Kister [112] (1960) óñòà-
íîâèë ëîêàëüíóþ ñâÿçíîñòü ãðóïû H(M3) äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M3.

Íàêîíåö, À. Â. ×åðíàâñêèé [38] (1968) äîêàçàë, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ìåòðèçóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ãðóïïà H(M) ëî-
êàëüíîé ñòÿãèâàåìà â êàæäîé èç ñëåäóþùèõ òîïîëîãèé �
ñëàáîé, ðàâíîìåðíîé (â ñìûñëå ìåòðèêè) è ñèëüíîé.

Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î òîì, âåðíî ëè, ÷òî êàæäûé ãî-
ìåîìîðôèçì h ∈ H(M) èìååò ñêîëü óãîäíî ìàëûå ñòÿãè-
âàåìûå îêðåñòíîñòè, ïî-âèäèìîìó, äî êîíöà íåðàçðåøåí,
ñì. W. E. Haver [107] (1981).

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ ïîâåðõíîñòü,
âîçìîæíî íåêîìïàêòíàÿ è ñ íåïóñòûì êðàåì. Òîãäà ãðóï-
ïà H(M,∂M) ãîìåîìîðôèçìîâ, íåïîäâèæíûõ íà êðàå, ÿâ-
ëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì l2-ìíîãîîáðàçèåì.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â öåëîì ðÿäå ðàáîò ðàçíûìè
àâòîðàìè.

W. K. Mason [131] (1971) äîêàçàë, ÷òî H(D2, ∂D2) ÿâ-
ëÿåòñÿ àáñîëþòíûì ðåòðàêòîì.

Äàëåå R. Luke è W. K. Mason [128] (1972) óñòàíîâèëè,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè M ãðóïïà
H(M, ∂M) ÿâëÿåòñÿ ANR-ïðîñòðàíñòâîì.

T. Dobrowolski è H. Toru�nczyk [79] (1981) ïîêàçàëè, ÷òî
åñëè ïîëíîå ìåòðèçóåìîå ñåïàðàáåëüíîå ANR-ïðîñòðàíñò-
âî äîïóñêàåò ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû, òî îíî
ÿâëÿåòñÿ ëèáî ãðóïïîé Ëè, ëèáî l2-ìíîãîîáðàçèåì. Òàê
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êàê äëÿ ïîâåðõíîñòè M ãðóïïà H(M,∂M) ÿâëÿåòñÿ ANR-
ïðîñòðàíñòâîì, òî ïî ýòîé òåîðåìå îíà òàêæå áóäåò l2-
ìíîãîîáðàçèåì. Íàêîíåö, T. Yagasaki [188] (2000) ïîêàçàë,
÷òî H(M, ∂M) ÿâëÿåòñÿ ANR-ïðîñòðàíñòâîì è äëÿ íåêîì-
ïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé.

4.3.1. Îñîáåííîñòè ñèëüíûõ òîïîëîãèé. Ëîêàëü-
íàÿ ñòðóêòóðà ãðóïïû ãîìåîìîðôèçìîâ H(M) íåêîìïàêò-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ M äîñòàòî÷íî ïàòîëîãè÷íà.

Íàïðèìåð, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôèçìîâ
M ñõîäèòñÿ â ñèëüíîé òîïîëîãèè, òî âñå ýòè ãîìåîìîðôèç-
ìû ñîâïàäàþò âíå íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà, ñì.
ëåììó 4.4.

Îòìåòèì åùå, ÷òî S. Seidman è J. Childress [165] (1974)
äîêàçàëè, ÷òî Hc(Rn) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé êîìïîíåí-
òîé ñâÿçíîñòè ãðóïïû H(Rn) â ñèëüíîé C0-òîïîëîãèè. Ïðè
ýòîì ïîäãðóïïà Hc(Rn) íèãäå íå ïëîòíà â H(Rn) è íå óäî-
âëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè (íàëè÷èå ñ÷åòíîé áà-
çû â êàæäîé òî÷êå). Ñàìî ïðîñòðàíñòâî H(Rn) íå óäîâëå-
òâîðÿåò ñâîéñòâó Ôðåøå3, îíî íå ìåòðèçóåìî è íå èìååò
îòêðûòûõ ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ. Êðîìå òîãî, ïðè n 6= 4
ïðîñòðàíñòâî H(Rn) íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì.

4.4. Ãðóïïû èçîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé
Ïóñêàé M � ïîâåðõíîñòü è γ ⊂ Int M � ïðîñòàÿ (ò.å.

áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé) çàìêíóòàÿ êðèâàÿ. Òîãäà åå ðåãóëÿð-
íàÿ îêðåñòíîñòü ãîìåîìîðôíà ëèáî öèëèíäðó S1× [−1, 1],
ëèáî ëèñòó Ì¼áèóñà. Â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
γ � äâóñòîðîííÿÿ, à âî âòîðîì ñëó÷àå � îäíîñòîðîííÿÿ
êðèâàÿ. Îäíîñòîðîííèå êðèâûå èìåþòñÿ òîëüêî íà íåîðè-
åíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ.

3 Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Ôðå-
øå, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X è ëþáîé ïðåäåëüíîé òî÷êè
x ìíîæåñòâà A íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â A, ñõîäÿùàÿñÿ
ê x.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè òèïà ãîìåîìîðôèçìîâ ïî-
âåðõíîñòåé.

4.4.1. Ñêðó÷èâàíèå Äýíà. Ïóñòü γ � äâóñòîðîííÿÿ
ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, U ⊂ M � åå îêðåñòíîñòü è
φ : S1 × [0, 1] → U � òàêîé ãîìåîìîðôèçì, ÷òî

φ(S1 × 0) = γ.

Ðàññìàòðèâàÿ S1 êàê åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü â êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè, îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì

t : S1 × [0, 1] → S1 × [0, 1]

ïî ôîðìóëå
t(z, t) = (ze2πit, t).

Îí íåïîäâèæåí íà S1 × {0, 1}, è ïîýòîìó èíäóöèðóåò ñëå-
äóþùèé ãîìåîìîðôèçì tγ : M → M , íåïîäâèæíûé âíå
U :

tγ(x) =

{
φ ◦ t(z, t), x = φ(z, t) ∈ U,

x, x ∈ M \ U.

Ãîìåîìîðôèçì tγ íàçûâàåòñÿ ñêðó÷èâàíèåì Äåíà âäîëü
γ. Íàãëÿäíî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ðàçðåæåì M âäîëü γ, ïðîâåðíåì îäíó èç îáðàçîâàâøèõñÿ
êîìïîíåíò êðàÿ íà 2π è ñêëåèì ýòè êîìïîíåíòû îáðàòíî,
ñì. Ðèñ. 4.1a).

a) b)

Ðèñ. 4.1
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4.4.2. Ñêîëüæåíèå êîìïîíåíòû êðàÿ. Ïóñòü L �
ëèñò Ì¼áèóñà, C = ∂L, D ⊂ Int L � çàìêíóòûé äâóìåð-
íûé äèñê è C ′ = ∂D. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîòî-
ïèÿ bt : L → L, íåïîäâèæíàÿ íà C è �ïðîãîíÿþùàÿ� D
âäîëü ñðåäíåé ëèíèè L òàê, ÷òî b1(D) = D, ïðè÷åì b1 ìå-
íÿåò îðèåíòàöèþ D. Òîãäà b1 èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì
ïîâåðõíîñòè L′ = L \ Int D íà ñåáÿ, íåïîäâèæíûé íà C è
ìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ C ′, ñì. Ðèñ. 4.1b).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü L′ âëîæåíà â M òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî C ′ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êîìïîíåíòîé êðàÿ
∂M , à C ⊂ Int M . Òîãäà ãîìåîìîðôèçì b1 èíäóöèðóåò
íåêîòîðûé ãîìåîìîðôèçì b : M → M , íåïîäâèæíûé âíå
L′ è ìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ C ′. Îí íàçûâàåòñÿ ñêîëüæå-
íèåì êîìïîíåíòû êðàÿ C ′.

4.4.3. Y -ãîìåîìîðôèçì. Ïóñòü L1 åùå îäèí ëèñò
Ì¼áèóñà. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

y : L1 → L1,

ìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ êðàÿ C1 = ∂L1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ìû òîëüêî ÷òî îïðåäåëèëè ãîìåîìîðôèçì b1 ëèñòà Ì¼áè-
óñà L′ ñ îäíîé äûðêîé, ìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãðàíèöû C ′

ýòîé äûðêè, ñì. Ðèñ. 4.1b). Çàêëåèì C ′ ëèñòîì Ì¼áèóñà
L1 ñ ïîìîùüþ êàêîãî-íèáóäü ãîìåîìîðôèçìó h : C1 → C ′

è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ïîâåðõíîñòü ÷åðåç K. Î÷åâèä-
íî, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ áóòûëêîé Êëåéíà ñ îäíîé äûðêîé.
Òàê êàê îãðàíè÷åíèÿ y|C1 è b1|C′ ìåíÿþò îðèåíòàöèè, òî
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ñîãëàñîâàíû îòíîñèòåëüíî h, ò.å.
h ◦ y = b1 ◦ h : C1 → C ′, à çíà÷èò, èíäóöèðóþò íåêîòîðûé
ãîìåîìîðôèçì ν : Y → Y , íåïîäâèæíûé íà êðàå ∂Y . Ýòîò
ãîìåîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ Y -ãîìåîìîðôèçìîì.

4.4.4. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ. Ñêðó÷èâàíèÿ Äýíà îïðå-
äåëåíû â ðàáîòå M. Dehn [77] (1938). Òàì æå ïîêàçàíî,
÷òî ñêðó÷èâàíèÿ ïîðîæäàþò ãðóïïó êëàññîâ îòîáðàæåíèé
M+(M) çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè M .
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Y -ãîìåîìîðôèçìû íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè îïðå-
äåëåíû â ðàáîòå W. B. R. Lickorish [124] (1939). Îí òàêæå
äîêàçàë, ÷òî ãðóïïà ãîìåîòîïèé çàìêíóòîé íåîðèåíòèðó-
åìîé ïîâåðõíîñòè ïîðîæäàåòñÿ ñêðó÷èâàíèÿìè Äåíà è Y -
ãîìåîìîðôèçìàìè, ïðè÷åì îäíèõ ñêðó÷èâàíèé Äåíà íåäî-
ñòàòî÷íî. Çàòåì â [125] (1964) W. B. R. Lickorish íàøåë êî-
íå÷íîå ÷èñëî ñêðó÷èâàíèé Äåíà, ïîðîæäàþùèõ âñþ ãðóï-
ïó ãîìåîòîïèé çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè4,
à â [126] (1965) ïîêàçàë, ÷òî äëÿ çàìêíóòîé íåîðèåíòè-
ðóåìîé ïîâåðõíîñòè M ïîäãðóïïà â M(M), ïîðîæäåííàÿ
ñêðó÷èâàíèÿìè Äýíà, èìååò èíäåêñ 2.

D. R. J. Chillingworth [73] (1969) íàøåë êîíå÷íîå ÷èñëî
îáðàçóþùèõ ãðóïïû M(M) äëÿ çàìêíóòîé íåîðèåíòèðóå-
ìîé ïîâåðõíîñòè.

Çàòåì J. S. Birman è D. R. J. Chillingworth [64] (1972)
óñòàíîâèëè ñâÿçü ìåæäó ãðóïïàìè ãîìåîòîïèé çàìêíóòîé
íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè è åå äâóëèñòíîãî îðèåíòè-
ðóåìîãî íàêðûòèÿ5.

Âìåñòî ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì M ÷àñòî óäîáíî ðàññìàò-
ðèâàòü çàìêíóòóþ �ïóíêòèðîâàííóþ� ïîâåðõíîñòü M̂ , ò.å.
ïîâåðõíîñòü ñ âûäåëåííûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì òî÷åê
Q, ñì. 4.4.7. J. Birman [62] (1969) íàøëà îáðàçóþùèå ãðóï-
ïû ãîìåîòîïèé M(M̂, Q) äëÿ çàìêíóòîé ïóíêòèðîâàííîé
ïîâåðõíîñòè è óñòàíîâèëà ãëóáîêóþ ñâÿçü ýòîé ãðóïïû ñ
ãðóïïîé êîñ [63] (1969).

Îáðàçóþùèå ãðóïïûM(M̂,Q) äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîé
ïîâåðõíîñòè áûëè âûïèñàíû M. Korkmaz [117] (2002).

Ýòè ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðîâàíû íèæå â òåîðåìàõ 4.10
è 4.11.

4.4.5. Îáðàçóþùèå ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé
êîìïàêòíûõ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïóñêàé

4ñì. òàêæå Erratum [127] (1966)
5ñì. òàêæå Erratum [65] (2004)
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M � îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g, èìåþùàÿ n êîì-
ïîíåíò êðàÿ V1, . . . , Vn, ñì. Ðèñ. 4.2a), ãäå êîìïîíåíòû ñâÿç-
íîñòè ãðàíèöû îáîçíà÷åíû æèðíûìè òî÷êàìè. Òîãäà M
ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ñóììîé g òîðîâ è ñôåðû ñ n äûðàìè.

(1) Ïóñòü O � îáðàùàþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì
M .

(2) Ïóñòü αi, βi, γi, δi è εi � ïðîñòûå çàìêíóòûå êðè-
âûå, èçîáðàæåííûå íà Ðèñ. 4.2a). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè
êðèâûå îáðàçóþò êîíôèãóðàöèþ C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç tαi

,
tβi

, tγi
, tδj

è tεi
ñîîòâåòñòâóþùèå ñêðó÷èâàíèÿ Äýíà.

(3) Äëÿ êàæäîé ïàðû i < j = 1, . . . , n ïóñòü σij � ïðî-
ñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ðàçáèâàþùàÿ M íà äâå êîìïîíåí-
òû òàê, ÷òî îäíà èç ýòèõ êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé S ñ
òðåìÿ äûðêàìè, à ãðàíèöû ýòèõ äûð � ýòî σij è êîìïî-
íåíòû Vi è Vj êðàÿ ∂M , ñì. Ðèñ. 4.2b). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
bij äèôôåîìîðôèçì M , íåïîäâèæíûé âíå S, ïåðåñòàâëÿ-
þùèé Vi è Vj è òàêîé, ÷òî b2

ij èçîòîïåí ñêðó÷èâàíèþ Äýíà
tσij

âäîëü σij.

Òåîðåìà 4.10. Ãðóïïà M(M) = Iso(M)/Iso0(M) êëàñ-
ñîâ îòîáðàæåíèé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ïîðîæäà-
åòñÿ êëàññàìè èçîòîïèé ñëåäóþùèõ èçîìîðôèçìîâ:

(i) {O, bij : i, j = 1, . . . , n} ïðè g = 0;
(ii) {tl, O, bij : l ∈ C, i, j = 1, . . . , n} ïðè g ≥ 1.

a) b)

Ðèñ. 4.2. Êîíôèãóðàöèÿ C. Îðèåíòèðóåìûé ñëó÷àé.
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4.4.6. Îáðàçóþùèå ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé
êîìïàêòíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïóñòü
òåïåðü M � íåîðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g, èìåþ-
ùàÿ n êîìïîíåíò êðàÿ V1, . . . , Vn, ò.å. M ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé
ñóììîé g ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé è ñôåðû ñ n äûðàìè.
Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî M ïîëó÷àåòñÿ âûáðàñûâàíè-
åì èç îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè îäíîãî (ïðè íå÷åòíîì
g = 2r + 1) èëè äâóõ (ïðè ÷åòíîì g = 2r) äèñêîâ è îòîæ-
äåñòâëåíèåì ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê ãðàíèö êàæäîãî èç
íèõ, ñì. Ðèñ. 4.3.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ÷åòûðå òèïà äèôôåîìîðôèç-
ìîâ M :

(1) Ïóñòü y � Y -ãîìåîìîðôèçì M . Åñëè ðîä g ≥ 3, òî
áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî y2 ÿâëÿåòñÿ ñêðó-
÷èâàíèåì Äýíà âäîëü äâóñòîðîííåé ðàçáèâàþùåé êðèâîé,
îáå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íåîðèåí-
òèðîâàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè.

(2-3) Êàê è â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå, îïðåäåëèì êîí-
ôèãóðàöèþ C, ñîñòîÿùóþ èç ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ
αi, βi, γi, δi, εi è, èçîáðàæåííûõ íà Ðèñ. 4.3, êðèâûõ σij.
Òîãäà îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñêðó÷èâàíèÿ Äýíà è
ãîìåîìîðôèçìû bij.

(4) Îáîçíà÷èì ÷åðåç νi ñêîëüæåíèå êîìïîíåíòû êðàÿ
Vi âäîëü ïåòëè µ, åñëè ðîä g ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì, è âäîëü
ïåòëè µ1, åñëè ðîä g � ÷åòíûé, ñì. Ðèñ. 4.4. Â ñëó÷àå ÷åò-
íîñòè ðîäà g îáîçíà÷èì ÷åðåç ωi ñêîëüæåíèå êîìïîíåíòû
êðàÿ Vi âäîëü ïåòëè µ2.

Òåîðåìà 4.11. Ãðóïïà M(M) = Iso(M)/Iso0(M) êëàñ-
ñîâ îòîáðàæåíèé íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ïîðîæ-
äàåòñÿ êëàññàìè èçîòîïèé ñëåäóþùèõ èçîìîðôèçìîâ:

(i) {νk, bij : i, j, k = 1, . . . , n, i < j}, åñëè g = 1;
(ii) {tβ0 , y, νk, bij : i, j, k = 1, . . . , n, i < j}, åñëè g = 2;
(iii) {tl, y, νk, bij : l ∈ C, i, j, k = 1, . . . , n, i < j}, åñëè

g ≥ 3 è ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì;
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(iv) {tl, y, νk, ωk, bij : l ∈ C, i, j, k = 1, . . . , n, i < j}, åñëè
ðîä g ≥ 4 è ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì.

Ðèñ. 4.3. Êîíôèãóðàöèÿ C äëÿ g = 2r + 1 è
g = 2r + 2. Íåîðèåíòèðóåìûé ñëó÷àé.

Ðèñ. 4.4. Ñêîëüæåíèÿ êîìïîíåíò êðàÿ äëÿ
g = 2r + 1 è g = 2r + 2.

4.4.7. Äèôôåîìîðôèçìû ïîâåðõíîñòåé ñ êðàåì.
Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü, èìåþùàÿ n êîìïî-
íåíò êðàÿ V1, . . . , Vn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iso∗(M,∂M) ãðóïïó
èçîìîðôèçìîâ M , êîòîðûå îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíîé êàæ-
äóþ êîìïîíåíòó êðàÿ ñ ñîõðàíåíèåì åå îðèåíòàöèè, à ÷å-
ðåç Iso(M,∂M) � ãðóïïó èçîìîðôèçìîâ, íåïîäâèæíûõ íà
∂M . Î÷åâèäíî, ÷òî Iso(M,∂M) � íîðìàëüíûé äåëèòåëü â
Iso∗(M,∂M).
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Îòìåòèì, ÷òî ôàêòîð ãðóïïà
M∗(M) = Iso∗(M, ∂M)/Iso∗0(M,∂M)

ñîñòîèò èç êëàññîâ èçîòîïèè èçîìîðôèçìîâ M , îñòàâëÿþ-
ùèõ èíâàðèàíòíîé êàæäóþ êîìïîíåíòó êðàÿ Vi, à ãðóïïà

M(M) = Iso(M, ∂M)/Iso0(M,∂M)

� èç êëàññîâ èçîòîïèè èçîìîðôèçìîâ M , íåïîäâèæíûõ íà
∂M .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âëîæåíèå
Iso(M,∂M) ⊂ Iso∗(M,∂M)

èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì w : M(M) → M∗(M) ÿâëÿþ-
ùèéñÿ ýïèìîðôèçìîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäûé èçîìîð-
ôèçì h ∈ Iso∗(M,∂M) èçîòîïåí èçîìîðôèçìó, íåïîäâèæ-
íîìó íà ∂M . Îáîçíà÷èì ÿäðî ker w ÷åðåç K(M). Ôàêòè-
÷åñêè èç òåîðåì 4.10 è 4.11 âûòåêàåò, ÷òî ÿäðî K(M) ïî-
ðîæäàåòñÿ ñêðó÷èâàíèÿìè âäîëü êîìïîíåíò êðàÿ Vi. Ïî-
ñêîëüêó ýòè ñêðó÷èâàíèÿ êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì è
ñ îáðàçóþùèìè ãðóïï M(M), òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.12. M(M) ≈ K(M) ×M∗(M). Ïðè ýòîì
K(D2) = 0, K(S1 × [0, 1]) = Z è K(M) = Zn äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Äëÿ äâóìåðíîé ñôåðû ñ n äûðàìè ýòà òåîðåìà äîêàçà-
íà D. Sprows [170] (1980), ñì. òàêæå [22].

4.4.8. Êëàññû îòîáðàæåíèé ïóíêòèðîâàííîé ïî-
âåðõíîñòè. Ñòÿíåì êàæäóþ êîìïîíåíòó Vi ïîâåðõíîñòè
M â òî÷êó qi è îáîçíà÷èì ÷åðåç M̂ ïîëó÷åííóþ çàìêíóòóþ
ïîâåðõíîñòü ñ âûäåëåííûì ìíîæåñòâîì Q = {q1, . . . , qn}
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ïóñòü Iso(M̂,Q) � ãðóïïà èçî-
ìîðôèçìîâ M , îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíîé êàæäóþ òî÷êó
qi ∈ Q è

M(M̂,Q) = Iso(M̂, Q)/Iso0(M̂,Q)
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� ãðóïïà êëàññîâ èçîòîïèè èçîìîðôèçìîâ M , îñòàâëÿþ-
ùèõ Q ïîòî÷å÷íî-íåïîäâèæíûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé h ∈ Iso∗(M,∂M) èíäóöèðóåò
íåêîòîðûé èçîìîðôèçì ĥ ∈ Iso(M̂, Q). Ïðè ýòîì ñîîòâåò-
ñòâèå h 7→ ĥ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì

Iso∗(M, ∂M) → Iso(M̂, Q),

êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì

M∗(M) →M(M̂, Q)

ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 4.13. Ãîìîìîðôèçì M∗(M) →M(M̂, Q) ÿâ-
ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

D. Sprows [169] (1975) óñòàíîâèë ýòîò ôàêò äëÿ êîì-
ïàêòíîé ïîâåðõíîñòè M , à çàòåì R. Tondra [179] (1979) äî-
êàçàë ýòî äëÿ ïðîèçâîëüíîé (âîçìîæíî íåêîìïàêòíîé) ïî-
âåðõíîñòè M , êðàé êîòîðîé ñîñòîèò òîëüêî èç (âîçìîæíî
ñ÷åòíîãî ÷èñëà) îêðóæíîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå Q ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî-êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì â M̂ .

4.4.9. Ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé íåêîòîðûõ
ïîâåðõíîñòåé. H. Tietze [178] (1914) ïîêàçàë, ÷òî

M(S2) ≈ Z2

Ôàêòè÷åñêè îí äîêàçûâàë, ÷òî âñÿêèé ñîõðàíÿþùèé îðè-
åíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì 2-äèñêà èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó,
ò.å. ÷òîM(D2) = Z2. Ìåòîä åãî äîêàçàòåëüñòâà áûë çàòåì
óïðîùåí H. L. Smith [168] (1917).

Äàëåå, O. Veblen [182] (1917) äîêàçàë, ÷òî M(Dn) = Z2

äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé.
Íàêîíåö, J. W. Alexander [45] (1923) ïîêàçàë, ÷òî äîêà-

çàòåëüñòâî O. Veblen ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü, äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ áîëåå ñèëüíîãî ðåçóëüòàòà: êàæäûé ãîìåîìîðôèçì
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n-äèñêà Dn, íåïîäâèæíûé íà ñâîåé ãðàíèöå Sn−1, �êàíîíè-
÷åñêè� èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó ãîìåîìîðôèçìó ïîñðåä-
ñòâîì íåïîäâèæíîé íà Sn−1 èçîòîïèè. Ìåòîä åãî äîêàçà-
òåëüñòâà íàçûâàåòñÿ �òðþêîì Àëåêñàíäåðà�. Èç �êàíîíè÷-
íîñòè� ïîñòðîåíèÿ âûòåêàëî, ÷òî ãðóïïà H(Dn, Sn−1) ñòÿ-
ãèâàåìà. Ýòîò ðåçóëüòàò ñûãðàë êëþ÷åâóþ ðîëü â èçó÷å-
íèè ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî M(D2) ≈ M(S2) ≈ Z2, âïî-
ñëåäñòâèè ïåðåäîêàçûâàëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè, ñì. íàïð.
H. Kneser [115] (1926), R. Baer [53] (1928), J. Schreirer è
S. Ulam [163] (1934), G. M. Fisher [87] (1960).

Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû Àëåêñàíäåðà ëåãêî âûòåêàåò,
÷òî äëÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè M(RP2) = 0.

Ïóñòü C = S1× I � öèëèíäð. H. Gluck [93] (1962) äîêà-
çàë, ÷òîM(C, ∂C) ≈ Z èM(C) ≈ Z2⊕Z2. Òàêèì îáðàçîì,
M(C, ∂C) ïîðîæäàåòñÿ ñêðó÷èâàíèåì Äýíà âäîëü îäíîé
èç êîìïîíåíò êðàÿ ∂C, àM(C) � êëàññàìè èçîòîïèè èçî-
ìîðôèçìîâ a(φ, t) = (φ, 1− t) è b(φ, t) = (π − φ, t).

J. P. Lee [122] (1973) óñòàíîâèë, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòè
�øîðòû� S (ñôåðà ñ òðåìÿ äûðàìè) M(S, ∂S) ≈ Z3.

Ãðóïïà M(T 2) êëàññîâ îòîáðàæåíèé äâóìåðíîãî òîðà
T 2 èçîìîðôíà ãðóïïå GL2(Z) íåâûðîæäåííûõ öåëî÷èñëåí-
íûõ (2 × 2)-ìàòðèö è ïîðîæäàåòñÿ ñêðó÷èâàíèÿìè Äýíà
âäîëü ïàðàëåëè è ìåðèäèàíà. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èçî-
ìîðôèçì h : T 2 → T 2 èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ïåðâîé
ãðóïïïû öåëî÷èñëåííûõ ãîìîëîãèé H1(T

2,Z) ≈ Z⊕Z. Ýòî
äàåò ãîìîìîðôèçì M(T 2) → GL2(Z), ÿâëÿþùèéñÿ èçî-
ìîðôèçìîì.

Äëÿ áóòûëêè Êëåéíà W. B. R. Lickorish [124] (1963) ïî-
êàçàë, ÷òîM(K) ≈ Z2⊕Z2. Ýòà ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ ñêðó-
÷èâàíèåì Äåíà è Y -èçîìîðôèçìîì, ñì. òåîðåìó 4.11(ii).

Äëÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ãðóïïàM(RP2) òðèâèàëü-
íà, à äëÿ ëèñòà Ì¼áèóñàM(M�o) ≈ Z2, ñì. òåîðåìó 4.11(i).
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4.4.10. Êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï M(M). Ïóñòü M
� çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, à q1, . . . , qm+n ∈ M � m + n
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Íàïîìíèì, ÷òî n-å êîíôèãóðà-
öèîííîå ïðîñòðàíñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M
� ýòî ìíîæåñòâî Fn(M) âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ n-ê ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç M , ò.å.

Fn(M) = {(q1, . . . , qn) | qi ∈ M, qi 6= qj äëÿ i 6= j}.
Îáîçíà÷èì

Fm,n(M) = Fn(M \ {s1, . . . , sm}).
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1Fm,n(M) íàçûâàåòñÿ n-é ãðóï-
ïîé êîñ ïîâåðõíîñòè M \ {s1, . . . , sm}.

J. Birman [62, 63] (1969) óñòàíîâèëà ñâÿçü ìåæäó ãðóï-
ïîé M(M, n) è ãðóïïîé êîñ ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü H(M, n)
� ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ M , îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíîé
êàæäóþ èç òî÷åê s1, . . . , sm è

M(M, n) = H(M, n)/H0(M, n).

Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå �âû÷èñëåíèÿ�

e : H(M, n) → Fm,n(M),

êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó h ∈ H(M,n) òî÷êó ñ êî-
îðäèíàòàìè (h(sn+1), . . . , h(sn+m)). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
e ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ñî ñëîåì
H(M,m + n). Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîìîòîïè÷å-
ñêèõ ãðóïï ýòîãî ðàññëîåíèÿ J. Birman [62] (1969) ïîëó÷èëà
îáðàçóþùèå ãðóïïû M(M, n) çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé
ïîâåðõíîñòè M . Îíà òàêæå ïîêàçàëà, ÷òî M(M, n) èçî-
ìîðôíà ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû
ýòîé ïîâåðõíîñòè M \ {s1, . . . , sn−1}, è âûïèñàëà êîïðåä-
ñòàâëåíèå ãðóïïû M(T 2, n) äëÿ 2-òîðà.

D. J. Sprows [171] (1983) ïîëó÷èë êîïðåäñòàâëåíèå ãðóï-
ïû M(M, n), ãäå M � ñôåðà ñ m-äûðàìè.
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A. Hatcher è W. Thurston [106] (1980), èñïîëüçóÿ äåôîð-
ìàöèè ôóíêöèé Ìîðñà, âûïèñàëè êîíå÷íîå êîïðåäñòàâëå-
íèå ãðóïïû M(M, n).

Ïîëüçóÿñü ýòèì ðåçóëüòàòîì, B. Wajnryb [183] (1983)
ïîëó÷èë êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïM(M, 0) èM(M, 1) ñ íàè-
ìåíüøèì äîïóñòèìûì ÷èñëîì ñêðó÷èâàíèé Äåíà.

Äëÿ êîìïàêòíîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì
ðîäà g ≥ 1 â ðàáîòå S. Gervais [91] (1996) ïîëó÷åíû äâà
áåñêîíå÷íûõ, íî î÷åíü ñèììåòðè÷íûõ êîïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû M(M,n). Â ïåðâîì êîïðåäñòàâëåíèè îáðàçóþùè-
ìè ÿâëÿþòñÿ âñå ñêðó÷èâàíèÿ Äýíà, à âî âòîðîì � ñêðó-
÷èâàíèÿ Äåíà òîëüêî âäîëü íåðàçáèâàþùèõ êðèâûõ. Â ðà-
áîòå S. Gervais [92] (2001) ïîñòðîåíî óæå êîíå÷íîå êîïðåä-
ñòàâëåíèå ãðóïïû M(M, n).

4.4.11. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ ãðóï-
ïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé. Ïóñòü Mg � çàìêíóòàÿ îðè-
åíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g.

W. B. R. Lickorish [125] (1964) íàøåë 3g−1 ñêðó÷èâàíèå
Äåíà, ïîðîæäàþùåå M+(Mg), íî ïðè ýòîì îòìåòèë, ÷òî
åñëè íå òðåáîâàòü, ÷òîáû îáðàçóþùèå áûëè òîëüêî ñêðó-
÷èâàíèÿìè, òî ÷èñëî îáðàçóþùèõ ìîæåò áûòü óìåíüøåíî
äî ÷åòûðåõ: 3 ñêðó÷èâàíèÿ Äåíà è ãîìåîìîðôèçì �öèêëè-
÷åñêè ïåðåñòàâëÿþùèé ðó÷êè.� S. Humphries [110] (1979)
ïîêàçàë, ÷òî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ñêðó÷èâàíèé
Äåíà, ïîðîæäàþùèõ M+(Mg), ðàâíî 2g + 1.

Íàêîíåö, B. Wajnryb [184] (1996) óñòàíîâèë, ÷òî ãðóïïà
M+(Mg) ïîðîæäàåòñÿ âñåãî äâóìÿ ýëåìåíòàìè.

4.4.12. Ñå÷åíèÿ π0 : H(M) → M(M). Ïóñòü M �
çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü è h : M → M �

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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ãîìåîìîðôèçì. Ìîæíî ëè â êàæäîì êëàññå èçîòîïèè ãîìå-
îìîðôèçìîâ M âûáðàòü íåêîòîðûé �êàíîíè÷åñêèé� ïðåä-
ñòàâèòåëü? Áîëåå ñëîæíûé âîïðîñ: ìîæíî ëè ýòè ïðåäñòà-
âèòåëè âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè
íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó N â H(M), èçîìîðôíóþ M(M).

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðíî ëè òî, ÷òî åñòåñòâåííûé ãîìî-
ìîðôèçì ãðóïï π0 : H(M) → M(M) îáëàäàåò ñå÷åíèåì-
ãîìîìîðôèçìîì s : M(M) → H(M), ò.å. π0 ◦ s = idM(M).

Äëÿ ñôåðû è òîðà òàêîå ñå÷åíèå ñóùåñòâóåò.
Ïóñòü M = S2. Òîãäà â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû N ⊂ H(S2)

ìîæíî âûáðàòü ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ýëåìåíòîâ:
òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ idS2 è àíòèïîäàëüíîãî−idS2 .

Ïóñòü M = T 2. Ïîÿñíèì, êàê M(T 2) âêëàäûâàåòñÿ â
H(T 2). Íàïîìíèì, ÷òî ïëîñêîñòü R2 ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëü-
íûì íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì òîðà T 2, òàê ÷òî ìû
èìååì îòîæäåñòâëåíèå T 2 = R2/Z2. Äàëåå, èìååòñÿ èçî-
ìîðôèçì M(T 2) ≈ GL(2,Z), ñì. 4.4.9, êîòîðûé êàæäîìó
ĥ ∈ M(T 2) ñîïîñòàâëÿåò àâòîìîðôèçì ãðóïïû ãîìîëîãèé
H1(T

2,Z), ò.å. íåêîòîðóþ öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó

(
p r
q s

)
∈ GL2(Z)

ñ îïðåäåëèòåëåì ±1. Çàìåòèì, ÷òî ýòà ìàòðèöà òàêæå çà-
äàåò ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì ïëîñêîñòè R2, êîòîðûé, êàê
ëåãêî âèäåòü, êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì ãðóïïû ñêîëüæå-
íèé Z2 è ïîýòîìó èíäóöèðóåò íåêîòîðûé åäèíñòâåííûé
ãîìåîìîðôèçì h ∈ H(T 2). Ñîîòâåòñòâèå ĥ 7→ h è çàäàåò
âëîæåíèå M(T 2) ⊂ H(T 2).

Â îáùåì ñëó÷àå, ýòà çàäà÷à íå ðåøåíà. Èçâåñòíî, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû G ⊂ M(M) ñó-
ùåñòâóåò ñå÷åíèå H(M) ← G ⊂ M(M). Ýòîò ðåçóëüòàò
óñòàíîâëåí Íèëüñåíîì è Ôåíõåëåì, cì. òàêæå êíèãó [37].
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S. Morita [144] (1984) ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòåé äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîãî ðîäà ãîìîìîðôèçì

π0 : D(M) →M(M)

íå èìååò ñå÷åíèÿ. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâûâàëàñü íà
ñëåäóþùåì çàìå÷àíèè: åñëè π0 îáëàäàåò ñå÷åíèåì, òî èí-
äóöèðîâàííûå ãîìîìîðôèçìû ãðóïï ãîìîëîãèé

H∗(D(M), F ) → H∗(M(M), F )

è êîãîìîëîãèé
H∗(M(M), F ) → H∗(D(M), F )

äîëæíû áûòü ýïèìîðôèçìàìè âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ è äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà êîýôôèöèåíòîâ F . Ìîðèòà óñòàíî-
âèë, ÷òî åñëè ðîä g ïîâåðõíîñòè M äîñòàòî÷íî áîëüøîé
(íàïðèìåð, åñëè g ≥ 86), òî äëÿ ðàöèîíàëüíûõ êîýôôèöè-
åíòîâ ýòè ãîìîìîðôèçìû îêàçûâàþòñÿ â íåêîòîðûõ ðàç-
ìåðíîñòÿõ íå ñþðúåêòèâíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòèõ ñëó-
÷àÿõ ñå÷åíèé îòîáðàæåíèÿ π0 íå ñóùåñòâóåò.

4.4.13. Òåîðèÿ àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ïî
Íèëüñåíó è Òåðñòîíó. Íåñìîòðÿ íà ñëîæíîñòè ñ ïî-
ñòðîåíèåì ñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ π0 : H(M) → M , âû-
áðàòü â êàæäîì êëàññå èçîòîïèé ïî îäíîìó �êàíîíè÷åñêî-
ìó� ïðåäñòàâèòåëþ âñå æå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì. Ýòî
îïèñûâàåòñÿ òåîðèåé Íèëüñåíà-Òåðñòîíà.

J. Nielsen â ñåðèè ðàáîò [149�151] âûäåëèë òðè òèïà
ãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé è îïèñàë ñâîéñòâà ïåðâûõ
äâóõ. Ïî÷òè ÷åðåç ïîëâåêà W. Thurston ïåðåîòêðûë ìíî-
ãèå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ è âûÿâèë èõ ãëóáîêóþ ñâÿçü ñ
òåîðèåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, îí óòî÷íèë
ñòðóêòóðó òðåòüåãî òèïà ãîìåîìîðôèçìîâ, íàçâàííûõ èì
ïñåâäîàíîñîâñêèìè.

Ïóñòü M � êîìïàêòíàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðíîñòü ðî-
äà g ≥ 2. Íàïîìíèì, ÷òî òîãäà M îáëàäàåò ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðîé, ò.å. íà íåé ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà
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ïîñòîÿíííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû −1, â êîòîðîé êîì-
ïîíåíòû êðàÿ ∂M ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè.

Îïðåäåëåíèå 4.14. Ãîìåîìîðôèçì h : M → M íàçû-
âàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè hn èçîòîïåí idM äëÿ íåêî-
òîðîãî n.

Íèëüñåí äîêàçàë, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå h èçîòîïåí òàêîìó
ïåðèîäè÷åñêîìó ãîìåîìîðôèçìó g, ÷òî gn = idM .

Íàçîâåì 1-ïîäìíîãîîáðàçèå C ⊂ M ñóùåñòâåííûì, åñ-
ëè íè îäíà èç åãî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò íå ãîìîòîïíà íóëþ
è íèêàêèå äâå åãî êîìïîíåíòû íå ãîìîòîïíû äðóã äðóãó.
Ñêàæåì, ÷òî 1-ïîäìíîãîîáðàçèå C ⊂ M ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè-
÷åñêèì, åñëè êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé
ãåîäåçè÷åñêîé.

Îïðåäåëåíèå 4.15. Ãîìåîìîðôèçì h : M → M íàçû-
âàåòñÿ ïðèâîäèìûì, åñëè îí èçîòîïåí ãîìåîìîðôèçìó
g, îñòàâëÿþùåìó èíâàðèàíòíûì íåêîòîðîå ñóùåñòâåí-
íîå ïîäìíîãîîáðàçèå C â M , ò.å. g(C) = C.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå ñóùåñòâåííîå ïîäìíîãî-
îáðàçèå èçîòîïíî åäèíñòâåííîìó ãåîäåçè÷åñêîìó ïîäìíî-
ãîîáðàçèþ, ñì. íàïð. êíèãó [19]. Ïîýòîìó â îïðåäåëåíèè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãî-
îáðàçèåì.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè h ïðèâîäèì è h(C) = C äëÿ íåêî-
òîðîãî ñóùåñòâåííîãî ãåîäåçè÷åñêîãî 1-ïîäìíîãîîáðàçèÿ â
M , òî ðàçðåçàâ M âäîëü C ìîæíî ñ÷èòàòü h íåïðèâîäè-
ìûì íà, óæå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñâÿçíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè ñ ãåîäåçè÷åñêèì êðàåì.

3) Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü òðåòèé òèï ãîìåîìîðôèç-
ìîâ, îïðåäåëèì ïîíÿòèå òðàíñâåðñàëüíîé ìåðû. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî íà M çàäàíî ãëàäêîå îäíîìåðíîå ñëîåíèå F ñ
îñîáåííîñòÿìè òèïà "âûðîæäåííîå ñåäëî".
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Òðàíñâåðñàëüíàÿ ìåðà äëÿ ñëîåíèÿ F � ýòî ôóíêöèÿ,
ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé äóãå α, òðàíñâåðñàëüíîé F , íåîò-
ðèöàòåëüíóþ áîðåëåâñêóþ ìåðó µ|α ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè (a) è (b):

(a) åñëè β ⊂ α � ïîääóãà äóãè α, òî µ|β åñòü îãðàíè-
÷åíèå ìåðû µ|α.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α0, α1 : I → M � äâå äóãè, òðàíñâåð-
ñàëüíûå ê F è ñâÿçàííûå òàêîé ãîìîòîïèåé αt : I → M ,
ïðè êîòîðîé ïóòü αt(s), t ∈ I, ïðè ôèêñèðîâàííîì s ∈ I
ëåæèò â îäíîì è òîì æå ñëîå. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, ìû èìå-
åì ãîìåîìîðôèçì φ : α0 → α1, ïðè êîòîðîì äëÿ âñåõ s
òî÷êè α0(s) è α1(s) ëåæàò â îäíîì ñëîå. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

(b) äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ α1

âûïîëíÿëîñü óñëîâèå:
µ|α1(A) = µ|α0(φ

−1(A)).

Òàêèì îáðàçîì µ|α1 ïîëó÷àåòñÿ ïåðåíåñåíèåì µ|α0

íà α1 ñ ïîìîùüþ ãîìåîìîðôèçìà φ, �äåéñòâóþùå-
ãî âäîëü ñëîåâ�.

Îïðåäåëåíèå 4.16. Ãîìåîìîðôèçì h : M → M íà-
çûâàåòñÿ ïñåâäîàíîñîâñêèì, åñëè îí èçîòîïåí òàêîìó
ãîìåîìîðôèçìó g, ÷òî

(1) íà M íàéäóòñÿ äâà ãëàäêèõ îäíîìåðíûõ ñëîåíèÿ
F s è Fu ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáåííîñòåé òè-
ïà "âûðîæäåííîå ñåäëî ñ n ñåïàðàòðèñàìè", ñì.
Ðèñ. 4.5 äëÿ n = 6, ïðè÷åì êàæäîå èç ñëîåíèé èí-
âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî g, â òîì ñìûñëå, ÷òî
îáðàç êàæäîãî ñëîÿ � ñëîé;

(2) îñîáûå òî÷êè ñëîåíèé F s è Fu ñîâïàäàþò, à â
íåîñîáûõ òî÷êàõ ñëîè F s è Fu òðàíñâåðñàëüíû
äðóã äðóãó

(3) íàéäóòñÿ òàêèå òðàíñâåðñàëüíûå ìåðû µs è µu

äëÿ ñëîåíèé F s è Fu ñîîòâåòñòâåííî, è òàêîå
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÷èñëî λ > 1, ÷òî

g∗(µs) = λµs è g∗(µu) =
1

λ
µu.

(a) ñëîåíèå F s (b) ñëîåíèå Fu (c) îáà ñëîåíèÿ

Ðèñ. 4.5. Ñëîåíèÿ F s è Fu äëÿ n = 6.

Òàêèì îáðàçîì h ñæèìàåò ñëîè F s è ðàñòÿãèâàåò ñëîè
Fu. Ïîýòîìó ñëîåíèå F s íàçûâàþò óñòîé÷èâûì, à Fu �
íåóñòîé÷èâûì. 6

Òåîðåìà 4.17. [Íèëüñåí-Òåðñòîí] Ïóñòü h ãîìåîìîð-
ôèçì êîìïàêòíîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè M . Òî-
ãäà íàéäåòñÿ ñóùåñòâåííîå (âîçìîæíî ïóñòîå) ãåîäåçè-
÷åñêîå 1-ïîäìíîãîîáðàçèå C ⊂ Int M è ãîìåîìîðôèçì g
ïîâåðõíîñòè M îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

(1) h èçîòîïåí g;
(2) g(C) = C;
(3) îãðàíè÷åíèå g íà êàæäóþ èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

M\C ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðèâîäèìûì, ëèáî ïñåâäîàíîñîâñêèì;
(4) ïóñòü γ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè C. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî gk(γ) = γ äëÿ íåêîòîðîãî k 6= 0, è ïðè ýòîì
gk ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ γ è îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíû-
ìè êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ Nγ \γ, ãäå Nγ � îêðåñòíîñòü
γ. Òîãäà îãðàíè÷åíèå gk íà Nγ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñòå-
ïåíüþ ñêðó÷èâàíèÿ Äåíà âäîëü γ.

6Èíäåêñû ïðîèñõîäÿò îò àíãëèéñêèõ ñëîâ stable è unstable.
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Ìíîãîîáðàçèå M M(M) Ãîìîòîïè÷åñêèé
òèï Iso0(M)

dim M = 1
S1, R1 Z2 S1

dim M = 2
S2 Z2 SO(3)
RP2 0 SO(3)
D2, R2 Z2 òî÷êà
S1 × I, S1 × (0, 1) Z2 ⊕ Z2 S1

T 2 = S1 × S1 GL(2,Z) T 2

ëèñò Ìåáèóñà M�o Z2 S1

è åãî âíóòðåííîñòü
áóòûëêà Êëåéíà Z2 ⊕ Z2 S1

îñòàëüíûå òåîðåìû òî÷êà
ïîâåðõíîñòè 4.10 è 4.11

Òàáëèöà 4.1.

Ëèòåðàòóðà ïîñâÿùåííàÿ ýòîé òåîðåìå íàñòîëüêî îá-
øèðíà, ÷òî ìû îãðàíè÷èìñÿ óïîìèíàíèåì òîëüêî îñíîâ-
íûõ ðàáîò Íèëüñåíà [149�151] è Ò¼ðñòîíà [177], à òàêæå
êíèã, ïîñâÿùåííûõ äåòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ýòèõ âîïðî-
ñîâ [19,37,52].

4.5. Ãîìîòîïè÷åñêèå òèïû êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ãðóïï èçîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé

Â òàáëèöå 4.1 ñîáðàíà èíôîðìàöèÿ î ãðóïïàõ êëàññîâ
îòîáðàæåíèé è ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïàõ ãðóïïû Iso0(M) äëÿ
íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòåé 1 è 2.

Ðàññìîòðèì ýòè ðåçóëüòàòû ïîäðîáíåå.

4.5.1. Ïðÿìàÿ R. Ãðóïïà Dr(R), r = 0, 1, . . . ,∞, ñî-
ñòîèò èç ñþðúåêòèâíûõ Cr-ôóíêöèé R → R, ó êîòîðûõ
ïðîèçâîäíàÿ âåçäå îòëè÷íà îò íóëÿ. Â ñèëüíûõ è ñëàáûõ
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Cr-òîïîëîãèÿõ ïðè 1 ≤ r < ∞ ãðóïïà D(R) èìååò äâå
ñâÿçíûå êîìïîíåíòû, ñîñòîÿùèå èç ôóíêöèé ñî ñòðîãî ïî-
ëîæèòåëüíîé è ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé ïðîèçâîäíîé. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ýòè êîìïîíåíòû âûïóêëû â C(R,R) è ïîýòîìó
ñòÿãèâàåìû â Cr-òîïîëîãèÿõ ïðè 1 ≤ r < ∞.

Àíàëîãè÷íî, ãðóïïû H(R) è PL(R) ñîñòîÿò èç íåïðå-
ðûâíûõ, ñîîòâåòñòâåííî, êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñòðîãî ìîíî-
òîííûõ ôóíêöèé R→ R, è èìåþò ïî äâå êîìïîíåíòû ñâÿç-
íîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ òàêæå âûïóêëà.

4.5.2. Îêðóæíîñòü S1. Î÷åâèäíî, ÷òî îðòîãîíàëü-
íàÿ ãðóïïà O(2) (äèôôåîìîðôíàÿ S1 × Z2) âêëàäûâàåò-
ñÿ â Iso(S1) è ýòî âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýê-
âèâàëåíòíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, Iso(S1) ñîñòîèò èç äâóõ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíà S1.

4.5.3. Ïîâåðõíîñòè. Èç ðàáîòû J. W. Alexander [45]
âûòåêàåò, ÷òî ãðóïïà H(D2, S1) ñòÿãèâàåìà.

S. Smale [167] (1959) äîêàçàë ãëàäêèé àíàëîã ýòîé òåî-
ðåìû: ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ 2-äèñêà D2, íåïîäâèæ-
íûõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðàÿ ∂D2, ñòÿãèâàåìà. Îò-
ñþäà îí âûâåë, ÷òî âëîæåíèå O(3) ⊂ D(S2) ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Çàòåì C. Earle è J. Eells [80] è [81] (1967) âû÷èñëèëè
ãîìîòîïè÷åñêèé òèï ãðóïï D0(M) äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ ïî-
âåðõíîñòåé, à C. Earle è A. Schatz [82] (1970) ïîëó÷èëè ðå-
çóëüòàòû äëÿ ïîâåðõíîñòåé ñ êðàåì. Íåçàâèñèìî îò íèõ
(è äðóãèìè ìåòîäàìè) òå æå óòâåðæäåíèÿ áûëè äîêàçàíû
A. Gramain [95] (1973). Äëÿ êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè M
âû÷èñëåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà ãðóïïû H0(M) ïðîâå-
äåíû M. E. Harmstrom [100] (1966), à äëÿ ãðóïïû PL0(M)
� G. Scott [164] (1970), ñì. òàêæå M. E. Harmstrom [101].
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Äëÿ íåêîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé � ïëîñêîñòè, îòêðû-
òîãî öèëèíäðà è ëèñòà Ìåáèóñà � ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
T. Yagasaki [188], [190] è [189] (2000-2003).

4.5.4. Ñôåðà S2. Åñëè ðàññìîòðåòü S2 êàê åäèíè÷-
íóþ ñôåðó â R3, òî î÷åâèäíî, ÷òî îíà èíâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî äåéñòâèÿ îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O(3). Ýòî äàåò
âëîæåíèå O(3) ⊂ D(S2), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, D(S2) èìååò 2 êîìïîíåò-
íû ñâÿçíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî òîæäåñòâåííàÿ êîìïîíåíòà
SO(3) ãðóïïû O(3) äèôôåîìîðôíà 3-ìåðíîìó ïðîåêòèâ-
íîìó ïðîñòðàíñòâó RP 3, ñì. íàïð. [35]. Ïîýòîìó

π1SO(3) = Z2, πkSO(3) = πkS
3 = πk−1S

2

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè ðàññëîåíèÿ Õîïôà S3 → S2 ñî ñëîåì S1). Îòìåòèì, ÷òî
îáðàçóþùóþ ãðóïïû π1SO(3), ò.å. èçîòîïèþ

F : S2 × [0, 1] → S2,

ìîæíî îïðåäåëèòü, íàïðèìåð, êàê ïîëíûé îáîðîò S2 âî-
êðóã îñè z:

Ft

(
x
y
z

)
=

(
cos 2πt sin 2πt 0
− sin 2πt cos 2πt 0

0 0 1

)(
x
y
z

)

Ýòà èçîòîïèÿ ïîðîæäàåò îáðàçóþùèå â ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ãðóïïàõ π1H0(M) è äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ ïîâåðõíî-
ñòåé.

4.5.5. Äèñê D2, öèëèíäð S1×[0, 1] è èõ âíóòðåííî-
ñòè � ïëîñêîñòü R2 è îòêðûòûé öèëèíäð S1× (0, 1).
Ïóñòü M � îäíà èç ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Òîãäà M ìîæíî

òàê âêëîæèòü â S2, ÷òî åå îáðàç îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ F ñôåðû S2 âîêðóã îñè z.
Íàïðèìåð,

D2 ∼= {(x, y, z) ∈ S2 | z ≤ 0},
S1 × [0, 1] ∼= {(x, y, z) ∈ S2 | − 0.5 ≤ z ≤ 0.5}.
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Ïðè ýòîì âíóòðåííîñòè Int (D2) ∼= R2 è S1 × (0, 1) òàêæå
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî èçîòîïèè Ft. Ñëåäîâàòåëüíî,
Ft èíäóöèðóåò âëîæåíèå S1 ⊂ H0(M). Ýòî âëîæåíèå è ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

4.5.6. Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü RP2, ëèñò Ì¼áè-
óñà è åãî âíóòðåííîñòü � îòêðûòûé ëèñò Ì¼áèóñà.
Ïóñòü M̂ � îäíà èç òàêèõ ïîâåðõíîñòåé è M � åå îðè-

åíòèðóåìîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå � ëèáî ñôåðà S2, ëèáî
öèëèíäð S1× [0, 1], ëèáî îòêðûòûé öèëèíäð S1× (0, 1) ñî-
îòâåòñòâåííî.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî ĥ ∈ H(M̂) ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà
ïîäíÿòèÿ h0, h1 ∈ H(M), ïðè÷åì h0 ñîõðàíÿåò îðèåíòà-
öèþ (è ñëåäîâàòåëüíî, èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó), à h1 �
îáðàùàåò åå. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâèå ĥ 7→ h0 äàåò âëîæå-
íèå H(M̂) ⊂ H0(M). Ýòî âëîæåíèå è ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè-
÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò,
÷òî ãðóïïà H(M̂) ñâÿçíà.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èçîòîïèÿ Ft ïîâåðõíîñòè M êîì-
ìóòèðóåò ñ èíâîëþöèåé ξ(x, y, z) = (−x,−y,−z) è ïîýòîìó
èíäóöèðóåò èçîòîïèþ F̂t ñîîòâåòñòâóþùåãî ôàêòîð-ïðîñò-
ðàíñòâà M̂ . Ýòà èçîòîïèÿ F̂t ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé â ãðóï-
ïå π1H0(M̂).

4.5.7. Òîð T 2. Çàìåòèì, ÷òî òîð T 2 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé
ãðóïïîé Ëè, à çíà÷èò, äåéñòâóåò íà ñåáå ñäâèãàìè, èçîòîï-
íûìè òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ. Ýòî äàåò âëîæåíèå
T 2 ⊂ H0(T

2), ÿâëÿþùååñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ.

4.5.8. Áóòûëêà Êëåéíà K. Çàìåòèì, ÷òî K ÿâëÿåò-
ñÿ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì íåòðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
íàä S1 ñî ñëîåì S1. Ðàññìîòðèì èçîòîïèþ Ht : S1 → S1

áàçû S1 ýòîãî ðàññëîåíèÿ, çàäàííóþ ôîðìóëîé:
Ht(φ) = φ + t mod 1.
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Ýòà èçîòîïèÿ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé ïåòëåé â π1H0(S
1).

Îáðàçóþùàÿ ãðóïïû π1H0(K) ≈ Z ïîëó÷àåòñÿ ïîäíÿòèåì
ýòîé ïåòëè â H0(K).
Äëÿ îñòàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ãðóïïà D0(M) � ñòÿãèâàåìà.

4.6. Ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ íåêîòîðûõ
3-ìíîãîîáðàçèé

4.6.1. Îáùèå ñâîéñòâà.
Òåîðåìà 4.18. Ïóñòü M3 � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðà-

çèå. Òîãäà âëîæåíèÿ ãðóïï PL(M3) è D(M3) â ãðóïïó ãî-
ìåîìîðôèçìîâ H(M3):

D(M3), PL(M3) ⊂ H(M3).

Äëÿ ãðóïïû D(M3) ýòî äîêàçàë J. Cerf [71] (1959), à
äëÿ PL(M3) óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òðèàíãóëÿöèîííûõ
òåîðåì R. H. Bing è E. E. Moise, ñì. [59,141].

4.6.2. Côåðà S3 è äèñê D3. Ãðóïïû ãîìåîòîïèé S3

è D3 èçîìîðôíû Z2. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç òðþêà Àëåêñàí-
äåðà.

Ãðóïïû äèôôåîòîïèé ýòèõ ìíîãîîáðàçèé òàêæå èçî-
ìîðôíû Z2, íî ýòîò ðåçóëüòàò äàëåêî íåòðèâèàëåí. Åãî
äîêàçàòåëüñòâó ïîñâÿùåíà êíèãà J. Cerf [72] (1968).

A. Hatcher [105] (1983) äîêàçàë, ÷òî âëîæåíèå
O(4) ⊂ D(S3)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ñì. 4.6.9.

4.6.3. S1 × S2. Â ðàáîòå A. Hatcher [104] (1981) óñòà-
íîâëåíî ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü

D(S1 × S2) ≈ O(2)×O(3)× ΩO(3)

ãäå ΩO(3) � ïðîñòðàíñòâî ïåòåëü ãðóïïû O(3).
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4.6.4. Ìíîãîîáðàçèÿ Õàêåíà: ãðóïïà êëàññîâ
îòîáðàæåíèé. Ïóñòü F 2 � ïîâåðõíîñòü è M3 � òðåõ-
ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Âëîæåíèå ïîâåðõíîñòè F 2 ⊂ M3 íà-
çûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè ∂F 2 = F 2 ∩ ∂M3.

Ìíîãîîáðàçèå M3 íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè ëþ-
áàÿ âëîæåííàÿ 2-ñôåðà S2 ⊂ Int M3 îãðàíè÷èâàåò 3-äèñê;
M3 íàçûâàåòñÿ ∂-íåïðèâîäèìûì, åñëè ëþáîé ñîáñòâåííî
âëîæåííûé 2-äèñê D2 ⊂ M3 òàêîé, ÷òî ∂D2 ⊂ ∂M3 îãðà-
íè÷èâàåò 3-äèñê.

Ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ M3 íàçûâà-
åòñÿ íåñæèìàåìîé, åñëè èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì
π1F

2 → π1M
3 ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì.

Íåïðèâîäèìîå 3-ìíîãîîáðàçèå M3 íàçûâàåòñÿ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèì, åñëè îíî íå ãîìåîìîðôíî 3-äèñêó è ñî-
äåðæèò íåñæèìàåìóþ ïîâåðõíîñòü F 2 ⊂ M3.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M3 ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèì, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ
óñëîâèé

(a) ∂M3 6= ∅ èëè
(b) ∂M3 = ∅, íî ëèáî ãðóïïà H1(M) áåñêîíå÷íà, ëèáî

π1M ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì
ñ àìàëüãàììîé, ò.å. π1M ≈ A ∗C B, ãäå A, B è C � íåòðè-
âèàëüíûå ãðóïïû.

Òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M3 íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçè-
åì Õàêåíà, åñëè îíî íåïðèâîäèìî, ∂-íåïðèâîäèìî è ÿâëÿ-
åòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ñì. W. Haken [96] (1962).

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò 3-ìíîãîîáðàçèÿ ñ áåñêîíå÷-
íîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé íå ÿâëÿþùèåñÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèìè. Íå ñìîòðÿ íà ýòî êëàññ ìíîãîîáðàçèé Õàêåíà
âñå æå î÷åíü øèðîêèé.

F.Waldhausen [186] (1968) äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó,
êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ãðóïïû ãîìåîòîïèé ìíîãî-
îáðàçèé Õàêåíà.
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Òåîðåìà 4.19. [186]. Ïóñòü M è N � íåïðèâîäèìûå
è ∂-íåïðèâîäèìûå 3-ìíîãîîáðàçèÿ, ïðè÷åì M ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì Õàêåíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì ψ : π1N → π1M , �ñîõðàíÿþùèé ïåðèôåðè÷å-
ñêóþ ñòðóêòóðó�. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé êîì-
ïîíåíòû G êðàÿ ∂N íàéäåòñÿ òàêàÿ êîìïîíåíòà F êðàÿ
∂M è ïîäãðóïïà A ⊂ π1M , ÷òî

ψ(i∗(π1F )) ⊂ A ⊂ π1M

è ïîäãðóïïà A ñîïðÿæåíà â π1M ñ i∗(π1G). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêîé ãîìåîìîðôèçì h : N → M , ÷òî

h∗ = ψ : π1N → π1M.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî M � ìíîãîîáðàçèå Õàêå-
íà, êîòîðîå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü êàê òîòàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ðàññëîåíèÿ íàä ïîâåðõíîñòüþ ñî ñëîåì [0, 1]. Ïóñòü
Perif(π1M) � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ π1M , ñîõðàíÿþùèõ
ïåðèôåðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, è Inn(π1M) � ãðóïïà âíóò-
ðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ π1M . Î÷åâèäíî, ÷òî Inn(π1M) ÿâ-
ëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì â Perif(π1M).

Èç òåîðåìû 4.19 âûòåêàåò, ÷òî

M(M3) ≈ Perif(π1M)/Inn(π1M).

4.6.5. Ìíîãîîáðàçèÿ Õàêåíà: ãîìîòîïè÷åñêèé
òèï ãðóïïû Iso0(M). Îáîçíà÷èì ÷åðåç PL(M, ∂M) �
ãðóïïó PL-ãîìåîìîðôèçìîâ M , íåïîäâèæíûõ íà ∂M , à
÷åðåç G(M, ∂M) � ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ
ãîìîòîïè÷åñêèìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.

F. Waldhausen [186] (1968) òàêæå äîêàçàë, ÷òî åñëè M
� ìíîãîîáðàçèå Õàêåíà, íå ñîäåðæàùåå âëîæåííîé ïðîåê-
òèâíîé ïëîñêîñòè RP2, èìåþùåé òðèâèàëüíîå íîðìàëüíîå
ðàññëîåíèå, òî âëîæåíèå

(4.27) PL(M,∂M) ⊂ G(M,∂M)
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èíäóöèðóåò áèåêöèþ ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè. Çà-
òåì F. Laudenbach [121] (1974) óñòàíîâèë, ÷òî îíî òàêæå
èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï

π1PL(M,∂M) ≈ π1G(M,∂M).

Íàêîíåö, A. Hatcher [103] (1976) ïîêàçàë, ÷òî ýòî âëîæåíèå
ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Ýòà òåîðåìà âïåðâûå ïîçâîëèëà âû÷èñëèòü ãîìîòîïè-
÷åñêèå òèïû ãðóïï PL(M3) äëÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà 3-
ìíîãîîáðàçèé. Âû÷èñëåíèÿ îñíîâûâàëèñü íà ïðîñòîì çà-
ìå÷àíèè, ÷òî ìíîãîáðàçèÿ Õàêåíà àñôåðè÷íû, ò.å. πiM = 0
äëÿ i ≥ 2.

Èç íåãî âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
π0G(M,∂M) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé âíåøèõ àâòîìîð-
ôèçìîâ Out(π1M). Äðóãèìè ñëîâàìè, âñÿêèé ψ àâòîìîð-
ôèçì π1M ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðîé ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâè-
âàëåíòíîñòüþ h : M → M , ïðè÷åì äâå ãîìîòîïè÷åñêèå
ýêâèâàëåíòíîñòè g, h : M → M ãîìîòîïíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà àâòîìîðôèçì g∗ ◦ h−1

∗ ãðóïïû π1M ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííèì.

Äàëåå, π1(G(M,∂M)) èçîìîðôíà öåíòðó π1M , à âñå
îñòàëüíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû πi(G(M, ∂M)) = 0 äëÿ
i ≥ 2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêî-
ãî òèïà PL(M,∂M) äîñòàòî÷íî áûëî âû÷èñëèòü ãðóïïó
êëàññîâ PL-ãîìåîìîðôèçìîâ è öåíòð ãðóïïû π1M .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂M = ∅. F. Waldhausen [185] (1967)
ïîêàçàë, ÷òî åñëè öåíòð ãðóïïû π1M íåòðèâèàëåí, è M �
îðèåíòèðóåìî, òî M ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Çåéôåðòà.
Â ÷àñòíîñòè, îíî ëèáî ãîìåîìîðôíî 3-òîðó T 3, ëèáî åãî
öåíòð èçîìîðôåí ãðóïïå Z.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.20. [103] Ïóñòü M � çàìêíóòîå îðèåí-
òèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå Õàêåíà, íå ñîäåðæàùåå âëîæåí-
íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, ó êîòîðîé íîðìàëüíîå
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ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî. Òîãäà òîæäåñòâåííàÿ êîìïîíåí-
òà ãðóïïû PL(M) ñîäåðæèò â êà÷åñòâå äåôîðìàöèîííî-
ãî ðåòðàêòà îäíó èç ñëåäóþùèõ ãðóïï Ëè

{1}, S1, èëè S1 × S1 × S1.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áûëè ñîñðåäîòî÷åíû íà èçó-
÷åíèè äèôôåîìîðôèçìîâ òàêèõ 3-ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå
íå ñîäåðæàò íåñæèìàåìûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïðîñòåéøèå ñðå-
äè òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ýòî 2-òîðû è áóòûëêè Êëåéíà.

4.6.6. Ïðèçì-ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü N → M�o �
îðèåíòèðîâàííîå S1-ðàññëîåíèå íàä ëèñòîì Ìåáèóñà. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ãðàíèöåé ∂N ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûé òîð. Çàêëå-
èì ∂N ïîëíîòîðèåì D2 × S1 ïîñðåäñòâîì êàêîãî-íèáóäü
ãîìåîìîðôèçìà ∂(D2×S1) = T 2 → ∂N è îáîçíà÷èì ïîëó-
÷åííîå ìíîãîîáðàçèå ÷åðåç M3. Ïîëó÷åííîå ìíîãîîáðàçèå
íàçûâàåòñÿ ïðèçì-ìíîãîîáðàçèåì. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî 2-
òîð ∂N íå ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàåìûì â M3.

K. Asano [51] (1978) âû÷èñëèë ãðóïïû ãîìåîòîïèé âñåõ
òàêèõ ìíîãîîáðàçèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè M � ëèíçîâîå ïðî-
ñòðàíñòâî âèäà L(4n, 2n±1), ñì. íèæå 4.6.8, òîM(M) ≈ Z2

ïðè n = 1 è M(M) ≈ Z2 × Z2 ïðè n 6= 1.
4.6.7. Ìíîãîîáðàçèÿ èìåþùèå êîíå÷íóþ ôóíäà-

ìåíòàëüíóþ ãðóïïó è ñîäåðæàùèå áóòûëêó Êëåé-
íà. J. H. Rubinstein [157] (1979) âû÷èñëèë ãðóïïû ãîìåî-
òîïèé íåïðèâîäèìûõ 3-ìíîãîîáðàçèé ñ óêàçàííûì ñâîé-
ñòâîì. Êàæäîå òàêîå ìíîãîîáðàçèå ìîæíî ïîëó÷èòü çà-
êëåéêîé áóòûëêè Êëåéíà K ïîëíîòîðèåì D2 × S1 ñ ïîìî-
ùüþ íåêîòîðîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ

p : ∂D2 × S1 = T 2 → K.

Íàïîìíèì, ÷òî ôíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà áóòûëêè Êëåéíà
èìååò êîðïåäñòâàëåíèå

π1(K,Z) = 〈a, b|bab−1 = a−1〉.
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Ïóñòü µ ∈ π1T
2 = Z ⊕ Z � ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ, òî-

ãäà p(µ) = amb2n äëÿ íåêîòîðûõ m,n. Òîïîëîãè÷åñêèé òèï
M3 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëàìè m è n. Áîëåå òîãî,
èçìåíèâ, åñëè íóæíî, îðèåíòàöèþ a è b, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî m,n ≥ 0. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ìíîãîîáðàçèå ÷åðåç
Q(m,n).

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà Q(m,n) ìîæåò áûòü çàäàíà
êîïðåäñòàâëåíèåì

π1Q(m,n) = 〈a, b|b−1ab = a−1, amb2n = 1〉.
J. H. Rubinstein äîêàçàë, ÷òî

M(M) =





Z2 ⊕ Z2, åñëè m 6= 2 è n 6= 1,
Z2 åñëè m 6= 2 è n = 1,

S3 ⊕ Z2 åñëè m = 2 è n 6= 1,
S3 åñëè m = 2 è n = 1,

ãäå S3 � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê òðåõ ýëåìåíòîâ.

Í. Â. Èâàíîâ [13] (1979) óñòàíîâèë, ÷òî ïðè m,n 6= ±1
ãðóïïû PL(Q(m,n)) è H(Q(m, n)) � ñòÿãèâàåìû, ãðóïïà
D(Q(m,n)) � ñâÿçíà. Îí òàêæå ïîêàçàë, ÷òî Q(m, 1) ãî-
ìåîìîðôíî ëèíçîâîìó ïðîñòðàíñòâó L(4m, 1) è ÷òî ãðóï-
ïû PL(L(4m, 1)) èH(L(4m, 1)) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâèëåíò-
íû S1.

4.6.8. Ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà L(p, q). Ïóñòü T1

è T2 � ïîëíîòîðèÿ, òî åñòü ïðîñòðàíñòâà, ãîìåîìîðôíûå
D2 × S1.

Ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî L � ýòî 3-ìíîãîîáðàçèå, ïîëó-
÷åííîå ñêëåéêîé T1 è T2 ïî íåêîòîðîìó ãîìåîìîðôèçìó èç
ãðàíèö φ : ∂T1 → ∂T2. Ïóñòü µi, λi ∈ H1(Ti,Z) � ìåðèäèàí
è ïàðàëëåëü ïîëíîòîðèÿ Ti, i = 1, 2. Òîãäà

φ∗(µ1) = p µ2 + q λ2
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äëÿ íåêîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòûõ p, q ∈ Z. Èçìåíåíèåì
îðèåíòàöèè ìåðèäèàíîâ è ïàðàëëåëåé, âñåãäà ìîæíî äî-
áèòüñÿ òîãî, ÷òîáû p, q ≥ 0. Î÷åâèäíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé
òèï ìíîãîîáðàçèÿ L îïðåäåëÿåòñÿ ýòèìè ÷èñëàìè, ïîýòîìó
îíî îáîçíà÷àåòñÿ L(p, q). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ
L(p′, q) è L(p, q) äèôôåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà

p′ ≡ ±p±1 mod q.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî S3 = L(0, 1) è S1 × S2 = L(1, 0).
Â ðàáîòå F. Bonahon [68] (1983) âû÷èñëåíû ãðóïïû ãî-

ìåîòîïèé ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îí ïîêàçàë, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà åãî ãðóïïà ãîìåîòîïèé èçî-
ìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:

Z2, Z4, Z2 ⊕ Z2.

4.6.9. Ãèïîòåçà Ñìåéëà. A. Hatcher [105] (1983) äî-
êàçàë âûäâèíóòóþ Ñ. Ñìåéëîì ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âëî-
æåíèå SO(4) ⊂ D0(S

3) ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòüþ. Ïóñòü S3 � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â R4. Çàìåòèì,
÷òî èíäóöèðîâàííàÿ íà S3 ìåòðèêà èìååò ïîñòîÿííóþ êðè-
âèçíó, à ãðóïïà èçîìåòðèé Isom(S3) â ýòîé ìåòðèêå èçî-
ìîðôíà îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå O(4). Ýòî ïðèâåëî ê ôîð-
ìóëèðîâêå ñëåäóþùåé ãèïîòåçû, íàçûâàåìîé îáîáùåííîé
ãèïîòåçîé Ñìåéëà: äëÿ ðèìàíîâà 3-ìíîãîîáðàçèÿ M3 ïî-
ñòîÿííîé êðèâèçíû âëîæåíèå
(4.28) Isom(M3) ⊂ D(M3)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ãðóïïà èçîìåòðèé êîìïàêòíî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ M îáëàäàåò ñòðóêòóðîé êîíå÷íîìåðíîé
ãðóïïû Ëè. Ïîýòîìó, åñëè ãèïîòåçà Ñìåéëà âåðíà äëÿ ìíî-
ãîîáðàçèÿ M3, òî D(M3) èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï êîíå÷-
íîìåðíîé ãðóïïû Ëè G, à ãðóïïà êëàññîâ îòîáðàæåíèé M3

èçîìîðôíà ãðóïïå π0G êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðóïïû G.

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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D. Gabai [90] (2001) äîêàçàë ãèïîòåçó Ñìåéëà äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî çàìêíóòîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ
M3. Êðîìå òîãî, îí óñòàíîâèë, ÷òî ãðóïïà D0(M

3) � ñòÿ-
ãèâàåìà.

Äëÿ áîëüøîãî êëàññà 3-ìíîãîîáðàçèé ïðîâåðåíî, ÷òî
âëîæåíèå (4.28) èíäóöèðóåò áèåêöèþ íà êîìïîíåíòàõ ñâÿç-
íîñòè, ò.å. ÷òî ïðîèçâîëüíûé äèôôåîìîðôèçì òàêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ èçîòîïåí èçîìåòðèè, ñì. [51, 66�68, 72, 156, 157].
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìíîãîîáðàçèé ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëü-
íîé êðèâèçíû ýòî äîêàçàíî D. McCullough [140] (2002)

4.7. Äðóãèå ìíîãîîáðàçèÿ.
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ M ãðóïïà D0(M) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôðåøå, à
çíà÷èò èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï íåêîòîðîãî êëåòî÷íîãî
êîìïëåêñà, ñì. íàïð. [152]. Åñëè dim M ≤ 3, òî, êàê îïèñà-
íî â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, òàêèå êîìïëåêñû äîñòàòî÷íî
ïðîñòû. Íî äëÿ ìíîãîîáðàçèé á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòåé ýòî
äàëåêî íå òàê è î íèõ èçâåñòíî íàìíîãî ìåíüøå, ñì. [50].
Ïðîáëåìà îïèñàíèÿ óñëîæíÿåòñÿ åùå è òåì, ÷òî ìíîãîìåð-
íûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò èìåòü íåñêîëüêî ãëàäêèõ ñòðóê-
òóð è, ÷òî ïðîáëåìà ïåðå÷èñëåíèÿ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåð-
íîñòè ≥ 5 âîîáùå íå ðàçðåøèìà.

4.7.1. n-ìåðíàÿ ñôåðà Sn. Òàê êàê åäèíè÷íàÿ ñôå-
ðà Sn ⊂ Rn+1 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ îðòîãî-
íàëüíîé ãðóïïû O(n + 1), òî èìååòñÿ âëîæåíèå

O(n + 1) ⊂ D(Sn).

Â ðàçìåðíîñòÿõ 1, 2, 3 îíî îêàçûâàåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýê-
âèâàëåíòíîñòüþ. Ïðè n = 1 ýòîò ôàêò ýëåìåíòàðåí, äëÿ
n = 2 ýòî äîêàçàíî S. Smale [167] (1959), à äëÿ n = 3 �
A. Hatcher [105] (1983). Êðîìå òîãî, â ýòèõ ðàçìåðíîñòÿõ
âëîæåíèå

D(Sn) ⊂ H(Sn), n = 1, 2, 3
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òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Ñ. Ï. Íîâèêîâ [26] (1965) äîêàçàë, ÷òî ãðóïïà D(Sn)

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååò áîëüøå êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè, ÷åì îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà.

P. L. Antonelli, D. Burghelea è P. J. Kahn [50] (1972) ïî-
êàçàëè, ÷òî äëÿ n ≥ 7 ãðóïïà D0(S

n) íå äîìèíèðóåòñÿ
íèêàêèì êîíå÷íûì êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì, è â ÷àñòíîñòè,
îíà íå ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé íèêàêîé êî-
íå÷íîìåðíîé ãðóïïå Ëè.

4.7.2. n-ìåðíûé òîð T n. Ïóñòü n ≥ 7 è T n � n-
ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íî n-ìåðíîìó òîðó. Òîãäà, ñì. [50], T n è ãðóïïà D0(T

n)
èìåþò ðàçíûå ãîìîòîïè÷åñêèå òèïû.

4.8. Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïï Iso(M)

Ïóñêàé M � ñâÿçíîå ïàðàêîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîãðóïïà Iso0(M) � íîðìàëüíà â Iso(M)
è, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà Iso(M)/Iso0(M) � äèñêðåòíà. Êàêèå
åùå íîðìàëüíûå äåëèòåëè ñóùåñòâóþò â Iso(M)?

Äëÿ íåêîìïàêòíîãî M îáîçíà÷èì ÷åðåç Isoc(M) ïîä-
ãðóïïó â Iso0(M), ñîñòîÿùóþ èç èçîìîðôèçìîâ, èìåþùèõ
êîìïàêòíûé íîñèòåëü è èçîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó èçî-
ìîðôèçìó ñ ïîìîùüþ èçîòîïèè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.
Î÷åâèäíî, ÷òî Isoc(M) òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëè-
òåëåì â Iso(M).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂M 6= ∅. Ïóñòü Isoc(M, ∂M) � ïîä-
ãðóïïà â Isoc(M), ñîñòîÿùàÿ èç èçîìîðôèçìîâ, íåïîäâèæ-
íûõ íà ∂M , à Iso∗c(M,∂M) ïîäãðóïïà â Isoc(M), ñîñòîÿ-
ùàÿ èç èçîìîðôèçìîâ, íåïîäâèæíûõ â îêðåñòíîñòè ∂M .
Òàê êàê êðàé ∂M èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî Isoc(M), òî
ãðóïïà Isoc(M) óæå íå áóäåò òðàíçèòèâíîé íà M . Ïîýòîìó
Isoc(M,∂M) è Iso∗c(M, ∂M) ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ïîä-
ãðóïïàìè â Iso(M).
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Ñëåäóÿ [87], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî h ∈ Iso(M) èìååò
íîñèòåëü âî âíóòðåííåé êëåòêå, åñëè åãî íîñèòåëü ñî-
äåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå Q ⊂ Int (M), ãîìåî-
ìîðôíîì çàìêíóòîìó m-ìåðíîìó äèñêó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
F Iso(M) ïîäãðóïïó â Iso(M), ïîðîæäåííóþ èçîìîðôèçìà-
ìè c íîñèòåëÿìè âî âíóòðåííèõ êëåòêàõ. Ýòà ïîäãðóïïà,
î÷åâèäíî, òàêæå íîðìàëüíà, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùóþ öåïî÷êó íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé:

F Iso(M) ⊂ Iso∗c(M,∂M) ⊂ Isoc(M, ∂M) ⊂
⊂ Isoc(M) ⊂ Iso0(M) ⊂ Iso(M).

G. Fisher [87] (1960) ïîêàçàë, ÷òî ãðóïïà FH(M) ïðî-
ñòà (íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï) è
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â H(M),
ò.å. ñîäåðæèòñÿ â ëþáîé äðóãîé ñîáñòâåííîé íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïå èç H(M).

Äëÿ êàæäîãî ε > 0 ïóñòü F Isoε(M) îáîçíà÷àåò ïîä-
ãðóïïó â Iso(M), ïîðîæäåííóþ ãîìåîìîðôèçìàìè ñ íîñè-
òåëÿìè âî âíóòðåííèõ êëåòêàõ, äèàìåòðà, ìåíüøåãî ÷åì ε.
ßñíî, ÷òî

F Isoε(M) ⊂ F Isoε′(M) ⊂ F Iso(M)

ïðè ε < ε′. M. Brown [69] (1962) äîêàçàë, ÷òî
FH(M) = FHε(M)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε, ò.å. ÷òî êàæäûé ãîìåîìîðôèçì h èç
FH(M) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé êîìïîçèöèåé ãîìåîìîðôèçìîâ
ñ íîñèòåëÿìè ñêîëü óãîäíî ìàëîãî äèàìåòðà. Ýòîò æå ðå-
çóëüòàò âåðåí è äëÿ ãðóïïû FPL(M) êóñî÷íî-ëèíåéíûõ
ãîìåîìîðôèçìîâ.

4.8.1. Ïðîñòîòà è ñîâåðøåííîñòü ãðóïï Isoc(M)
äëÿ ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ. Íèæå, åñëè íå îãîâîðåíî
ïðîòèâíîå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ∂M = ∅.
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Òåîðåìà 4.21. Ãðóïïà Hc(M) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, à
ñëåäîâàòåëüíî, ñîâåðøåííîé.

S. Ulam è J. von Neumann [181] (1947) äîêàçàëè, ÷òî
Hc(S

2) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãðóïïîé.
R. D. Anderson [46] (1958) ïîêàçàë, ÷òî ãðóïïû ñîõðàíÿ-

þùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ S2 è S3, à òàêæå ãðóï-
ïû ãîìåîìîðôèçìîâ ìíîæåñòâà Êàíòîðà, ìíîæåñòâ ðàöè-
îíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.
Íî åãî ìåòîä íå ïðîõîäèë äëÿ ãðóïïû ãîìåîìîðôèçìîâ
îêðóæíîñòè S1.

G. Fisher [87] (1960) óñòàíîâèë ýòî äëÿ ìíîãîîáðàçèé
ðàçìåðíîñòè ≤ 3, à çàòåì R. D. Anderson [47] (1961) äîêà-
çàë ïðîñòîòó ãðóïïû Hc(M) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîîá-
ðàçèé.

J. Mather [134] (1971) äîêàçàë, ÷òî äëÿ òîïîëîãè÷åñêî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ M åãî ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ Hc(M) �
àöèêëè÷íà, ò.å. âñå öåëî÷èñëåííûå ãðóïïû ãîìîëîãèé òðè-
âèàëüíû Hi(Hc(M),Z) = 0. Îòñþäà òàêæå âûòåêàåò, ÷òî
Hc(M) � ñîâåðøåííà è ïðîñòà.

T. Rybicki [159] (1996) îáîáùèë åãî ìåòîä äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ñîâåðøåííîñòè (íî íå ïðîñòîòû) ãðóïïû ãîìåî-
ìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì.

Ïóñòü H(Dn, Sn−1) � ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ, íåïî-
äâèæíûõ íà êðàå S−1, à H∗(Dn, Sn−1) � åå ïîäãðóïïà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç ãîìåîìîðôèçìîâ, íåïîäâèæíûõ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè Sn−1. J. V. Whittaker [187] (1973) äîêàçàë, äëÿ
ëþáîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N ⊂ H(Dn) âûïîëíÿåòñÿ
îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé: ëèáî

H∗(Dn, Sn−1) ⊆ N ⊆ H(Dn, Sn−1),

ëèáî
H(Dn, Sn−1) ⊆ N.

Â ÷àñòíîñòè, H∗(Dn, Sn−1) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íåòðè-
âèàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â H(Dn).
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Òåîðåìà 4.22. Ãðóïïà Dr
c(M) ïðîñòà è ñîâåðøåííà.

Â ðàáîòå D. B. A. Epstein [84] (1970) äàíû äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ãðóïïà ãîìå-
îìîðôèçìîâ G, äëÿ òîãî, ÷òîáû åå êîììóòàòîð [G,G] áûë
ïðîñòîé ãðóïïîé.

Òàê êàê êîììóòàòîð [G,G] âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé â G, òî èç ýòèõ óñëîâèé âûòåêàåò, ÷òî G ïðîñòà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G = [G,G]. D. B. A. Epstein
òàêæå óñòàíîâèë, ÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû äëÿ Dr

c(M).
Áîëåå òîãî, äëÿ r = 1 êîììóòàòîð [D1

c (M),D1
c (M)] âñþ-

äó ïëîòåí â D1
c (M) (â C1-òîïîëîãèè), ïîýòîìó D1

c (M) íå
èìååò çàìêíóòûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï. Êðîìå ýòîãî, îí
ïîêàçàë, ÷òî ãðóïïû PL-ãîìåîìîðôèçìîâ

PLc(R1) è PLc(S
1)

ïðîñòû.
M. Hermann [108] (1973), èñïîëüçóÿ ÊÀÌ-òåîðèþ, óñòà-

íîâèë, ÷òî äëÿ n-ìåðíîãî òîðà T n ãðóïïà D∞
c (T n) � ïðî-

ñòà.
W. Thurston [176] (1974) äàë î÷åíü ñæàòîå äîêàçàòåëü-

ñòâî ïðîñòîòû ãðóïïû D∞
c (M) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ. Ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîñâÿ-
ùåíà êíèãà A. Banyaga [55] (1997).

Íåçàâèñèìî J. Mather (àíîíñèðîâàë â [136] è äàë ïîë-
íûå äîêàçàòåëüñòâà â [135]) (1974), èñïîëüçóÿ óñëîâèå Ýï-
øòåéíà, äîêàçàë, ÷òî åñëè C∞-ìíîãîîáðàçèå èìååò ðàçìåð-
íîñòü n, òî ãðóïïà Dr

c(M) ïðîñòà äëÿ n + 2 ≤ r ≤ +∞.
Äàëåå, J. Mather [137] (1975) äîêàçàë, ÷òî äëÿ êàæäîãî

äëÿ 1 ≤ r ≤ n ãðóïïà Dr
c(M) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. ×òî

êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ r = n+1, òî îí îñòàâàëñÿ íåðàçîáðàííûì
â òå÷åíèè 9 ëåò. Òîëüêî â [138] (1984) J. Mather óêàçàë ïðè-
÷èíû ïî êîòîðûì åãî äîêàçàòåëüñòâî, à òàêæå äîêàçàòåëü-
ñòâà Ãåðìàíà è Ò¼ðñòîíà, íå ïðîõîäÿò äëÿ ñëó÷àÿ r = n+1.
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Â òîì æå íîìåðå æóðíàëà [85] Ýïøòåéí ïðèâåë åùå îäíî
äîêàçàòåëüñòâî ñîâåðøåííîñòè ãðóïïû D∞

c (M).
J. Mather [139] (1985) òàêæå ïîêàçàë, ÷òî ãðóïïà C1-

äèôôåîìîðôèçìîâ R1, ó êîòîðûõ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìå-
åò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ, íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé (îí
ïîñòðîèë ýïèìîðôèçì ýòîé ãðóïïû íà êîììóòàòèâíóþ àáå-
ëåâó ãðóïïó R).

Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Gr(M), r = 1, . . . ,∞, ãðóïïó äèôôåîìîðôèçìîâ M , èìåþ-
ùèõ òîæäåñòâåííûì äèôôåîìîðôèçìîì idM êàñàíèå ïî-
ðÿäêà r íà ∂M . Î÷åâèäíî, ÷òî Gr � íîðìàëüíà ïîäãðóïïà
â D(M) è Gr′ ⊂ Gr äëÿ r′ > r. Â ÷àñòíîñòè, G∞ ⊂ Gr äëÿ
âñåõ r. A. Masson [132] (1977) ïîêàçàë, ÷òî G∞ ÿâëÿåòñÿ
ñîâåðøåííîé ãðóïïà.

4.9. Ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ ñëîåíèé
Ïóñòü F � ñëîåíèå (âîçìîæíî ñ îñîáåííîñòÿìè), çà-

äàííîå íà ìíîãîîáðàçèè M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(F) ãðóï-
ïó C∞-äèôôåîìîðôèçìîâ M , êîòîðûå èìåþò êîìïàêòíûé
íîñèòåëü, îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûì êàæäûé ñëîé ýòîãî
ñëîåíèÿ è êðîìå òîãî, èçîòîïíû òîæäåñòâåííîìó äèôôåî-
ìîðôèçìó ñ ïîìîùüþ ñîõðàíÿþùåé ñëîè èçîòîïèè ñ êîì-
ïàêòíûì íîñèòåëåì.

Íàïðèìåð, åñëè F � òðèâèàëüíîå ñëîåíèå, ñîñòîÿùåå
òîëüêî èç îäíîãî ñëîÿ M , òî Dc(M) = D(F).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K ⊂ M � ïîäìíîæåñòâî, ÿâëÿþùå-
åñÿ îáúåäèíåíèåì öåëûõ ñëîåâ F. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(F, K)
ïîäãðóïïó â D(F), ñîñòîÿùóþ èç äèôôåîìîðôèçìîâ, íåïî-
äâèæíûõ íà K. Òîãäà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî D(F, K) ÿâëÿ-
åòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì â D(F), ïðè÷åì, åñëè K �
çàìêíóòî, òî D(F, K) òàêæå çàìêíóòî â D(F). Òàêèì îáðà-
çîì, ãðóïïà D(F) óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. Íî âñå æå âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îíà ñîâåðøåííà. Ïîëîæèì

H1(D(F)) = D(F) / [D(F),D(F)].



248 Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé

Òåîðåìà 4.23. Åñëè êàæäûé ñëîé F èìååò ïîëîæè-
òåëüíóþ ðàçìåðíîñòü (≥ 1), òî D(F) � ñîâåðøåííà. Åñëè
F èìååò ðîâíî k íóëüìåðíûõ ñëîåâ, ò.å. òî÷åê, òî

H1D(F) = Rk.

Ýòà òåîðåìà äîêàçàíà K. Fukui [89] (1980). Èäåÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z �
íóëüìåðíûé ñëîé ñëîåíèÿ F. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîñòðî-
èòü íåòðèâèàëüíûé ãîìîìîðôèçì

θz : D(F) → R.

Âûáåðåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (x1, . . . , xm) â îêðåñòíîñ-
òè z. Òîãäà h(z) = z äëÿ êàæäîãî h ∈ D(F). Î÷åâèäíî, ÷òî
îïðåäåëèòåëü |J(h)| ÿêîáèàíà h â òî÷êå z íå çàâèñèò îò âû-
áîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â òî÷êå z (òàê êàê ïðè çàìåíå
êîîðäèíàò J(h) çàìåíÿåòñÿ ìàòðèöåé âèäà AJ(h)A−1).

Êðîìå òîãî,

|J(h ◦ g)| = |J(h)J(g)| = |J(h)| |J(g)|.
Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâèå h 7→ log |J(h)| ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî
îïðåäåëåííûì ãîìîìîðôèçìîì D(F) íà àáåëåâó ãðóïïó R.

Åñëè ñëîåíèå F èìååò k íóëüìåðíûõ ñëîåâ z1, . . . , zk,
òî ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì θ = (θz1 , . . . , θzk

) : D(F) → Rk.
K. Fukui [89] (1980) ïîêàçàë, ÷òî θ � ýïèìîðôèçì è ÷òî
ëþáîé äðóãîé ãîìîìîðôèçì D(F) â àáåëåâó ãðóïïó ïðîïó-
êàåòñÿ ÷åðåç θ.

T. Rybicki [158] (1995) äîêàçàë, ÷òî ãðóïïà D(F) äëÿ p-
ìåðíîãî ñëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé. Çàòåì S. Haller è
T. Rybicki [97] (1999) äîêàçàëè ñîâåðøåííîñòü ãðóïïû D(F)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (äàæå ñèíãóëÿðíîãî) ñëîåíèÿ, ó êîòî-
ðîãî âñå ñëîè èìåþò ðàçìåðíîñòü ≥ 1, ò.å. íå ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Íåøà�Ìîçåðà îá îáðàòíîé ôóíê-
öèè, ñì. [99], S. Haller è J. Teichman [98] (2003) äàëè äðóãîå
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äîêàçàòåëüñòâî ñîâåðøåííîñòè ãðóïïû D∞(M): âñÿêèé äî-
ñòàòî÷íî áëèçêèé ê òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçì M
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå êîììóòàòîðîâ. Èõ
ìåòîä òàêæå ïîçâîëèë îöåíèòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
íåîáõîäèìûõ êîììóòàòîðîâ.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñëîåíèå F ñîñòîèò èç îðáèò íåêîòîðî-
ãî âåêòîðíîãî ïîëÿ F , â ðàáîòå [129] íàéäåíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ãðóïïà D(F) ëèáî ñòÿãèâàåìà, ëèáî
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà îêðóæíîñòè. Ýòè ðåçóëüòàòû
îïèñàíû â òåîðåìå 5.57.

4.9.1. G-ýêâèâàðèàíòíûå èçîìîðôèçìû. Ïóñòü G
� êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, ñâîáîäíî äåéñòâóþùàÿ íà òî-
ïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç IsoG(M)
ãðóïïó G-ýêâèâàðèàíòíûõ èçîìîðôèçìîâ M , èçîòîïíûõ
òîæäåñòâåííîìó ïîñðåäñòâîì G-ýêâèâàðèàíòíûõ èçîòîïèé
ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè.

Â ïðåïðèíòå 2005 ãîäà T. Rybicki äîêàçàë, ÷òî HG(M)
� ñîâåðøåííàÿ ãðóïïà.

A. Banyaga [54] (1977) äîêàçàë ñîâåðøåííîñòü ãðóïïû
Dr

G(M) äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà G ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì òîðîì T n

è r = 1, . . . ,∞, íî r 6= dim(M) + 1.
K. Abe è K. Fukui [42] (1978) óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè G �

ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè q, ãëàäêî è ñâîáîäíî äåéñòâóþùàÿ
íà ãëàäêîì m-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè áåç êðàÿ M , òî ãðóïïà
Dr

G(M) ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé ïðè r 6= m−q+1 è m−q ≥ 1.

4.9.2. Ñîõðàíåíèå ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü M �
ëèáî òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ëèáî Q-ìíîãîîáðàçèå
(ò.å. õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ëîêàëüíî
ãîìåîìîðôíîå ñ÷åòíîìó ïðîèçâåäåíèþ çàìêíóòûõ îòðåç-
êîâ), ëèáî ìíîãîîáðàçèå Ìåíãåðà. Ïóñòü òàêæå D ⊂ M
� âñþäó ïëîòíîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
H(M, D) ãðóïïó òàêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ h : M → M , ÷òî
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h(D) = D è íàäåëèì ýòó ãðóïïó êîìïàêòíî-îòêðûòîé òî-
ïîëîãèåé.

J. J. Dijkstra è J. van Mill [78] (2004) äîêàçàëè, ÷òî åñëè
M � îäíîìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, òî ãðóïïà
H(M,D) ãîìåîìîðôíà ñ÷åòíîìó ïðîèçâåäåíèþ ïðîñòðàí-
ñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q∞. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
M ãðóïïà H(M,D) ãîìåîìîðôíà ïðîñòðàíñòâó Ýðä¼øà E,
ñîñòîÿùåìó èç âñåõ òî÷åê ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà l2 ñ
ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.

Îòìåòèì, ñì P. Erd�os [86] (1940), ÷òî ïðîñòðàíñòâî E
èìååò ðàçìåðíîñòü 1.



ÃËÀÂÀ 5

Ãëàäêèå ñäâèãè âäîëü îðáèò âåêòîðíûõ
ïîëåé

5.1. Ââåäåíèå
Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå è F � ñëîåíèå íà

M . Â äàííîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ îòîáðàæåíèÿ f : M → M ,
îñòàâëÿþùèå èíâàðèàíòíûìè êàæäûé ñëîé çàäàííîãî ñëî-
åíèÿ íà M .

5.1.1. Ñëîåíèÿ. Ïóêàé M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå,
dim M = m. Íåñèíãóëÿðíûì ñëîåíèåì F ðàçìåðíîñòè p
íà M , ñîêðàùåííî p-ñëîåíèåì, íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàçáèå-
íèå M = ∪iFi íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñâÿçíûå ïîä-
ìíîæåñòâà Fi (íàçûâàåìûå ñëîÿìè), ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷-
êè x ∈ M íàéäóòñÿ ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (x1, . . . , xm),
â êîòîðûõ êàæäîå íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå Fi ∩ U ÿâëÿåòñÿ
p-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ {xp+1 = c1, . . . , xm = cm−p} äëÿ
íåêîòîðîãî (c1, . . . , cm−p) ∈ Rm−p.

Íàïðèìåð, ðàçáèåíèå Fp ïðîñòðàíñòâà Rm = Rp×Rm−p

íà ïëîñêîñòè âèäà Rp × c, ãäå c ∈ Rm−p ÿâëÿåòñÿ íåñèíãó-
ëÿðíûì p-ñëîåíèåì íà Rm, è âñÿêîå p-ñëîåíèå íà m-ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè ëîêàëüíî óñòðîåíî òàê æå êàê Fp.

Íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé

i : N → M

íàçûâàåòñÿ èììåðñèåé, åñëè i èíúåêòèâíî è äëÿ êàæäîé
òî÷êè x ∈ N êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå i∗ : TxN → Ti(x)M
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ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì. Îáðàç èììåðñèè i(N) ⊂ M áó-
äåì íàçûâàòü èììåðñèðîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â M .
Èììåðñèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç,
íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì. Åñëè îáðàç èììåðñèè çàìêíóò â
M , òî îíà ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, íî, î÷åâèäíî, íå ó êàæäîãî
âëîæåíèÿ îáðàç çàìêíóò.

Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé ñëîé p-ñëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èììåð-
ñèðîâàííûì â M ìíîãîîáðàçèåì, íî íå îáÿçàòåëüíî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîãîáðàçèåì â M . Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî
ðàññìîòðåòü 1-ñëîåíèå íà n-ìåðíîì òîðå íà îðáèòû èððà-
öèîíàëüíîãî ïîòîêà. Êàæäàÿ òàêàÿ îðáèòà ÿâëÿåòñÿ âçà-
èìíî îäíîçíà÷íûì ãëàäêèì îáðàçîì R, íî, êàê ïîäìíîæå-
ñòâî òîðà, íå ãîìåîìîðôíà R.

Ïóñòü F � p-ñëîåíèå íà M . Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M
îáîçíà÷èì ÷åðåç Fx ñëîé ñëîåíèÿ F, ñîäåðæàùèé x. Áóäåì
íàçûâàòü Fx ñëîåì ñëîåíèÿ, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç x.

5.1.2. Ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàñïðåäåëåíèåì D íà ìíîãî-
îáðàçèè M íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæ-
äîé òî÷êå x ∈ M íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü Dx â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå TxM .

Cr-ðàñïðåäåëåíèå (0 ≤ r ≤ ∞) � ýòî ðàñïðåäåëåíèå,
ïîëó÷åííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì íà M íåêîòî-
ðîå, âîçìîæíî áåñêîíå÷íîå, ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé
V êëàññà Cr è äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M ïóñòü

Dx = {F (x) : F ∈ V} ⊂ TxM

� ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âñåõ âåêòîðîâ èç V â äàííîé òî÷-
êå. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå x 7→ Dx ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
ñèíãóëÿðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà M , òî åñòü ðàçìåðíîñòè
ïëîñêîñòåé Dx ìîãóò ìåíÿòüñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå.

Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå F ïðèíàäëåæèò ðàñïðå-
äåëåíèþ D, åñëè F (x) ∈ Dx äëÿ âñåõ x ∈ M . Ñëåäîâàòåëü-
íî, êàæäîå ðàñïðåäåëåíèå D íà M îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî
V(D) âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïðèíàäëåæàùèõ D.
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Ïóñòü N ⊂ M � ãëàäêîå èììåðñèðîâàííîå ïîäìíî-
ãîîáðàçèå. Òîãäà N íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì ìíîãîáðà-
çèåì ðàñïðåäåëåíèÿ D, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ N
åå êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü TxN ñîäåðæèòñÿ â Dx. Åñëè æå
TxN = Dx äëÿ âñåõ x ∈ N è N íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì
á�îëüøåì èíòåãðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî N
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì
ðàñïðåäåëåíèÿ D.

5.1.3. Ñâÿçü ìåæäó ñëîåíèÿìè è ðàñïðåäåëåíè-
ÿìè. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå ñèíãóëÿðíîå ñëîåíèå F åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå êàñàòåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå T(F) íà M : òî÷êå x ∈ M ñîïîñòàâëÿåòñÿ
êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü TxFx ⊂ TxM ê ñëîþ Fx. Î÷åâèäíî,
÷òî ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìî, à åãî ìàêñè-
ìàëüíûå èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ � ýòî ñëîè ñëîå-
íèÿ F.

Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå íå îäíîçíà÷íî: íå êàæäîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå âîçíèêàåò êàê êàñàòåëüíîå ê íåêîòîðîìó ñëîå-
íèþ, íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ðàñ-
øèðèòü òàê, ÷òîáû îíî áûëî êàñàòåëüíûì ê íåêîòîðîìó
ñèíãóëÿðíîìó ñëîåíèþ.

Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü D � èí-
òåãðèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå, x ∈ M è Fx � ìàêñèìàëüíîå
èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå D, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç x. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå F ïðèíàäëåæèò ðàñïðåäåëå-
íèþ D, è ðàññìîòðèì îðáèòó ωx ýòîãî ïîëÿ, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó x. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ωx ⊂ Fx. Òàêèì
îáðàçîì, ñòàðòîâàâ èç òî÷êè x è äâèãàÿñü îò òî÷êè ê òî÷-
êå òîëüêî âäîëü îðáèò âåêòîðíûõ ïîëåé, ïðèíàäëåæàùèõ
ðàñïðåäåëåíèþ D, ìû íèêîãäà íå âûéäåì çà ïðåäåëû ìàê-
ñèìàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Fx.
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Àíàëèòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîëåé
F,G, ïðèíàäëåæàùèõ D, èõ ñêîáêà Ëè [F, G] òàêæå ïðè-
íàäëåæèò D. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþò
èíâîëþòèâíûìè.

Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü V �
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà M (íàïðèìåð,
ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïðèíàäëåæàùèõ äàííî-
ìó ðàñïðåäåëåíèþ). Ñëåäóÿ [175] áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷-
êè x è x′ ∈ M ÿâëÿþòñÿ V-ñâÿçàííûìè åñëè íàéäóòñÿ òà-
êèå âåêòîðíûå ïîëÿ F1, . . . , Fn ∈ V è äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-
ëà t1, . . . tk, ÷òî

(5.29) x′ = Φtn
n ◦ Φ

tn−1

n−1 ◦ · · · ◦ Φt1
1 (x)

ãäå Φi : R×M → M � ïîòîê, ïîðîæäåííûé Fi, à îòîáðà-
æåíèå Φt

i : M → M çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Φt
i(x) = Φi(t, x).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè ÿâ-
ëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â ðàáîòàõ [172�175] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè
x ∈ M åå êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè Fx ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì èì-
ìåðñèðîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ðàñïðåäåëåíèå D îïðåäåëÿåò
íåêîòîðîå ðàçáèåíèå F(D) ìíîãîîáðàçèÿ M íà èììåðñèðî-
âàííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Òàê êàê ðàçìåðíîñòè ñëîåâ ìî-
ãóò ìåíÿòüñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå, òî òàêîå ðàçáèåíèå íàçûâà-
åòñÿ ñèíãóëÿðíûì ñëîåíèåì èëè ñëîåíèåì ñ îñîáåííîñòÿ-
ìè.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè D = T(F) áûëî êàñàòåëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì äëÿ íåêîòîðîãî ñëîåíèÿ F, òî

(5.30) F(D) = F(T(F)) = F.

Ñôîðìóëèðóåì ýòè ðåçóëüòàòû â âèäå ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû, ÿâëÿþùåéñÿ îáîùåíèåì òåîðåìû Ôðîáåíèóñà äëÿ
p-ðàñïðåäåëåíèé.



5.1 Ââåäåíèå 255

Òåîðåìà 5.1. [174, 175], ñì. òàêæå [172, 173]. Ïóñòü
M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå è D � ãëàäêîå, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ñèíãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû

(1) D = T(F(D))
(2) D èíâîëþòèâíî, òî åñòü çàìêíóòî îòíîñèòåëü-

íî âçÿòèÿ ñêîáêè âåêòîðíûõ ïîëåé, ïðèíàäëåæà-
ùèõ D.

5.1.4. Ñëîåíèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè, îïðåäåëÿåìûå
ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè. Òåîðèÿ ñëîåíèé â îñíîâíîì
çàíèìàåòñÿ ðåãóëÿðíûìè ñëîåíèÿìè, ó êîòîðûõ âñå ñëîè
èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü. Ñèíãóëÿðíûå ñëîåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ êóäà áîëåå ñëîæíûìè îáúåêòàìè.

Îäíèì èç î÷åíü âàæíûõ ïðèìåðîâ ñëîåíèé ñ îñîáåí-
íîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëîåíèÿ íà ìíîæåñòâà óðîâíÿ ãëàäêèõ
îòîáðàæåíèé. Òî÷íåå, ïóñòü f : M → N ãëàäêîå îòáîðà-
æåíèå ìåæäó ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Òîãäà ïî òåîðå-
ìå Ñàðäà, ñì. íàïð. [36], ïî÷òè âñå çíà÷åíèÿ f (ìíîæåñòâî
ýòèõ çíà÷åíèé îáðàçóåò ìíîæåñòâî ïåðâîé êàòåãîðèè â N)
ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Ïîýòîìó ïðîáðàç f−1(c) êàæäîé
òàêîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â M îä-
íîé è òîé æå ðàçìåðíîñòè

d = max{0, dim M − dim N}.
Åñëè êðèòè÷åñêèå òî÷êè f ÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè

Òîìà-Áîàðäìàíà, ñì. [6], òî êðèòè÷åñêèå óðîâíè f , ò.å. ïðî-
îáðàçû êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé f−1(c) ìîæíî ñòðàòèôèöè-
ðîâàòü, ò.å. ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ðàçáèòü íà ïîäìíîãîîá-
ðàçèÿ ðàçìåðíîñòåé ìåíüøèõ ÷åì d.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå f : M → N ñ îñîáåííî-
ñòÿìè Òîìà-Áîàðäìàíà èíäóöèðóåò íà M ñëîåíèå ñ îñîáåí-
íîñòÿìè, ñëîè êîòîðîãî ëèáî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïðî-
îáðàçîâ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé f , ëèáî êîìïîíåíòû ñòðàòîâ
â ïðîîáðàçàõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé f .
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Ìû íå áóäåì ôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå îòáðàæåíèé
Òîìà-Áîàðäìàíà, óïîìÿíåì òîëüêî, ÷òî ôóíêöèè Ìîðñà
f : M → R, ñì. íàïð. [23], ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì
ïðèìåðîì òàêèõ îòîáðàæåíèé, à ñëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M
íà ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèé Ìîðñà (â îñîáåííîñòè åñ-
ëè M � ñèìïëåêòè÷åñêîå) èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü â
òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ñì. íàïð. [7].

5.1.5. Êàê ñòðîèòü äèôôåîìîðôèçìû, êîòîðûå
ñîõðàíÿþò ñëîè ñëîåíèé. Ïóñòü F � âåêòîðíîå ïîëå
íà ìíîãîîáðàçèè M è Φ : R × M → M � ïîòîê ïîëÿ F .
Ðàññìîòðèì ñëîåíèå íà M , îáðàçîâàííîå îðáèòàìè ïîëÿ
F . Òîãäà äëÿ êàæäîé ãëàäêîé ôóíêöèè α : M → R îòîá-
ðàæåíèå f : M → M , îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå
(5.31) f(x) = Φ(α(x), x),

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(i) f îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíîé êàæäóþ îðáèòó ωx ïî-

òîêà Φ, òî åñòü f(ωx) ⊂ ωx;
(ii) f ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ idM ,

íàïðèìåð ïîñðåäñòâîì ãîìîòîïèè ft = Φ(t α(x), x);
(iii) f åñòü ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì â êàæäîé îñî-

áîé òî÷êå F .
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâèå α 7→ f ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê îòîáðàæåíèå
φ : C∞(M,R) → C∞(M,M),

çàäàííîå ôîðìóëîé (5.31). Áóäåì íàçûâàòü φ îòîáðàæåíè-
åì ñäâèãà âäîëü îðáèò âåêòîðíîãî ïîëÿ F . , ñì. [129].

Çàôèêñèðóåì òåïåðü k âåêòîðíûõ ïîëåé F1, . . . , Fk, ïî-
ðîæäàþùèõ ñîîòâåòñòâåííî ïîòîêè

Φ1, . . . , Φk : R×M → M

è ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíîå ñëîåíèå F, ïîðîæäåííîå ýòèìè
ïîëÿìè.
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Òîãäà äëÿ êàæäîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà èç k ãëàä-
êèõ ôóíêöèé α1, . . . , αk ∈ C∞(M,R) ìîæíî îïðåäåëèòü
ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå f : M → M ïîñðåäñòâîì ôîð-
ìóëû
(5.32) f(x) = Φk

(· · · (Φ2(Φ1(x, α1(x)),

àíàëîãè÷íîé (5.29).
Î÷åâèäíî, ÷òî f ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæå-

íèþ è ïåðåâîäèò êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ F â ñåáÿ. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïî-
ðÿäêà F1, . . . , Fk, â êîòîðîì áåðóòñÿ ýòè âåêòîðíûå ïîëÿ.
Ôîðìóëà (5.32) îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå

φ1,...,k : C∞(M,R)× · · · × C∞(M,R)︸ ︷︷ ︸
k

→ C∞(M,M),

êîòîðîå ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèåì ñäâèãà
âäîëü îðáèò âåêòîðíûõ ïîëåé F1, . . . , Fk.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ôîðìóëå (5.32) çíà÷åíèÿ êàæäîé èç
ôóíêöèé αi áåðóòñÿ â íà÷àëüíîé òî÷êå x. Åñëè îáîçíà÷èòü
÷åðåç φi : C∞(M,R) → C∞(M, M) îòîáðàæåíèå ñäâèãà
âäîëü îðáèò âåêòîðíîãî ïîëÿ Fi, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìó-
ëå (5.31), òî îòîáðàæåíèå φ1,...,k(α1, . . . , αk), âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé φk(αk) ◦ · · · ◦ φ2(α2) ◦ φ1(α1).
Íàïðèìåð, ïðè n = 2 èìååì

φ1,2(α1, α2)(x) = Φ2

(
α2(x), Φ1

(
α1(x), x

))
,

â òî âðåìÿ êàê
φ2(α2) ◦ φ1(α1)(x) = Φ2

(
α2 ◦ Φ1

(
α1(x), x

)
, Φ1

(
α1(x), x

))
.

Â ÷àñòíîñòè, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè äâà ïîòîêà ñ
ñîñåäíèìè èíäåêñàìè ñîâïàäàþò, ñêàæåì, Φi = Φi+1 äëÿ
íåêîòîðîãî èíäåêñà i, òî

(5.33) φ1,...,i,i,...,n(α1, . . . , α
′
i, α

′′
i , . . . , αn) =

= φ1,...,i,...,n(α1, . . . , α
′
i + α′′i , . . . , αn).

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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5.2. Ñäâèãè, ÿâëÿþùèåñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè
Ïóñòü F1, . . . , Fn � âåêòîðíûå ïîëÿ íà Rm è

Φ1, . . . , Φn : (−ε, ε)× V → Rm

� ñîîòâåòñòâóþùèå ëîêàëüíûå ïîòîêè, ïîðîæäàåìûå ýòè-
ìè ïîëÿìè Fi â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V íà÷àëà êîîðäè-
íàò 0 ∈ Rm. Ïóñòü α1, . . . , αn : V → R � òàêèå ãëàäêèå
ôóíêöèè, ÷òî îòîáðàæåíèå f : U → Rm, çàäàâàåìîå ôîð-
ìóëîé (5.32):

f(x) = Φn

(
αn(x), · · ·Φ2

(
α2(x), Φ1(α1(x), x)

) · · · ),
îïðåäåëåíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ⊂ V íà÷àëà êîîð-
äèíàò.

×åðåç F.α áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè α
âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ F :

F.α =
m∑

i=1

F i ∂α

∂xi

= 〈F,∇α〉.

Ñîñòàâèì ñëåäóþùèé îïðåäåëèòåëü

(5.34)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + F1.α1 F2.α1 · · · Fn.α1

F1.α2 1 + F2.α2 · · · Fn.α2

· · · · · · · · · · · ·
F1.αn F2.αn · · · 1 + Fn.αn

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç
D[F1, . . . , Fn; α1, . . . , αn].

Çàìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò òîëüêî ïðîèç-
âîäíûå Fj.αi ôóíêöèé αi âäîëü âåêòîðíûõ ïîëåé Fj, à çíà-
÷èò, íå çàâèñèò îò ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà ñîñòàâëÿåò ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2. [130] Îòîáðàæåíèå
f = φ1,...,n(α1, . . . , αn),
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îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå (5.32), åñòü ëîêàëüíûé äèôôåî-
ìîðôèçì â îêðåñòíîñòè 0 ∈ Rm òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

(5.35) D[F1, . . . , Fn; α1, . . . , αn] 6= 0.

Åñëè D[F1, . . . , Fn; α1, . . . , αn] > 0, òî f ñîõðàíÿåò îðèåí-
òàöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò äàíî â ðàçäåëå 5.2.3: ìû ïîêà-
æåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ÿêîáèàíà îòîáðàæåíèÿ f çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé (5.34).

Â ðàçäåëå 5.2.4 áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé îòîáðàæåíèé
ñäâèãà âäîëü îðáèò îäíîãî ïîòîêà è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ òàêèå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìà-
ìè âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ.

5.2.1. Äâà îïðåäåëåíèÿ ñèìâîëà D[−;−]. Ïóñêàé
M(m,n) � ïðîñòðàíñòâî (m × n)-ìàòðèö (m ñòðîê è n
ñòîëáöîâ) íàä íåêîòîðûì ïîëåì F. Ïðè m = n ïðîñòðàí-
ñòâî M(n, n) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M(n). Äëÿ êàæäîé
ìàòðèöû X ∈ M(n) ïóñòü

(5.36) PX(λ) = |X − λEn| =
= (−λ)m + (−λ)m−1µ1 + (−λ)m−2µ2 + . . . + µm

� åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Ïóñòü òàêæå En �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n è 0n,m � íóëåâàÿ ìàò-
ðèöà ðàçìåðà n×m.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïàðû âåêòîðîâ

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥

f 1

f 2

· · ·
fm

∥∥∥∥∥∥∥∥
è A =

∥∥∥∥∥∥∥∥

a1

a2

· · ·
am

∥∥∥∥∥∥∥∥
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ìîæíî ïîñòðîèòü äâà ïðîèçâåäåíèÿ:

FAt =

∥∥∥∥∥∥∥∥

f 1

f 2

· · ·
fm

∥∥∥∥∥∥∥∥
·∥∥a1, . . . , am

∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

f 1a1 f 1a2 · · · f 1am

f 2a1 f 2a2 · · · f 2am

· · · · · · · · · · · ·
fma1 fma2 · · · fmam

∥∥∥∥∥∥∥∥

è

F tA = 〈F, A〉 =
m∑

i=1

f iai ∈ R.

Ïóñòü òåïåðü F1, . . . , Fn è A1, . . . , An � äâà íàáîðà âåê-
òîðîâ â Fm. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìàòðèöû ïðè ïîìîùè
ôîðìóë:

(5.37) X = F1A
t
1 + . . . + FnAt

n

è

(5.38) Y =

∥∥∥∥∥∥∥∥

〈F1, A1〉 〈F2, A1〉 · · · 〈Fn, A1〉
〈F1, A2〉 〈F2, A2〉 · · · 〈Fn, A2〉
· · · · · · · · · · · ·

〈F1, An〉 〈F2, An〉 · · · 〈Fn, An〉

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Fi = Ai äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, òî |Y |
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Ãðàììà G(F1, . . . , Fn).

Ïóñòü Fi = (f 1
i , . . . , fm

i ) è Ai = (a1
i , . . . , a

m
i ) � êîîðäè-

íàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ è

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

f 1
1 f 1

2 · · · f 1
n

f 2
1 f 2

2 · · · f 2
n

· · · · · · · · · · · ·
fm

1 fm
2 · · · fm

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a1
1 a1

2 · · · a1
n

a2
1 a2

2 · · · a2
n

· · · · · · · · · · · ·
am

1 am
2 · · · am

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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� ìàòðèöû, ñòîëáöû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç êîîðäèíàò Fi è
Ai. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
(5.39)

X = FAt =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

m∑
j=1

f 1
j a1

j

m∑
j=1

f 1
j a2

j · · ·
m∑

j=1

f 1
j am

j

m∑
j=1

f 2
j a1

j

m∑
j=1

f 2
j a2

j · · ·
m∑

j=1

f 2
j am

j

· · · · · · · · · · · ·
m∑

j=1

fm
j a1

j

m∑
j=1

fm
j a2

j · · ·
m∑

j=1

fm
j am

j

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∈ M(m)

è
(5.40)

Y = F tA =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

m∑
i=1

f i
1a

i
1

m∑
i=1

f i
1a

i
2 · · ·

m∑
i=1

f i
1a

i
n

m∑
i=1

f i
2a

i
1

m∑
i=1

f i
2a

i
2 · · ·

m∑
i=1

f i
2a

i
n

· · · · · · · · · · · ·
m∑

i=1

f i
nai

1

m∑
i=1

f i
na

i
2 · · ·

m∑
i=1

f i
nai

n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∈ M(n).

Òåîðåìà 5.3. |Em + X| = |En + Y |.
Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì äàíî â ðàçäåëå 5.2.2.
Îïðåäåëåíèå 5.4. Äëÿ âåêòîðîâ

F1, . . . , Fn è A1, . . . , An

â Rm îïðåäåëèì ñèìâîë D[F1, . . . , Fn; A1, . . . , An] ïîñðåä-
ñòâîì ôîðìóëû:
(5.41) D[F1, . . . , Fn; A1, . . . , An] := |Em + X| = |En + Y |,
ãäå ìàòðèöû X è Y îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (5.37)
è (5.38) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåíåñòè îïðåäåëåíèå 5.4 íà âåêòîðíûå
ïîëÿ è ôóíêöèè. Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, F �
ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå è α : Rm → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
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Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç F.α ìû îáîçíà÷àåì ïðîèçâîäíóþ α
âäîëü F .

Ïóñòü F1, . . . , Fn � âåêòîðíûå ïîëÿ è α1, . . . , αn � ãëàä-
êèå ôóíêöèè íà Rm. Òîãäà â êàæäîé òî÷êå x ∈ Rm ïîëó-
÷àåì äâå ñèñòåìû âåêòîðîâ: âåêòîðû

F1(x), . . . , Fn(x)

è ãðàäèåíòû ôóíêöèé αi:
∇α1(x), . . . ,∇αn(x).

Ïîýòîìó ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (5.41) îïðåäåëåíî âûðàæå-
íèå:

D[F1(x), . . . , Fn(x);∇α1(x), . . . ,∇αn(x)],

êîòîðîå, äëÿ ïðîñòîòû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
D[F1, . . . , Fn; α1, . . . , αn](x).

Çàìå÷àíèå 5.5. Ôîðìóëà (5.41) ïðåäëàãàåò äâà ñïî-
ñîáà âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëà D[F1, . . . , Fn; A1, . . . , An]. Ïåðâîå
âûðàæåíèå, |Em + X|, çàâèñèò îò ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò, à
âòîðîå, |En + Y |, � ñîâïàäàåò ñ (5.34) è ñîäåðæèò òîëüêî
ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé αi âäîëü ïîëåé Fj, à çíà÷èò, èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì,
D[F1, . . . , Fn; α1, . . . , αn] ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íà M , çàâèñÿ-
ùåé òîëüêî òî n-êè âåêòîðíûõ ïîëåé è n-êè ôóíêöèé.

5.2.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3. Ýòî òåîðåìà
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ 5.6. Âíà-
÷àëå îòìåòèì, ÷òî åñëè A,B ∈ M(m,n), òî ìàòðèöà ABt

èìååò ðàçìåðíîñòü m×m, à AtB � ðàçìåðíîñòü n× n.
Ïðåäëîæåíèå 5.6. Ïóñòü A,B ∈ M(m,n). Òîãäà

PABt(λ) = (−λ)m−nPAtB(λ).

Äåéñòâèòåëüíî, èç ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî
(5.42) |Em + ABt| = PABt(−1) = PAtB(−1) = |En + AtB|.
Òåîðåìà 5.3 äîêàçàíà. ¤
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.6. Íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü m = n. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî òîãäà
PABt = PAtB. Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû:

Ëåììà 5.7. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B ∈ M(n) èìååì
PAB(λ) ≡ PBA(λ).

Äåéñòâèòåëüíî,

PABt = P(ABt)t = PBAt
Ëåììà 5.7

======= PAtB,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Óòâåðæäåíèå ëåììû 5.7 èçâåñòíî ñïåöèàëèñòàì ïî ëè-

íåéíîé àëãåáðå, íî îáû÷íî íå óïîìèíàåòñÿ â ó÷åáíèêàõ.
Ïîýòîìó ìû ïðèâîäèì äàæå äâà äîêàçàòåëüñòâà. Ïåðâîå
èñïîëüçóåò òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâ ìàòðèö, à âòîðîå1 �
ïðîõîäèò äëÿ ìàòðèö íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.7. Ïóñêàé îäíà
èç ìàòðèö, ñêàæåì A, íåâûðîæäåíà. Òîãäà òîæäåñòâî

A(BA) = (AB)A

ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöû AB è BA ïîäîáíû:
(5.43) BA = A−1(AB)A,

ïîýòîìó îíè èìåþò îäèíàêîâûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíî-
ãî÷ëåíû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåñëîæíî íàéòè äâå âûðîæäåííûå
ìàòðèöû A è B, äëÿ êîòîðûõ AB è BA íå ÿâëÿþòñÿ ïîäîá-
íûìè. Íàïðèìåð, åñëè A = ( 1 0

0 0 ) è B = ( 0 1
0 0 ) , òî ìàòðèöû

AB = ( 0 1
0 0 ) è BA = ( 0 0

0 0 )

èìåþò ðàçíûå ðàíãè.

1Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñîîáùèë íàì Â. Ì. Áîíäàðåíêî



264 Ãëàäêèå ñäâèãè âäîëü îðáèò âåêòîðíûõ ïîëåé

Íåñìîòðÿ íà ýòî, AB è BA âñåãäà èìåþò îäèíàêîâûå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:
p : M(n) → Rn p(X) = (µ1, µ2, . . . , µn),

δ : M(n)×M(n) → Rn δ(A,B) = p(AB)− p(BA),

ãäå êîýôôèöèåíòû µi çàäàþòñÿ ôîðìóëîé (5.36). Òîãäà ñî-
îòíîøåíèå (5.43) îçíà÷àåò, ÷òî δ(A,B) = 0, êàê òîëüêî
îäíà èç ìàòðèö, A èëè B, íåâûðîæäåíà. Òàê êàê δ íåïðå-
ðûâíî, à ïîäìíîæåñòâî â M(n)×M(n), ñîñòîÿùåå èç ïàð
(A,B), â êîòîðûõ îáå ìàòðèöû A è B âûðîæäåíû, íèãäå
íå ïëîòíî, òî δ ≡ 0 íà âñåì M(n)×M(n). Ñëåäîâàòåëüíî,
PAB = PBA äëÿ ëþáûõ A,B ∈ M(n).

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.7. (a) Åñëè õî-
òÿ áû îäíà èç ìàòðèö A èëè B � íåâûðîæäåíà, òî òàê æå
êàê è âûøå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî PAB = PBA.

(b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
B = Ek,n =

(
Ek 0
0 0

)
è A = ( K L

M N ) ,

ãäå K � íåêîòîðàÿ (k × k)-ìàòðèöà. Òîãäà
Ek,nA = ( K L

0 0 ) è AEk,n = ( K 0
M 0 ) .

Ïîýòîìó ëåãêî âèäåòü, ÷òî PEk,nA = PAEk,n
.

(c) Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöó B âñåãäà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå B = XEk,nY , ãäå X, Y ∈ M(n) � íåâûðîæäå-
íû, à k = rank B. Òîãäà

PAB == PAXEk,nY
(a)
== PY AXEk,n

(b)
==

== PEk,nY AX
(a)
== PXEk,nY A == PBA.

Ñëó÷àé 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m > n. Äîïèøåì ê ìàò-
ðèöàì A è B ïî m−n íóëåâûõ ñòîëáöîâ è îáîçíà÷èì ïîëó-
÷åííûå êâàäðàòíûå (m×m)-ìàòðèöû ÷åðåç Ā è B̄. Òîãäà
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íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ĀB̄t = ABt è ĀtB̄ =

(
ĀB̄t 0n,m−n

0m−n,n 0m−n,m−n

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

PABt(λ) = PĀB̄t(λ)
Ñëó÷àé 1
===== PĀtB̄(λ) = (−λ)m−nPAtB(λ).

Ñëó÷àé 3. Åñëè æå m < n, òî äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê
ñëó÷àþ 2 çàìåíîé ìàòðèö A è B íà èõ òðàíñïîíèðîâàííûå.
Ïðåäëîæåíèå 5.6 äîêàçàíî. ¤

5.2.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2. Íå òåðÿÿ îáù-
íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

αi(0) = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì Ci = αi(0). Ðàññìàòðèâàÿ
Ci : V → R êàê ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ, âèäèì, ÷òî ñäâèã
g = φ(C1, C2, . . . , Cn) ïðè ïîìîùè ýòèõ ôóíêöèé âñåãäà ÿâ-
ëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó f áóäåò äèôôåîìîð-
ôèçìîì îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 ∈ Rm òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äèôôåîìîðôèçìîì áóäåò îòîáðàæåíèå

g−1 ◦ f = φ(α1 − C1, α2 − C2, . . . , αn − Cn),

ÿâëÿþùååñÿ ãëàäêèì ñäâèãîì âäîëü ïîëåé Fj ïðè ïîìîùè
ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Òàêèì îáðàçîì, ïóñòü αi(0) = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.
Òîãäà f(0) = 0, è âñå ÷òî íóæíî äîêàçàòåëüñòâà � ýòî âû-
÷èñëèòü ßêîáèàí J(f, 0) = | df

dx
(0)| îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå

0 ∈ Rm. Íàøà òåîðåìà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.
Ëåììà 5.8. Ïóñòü Em � åäèíè÷íàÿ (m×m)-ìàòðèöà.

Òîãäà

J(f, 0) = |Em + F1 · ∇αt
1 + · · ·+ Fn · ∇αt

n|
(5.41)
===

= D[F1, . . . , Fn; α1, . . . , αn].
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû íå ñëèøêîì óñëîæíÿòü èç-
ëîæåíèå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 2 è óïðîñòèì îáîçíà÷å-
íèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì çàäàíû äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ
F,G íà Rm, ïîðîæäàþùèå ëîêàëüíûå ïîòîêè

Φ = (Φ1, . . . , Φa), Ψ = (Ψ1, . . . , Ψb) : (−ε, ε)× V → Rm,

è äâå ãëàäêèå ôóíêöèè α, β : V → (−ε, ε) òàêèå, ÷òî
α(0) = β(0) = 0.

Òîãäà
f(x) = φ(α, β)(x) = Ψ(β(x), Φ(α(x), x)).

Äèôôåðåíöèðóÿ êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè f ïî ïåðåìåííûì
x1, . . . , xn, ïîëó÷àåì:

df

dx
=

∂Ψ

∂x
·
(

∂Φ

∂x
+

∂Φ

∂t
· ∇α

)
+

∂Ψ

∂t
· ∇β,

ãäå
∂Φ

∂x
=

(
∂Φi

∂xj

)
è ∂Ψ

∂x
=

(
∂Ψi

∂xj

)

� (m×m)-ìàòðèöû,
∂Φ

∂t
=

(
∂Φi

∂t

)
è ∂Ψ

∂t
=

(
∂Ψi

∂t

)

� m-âåêòîðû,
∂Φ

∂t
· ∇α =

(
∂Φi

∂t

)
· ∇αt è ∂Ψ

∂t
· ∇β =

(
∂Ψi

∂t

)
· ∇βt.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ Φ áå-
ðóòñÿ â òî÷êå (α(x), x), à ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ Ψ �
â òî÷êå (Φ(α(x), x), β(x)). Äëÿ x = 0 ∈ Rm îáå ýòè òî÷êè
ñîâïàäàþò ñ òî÷êîé (0, 0) ∈ (−ε, ε) × V , òàê êàê Φ è Ψ �
ïîòîêè è α(0) = β(0) = 0.

Òàê êàê
∂Φ

∂x
(0, 0) =

∂Ψ

∂x
(0, 0) = Em,
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∂Φ

∂t
(0, 0) = F (0),

∂Ψ

∂t
(0, 0) = G(0),

òî
df

dx
= Em + F · ∇αt + G · ∇βt.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣ df
dx

∣∣ = D[F, G; α, β].
Àíàëîãè÷íûå àðãóìåíòû ïðîõîäÿò è äëÿ ñëó÷àÿ n ≥ 3.

Ëåììà 5.8 è òåîðåìà 5.2 äîêàçàíû. ¤

Ñëåäñòâèå 5.9. Ïóñòü σ ∈ Σn � ïåðåñòàíîâêà èí-
äåêñîâ {1, . . . , n}. Òîãäà

D[F1, . . . , Fn; α1, . . . , αn] =

= D[Fσ(1), . . . , Fσ(n); ασ(1), . . . , ασ(n)].

Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå ñäâèãà

φσ(1),...,σ(n)(ασ(1), . . . , ασ(n))

âäîëü Φσ(1), . . . , Φσ(n), áóäåò ñîõðàíÿþùèì (îáðàùàþùèì)
îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è φ1,...,n(α1, . . . , αn)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (5.37) äëÿ ìàòðèöû
X âûòåêàåò, ÷òî îäíîâðåìåííàÿ ïåðåñòàíîâêà ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé è ôóíêöèé íå èçìåíÿåò ìàòðèöó
Em + X, à çíà÷èò è D[−;−]:

Em + X = Em +
n∑

i=1

Fi · ∇αt
i = Em +

n∑
i=1

Fσ(i) · ∇αt
σ(i).

Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ ìîæíî òàêæå äîêàçàòü ïðè ïî-
ìîùè ìàòðèöû Y . Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà
σ = (ij) � òðàíñïîçèöèÿ. Òîãäà σ èíäóöèðóåò îäíîâðåìåí-
íóþ ïåðåñòàíîâêó i-ãî è j-ãî ñòîëáöîâ è i-é è j-é ñòðîê. Ýòà
ïðîöåäóðà äâàæäû ìåíÿåò çíàê îïðåäåëèòåëÿ |En+Y |. ¤
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Ñëåäñòâèå 5.10. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé F1, F2 è ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé α1, α2 �êîì-
ìóòàòîð�

f = φ1,2,1,2(α1, α2,−α1,−α2)

âñåãäà ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, äàæå åñëè ýòè ïîëÿ
íå êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñëåäñòâèÿ 5.9 âûòåêàåò, ÷òî f
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì áóäåò îòîáðà-
æåíèå

φ1,1,2,2(α1,−α1, α2,−α2)
(5.33)≡≡≡ φ1,2(0, 0) ≡ id. ¤

5.2.4. Ñäâèãè âäîëü îðáèò îäíîãî ïîòîêà. Ïóñòü
çàäàíî òîëüêî îäíî âåêòîðíîå ïîëå F , ïîðîæäàþùåå ãëî-
áàëüíûé ïîòîê Φ íà M . Òîãäà ìû èìååì îòîáðàæåíèå ñäâè-
ãà âäîëü îðáèò F

φ : C∞(M,R) → C∞(M,M),

îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå φ(α)(x) = Φ(α(x), x). Â ýòîì ñëó-
÷àå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü òå ôóíêöèè α, äëÿ êîòîðûõ
φ(α) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì M .

Ëåììà 5.11. Ïóñòü α ∈ C∞(M,R). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî

D[F ; α] = 1 + F.α 6= 0

íà âñåì M . Òîãäà îòîáðàæåíèå f = φ(α) : M → M ÿâëÿ-
åòñÿ âëîæåíèåì.

Ïóñòü ω � íåïîñòîÿííàÿ îðáèòà F .
(a) Åñëè ω íå çàìêíóòà, òî f |ω : ω → ω � ñòðîãî

ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå, âîçðàñòàþùåå èëè óáûâàþùåå
â çàâèñèìîñòè îò çíàêà 1 + F.α.

(b) Åñëè æå ω çàìêíóòà, òî îãðàíè÷åíèå f |ω ÿâëÿåò-
ñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîì. Ñëåäî-
âàòåëüíî, F.α > −1 íà âñåì M . Ïîýòîìó åñëè F.α < −1
íà âñåì M , òî F íå èìååò çàìêíóòûõ îðáèò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè F.α 6= −1, òî èç òåîðåìû 5.2
âûòåêàåò, ÷òî f � ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì. Ïîýòîìó
îãðàíè÷åíèå f |ω : ω → ω îòîáðàæåíèÿ f íà êàæäóþ íåïî-
ñòîÿííóþ îðáèòó ω íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ãîìî-
òîïíî òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ idω.

(a) Åñëè ω � íå çàìêíóòà, òî f |ω : ω → ω � ìîíîòîííîå,
à çíà÷èò, èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.

(b) Åñëè æå ω � çàìêíóòàÿ îðáèòà, òî f |ω � íàêðû-
âàþùåå îòîáðàæåíèå íåêîòîðîé ñòåïåíè d. Íî òàê êàê f |ω
ãîìîòîïíî idω, òî d = 1, òî åñòü f |ω � ñîõðàíÿþùèé îðè-
åíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì. Ïîýòîìó F.α > −1. ¤

Òåîðåìà 5.12. Ïóñòü α ∈ C∞(M,R). Îòîáðàæåíèå
f = φ(α) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì M òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(1) f � ñîáñòâåííîå, òî åñòü ïðîîáðàç ëþáîãî êîì-
ïàêòà � êîìïàêò,

(2) D[F ; α] = 1 + F.α 6= 0 íà âñåì M .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f � äèôôåî-

ìîðôèçì. Òîãäà óñëîâèå (1) î÷åâèäíî, à óñëîâèå (2) âûòå-
êàåò èç òåîðåìû 5.2.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (1) è (2) âûïîëíÿþòñÿ. Òî-
ãäà ïî ëåììå 5.11 f � âëîæåíèå, áèåêòèâíîå íà ïîñòîÿí-
íûõ è çàìêíóòûõ îðáèòàõ. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

f(ω) = ω

äëÿ êàæäîé íåçàìêíóòîé îðáèòû ω. Íî ýòî ëåãêî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî f � ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå. ¤

Ëåììà 5.13. Ïóñòü z � îñîáàÿ òî÷êà F , òî åñòü
F (z) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè α ∈ C∞(M,R) îòîá-
ðàæåíèå φ(α) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì â
òî÷êå z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê F (z) = 0, òî
D[F ; α](z) = 1 + F.α(z) = 1 + 0 > 0.
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Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 5.2. ¤

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
ΓΦ = φ−1(D(M)) ⊂ C∞(M,R),

ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, ñäâèãè âäîëü F ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðûõ, ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè. Èç òåîðåìû 5.2 âû-
òåêàåò, ÷òî ΓΦ ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì ñëå-
äóþùèõ ìíîæåñòâ, Γ+

Φ è Γ−Φ:
Γ+

Φ = {α ∈ ΓΦ | F.α(x) > −1, ∀x ∈ M},
Γ−Φ = {α ∈ ΓΦ | F.α(x) < −1, ∀x ∈ M}.

Ëåììà 5.14. Äëÿ êàæäîãî r = 1, 2, . . . ,∞ ìíîæåñòâà
Γ+

Φ è Γ−Φ ÿâëÿþòñÿ Cr
S-îòêðûòûìè è âûïóêëûìè ïîäìíî-

æåñòâà â C∞(M,R).
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà D(M) ÿâ-

ëÿåòñÿ Cr
S-îòêðûòîé â C∞(M, M), à φ è äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ âäîëü âåêòîðíûõ ïîëåé Cr
S-íåïðåðûâíû. Ïîýòîìó Γ+

Φ

è Γ−Φ òàêæå îòêðûòû. Äîêàæåì, ÷òî Γ+
Φ âûïóêëî. Äîêàçà-

òåëüñòâî äëÿ Γ−Φ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü α0, α1 ∈ Γ+

Φ, αs = sα0 + (1 − s)α1, è fs = φ(αs)
äëÿ s ∈ [0, 1]. Òîãäà

F.αs = s F.α0 + (1− s) F.α1 > −1.

Ñëåäîâàòåëüíî, fs ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçì
äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1]. Àðãóìåíòû, àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëü-
ñòâó äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìû 5.12, ïîêàçûâàþò, ÷òî fs ÿâ-
ëÿåòñÿ âëîæåíèåì M → M , áèåêòèâíûì íà ïîñòîÿííûõ è
çàìêíóòûõ îðáèòàõ F . Ïóñòü ω � íåçàìêíóòàÿ îðáèòà F .
Äîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü îãðàíè÷åíèÿ fs|ω.

Ïóñòü x ∈ ω. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè αs âûòå-
êàåò, ÷òî òî÷êà fs(x) ëåæèò íà îðáèòå ω ìåæäó òî÷êàìè
f0(x) è f1(x). Íî òàê êàê îãðàíè÷åíèÿ f0 è f1 íà ω ñþðú-
åêòèâíû, òî fs|ω òàêæå áóäåò ñþðúåêöèåé ω íà ñåáÿ. ¤
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Ïðèìåð 5.15. Ïóñòü Φ(t, x) = t + x � ïîòîê íà R, ïî-
ðîæäåííûé âåêòîðíûì ïîëåì F (x) = d

dx
. Ïîñìîòðèì,êàê

âûãëÿäÿò óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 5.2 è ëåììû 5.14 äëÿ ýòî-
ãî ïîòîêà.

Ïóñòü α ∈ C∞(R,R). Òîãäà f = φ(α) çàäàåòñÿ ôîðìó-
ëîé

f(x) = Φ(α(x), x) = α(x) + x.

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ α âäîëü Φ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ïðî-
èçâîäíîé α′, òî íåðàâåíñòâî α′(x) 6= −1 ýêâèâàëåíòíî òî-
ìó, ÷òî f ′(x) 6= 0 (ñðàâí. ñ òåîðåìîé 5.2). Çàìåòèì, ÷òî
R � åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ Φ. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî
äèôôåîìîðôèçìîâ R, ñîõðàíÿþùèõ (îáðàùàþùèõ) îðè-
åíòàöèþ ýòîé òðàåêòîðèè, ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ
ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ñ ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé)
ïðîèçâîäíîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà îòêðûòû è
âûïóêëû â C∞(R,R) (ñðàâí. ñ ëåììîé 5.14).

5.3. Îòîáðàæåíèå ñäâèãà âäîëü îðáèò äåéñòâèÿ
ãðóïïû Ëè

Îïðåäåëåíèå 5.16. Ïóñòü U ⊂ M � îòêðûòîå ñâÿç-
íîå ìíîæåñòâî, G � ãðóïïà Ëè è J ⊂ G � îòêðûòàÿ
ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü åäèíèöû e ∈ G. Ãëàäêîå îòîáðàæå-
íèå
(5.44) Φ : J × U → M

íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì äåéñòâèåì ãðóïïû G, åñëè âûïîë-
íåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) Φ(e, x) = x äëÿ âñåõ x ∈ U ,
(2) Φ(s, Φ(t, x)) = Φ(st, x) äëÿ x ∈ U è s, t ∈ J , êàê

òîëüêî Φ(t, x) ∈ U è st ∈ J .
Â ñëó÷àå, êîãäà U = M è J = G, äåéñòâèå G íàçûâàåò-
ñÿ ãëîáàëüíûì. Äåéñòâèå àääèòèâíîé ãðóïïû R îáû÷íî
íàçûâàþò ïîòîêîì.
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Äëÿ êàæäîãî g ∈ J îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ Φ íà ìíî-
æåñòâî {g} × U

Φ|{g}×U : U → M

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Φg.
Îðáèòîé òî÷êè z ∈ U íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Φ(J × {z}) ⊂ M.

Òî÷êà z ∈ U íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ Φ, åñëè

Φ(g, z) = z ∀g ∈ J .

Êàæäîå ëîêàëüíîå äåéñòâèå (5.44) èíäóöèðóåò ñëåäó-
þùåå îòîáðàæåíèå ñäâèãà âäîëü îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ

φ : C∞(U,J ) → C∞(U,M),

îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå
(5.45) φ(α)(z) = Φ(α(z), z),

ãäå α ∈ C∞(U,J ) è z ∈ M . Åñëè α ∈ C∞(U,J ), òî φ(α) áó-
äåì íàçûâàòü ñäâèãîì âäîëü îðáèò äåéñòâèÿ Φ ïðè ïîìî-
ùè ôóíêöèè α. Â ñâîþ î÷åðåäü, α áóäåò íàçûâàòüñÿ ôóíê-
öèåé ñäâèãà äëÿ f .

Çàìå÷àíèå 5.17. Ïóñòü v1, . . . , vn ∈ TeG � áàçèñ àë-
ãåáðû Ëè ãðóïïû G, òî åñòü êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê G
â åäèíèöå e. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ëåâî-èíâàðèàíòíûå
âåêòîðíûå ïîëÿ F1, . . . , Fn : M → TM íà M ïðè ïîìîùè
ñëåäóþùèõ ôîðìóë. Òàê êàê Φ(e, x) = x, òî Φ èíäóöèðóåò
êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå:

d1Φ(e, x) : TeG → TxM

Îïðåäåëèì Fi(x) êàê îáðàç âåêòîðà vi ïðè d1Φ(e, x):
Fi(x) = d1Φ(e, x)(vi).



5.3 Cäâèãè âäîëü îðáèò äåéñòâèé ãðóïï Ëè 273

Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ïóñòü Φi : R × M → M �
ïîòîê, ïîðîæäåííûé ïîëåì Fi. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

Φi(t, x) = Φ( exp(tvi), x ) ≡ exp(tvi) · x
äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R ×M , ãäå exp : TeG → G � ýêñïîíåíöè-
àëüíîå îòîáðàæåíèå.

Âçÿâ n ôóíêöèé α1, . . . , αn : M → R, òåïåðü ìîæíî
îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå ñäâèãà

φ1,...,n(α1, . . . , αn) : M → M

âäîëü îðáèò ïîëåé Fi.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ýòèõ æå ôóíêöèé α1, . . . , αn

ìîæíî çàäàòü ôóíêöèþ ñäâèãà α : M → G âäîëü îðáèò
äåéñòâèÿ Φ:

α(x) = exp(αn(x) vn) · . . . · exp(α1(x) v1).

Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî φ1,...,n(α1, . . . , αn) = φ(α). Äåéñòâè-
òåëüíî,

φ1,...,n(α1, . . . , αn)(x) =

Φn

(
αn(x), · · ·Φ2

(
α2(x), Φ1(α1(x), x)

) · · · ) =[
exp(αn(x) vn) · . . . · exp(α1(x) v1)

] · x = φ(α)(x).

Ëåììà 5.18. Îòîáðàæåíèå φ � Cr
T -íåïðåðûâíî äëÿ

êàæäîãî r = 0, 1, . . . ,∞ è T = �W� èëè �S�.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

∗ : C∞(U,J ) → idU ∈ C∞(U,M)

� ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå, ãäå idU : U ⊂ M � òîæäå-
ñòâåííîå âëîæåíèå. Òîãäà φ ìîæíî ðàçëîæèòü â êîìïîçè-
öèþ ñëåäóþùèõ Cr

T -íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé:

C∞(U,J )
idC∞(U,J )×∗−−−−−−−→ C∞(U,J )× C∞(U,M)

≈−→
≈−→ C∞(U,J ×M)

Φ∗−→ C∞(U,M),

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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ãäå ïåðâàÿ ñòðåëêà � ïðîèçâåäåíèå ïîñòîÿííîãî îòîáðàæå-
íèÿ ∗ è òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ C∞(U,J ), âòîðàÿ �
åñòåñòâåííûé Cr

T -ãîìåîìîðôèçì, à òðåòüÿ � îòîáðàæåíèå,
èíäóöèðîâàííîå ïîòîêîì Φ. ¤

Ëåììà 5.19. Îáðàç im φ ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóãðóïïîé â
C∞(M, M). Áîëåå òîãî, ïåðåñå÷åíèå im φ ∩ D(M) � ïîä-
ãðóïïà â D(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α, β, γ ∈ C∞(M,G) è
f = φ(α), g = φ(β), h = φ(γ) ∈ C∞(M, M)

èõ îáðàçû ïðè φ. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî h � äèôôåî-
ìîðôèçì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîñòðî-
èòü òàêèå îòîáðàæåíèÿ

σf◦g, σh−1 : M → G,

÷òî f ◦ g = φ(σf◦g) è h−1 = φ(σh−1). Íåñëîæíî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî óêàçàííûìè óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèå
îòîáðàæåíèÿ:

σf◦g(z) = α(g(z)) · β(z),(5.46)
σh−1(z) =

[
γ

(
h−1(z)

)]−1
.(5.47)

Çäåñü h−1 îáîçíà÷àåò äèôôåîìîðôèçì, îáðàòíûé ê h, à
[t]−1 � ýëåìåíò ãðóïïû G, îáðàòíûé ê t ∈ G.

Ïðîâåðèì (5.46):
f ◦ g(z) = α(g(z)) · g(z) = α(g(z)) · β(z) · z = σf◦g(z) · z.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (5.47), èñïîëüçóåì î÷åâèäíîå òîæ-

äåñòâî h (h−1(z)) = z, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
γ

(
h−1(z)

) · h−1(z) = z,

îòêóäà âûòåêàþò ðàâåíñòâà

h−1(z) = γ
(
h−1(z)

)−1 · z = σh−1(z) · z. ¤
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5.3.1. ßäðî îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà φ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äåéñòâèå G ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Zid(Φ) ïðîîáðàç òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ:
(5.48) Zid(Φ) := φ−1(idM).

Òàêèì îáðàçîì, µ(z) · z = z äëÿ âñåõ µ ∈ Zid(Φ) è z ∈ M .
Áóäåì íàçûâàòü Zid ÿäðîì îòîáðàæåíèÿ φ.

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ φ è íå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì (ñì.
ôîðìóëû (5.46) è (5.47)), âñå æå èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
ïðåäëîæåíèå, îáúÿñíÿþùåå òåðìèí �ÿäðî�.

Ïðåäëîæåíèå 5.20. Ìíîæåñòâî Zid = Zid(Φ) îáëà-
äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) Zid åñòü ïîäãðóïïà â C∞(M,G).
(2) Äëÿ ëþáûõ α è β ∈ C∞(M,G), φ(α) = φ(β) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà α−1 · β ∈ Zid. Òàêèì îáðà-
çîì, èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ìíî-
æåñòâîì ñìåæíûõ êëàññîâ C∞(M,G)/Zid è îáðà-
çîì im φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ôîðìóëû (5.46) è (5.47). ¤
Ëåììà 5.21. Ïóñòü F � ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ

òî÷åê äåéñòâèÿ Φ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åãî âíóòðåííîñòü
íåïóñòà, òî åñòü Int F 6= ∅. Ðàññìîòðèì äâà îòîáðàæå-
íèÿ α, β ∈ C∞(M,G), ñîâïàäàþùèõ íà äîïîëíåíèè ê Int F :

α|M\Int F = β|M\Int F .

Òîãäà φ(α) = φ(β). Â ÷àñòíîñòè, åñëè α(z) = e ∈ G äëÿ
âñåõ z ∈ M \ Int F , òî α ∈ Zid.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
α(z) · z = β(z) · z

äëÿ âñåõ z ∈ M . Åñëè z ∈ M \ Int F , òî α(z) = β(z), à
çíà÷èò α(z) · z = β(z) · z.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî z ∈ Int F . Òîãäà t · z = z äëÿ
êàæäîãî t ∈ G. Ñëåäîâàòåëüíî, α(z) · z = β(z) · z = z. ¤
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà î÷åâèäíà.

Ëåììà 5.22. Ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå µ : M → G
ïðèíàäëåæèò Zid òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî îáðàç
ïðèíàäëåæèò ÿäðó íåýôôåêòèâíîñòè äåéñòâèÿ Φ. ¤

5.4. ßäðî îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà âäîëü îðáèò îäíîãî
ïîòîêà

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ñëó÷àåâ G = R è S1 ìû îïèøåì
ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà Zid. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîäåðæàò-
ñÿ â òåîðåìàõ 5.29 è 5.31. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû òàêæå
ïîëó÷àåì íîâîå äîêàçàòåëüñòâî îäíîãî èç âàðèàíòîâ èç-
âåñòíîé òåîðåìû Ì. Íüþìàíà [148] (òåîðåìà 5.32) î íåïî-
äâèæíûõ òî÷êàõ äåéñòâèé ãðóïï Ëè (ñì. òàêæå [142,143]).

5.4.1. Ðåãóëÿðíûå òî÷êè ïîòîêîâ. Íà÷èíàÿ ñ ýòî-
ãî ìîìåíòà, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî G = R è, ÷òî äåéñòâèå Φ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì
(ñì. îïðåäåëåíèå 5.16). Òàêèì îáðàçîì,

(5.49) Φ : J × U → M

� ëîêàëüíûé ïîòîê, ãäå U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â M ,
à J = (−ε, ε) ⊂ R äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ýòî-
ãî ïîòîêà. Ïóñòü òàêæå Int F è Fr (Int F ) îáîçíà÷àþò, ñî-
îòâåòñòâåííî, âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà F â M è ãðàíèöó
ýòîé âíóòðåííîñòè.

Òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿ íåïîäâèæíûìè äëÿ Φ, áóäåì íà-
çûâàòü ðåãóëÿðíûìè. Ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà x � ïåðèîäè÷íà,
åñëè Φ(t, x) = x äëÿ íåêîòîðîãî t > 0. Íàèìåíüøåå òà-
êîå t íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì òî÷êè x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Per (x). Îðáèòà ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè íàçûâàåòñÿ çàìêíó-
òîé, à îðáèòà ðåãóëÿðíîé, íî íå ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè �
íåçàìêíóòîé.
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Íàïîìíèì, ÷òî Φ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå ñäâèãà
(5.50) φ : C∞(U,J ) → C∞(U,M),

îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå φ(α)(z) = Φ(α(z), z) äëÿ z ∈ U
è α ∈ C∞(U,J ).

Ðàññìîòðèì òîæäåñòâåííîå âëîæåíèå idU : U → M è
ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Zid := φ−1(idU).

Ëåììà 5.23. Ïóñòü ω � íåïîñòîÿííàÿ îðáèòà ïîòî-
êà Φ è µ ∈ Zid. Åñëè ω � íåçàìêíóòà, òî µ|ω = 0. Åñëè
ω � çàìêíóòàÿ îðáèòà ïåðèîäà θ, òî µ|ω = nθ äëÿ íåêî-
òîðîãî n ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå µ ∈ Zid

îçíà÷àåò, ÷òî
Φ(µ(x), x) = x äëÿ âñåõ x ∈ U.

Ðàññìîòðèì íåçàìêíóòóþ îðáèòó ω ïîòîêà Φ. Òîãäà
äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ ω ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
÷èñëî t ∈ J òàêîå, ÷òî Φ(t, x) = y. Â ÷àñòíîñòè, t = 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y. Ñëåäîâàòåëüíî, µ(x) = 0 äëÿ
âñåõ òî÷åê x ∈ ω.

Ïóñòü òåïåðü ω � çàìêíóòàÿ îðáèòà ïåðèîäà θ. Òîãäà
äëÿ x ∈ ω ñîîòíîøåíèå Φ(t, x) = x ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
t = nθ äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ Z. Ïîýòîìó µ(x) = n(x)θ äëÿ
âñåõ x ∈ ω, ãäå n = µ/θ : ω → Z � íåïðåðûâíàÿ, à çíà÷èò,
ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, µ|ω = nθ. ¤

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ãàðàíòèðóåò ëîêàëüíóþ åäèíñòâåí-
íîñòü ôóíêöèé èç Zid â îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîé òî÷êè ïî-
òîêà.

Ëåììà 5.24. Ïóñòü C � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíî-
æåñòâà ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïîòîêà Φ è ïóñòü

α, β ∈ C∞(U,J )
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� òàêèå ôóíêöèè, ÷òî φ(α) = φ(β). Åñëè α(y) = β(y) äëÿ
íåêîòîðîé òî÷êè y ∈ C, òî α|C = β|C. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
α ∈ Zid è α(y) = 0, òî α|C = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç óñëî-
âèé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî α = β â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè y ∈ C. Ïîëó÷èì òî÷íûå ôîðìóëû, ëîêàëüíî îáðà-
ùàþùèå φ. Îíè äàþò âûðàæåíèå ôóíêöèè α ÷åðåç φ(α) â
îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîé òî÷êè Φ.

Ïóñòü f = φ(α) è a = α(y). Òàê êàê òî÷êà

z = f(y) = Φa(y)

� ðåãóëÿðíà, òî ñóùåñòâóþò òàêèå åå îêðåñòíîñòü W è
ñèñòåìà êîîðäèíàò (x1, . . . , xn) â W , ÷òî z = 0 è

Φ(t, x1, . . . , xn) = (t + x1, x2, . . . , xn).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îêðåñòíîñòü

V = f−1(W ) ∩ Φ−a(W )

òî÷êè y. Î÷åâèäíî, ÷òî

(5.51) α(x) = p1 ◦ φ(α) ◦ Φ(a, x)− p1 ◦ Φ(a, x), ∀x ∈ V.

ãäå p1 : Rn → R � ïðîåêöèÿ íà ïåðâóþ êîîðäèíàòó.
Åñëè òåïåðü φ(α) = φ(β) è α(y) = β(y) = a, òî èç

ôîðìóëû (5.51) ñëåäóåò, ÷òî α è β ñîâïàäàþò â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y, ñîñòîÿùåé èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê
ïîòîêà. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

5.4.2. Ïåðèîäû ëèíåéíûõ ïîòîêîâ. Çäåñü ìû äî-
êàçûâàåì ëåììó, êîòîðàÿ îöåíèâàåò íèæíèå ãðàíèöû ïå-
ðèîäîâ îðáèò ëèíåéíûõ ïîòîêîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(n) ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ
êâàäðàòíûõ n × n-ìàòðèö è ïóñòü exp : M(n) → GL(R, n)
� ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå.
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Ëåììà 5.25. Ïóñòü A ∈ M(n) è Λ = {λj}r
j=1 � ìíî-

æåñòâî åå íåíóëåâûõ ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé. Ëèíåéíûé ïîòîê Φ(t, x) = eAtx îáëàäàåò çàìêíóòîé
îðáèòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Λ 6= ∅. Â ýòîì ñëó-
÷àå ïåðèîä ëþáîé çàìêíóòîé îðáèòû ïîòîêà Φ íå ìåíüøå
÷åì min

j=1..r

2π
|λj | .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè A � æîðäàíîâà
êëåòêà, òî ïîòîê Φ èìååò çàìêíóòóþ îðáèòó â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà

A = Jp
(∥∥ 0 −β

β 0

∥∥)

äëÿ íåêîòîðîãî β ∈ R\{0}, ñì. ôîðìóëó (1.1). Â ýòîì ñëó-
÷àå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A ðàâíû ±iβ. Áîëåå òîãî,
ïî ôîðìóëå (1.4) äëÿ äåéñòâèòåëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû
ìàòðèöû, âñå çàìêíóòûå îðáèòû ïîòîêà Φ ëåæàò â èíâàðè-
àíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì ïîñëåäíèìè äâóìÿ
êîîðäèíàòàìè è èìåþò îäèí è òîò æå ïåðèîä 2π

|β| = 2π
|λ| .

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
A èìååò äåéñòâèòåëüíóþ íîðìàëüíóþ æîðäàíîâó ôîðìó
âèäà (1.3). Ïóñòü Λ ñîñòîèò èç ÷èñåë λ1, . . . , λr (r ≤ c).
Ïîëîæèì m = c + d è îáîçíà÷èì ÷åðåç

Vi ⊂ Rn, (i = 1, . . . , m)

èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå êëåòêå
Jpi

(λi) èëè Jpi
(R (λi)). Òîãäà Rn =

m⊕
i=1

Vi.
Ïóñòü pi : Rn → Vi � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, è ïóñòü

Φi = Φ|Vi
� îãðàíè÷åíèå ïîòîêà Φ íà Vi. Òîãäà äëÿ êàæ-

äîé îðáèòû ω ïîòîêà Φ è êàæäîãî i = 1, . . . , m ìíîæåñòâî
ωi = pi(ω) ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé ïîòîêà Φi. Áîëåå òîãî, ω çà-
ìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ωi ëèáî çàìêíóòû,
ëèáî ïîñòîÿííû, è õîòÿ áû äëÿ îäíîãî j = 1, . . . , r, îðáèòà
ωj çàìêíóòà. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ èìååò çàìêíóòóþ îðáèòó
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Λ 6= ∅.
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Ïóñêàé òåïåðü ω � çàìêíóòàÿ îðáèòà ïîòîêà Φ, èìå-
þùàÿ ïåðèîä θ è ïóñòü ωj = pj(ω) � åå ïðîåêöèÿ, ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ çàìêíóòîé îáðèòîé ïîòîêà Φj äëÿ íåêîòîðîãî
j = 1, . . . , r. Òîãäà ïåðèîä ωj ðàâåí θj = 2π

|λj | . Òàê êàê ïðî-
åêöèÿ pj ôàêòîðèçóåò ïîòîê Φ íà Φj, òî θ = sθj äëÿ íåêî-
òîðîãî s ∈ N. Â ÷àñòíîñòè, θ ≥ θj ≥ min

k=1..r

2π
|λk| . ¤

Ñëåäñòâèå 5.26. Ïóñòü {Ai}i∈N ⊂ M(n) � òàêàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ N ëèíåé-
íûé ïîòîê Φi(t, x) = eAitx èìååò çàìêíóòóþ îðáèòó.
Ïóñòü θi ðàâíî ìèíèìóìó ïåðèîäîâ îðáèò ïîòîêà Φi. Åñ-
ëè lim

i→∞
Ai = 0, òî lim

i→∞
θi = ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Λi ⊂ Λ � ìíîæåñòâî ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Ai, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàìêíó-
òûì îðáèòàì ïîòîêà Φi (ñì. ëåììó 5.25). Ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ, Λi 6= ∅ äëÿ âñåõ i ∈ N. Îáîçíà÷èì λ̃i = max

λ∈Λi

|λ|. Òîãäà
θi = 2π/λ̃i, à òàê êàê lim

i→∞
Ai = 0, òî èç òåîðåìû î íåïðå-

ðûâíîñòè ñïåêòðà ìàòðèö âûòåêàåò, ÷òî lim
i→∞

λ̃i = 0. Òîãäà
ïî ëåììå 5.25 lim

i→∞
θi = lim

i→∞
2π/λ̃i = ∞. ¤

5.4.3. Íåïîäâèæíûå è ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïî-
òîêîâ.

Ïðåäëîæåíèå 5.27. Ïóñòü R = U \F � ìíîæåñòâî
ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïîòîêà Φ, V � íåêîòîðàÿ êîìïîíåíòà
ìíîæåñòâà R è z � òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ F ∩V . Åñëè
ôóíêöèÿ µ ∈ Zid òàêîâà, ÷òî µ(z) = 0, òî µ ≡ 0 íà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû ìíîæå-
ñòâà R ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà äâå ÷àñòè: òå, êîòîðûå ñî-
äåðæàò õîòÿ áû îäíó íåçàìêíóòóþ îðáèòó, è òå, êîòîðûå
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ñîñòîÿò èñêëþ÷èòåëüíî èç ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Îáúåäè-
íåíèå êîìïîíåíò ïåðâîãî òèïà îáîçíà÷èì ÷åðåç N , à îáú-
åäèíåíèå êîìïîíåíò âòîðîãî òèïà � ÷åðåç P . Òàêèì îáðà-
çîì,

R = N ∪ P.

Ïóñòü òåïåðü µ ∈ Zid. Òîãäà èç ëåìì 5.23 è 5.24 âûòå-
êàåò, ÷òî µ|N = 0. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, äëÿ êîìïîíåíòû V ⊂ P .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zi}i∈N ⊂ V ïåðèîäè-
÷åñêèõ òî÷åê ïîòîêà Φ, ñõîäÿùóþñÿ ê z. Äëÿ êàæäîãî
i ∈ N ïóñòü θi îáîçíà÷àåò ïåðèîä òî÷êè zi. Òîãäà èç ëåì-
ìû 5.23 ñëåäóåò, ÷òî µ(vzi) = niθi äëÿ íåêîòîðîãî ni ∈ Z.
Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè µ âûòåêàåò, ÷òî

(5.52) µ(zi) = niθi → µ(z) = 0.

Ïåðåõîäÿ, åñëè íåîáõîäèìî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé êîíå÷íûé èëè
áåñêîíå÷íûé ïðåäåë θ = lim

i→∞
θi ≥ 0. Èç ñëåäñòâèÿ 5.26

âûòåêàåò, ÷òî θ > 0. Ïîýòîìó, â ñèëó (5.52), ni = 0 äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i ∈ N. Â ÷àñòíîñòè, µ(zi) = 0 äëÿ
íåêîòîðîãî i ∈ N. Òàê êàê zi ∈ Vλ, òî èç ëåììû 5.24 ïîëó-
÷àåì, ÷òî µ ≡ 0 íà Vλ. ¤

Ïðåäëîæåíèå 5.28. Ïóñòü Fr (F ) = F \(Int F ) � ãðà-
íèöà ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïîòîêà è ïóñòü
z ∈ Fr (F ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþ-
ùèõ äâóõ óñëîâèé:

(1) z ∈ Fr (Int F ) ⊂ Fr (F ), òî åñòü z ïðèíàäëåæèò
äàæå ãðàíèöå âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà F ;

(2) êàñàòåëüíûé ëèíåéíûé ïîòîê â òî÷êå z òðèâèà-
ëåí, òî åñòü

∂Φ

∂x
(t, z) = En, äëÿ âñåõ t ∈ J .
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Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè µ ∈ Zid èìååì, ÷òî µ ≡ 0 â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z â ìíîæåñòâå U \ Int F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî M = Rm è ÷òî z = 0 � ýòî íà÷àëî êîîðäè-
íàò.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ψ : J × U → GL(R, n) ïðè
ïîìîùè ôîðìóëû

Ψ(t, x) =
∂Φ

∂x
(t, x).

Òàê êàê Ψ(0, x) = En äëÿ âñåõ x ∈ U , òî îòîáðàæåíèå
ν = exp−1 ◦Ψ : J × U → M(n)

îïðåäåëåíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, z) â J × U .
Òàêèì îáðàçîì, Ψ(t, x) = eν(t,x).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ U îãðàíè÷åíèå
Ψ(∗, x) : J → GL(R, n)

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìîìîðôèçìîì, à çíà÷èò èíäóöèðó-
åò ëèíåéíûé ïîòîê íà Rn. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà

A(t, x) = ν(t, x)/t

íå çàâèñèò îò t ∈ J , òî åñòü
Ψ(t, x) = eA(x)t.

Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè x ïîòîê
Ψ(∗, x) èìååò çàìêíóòûå òðàåêòîðèè. Â ñàìîì äåëå, ðàñ-
ñìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå F (x) = ∂Φ

∂t
(0, x), ïîðîæäàþùåå

ïîòîê Φ. Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ñëåäóþùåãî òîæäåñòâà
Φ(s, Φ(t, x)) = Φ(t, Φ(s, x))

îïåðàòîð ∂
∂t

è çàòåì ïîëàãàÿ s = 0, ìû ïîëó÷èì, ÷òî
∂Φ
∂t

(0, Φ(t, x)) = ∂Φ
∂x

(t, x)∂Φ
∂t

(0, x),

òî åñòü F (Φ(t, x)) = Ψ(t, x)F (x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòî-
ðû F (Φ(t, x)) è F (x) ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå îðáèòå
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ïîòîêà Ψ(∗, x). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè x � ïåðèîäè-
÷åñêàÿ òî÷êà ïîòîêà Φ, òî F (x) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé
òî÷êîé ïîòîêà Ψ(∗, x), ïðè÷åì Per (x) ≥ Per (F (x)).

Òåïåðü ìîæåì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ.
Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå (2) âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîé âíóòðåí-
íåé òî÷êå ìíîæåñòâà F . Ñëåäîâàòåëüíî, îíî âåðíî òàêæå
è äëÿ òî÷åê ãðàíèöû Fr (Int F ). Ïîýòîìó (1) âëå÷åò (2) è
ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèå (2) âûïîëíåíî.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ

Fi(t) =
∂Φ

∂t
(t, zi)

è ìàòðèö
Ai(t) =

∂Φ

∂x
(t, zi),

çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà t ∈ J .
Òàê êàê òî÷êà zi ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé äëÿ ïîòîêà

Φ, òî, êàê áûëî òîëüêî ÷òî çàìå÷åíî, êàæäûé âåêòîð Fi(t)
òàêæå ïåðèîäè÷åí è åãî ïåðèîä ≤ Per (zi) = θi. Ïîýòîìó èç
óñëîâèÿ (2) âûòåêàåò, ÷òî lim

i→∞
Ai(t) = En. Òîãäà èç ñëåä-

ñòâèÿ 5.26 ïîëó÷àåì, ÷òî
θ = lim

i→∞
θi ≥ lim

i→∞
Per (Fi(t)) = ∞.

Òàê êàê çíà÷åíèå µ(z) = lim
i→∞

niθi êîíå÷íî, òî lim
i→∞

ni = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, µ(z) = 0. ¤

Òåîðåìà 5.29. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φ : R×M → M �
ãëîáàëüíûé ïîòîê íà M .

(1) Åñëè Int F 6= ∅, òî
Zid = {µ ∈ C∞(M,R) | µ|M\Int F = 0}.

(2) Ïóñòü Int F = ∅. Òîãäà èìååì äâå âîçìîæíîñòè:
ëèáî Zid = {0}, ëèáî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíàÿ C∞-ôóíêöèÿ µ : M → (0,∞), ÷òî

Zid = {nµ | n ∈ Z} ≈ Z.
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Â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà z ïîòîêà ïåðè-
îäè÷íà è µ(z) ðàâíî åå ïåðèîäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Int F 6= ∅.
Îáîçíà÷èì

Z ′
id := {µ ∈ C∞(M,R) | µ|M\Int F = 0}.

Òîãäà èç ëåììû 5.21 âûòåêàåò, ÷òî Z ′
id ⊂ Zid. Îñòàåòñÿ

ïîêàçàòü, ÷òî Z ′
id ⊃ Zid.

Ïóñòü µ ∈ Zid. Ïîêàæåì, ÷òî µ ∈ Z ′
id. Ñîãëàñíî óòâåð-

æäåíèþ (1) ïðåäëîæåíèÿ 5.28 µ(z) = 0 äëÿ êàæäîé òî÷-
êè z ∈ Fr (Int F ). Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 5.27 ñëåäóåò, ÷òî
µ = 0 íà êîìïîíåíòå ìíîæåñòâà M \ Int F , ñîäåðæàùåé z.

Èç ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M âûòåêàåò, ÷òî êàæäàÿ
êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà M \ Int F ïåðåñåêàåòñÿ ñ Fr (Int F ).
Ñëåäîâàòåëüíî, µ = 0 íà M \ Int F , òî åñòü µ ∈ Z ′

id.
(2) Ïóñòü Int F = ∅. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Zid 6= {0}. Íàì

íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ µ > 0, ÷òî Zid = {n · µ}n∈Z.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ µ ∈ Zid.
Åñëè µ(z) = 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîé òî÷êè z ∈ M , òî èç
ïðåäëîæåíèÿ 5.27 ïîëó÷àåì, ÷òî µ ≡ 0 íà ìíîæåñòâå

M \ Int F = M.

Çíà÷èò, åñëè µ(z) 6= 0, òî µ 6= 0 íà M . Ïîýòîìó ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî µ > 0 íà M .

Äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ M îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
τz : Zid → R

ïî ôîðìóëå: τz(ν) = ν(z). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî τz ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.27 ñëåäóåò, ÷òî
åãî ÿäðî òðèâèàëüíî: ker τz = 0.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî z � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà ïîòî-
êà Φ. Òîãäà èç ëåììû 5.23 âûòåêàåò, ÷òî im τz ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé â R. Òàê êàê Zid 6= {0}, òî im τz

èìååò âèä {nr}n∈Z äëÿ íåêîòîðîãî r > 0. Òîãäà ôóíêöèÿ
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µ = τ−1
z (r) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé îáðàçóþùåé

ãðóïïû Zid. Òåîðåìà 5.29 äîêàçàíà. ¤

Ïðèìåð 5.30. Âû÷èñëèì ãðóïïû Zid äëÿ ñëåäóþùèõ
ïîòîêîâ, çàäàííûõ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

Φ(t, z) = e2πi(1+|z|2)·tz, è Ψ(t, z) = e2πi|z|2·tz.

Î÷åâèäíî, ÷òî Φ è Ψ èìåþò îäèíàêîâûå òðàåêòîðèè �
êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå 0 ∈ C, íî
ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå ïîòîêè â òî÷êå 0 ó
íèõ ðàçíûå:

∂Φ

∂z
(t, 0)ξ = e2πitξ,

∂Ψ

∂z
(t, 0)ξ = ξ,

ãäå ξ � êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå 0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
îçíà÷àåò, ÷òî

∂Ψ

∂z
(t, 0) =

(
1 0
0 1

)
.

Òîãäà èç ïðåäëîæåíèé 5.27 è 5.28 âûòåêàåò, ÷òî

Zid(Ψ) = {0}
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

µ(z) =
1

1 + |z|2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî µ ∈ Zid(Φ). Ïîýòîìó Zid(Φ) 6= {0}. Òàê êàê
ìíîæåñòâî Fix Φ = {0} íèãäå íå ïëîòíî â C, òî ïî òåîðå-
ìå 5.29, Zid ≈ Z. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
z 6= 0 çíà÷åíèå µ(z) ðàâíî ïåðèîäó ýòîé òî÷êè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïî òîé æå òåîðåìå, µ ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé ãðóïïû

Zid(Φ) = {n · µ(z)}n∈Z.
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5.4.4. Äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû
ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî èçâåñòíîé òåîðåìû Ì. Íüþìà-
íà î ìíîæåñòâå íåïîäâèæíûõ òî÷åê äåéñòâèÿ êîìïàêòíîé
ãðóïïû Ëè, ñì. [20].

Òåîðåìà 5.31. Ïóñòü Φ : S1 × M → M � äåéñòâèå
îêðóæíîñòè íà ìíîãîîáðàçèè M è ïóñòü K � ÿäðî íåýô-
ôåêòèâíîñòè ýòîãî äåéñòâèÿ íà M , òî åñòü ÿäðî èí-
äóöèðîâàííîãî ãîìîìîðôèçìà S1 → DM . Åñëè äåéñòâèå
íåòðèâèàëüíî, òî Int F = ∅ è Zid ñîñòîèò èç ïîñòî-
ÿííûõ îòîáðàæåíèé M → K ⊂ S1. Ñëåäîâàòåëüíî, Zid

èçîìîðôíà K è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p : R → S1 � óíèâåðñàëü-
íîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå

Φ̃ : R×M → M

ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Φ̃(t, z) = Φ(p(t), z). Òîãäà Φ̃ åñòü
äåéñòâèå ïðÿìîé R íà M , êîòîðîå íàêðûâàåò äåéñòâèå Φ.
Ïîëîæèì

Z̃id = Zid(Φ̃) = {α̃ ∈ C∞(M,R) | α̃(z) · z = z∀z ∈ M}

è ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ôóíêöèþ α : M → S1, ïðè-
íàäëåæàùóþ Zid. Òàêèì îáðàçîì, Φ(α(x), x) = x äëÿ âñåõ
x ∈ M . Ïóñòü z ∈ M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà è U � åå
äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü. Òîãäà α ïîäíèìàåòñÿ äî
òàêîãî îòîáðàæåíèÿ α̃ : U → R, ÷òî p(α̃(x)) = α(x) äëÿ
âñåõ x ∈ U . Îòñþäà

Φ̃(α̃(x), x) = Φ(p(α̃(x)), x) = Φ(α(x), x) = x.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �ëîêàëüíî� α̃ ïðèíàäëåæèò Z̃id. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî α̃ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàêèì, ÷òîáû α̃(z) 6= 0.
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Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî z ∈ Fr (Int Fix Φ). Òîãäà, ïðè-
ìåíÿÿ òåîðåìó 5.29 ê ëîêàëüíîìó ïîòîêó, èíäóöèðîâàííî-
ìó ïîòîêîì Φ íà U , ïîëó÷àåì, ÷òî α̃(z) = 0. Ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò âûáîðó α̃. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé òî÷êè z íå ñóùå-
ñòâóåò, òî åñòü Fr (Int F ) = ∅.

Ïîñëåäíåå âîçìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ � ëèáî
Int F = M , ëèáî Int F = ∅. Â ïåðâîì ñëó÷àå äåéñòâèå
Φ̃ òðèâèàëüíî, ïîýòîìó Int F = ∅.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê p(Z) = 1 ∈ S1, òî Z̃id ñîäåðæèò
âñå ïîñòîÿííûå ôóíêöèè M → Z. Çíà÷èò, îíà èìååò áîëü-
øå ÷åì îäèí ýëåìåíò, è, ïî óòâåðæäåíèþ (2) òåîðåìû 5.29,
Z̃id ≈ Z. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Z̃id ñîñòîèò èç ïîñòîÿííûõ
îòîáðàæåíèé èç M â íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó P â R, ïðè÷åì
P ≈ Z. Òîãäà èç ëåììû 5.22 ïîëó÷àåì, ÷òî P ñîâïàäàåò ñ
ÿäðîì íåýôôåêòèâíîñòè K̃ äåéñòâèÿ Φ̃.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà p(K̃) ⊂ S1 ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì
íåýôôåêòèâíîñòè K äåéñòâèÿ Φ, è Zid ñîñòîèò èç ïîñòî-
ÿííûõ îòîáðàæåíèé M → K. Áîëåå òîãî, òàê êàê ÿäðî
ãîìîìîðôèçìà p áåñêîíå÷íî, òî Zid ≈ K ≈ K̃/ ker p åñòü
êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. ¤

Òåîðåìà 5.32. (Ì. Íüþìàí, ñì. [142, 143, 148]). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà Ëè G èìååò S1-ïîäãðóïïó (ýòî âñå-
ãäà âåðíî, åñëè G êîìïàêòíà). Åñëè G ãëàäêî è íåòðèâè-
àëüíî äåéñòâóåò íà êîíå÷íîìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M , òî
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ýòîãî äåéñòâèÿ íèãäå íå
ïëîòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðóïïà G êîì-
ïàêòíà, òî çàìûêàíèå êàæäîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîä-
ãðóïïû â G � åñòü ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ïîäãðóï-
ïà, òî åñòü òîð, êîòîðûé, ïî îïðåäåëåíèþ, ñîäåðæèò S1-
ïîäãðóïïû.

Ïóñêàé S ⊂ G � S1-ïîäãðóïïà è Fix S � ìíîæåñòâî
íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíäóöèðîâàííîãî äåéñòâèÿ S íà M .
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Òîãäà FixG ⊂ Fix S. Ïî òåîðåìå 5.31 Fix S íèãäå íå ïëîòíî,
ïîýòîìó íèãäå íå ïëîòíî è FixG. ¤

5.5. Ëîêàëüíûå ñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà φ

Ïóñòü Φ : R × M → M � ãëîáàëüíûé ïîòîê. Òîãäà
èç ñëåäñòâèÿ 5.20 ïîëó÷àåì, ÷òî φ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
êîìïîçèöèþ ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé:
(5.53)

φ : C∞(M,R)
eφ−→ C∞(M,R)/Zid

j−→ im φ ⊂ C∞(M,M),

ãäå φ̃ �ôàêòîð-îòîáðàæåíèå, à j � áèåêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ
ïî ôîðìóëå

{α + Zid} 7→ φ(α).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà C∞(M,R) è C∞(M,M)
çàäàíû êàêèå-íèáóäü òîïîëîãèè. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôàêòîð-òîïîëîãèÿ íà C∞(M,R)/Zid îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì
îáðàçîì: ïîäìíîæåñòâî W ⊂ C∞(M,R)/Zid îòêðûòî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ̃−1(W ) îòêðûòî â C∞(M,R). Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî j íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íåïðåðûâíî φ. Òàêèì îáðàçîì, j ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íåïðå-
ðûâíîé áèåêöèåé, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàíî áûòü ãî-
ìåîìîðôèçìîì.

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ñëó÷àÿ Int Fix Φ = ∅ ìû äàäèì
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì j ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð-
ôèçìîì â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèëüíûõ òîïîëîãèÿõ Óèòíè.
Òðåáîâàíèå ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ñëàáî íåïðåðûâíûõ
ëîêàëüíûõ ñå÷åíèé φ â îêðåñòíîñòè êàæäîé íåïîäâèæíîé
òî÷êè ïîòîêà Φ. Òîãäà èç òåîðåìû 5.29 áóäåò ñëåäîâàòü,
÷òî îòîáðàæåíèå φ : C∞(M,R) → im φ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ãî-
ìåîìîðôèçìîì, ëèáî íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì ñ ãðóï-
ïîé ñêîëüæåíèé Z.

5.5.1. Ïîòîêè, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà. Ïóñòü Φ
� ÷àñòè÷íûé ïîòîê è Dk � îòêðûòûé k-ìåðíûé äèñê ñ
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öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò â Rk. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé
÷àñòè÷íûé ïîòîê Φ̃ êàê ïðîèçâåäåíèå ïîòîêà Φ íà òîæäå-
ñòâåííûé ïîòîê íà Dk:
Φ̃ : J × (U ×Dk) → M ×Dk, Φ̃(t, x, τ) = (Φ(t, x), τ),

ãäå (t, x), τ) ∈ J × U ×Dk.
Äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà V ⊂ U × Dk

ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå ñäâèãà
φV : C∞(V,J ) → C∞(V, M)

âäîëü òðàåêòîðèé Φ̃ ïî ôîðìóëå:
φV (α)(x, τ) = Φ̃(α(x, τ), x, τ) =

(
Φ( α(x, τ), x), τ

)
,

ãäå (x, τ) ∈ V è α ∈ C∞(V,M).
Ëåììà 5.33. Îòîáðàæåíèå φ ëîêàëüíî èíúåêòèâíî â

Cr
S-òîïîëîãèè C∞(U,J ) äëÿ âñåõ r = 0, 1, . . . ,∞ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà
Int F = ∅,

òî åñòü êîãäà ìíîæåñòâî F íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïîòî-
êà íèãäå íå ïëîòíî. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òàêàÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ δ : U → (0,∞), ÷òî äëÿ ëþáîãî îò-
êðûòîãî ïîäìíîæåñòâà V ⊂ U×Dk è α ∈ C∞(V,J ) îãðà-
íè÷åíèå φV íà ñëåäóþùóþ C0

S-îêðåñòíîñòü
(5.54) Mδ

V = {β ∈ C∞(V,J ) | |α(x, τ)− β(x, τ)| < δ(x)}
ôóíêöèè α â C∞(M,R) � èíúåêòèâíî, ïðè÷åì

Mδ
V ∩ {Mδ

V + µ} = ∅

åñëè µ ∈ Zid è µ 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîòîê Φ ãëîáà-
ëåí, òî ïðîåêöèÿ

φ̃ : C∞(M,R) → C∞(M,R)/Zid

ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì.

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Int F 6= ∅. Ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ α ∈ C∞(U,J ) è ïóñòü N � ïðîèçâîëü-
íàÿ Cr

S-îêðåñòíîñòü α â C∞(U,J ). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ôóíêöèÿ β ∈ N , ÷òî α 6= β, íî α ≡ β íà M \ Int F . Èç
ëåììû 5.21 âûòåêàåò, ÷òî φ(α) = φ(β). Ñëåäîâàòåëüíî, φ
íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èíúåêòèâíûì.

Îáðàòíî, ïóñòü Int F = ∅. Íàì íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
ôóíêöèþ δ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óòâåðæäåíèþ ëåììû. Èç
äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 5.27 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæ-
äîé òî÷êè x ∈ U íàéäåòñÿ òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü Wx è òà-
êîå ÷èñëî τx > 0, ÷òî τx íå ïðåâûøàåò ïîëîâèíû ïåðèîäà
ïðîèçâîëüíîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ïîòîêà Φ, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç Wx. Åñëè Wx âîîáùå íå ïåðåñåêàåò ïåðèîäè÷å-
ñêèõ òðàåêòîðèé, òî ïîëîæèì τx = 1. Òàê êàê M � ïà-
ðàêîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
δ : U → (0, 1), ÷òî δ(x) < τx äëÿ âñåõ x ∈ U . Òîãäà ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî δ ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ôóíêöèåé. ¤

Îïðåäåëåíèå 5.34. Ïóñòü Int F = ∅ è z ∈ U . Ñêà-
æåì, ÷òî z ÿâëÿåòñÿ (S)k-òî÷êîé2 ïîòîêà Φ, åñëè äëÿ
ïðîèçâîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè V ⊂ U ×Dk òî÷êè (z, 0)
ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì V è ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
α ∈ C∞(V,J ) íàéäåòñÿ òàêàÿ C0

W -îêðåñòíîñòü

M⊂ C∞(V,J )

ôóíêöèè α, ÷òî îãðàíè÷åíèå φV íà M � èíúåêòèâíî, à
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

(φV )−1 : φV (M) →M
� Cr

W -íåïðåðûâíî äëÿ âñåõ r ≥ 0.
Ñêàæåì, ÷òî òî÷êà z óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (S), åñ-

ëè îíà ÿâëÿåòñÿ (S)k-òî÷êîé äëÿ êàæäîãî k ≥ 0.

2Îáîçíà÷åíèå �S� ïðîèñõîäèò îò ñëîâà section � ñå÷åíèå
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Ïîÿñíèì äàííîå îïðåäåëåíèå äåòàëüíî. Èç ëåììû 5.33
ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè

V ⊂ U ×Dk

òî÷êè (z, 0) ñóùåñòâóåò C0
W -îêðåñòíîñòü M ⊂ C∞(V,J )

ôóíêöèè α òàêàÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèå φV íà M èíúåêòèâíî.
Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü M = Mδ

V .
Òàêèì îáðàçîì, íà M ñîîòíîøåíèå

g(x, τ) =
(
Φ( β(x, τ), x), τ

)

ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ âèäà β(x, τ) = Ψ(g, x, τ), ãäå Ψ
� íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà z ÿâëÿåò-
ñÿ (S)k-òî÷êîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ψ èíäóöèðóåò
Cr

S-íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå φV (M) →M. Â ÷àñòíîñòè,
ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè Ψ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíê-
öèåé ïî ïåðåìåííûì (x, τ) è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò âñåõ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ g äî ïîðÿäêà r âêëþ÷èòåëüíî â îê-
ðåñòíîñòè (z, 0).

Íàïðèìåð, ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåä-
ñòâèåì ôîðìóëû (5.51).

Ëåììà 5.35. Êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà ïîòîêà ÿâëÿ-
åòñÿ (S)-òî÷êîé. ¤

Òåîðåìà 5.36. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Int F = ∅ è êàæ-
äàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà z ∈ F ïîòîêà Φ ÿâëÿåòñÿ (S)0-
òî÷êîé. Äëÿ α ∈ C∞(U,J ) ïóñòü

Mδ = Mδ(α) = {β ∈ C∞(U,J ) | |β(x)− α(x)| < δ(x)}
� òàêàÿ C0

S-îêðåñòíîñòü α â C∞(U,J ), ÷òî îãðàíè÷åíèå
φ|Mδ � èíúåêòèâíî. Òîãäà îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

φ−1 : φ(Mδ) →Mδ

ÿâëÿåòñÿ Cr
S-íåïðåðûâíûì äëÿ âñåõ r = 0, 1, . . . ,∞. Ñëå-

äîâàòåëüíî, åñëè Φ � ãëîáàëüíûé ïîòîê, òî äëÿ êàæäîãî
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òàêîãî r îòîáðàæåíèå
φ : C∞(M,R) → im φ

ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ Cr

S-òîïîëîãèÿõ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì áóäåò íåîáõîäèìà ëåììà.
Ëåììà 5.37. Ïóñòü M è N � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ,

f ∈ C∞(M, N) è {Ui}i∈Λ � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ èç M . Çàôèêñèðóåì r ≥ 0 è äëÿ
êàæäîãî i ∈ Λ âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü Cr

W -îêðåñòíîñòü Ui

îãðàíè÷åíèÿ f |Ui
â ïðîñòðàíñòâå C∞(Ui, N). Îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå �îãðàíè÷åíèÿ�
pi : C∞(M,N) → C∞(Ui, N), pi(f) = f |Ui

,

ãäå f ∈ C∞(M, N), è ïîëîæèì Ũi = p−1
i (Ui). Òîãäà

Ũ = ∩
i∈Λ
Ũi

ÿâëÿåòñÿ Cr
S-îêðåñòíîñòüþ f â C∞(M,N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê pi � Cr
W -íåïðåðûâíî, òî

äëÿ êàæäîãî i ∈ Λ ìíîæåñòâî Ũi ñîäåðæèò áàçèñíóþ Cr
W -

îêðåñòíîñòü
N εi

Ki
(f |Ui

)

îãðàíè÷åíèÿ f |Ui
âèäà (4.25), ãäå Ki ⊂ Ui � êîìïàêòíîå

ïîäìíîæåñòâî è εi > 0. Çàìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî {Ki}i∈Λ

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì, à ìíîãîîáðàçèå M � ïàðà-
êîìïàêòíî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ δ : M → (0,∞), ÷òî δ(x) < εi äëÿ x ∈ Ki. Ïóñòü
N δ(f) � îòêðûòàÿ Cr

S-áàçèñíàÿ îêðåñòíîñòü f â Cr(M,N)

âèäà (4.26). Òîãäà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî N δ(f) ⊂ Ũ . ¤
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.36. Èç óñëîâèé òåîðå-

ìû è ëåììû 5.35 âûòåêàåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà z ∈ U ÿâëÿ-
åòñÿ (S)0-òî÷êîé äëÿ ïîòîêà Φ. Çàôèêñèðóåì r ≥ 0. Ïóñòü
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d � êàêàÿ-íèáóäü ìåòðèêà íà Jr(U,J ) è δ̂ : U → (0,∞) �
òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî áàçèñíàÿ Cr

S-îêðåñòíîñòü

Mbδ = {β ∈ C∞(U,J ) | d([α]rx , [β]rx) < δ̂(x),∀x ∈ U}
ôóíêöèè α (ñì. ôîðìóëó (4.26)) ñîäåðæèòñÿ â Mδ. Òîãäà
îãðàíè÷åíèå φ|Mbδ èíúåêòèâíî.

Ïîêàæåì, ÷òî φ(Mbδ) ñîäåðæèò Cr
S-îêðåñòíîñòü îòîáðà-

æåíèÿ f = φ(α) â im φ, òî åñòü íàéäåòñÿ òàêàÿ îòêðûòàÿ
îêðåñòíîñòü Ñ îòîáðàæåíèÿ f â C∞(U,M), ÷òî

im φ ∩ Ñ ⊂ φ(Mbδ).
Òàê êàê δ̂ ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé, òî φ−1 ÿâ-
ëÿåòñÿ Cr

S-íåïðåðûâíûì íà φ(Mδ).
Èç ïàðàêîìïàêòíîñòè U âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ äâà íå

áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ ëîêàëüíî-êîíå÷íûõ ïîêðûòèÿ {Ui}i∈Λ

è {Ki}i∈Λ ìíîæåñòâà U òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ Λ ìíî-
æåñòâî Ui � îòêðûòî, Ki � êîìïàêòíî è Ki ⊂ Ui. Áîëåå
òîãî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (S)0 òî÷åê ïîòîêà, ìîæíî òàêæå
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ Λ íàéäåòñÿ òàêàÿ C0

W -
îêðåñòíîñòüMi îãðàíè÷åíèÿ α|Ui

â C∞(Ui,J ), ÷òî îãðàíè-
÷åíèå φUi

íà Mi ÿâëÿåòñÿ Cr
W -âëîæåíèåì äëÿ âñåõ r ≥ 0.

Îáîçíà÷èì
εi = inf

x∈Ki

δ̂(x).

Âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü ìåòðèêó di íà Jr(U,J ) è îïðåäå-
ëèì Cr

W -îêðåñòíîñòü N εi
Ki

(α|Ui
) îãðàíè÷åíèÿ α|Ui

ïî ôîð-
ìóëå (4.25) äëÿ d = di. Ïîëîæèì

M ′
i = N εi

Ki
(α|Ui

) ∩Mi.

Òîãäà îáðàç Ni = φUi
(M ′

i) ÿâëÿåòñÿ Cr
W -îêðåñòíîñòüþ

îãðàíè÷åíèÿ f |Ui
â C∞(Ui,M) äëÿ âñåõ r ≥ 0.

Ïóñòü pi : C∞(U,M) → C∞(Ui, M) � îòîáðàæåíèå îãðà-
íè÷åíèÿ íà Ui è Ñi = p−1

i (Ni). Òàê êàê ïîêðûòèå {Ui}i∈Λ
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ëîêàëüíî êîíå÷íî, òî èç ëåììû 5.37 âûòåêàåò, ÷òî ïåðå-
ñå÷åíèå ∩

i∈Λ
Ñi ñîäåðæèò íåêîòîðóþ Cr

S-îòêðûòóþ îêðåñò-
íîñòü Ñ îòîáðàæåíèÿ f .

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Ñ ∩ im φ ⊂ φ(Mbδ). Ýòî äîêà-
çûâàåò òåîðåìó.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåäåì ñëåäóþùóþ êîììó-
òàòèâíóþ äèàãðàììó, êîòîðàÿ èëëþñòðèðóåò íàøó êîí-
ñòðóêöèþ:

Mbδ ⊂C∞(U,J ) −−−−→ C∞(Ui,J )⊃M ′
i = N εi

Ki
(α|Ui) ∩Mi

φ

y φ

y φUi

y φUi

y
φ(Mbδ)⊂C∞(U,M)

pi−−−−→ C∞(Ui,M)⊃ φUi(M ′
i ) = Ni.

5.6. Îïèñàíèå îáðàçà im φ

Ïóñòü Φ � ãëîáàëüíûé ïîòîê íà M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
E(Φ) ⊂ C∞(M, M)

ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îòîáðàæåíèé f , óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) f(ω) ⊂ ω äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè ω ïîòîêà Φ,
(2) äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ Fix Φ êàñàòåëüíîå îòîáðà-

æåíèå Tzf : TzM → TzM ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì,
ò.å. f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì â
òî÷êå z.

Ïîëîæèì
D(Φ) = E(Φ) ∩ D(M)

è ïóñòü E0(Φ) è D0(Φ) � êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè
ïðîñòðàíñòâ E(Φ) è D(Φ) îòíîñèòåëüíî C0

W -òîïîëîãèé, ñî-
äåðæàùèå idM . Òàêèì îáðàçîì, E0(Φ) ñîñòîèò èçî âñåõ îòî-
áðàæåíèé f ∈ E(Φ), ãîìîòîïíûõ â E(Φ) òîæäåñòâåííîìó
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îòîáðàæåíèþ idM , à D0(Φ) � èç îòîáðàæåíèé, èçîòîï-
íûõ idM â E(Φ) ïîñðåäñòâîì òàêîé íåïðåðûâíîé èçîòîïèè
H : I ×M → M , ÷òî êàæäîå èç îòîáðàæåíèé

Ht = H(t, ∗) : M → M

ïðèíàäëåæèò D0(Φ). Òàêèì îáðàçîì îò H(t, x) òðåáóåòñÿ
ãëàäêîñòü ïî x, íî íå ïî t.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé è
ëåììû 5.13.

Ëåììà 5.38. im φ ⊂ E0(Φ) è φ(Γ+
Φ) ⊂ D0(Φ). ¤

Îïðåäåëåíèå 5.39. Äëÿ k ≥ 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Dk �
k-ìåðíûé äèñê. Ñêàæåì, ÷òî z ∈ Fix Φ ÿâëÿåòñÿ (E)k-
òî÷êîé3 ïîòîêà Φ, åñëè ó íåå íàéäåòñÿ òàêàÿ îòêðû-
òàÿ îêðåñòíîñòü V , ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëî-
âèå: ïóñòü

α : (V \ Fix Φ)×Dk → R
� òàêàÿ C∞-ôóíêöèÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå ñäâèãà

f : (V \ Fix Φ)×Dk → M,

îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå f(t, x) = Φ(α(t, x), x), ãëàäêî ïðî-
äîëæàåòñÿ íà V ×Dk. Òîãäà α òàêæå ãëàäêî ïðîäîëæà-
åòñÿ íà V ×Dk.

Òî÷êà z áóäåò íàçûâàòüñÿ (E)-òî÷êîé ïîòîêà, åñëè
îíà ÿâëÿåòñÿ åãî (E)k-òî÷êîé äëÿ êàæäîãî k ≥ 0.

Òåîðåìà 5.40. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Int Fix Φ = ∅ è
êàæäàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà Φ ÿâëÿåòñÿ (E)0-òî÷êîé. Òî-
ãäà

im φ = E0(Φ),(5.55)
φ(Γ+

Φ) = D0(Φ).(5.56)

3Îáîçíà÷åíèå ïðîèñõîäèò îò ñëîâà extension � ðàñøèðåíèå
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî (5.55) âëå-
÷åò (5.56). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (5.55). Òàê êàê
C0

W -òîïîëîãèè íà ïðîñòðàíñòâàõ C∞(M,R) è C∞(M,M)
ñîâïàäàþò ñ êîìïàêòíî îòêðûòûìè, òî âìåñòî îòîáðàæå-
íèé îòðåçêà â ýòè ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãî-
ìîòîïèè.

Ïóñòü f ∈ E0(Φ). Ìû ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ
ôóíêöèÿ α ∈ C∞(M,R), ÷òî f = φ(α). Ïî îïðåäåëåíèþ
ïðîñòðàíñòâà E0(Φ) íàéäåòñÿ òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå

ν : I → C∞(M,M),

÷òî ν(0) = idM è ν(1) = f . Íàì íóæíî ïîñòðîèòü òàêîå
îòîáðàæåíèå ν̃ : I → C∞(M,R), ÷òî ν = φ ◦ ν̃. Òîãäà, â
÷àñòíîñòè, ïîëó÷èì, ÷òî

f = ν(1) = φ ◦ ν̃(1) ∈ im φ.

Åñëè èñïîëüçîâàòü �ãîìîòîïè÷åñêèé� ÿçûê, òî ïðåäû-
äóùèé ïàðàãðàô ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãîìîòîïèÿ

F : I ×M → M,

÷òî F (t, x) = ν(t)(x), F (0, x) = x è F (1, x) = f(x). Íàøà
öåëü � ïîñòðîèòü òàêóþ ãîìîòîïèþ Λ̃ : I ×M → R, ÷òî

F (t, x) = φ(ν̃(t))(x) = Φ(Λ̃(t, x), x).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Λ̃ íà 0×M ïî ôîðìóëå
Λ̃(0, x) = 0.

Îñòàåòñÿ åãî ïðîäîëæèòü íà âñå I ×M .
Ïóñòü ω � ðåãóëÿðíàÿ òðàåêòîðèÿ Φ, x ∈ ω, è p : R→ ω

� ïðîåêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé p(t) = Φ(t, x). Çàìå-
òèì, ÷òî F (I × x) ⊂ ω è F (0, x) = x.

Ëåììà 5.41. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
Λ̃x : I → R
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òàêàÿ, ÷òî Λ̃x(0) = 0 è
F (t, x) = p ◦ Λ̃x(t) = Φ(Λ̃x(t), x)

äëÿ âñåõ t ∈ I.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

òðàåêòîðèÿ ω ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè S1. Òîãäà p ÿâ-
ëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì è íàøå óòâåðæäåíèå
ñëåäóåò èç àêñèîìû î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè äëÿ p.

Ïóñòü òåïåðü ω � íåçàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ. Òîãäà p
� íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò
íå áûòü ãîìåîìîðôèçìîì. Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå p íà
ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî K ⊂ R ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì êàê íåïðåðûâíàÿ èíúåêöèÿ èç êîìïàêò-
íîãî ìíîæåñòâà K â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî M . Ïîýòî-
ìó ïîëîæèì Λ̃x = p−1 ◦ F . Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Îïðåäåëèì òåïåðü Λ̃ íà I × (M \ Fix Φ) ïî ôîðìóëå
Λ̃(t, x) = Λ̃x(t).

Òîãäà èç (5.51), ãäå α ìîæåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà, âûòå-
êàåò, ÷òî Λ̃(t, x) ãëàäêîå ïî x ïðè êàæäîì t ∈ I.

Çíà÷èò, äëÿ âñåõ t ∈ I ãëàäêîå îòîáðàæåíèå Ft îáëàäàåò
÷àñòè÷íîé ãëàäêîé ôóíêöèåé ñäâèãà Λ̃t, îïðåäåëåííîé íà
M \ Fix Φ.

Ïóñòü x ∈ Fix Φ. Òîãäà èç óñëîâèÿ (E)0 äëÿ òî÷êè x ñëå-
äóåò, ÷òî Λ̃t ìîæåò áûòü ãëàäêî ïðîäîëæåíî äî ôóíêöèè
ñäâèãà Ft â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x. Òàê êàê Fix Φ íè-
ãäå íå ïëîòíî â M , òî âñå ýòè ïðîäîëæåíèÿ ñîãëàñîâàíû è
îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ ñäâèãà äëÿ
Ft. Â ÷àñòíîñòè, f = F1 = φ(Λ1). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

5.6.1. Ïðèìåð òî÷êè, íå óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèþ (E)0. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà
ïðÿìîé R:

dx

dt
= xn, n ≥ 1



298 Ãëàäêèå ñäâèãè âäîëü îðáèò âåêòîðíûõ ïîëåé

è ïóñòü Φ � ñîîòâåòñòâóþùèé ëîêàëüíûé ïîòîê, îïðåäå-
ëåííûé íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå I = (−a, a), a > 0. Î÷å-
âèäíî, ÷òî Φ èìååò ðîâíî òðè òðàåêòîðèè: (−a, 0), 0 è
(0, a). Äëÿ ïîëíîòû îòìåòèì, ÷òî

Φ(t, x) = xet, åñëè n = 1,

Φ(t, x) =
x

1− tx
, åñëè n = 2

è
Φ(t, x) =

x
n−1
√

1− (n− 1)txn−1
, åñëè n ≥ 3.

Ïîñëåäíèå äâå ôîðìóëû ìû íèãäå èñïîëüçîâàòü íå áóäåì.
Ïðåäëîæåíèå 5.42. Äëÿ n ≥ 2 òî÷êà 0 íå ÿâëÿåòñÿ

(E)0-òî÷êîé äëÿ ïîòîêà Φ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E(Φ, 0) � ìíîæåñòâî ðîñò-

êîâ îòîáðàæåíèé I → R â òî÷êå 0 ∈ R, ñîõðàíÿþùèõ
ðîñòêè îðáèò ïîòîêà Φ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Òàêèì
îáðàçîì, E(Φ, 0) ñîñòîèò èç ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé f â
0 ∈ R, êîòîðûå ñîõðàíÿþò çíàê è èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ
ïðîèçâîäíóþ f ′(0) > 0. Ïîýòîìó E(Φ, 0) ëèíåéíî ñâÿçíî â
C0

W -òîïîëîãèè, à çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ êîìïîíåíòîé ëèíåé-
íîé ñâÿçíîñòè E0(Φ, 0) òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ idI .

Ïóñòü f ∈ E(Φ, 0). Òàê êàê f(0) = 0 è f ′(0) > 0, òî èç
õîðîøî èçâåñòíîé ëåììû Àäàìàðà (ñì. ôîðìóëó (5.65) íà
ñòð. 306) âûòåêàåò, ÷òî f(z) = zg(z), ãäå g � åäèíñòâåííàÿ
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà I òàêàÿ, ÷òî g(0) = f ′(0) > 0.

Âû÷èñëèì âðåìÿ α(z) ìåæäó òî÷êàìè z è f(z).

α(z) =

∫ f(z)

z

dt =

∫ f(z)

z

dx

xn
=

zn−1 − f(z)n−1

(n− 1)f(z)n−1zn−1
=

=
1− g(z)n−1

(n− 1)f(z)n−1
=

1− g

zn−1
· 1 + g + g2 + · · ·+ gn−2

(n− 1)gn−1
.

Î÷åâèäíî, ÷òî α áóäåò ãëàäêîé â òî÷êå 0 òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà f = z + znh(z) äëÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè
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h íà R èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êîãäà
f(0) = 0, f ′(0) = 1, f (k)(0) = 0, (2 ≤ k ≤ n− 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, im φ 6= E0(Φ, 0) ïðè n ≥ 2. ¤

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n ≥ 2 ïîòîê Φ íåëèíååí. Â ñëåäóþ-
ùåì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåé-
íîãî ïîòîêà Φ íà Rn âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå im φ = E0(Φ, 0).

5.7. Ðåãóëÿðíûå ôàêòîðû è ðàñøèðåíèÿ ïîòîêîâ
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî íåïîäâèæíûå òî÷êè

�ðåãóëÿðíûõ� ðàñøèðåíèé ëèíåéíûõ ïîòîêîâ óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì (S) è (E).

Ïðåäñòàâèì ïðîñòðàíñòâî Rm+n â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
Rm × Rn. Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà èç Rm+n èìååò âèä (x, y),
ãäå x ∈ Rm è y ∈ Rn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Um ⊂ Rm, Un ⊂ Rn � îòêðûòûå äèñ-
êè ñ öåíòðàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëàõ êîîðäèíàò è
ïîëîæèì Um+n = Um × Un ⊂ Rm+n.

Îïðåäåëåíèå 5.43. Ïóñòü
Φ : J × Um+n → Rm+n è Ψ : J × Um → Rm

� äâà ÷àñòè÷íûõ ïîòîêà. Íàçîâåì ïîòîê Ψ ðåãóëÿðíûì
ôàêòîðîì ïîòîêà Φ, à ïîòîê Φ, â ñâîþ î÷åðåäü � ðåãó-
ëÿðíûì ðàñøèðåíèåì ïîòîêà Ψ, åñëè äëÿ êàæäîãî t ∈ J
ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé:

(5.57)
Rm+n Φt−−−→ Rm+n

pm

y
ypm

Rm Ψt−−−→ Rm

, ò.å. pm ◦ Φt = Ψt ◦ pm,

ãäå pm : Rm+n → Rm � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, îïðåäåëÿå-
ìàÿ ïî ôîðìóëå p(x, y) = x.
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Ñêàæåì, ÷òî ïîòîêè Φ è Ψ ðåãóëÿðíî ýêâèâàëåíòíû,
åñëè êàæäûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ôàêòîðîì äðó-
ãîãî. Íàçîâåì ïîòîê Φ ðåãóëÿðíî ìèíèìàëüíûì, åñëè îí
íåïîñòîÿíåí è êàæäûé åãî ðåãóëÿðíûé ôàêòîð ðåãóëÿðíî
ýêâèâàëåíòåí Φ.

Ïóñòü Φ(t, x, y) = (A(t, x, y), B(t, x, y)) � êîîðäèíàòíàÿ
çàïèñü ïîòîêà Φ íà R×Rm×Rn. Òîãäà èç (5.57) âûòåêàåò,
÷òî

A(t, x, y) = pm ◦ Φ(t, x, y) = Ψt ◦ pm(x, y) = Ψt(x).

Ïîýòîìó (5.57) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ:
(5.58) Φ(t, x, y) = (Ψ(t, x), B(t, x, y)) .

Çíà÷èò, Ψ ÿâëÿåòñÿ �ïåðâîé� êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé ïî-
òîêà Φ è íå çàâèñèò îò y.

Çàìå÷àíèå 5.44. Èç ëåììû Àäàìàðà âûòåêàåò, ÷òî
êàæäîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : Rn → Rm òàêîå, ÷òî
f(0) = 0, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: f(x) = A(x) · x, ãäå
x ∈ Rn, è A(x) � ãëàäêàÿ (m× n)-ìàòðèöà. Ïîýòîìó, åñëè
â îïðåäåëåíèè 5.43 òî÷êà 0 ∈ Rm+n ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé Φ, òî ôîðìóëó (5.58) ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêèì îá-
ðàçîì:

(5.59) Φ(t, x, y) =

∥∥∥∥
P (t, x) 0

Q(t, x, y) R(t, x, y)

∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥

x
y

∥∥∥∥ ,

ãäå P, Q, R � ãëàäêèå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòåé ñîîòâåòñòâåí-
íî m×m, m× n è n× n, ïðè÷åì P íå çàâèñèò îò y. Ñëå-
äîâàòåëüíî, Ψ(t, x) = P (t, x)x.

Òåîðåìà 5.45. Ïóñòü Φ : J ×Um+n → Rm+n � íåòðè-
âèàëüíûé ÷àñòè÷íûé ïîòîê, äëÿ êîòîðîãî íà÷àëî êîîð-
äèíàò zm+n = 0 ∈ Rm+n ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé ïîòîê
Ψ(t, x) = eAtx íà Rm, ÷òî Φ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðàñøè-
ðåíèåì ïîòîêà Ψ â òî÷êå zm+n. Òîãäà zm+n ÿâëÿåòñÿ (S)-
è (E)-òî÷êîé äëÿ Φ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ (S)
è (E) îñòàþòñÿ âåðíûìè ïðè ðåãóëÿðíûõ ðàñøèðåíèÿõ (ñì.
ëåììû 5.46 è 5.47), à çàòåì ïðîâåðèì, ÷òî îíè âûïîëíÿ-
þòñÿ äëÿ ëèíåéíûõ ïîòîêîâ (ëåììà 5.48).

Ðàññìîòðèì ïîòîêè Φ è Ψ èç îïðåäåëåíèÿ 5.43. Ïóñòü
Dk � îòêðûòûé k-äèñê,

Un+k = Un ×Dk è Um+n+k = Um × Un ×Dk.

Ëåììà 5.46. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò
zm = 0 ∈ Rm ÿâëÿåòñÿ (S)-òî÷êîé äëÿ Ψ. Òîãäà zm+n áó-
äåò (S)-òî÷êîé äëÿ Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V ⊂ Um+n+k � îòêðûòàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè (zm+n, 0) ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì V
è α ∈ C∞(V,R). Òîãäà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâ-
íà:

C∞(V,R) C∞(V,R)

φ

y
yψ

C∞(V,Rm+n)
Pm−−−→ C∞(V,Rm)

ãäå
φ(α)(x, y, s) = Φ(α(x, y, s), x, y),

ψ(α)(x, y, s) = Ψ(α(x, y, s), x)

è Pm(h) = pm ◦ h äëÿ α ∈ C∞(V,R) è h ∈ C∞(V,Rm+n).
Âûáåðåì ôóíêöèè

δφ : Um+n → (0,∞) è δψ : Um → (0,∞),

óäîâëåòâîðÿþùèå óòâåðæäåíèþ ëåììû 5.33 äëÿ ïîòîêîâ
Φ è Ψ ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òîáû

δφ(x, y) ≤ δψ(x).

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå äâå C0
S-îêðåñòíîñòè ôóíêöèè α â

ïðîñòðàíñòâå C∞(V,R):
Mψ = {β ∈ C∞(V,R) | |α(x, y, s)− β(x, y, s)| < δψ(x)},
Mφ = {β ∈ C∞(V,R) | |α(x, y, s)− β(x, y, s)| < δφ(x, y)}.
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ÒîãäàMφ ⊆Mψ, à îãðàíè÷åíèÿ ψ|Mψ
è φ|Mφ

èíúåêòèâíû.
Çíà÷èò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå φ−1 : φ(Mφ) → Mφ ñîâïà-
äàåò ñ ψ−1 ◦ Pm. Èç óñëîâèÿ (S)n+k äëÿ zm îòíîñèòåëüíî
ïîòîêà Ψ âûòåêàåò, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

ψ−1 : ψ(Mψ) →Mψ

ÿâëÿåòñÿ Cr
W -íåïðåðûâíûì äëÿ âñåõ r ≥ 0. Òàê êàê Pm

òàêæå Cr
W -íåïðåðûâíî, òî Cr

W -íåïðåðûâíûì áóäåò è îòîá-
ðàæåíèå φ−1 = ψ−1 ◦ Pm. ¤

Ëåììà 5.47. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò
zm = 0 ∈ Rm ÿâëÿåòñÿ (E)-òî÷êîé äëÿ Ψ. Òîãäà zm+n

áóäåò (E)-òî÷êîé äëÿ Φ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α : (Um+n\Fix Φ)×Dk → J

� òàêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå ñäâèãà
f(x, y, s) = Φ(α(x, y, s), x, y) =

(
Ψ(α(x, y, s), x), B(x, y, s)

)

ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå Um+n+k. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà
α ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà Um+n+k. Çàìåòèì, ÷òî

(5.60) (Um \ Fix Ψ)× Un+k ⊂
⊂ (Um+n \ Fix Φ)×Dk ⊂ Um+n+k.

Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Fix Φ ⊂ Fix Ψ × Un.
Òîãäà

(Um \ Fix Ψ)× Un ⊂ Um+n \ Fix Φ.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íà Dk, ïîëó÷àåì
ôîðìóëó (5.60).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó zm ÿâëÿåòñÿ (E)n+k-
òî÷êîé ïîòîêà Ψ, òî ôóíêöèÿ α ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà
Um+n+k. ¤

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî
íåòðèâèàëüíîãî ëèíåéíîãî ïîòîêà Ψ íà Rm íà÷àëî êîîð-
äèíàò zm ÿâëÿåòñÿ (E)- è (S)-òî÷êîé. Èç ëåìì 5.46 è 5.47
âûòåêàåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ðåãóëÿðíî
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ìèíèìàëüíûå ïîòîêè. Îíè îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòîé ëåììîé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðåäîñòàâèì ÷èòà-
òåëþ.

Ëåììà 5.48. Íåïîñòîÿííûé ëèíåéíûé ïîòîê
Ψ(t, x) = eAtx

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíî ìèíèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ìàòðèöà A ñîïðÿæåíà ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ
ìàòðèö:

(1) J1(λ) = ‖λ‖, (λ 6= 0). Òîãäà
Ψ(t, x) = xeλt, x ∈ R.

(2) R (α, β) =

∥∥∥∥
α −β
β α

∥∥∥∥ , (β 6= 0). Òîãäà

Ψ(t, z) = ze(α+βi)t, z ∈ C.

(3) J2(0) =

∥∥∥∥
0 1
0 0

∥∥∥∥. Òîãäà

Ψ(t, x, y) = (x + ty, y), (x, y) ∈ R2.

Ïóñòü F � îäíî èç ïîëåé R èëè C, U � îòêðûòàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè 0 ∈ F è

◦
U = U \ {0} � �ïðîêîëîòàÿ�

îêðåñòíîñòü 0. Ïóñòü Ψ � ëèíåéíûé ïîòîê íà F , ïîðîæ-
äåííûé îäíîé èç ìàòðèö (1)-(3) ëåììû 5.48 (â ñëó÷àå (3)
ìû ðàññìàòðèâàåì R2 êàê êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü F = C),
è ψ � ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå ñäâèãà äëÿ Ψ.

Ïóñòü σ :
◦
U ×Dk → R � òàêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî

îòîáðàæåíèå
h(x, τ) = ψ(σ)(x, τ) = Ψ(σ(x, τ), x, τ)

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì íà U×Dk. Ïîêàæåì, ÷òî σ ìîæíî ãëàäêî
ïðîäîëæèòü íà U×Dk è ïîëó÷èì òî÷íûå ôîðìóëû, âûðà-
æàþùèå σ â òåðìèíàõ h. Èç ýòèõ ôîðìóë áóäóò âûòåêàòü
ñâîéñòâà (S) è (E).
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ äâóõ ëåì-
ìàõ.

Ëåììà 5.49. Îòîáðàæåíèå
Z : C∞(U ×Dk, F ) → C∞(U ×Dk, F ),

çàäàííîå ôîðìóëîé Z(h)(z, τ) = z · h(z, τ), ÿâëÿåòñÿ Cr
W -

âëîæåíèåì, òî åñòü ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç â Cr
W -

òîïîëîãèè, äëÿ êàæäîãî r ≥ 0.
Ëåììà 5.50. Ïóêàé Ψ � ïîòîê òèïà (1) èëè òèïà (2)

èç ëåììû 5.48. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ γ : U ×Dk → F òàêàÿ, ÷òî h(z, τ) = z · γ(z, τ) è
γ(0, τ) 6= 0 äëÿ âñåõ τ ∈ Dk.

Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 5.49 è 5.50 áóäóò äàíû â ïàðàãðà-
ôàõ 5.7.1 è 5.7.2.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îáå ýòè ëåììû óæå äîêàçàíû, ñíà-
÷àëà çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.45. Ðàññìîòðèì
ïîòîêè Ψ, ïîðîæäåííûå ìàòðèöàìè (1)-(3) èç ëåììû 5.48.

(1) Â ïåðâîì ñëó÷àå
h(x, τ) = Ψ(σ(x, τ), x) = xeλσ(x,τ)

äëÿ âñåõ x 6= 0. Òàê êàê 0 ∈ Fix Ψ, òî h(0, τ) = 0. Òîãäà èç
ëåììû 5.50 âûòåêàåò, ÷òî

h(x, τ) = xγ(x, τ),

à çíà÷èò, γ(x, τ) = eλσ(x,τ) è γ(0, τ) = h′x(0, τ) > 0. Òàêèì
îáðàçîì,

(5.61) σ(x, τ) =
1

λ
ln γ(x, τ).

(2) Îáîçíà÷èì ω = α + iβ. Òîãäà
h(z, τ) = zeωσ(z,τ) äëÿ z 6= 0.

Ïî ëåììå 5.50 h(z, τ) = zγ(z, τ) äëÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé
ôóíêöèè γ. Ñëåäîâàòåëüíî, γ(z, τ) = eωσ(z,τ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ñëó÷àÿ: α 6= 0 è α = 0.
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Åñëè α 6= 0, òî

(5.62) σ(z, τ) =
1

2α
ln

(
γ(z, τ)γ(z, τ)

)
=

1

2α
ln |γ(z, τ)|2 .

Åñëè æå α = 0, òî γ(z, τ) = eiβσ(z,τ). Ñëåäîâàòåëüíî, σ
îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìî-
ãî:

(5.63) σ(z, τ) =
1

β
arg(γ(z, τ)) +

2πk

β
, k ∈ Z.

(3) Â ýòîì ñëó÷àå Fix Ψ = {(x, 0) | x ∈ R} è
h(x, y, τ) = Ψ(σ(x, y, τ), x, y) = (x + yσ(x, y, τ), y)

äëÿ y 6= 0. Ïóñòü h1(x, y, τ) = x + yσ(x, y, τ) � ïåðâàÿ
êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ h. Òîãäà

σ =
h1 − x

y
äëÿ y 6= 0.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ H(x, y, τ) = h1(x, y, τ)−x ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé è H(x, 0, τ) ≡ 0. Òîãäà èç ëåììû Àäàìàðà âûòåêà-
åò, ÷òî H(x, y, τ) = yγ(x, y, τ) äëÿ íåêîòîðîé åäèíñòâåííîé
ãëàäêîé ôóíêöèè γ : U ×Dk → R. Ñëåäîâàòåëüíî,

σ(x, y, τ) =
h1(x, y, τ)− x

y
= γ(x, y, τ).(5.64)

Ôîðìóëû (5.61)�(5.64) ïîêàçûâàþò, ÷òî âî âñåõ ñëó÷à-
ÿõ ôóíêöèÿ σ ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà íåêîòîðóþ îêðåñò-
íîñòü 0 ∈ F . Èç íèõ ñëåäóåò ñâîéñòâî (E) äëÿ Ψ â òî÷êå
0 ∈ F .

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî (S) äëÿ Ψ â ýòîé òî÷êå. Ïóñòü V �
äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü 0 â F . Òîãäà èç
ëåììû 5.49 è òåõ æå ôîðìóë (5.61)�(5.64) âûòåêàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêîé C0

W -îêðåñòíîñòè îãðàíè÷åíèÿ h|V â ïðî-
ñòðàíñòâå C∞(V,R), ÷òî ñîîòâåòñòâèå

h|V 7→ γ|V 7→ σ|V

c© È. Þ. Âëàñåíêî, Ñ. È. Ìàêñèìåíêî, Å. À. Ïîëóëÿõ
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ÿâëÿåòñÿ Cr
W -íåïðåðûâíûì. Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëî êîîð-

äèíàò ÿâëÿåòñÿ (S)-òî÷êîé äëÿ Ψ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ òåîðå-
ìû 5.45 îñòàåòñÿ äîêàçàòü ëåììû 5.50 è 5.49.

5.7.1. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.49. Î÷åâèäíî, ÷òî
Z � èíúåêòèâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ Cr

W -
íåïðåðûâíûì äëÿ âñåõ r ≥ 0. Ïðîâåðèì, ÷òî îáðàòíîå Z−1

îòîáðàæåíèå òàêæå Cr
W -íåïðåðûâíî.

Äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊂ U×Dk è
r ≥ 0 îïðåäåëèì íîðìó ‖·‖r,K íà C∞(U×Dk, F ) ïî ôîðìóëå

‖h‖r,K =
r∑

i=0

sup
x∈K

|Dih(x)|,

ãäå |Dih(x)| � ñóììà ìîäóëåé ïðîèçâîäíûõ h ïîðÿäêà i.
Åñëè K ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ â U×Dk, òî íîðìû ‖·‖r,K ïîðîæäàþò Cr

W -òîïîëîãèþ
â C∞(U×Dk, F ). Ïóñòü h ∈ C∞(U×Dk, F ) è γ = Z(h) = zh.
Ëåììà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî íåðà-
âåíñòâà:

‖γ‖r,K ≤ |z|‖h‖r−1,K + ‖h‖r,K ≤
(1 + |z|)‖h‖r,K ≤ (1 + diamK)‖h‖r,K . ¤

5.7.2. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.50. Ñëó÷àé (1).
Â ýòîì ñëó÷àå ëåììà 5.50 âûòåêàåò èç ëåììû Àäàìàðà.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê h(x, τ) = eλσ(x,τ)x � ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ, òî h(0, τ) = 0 äëÿ âñåõ τ . Ïîýòîìó

(5.65) h(x, τ) =

x∫

0

∂h

∂t
(x, τ)dt = x

1∫

0

∂h

∂t
(t · x, τ)dt.

Îáîçíà÷àÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë ÷åðåç γ(x, τ), ïîëó÷àåì,
÷òî

h(x, τ) = xγ(x, τ),
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ãäå γ � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ è γ(0, τ) = h′(0, τ) 6= 0 äëÿ êàæ-
äîãî τ ∈ Dk.

Ñëó÷àé (2). Ïóñòü ω = α+iβ. Òîãäà h(z, τ) = eωσ(z,τ)z.
Ïîýòîìó ìû ïîëîæèì

(5.66) γ(z, τ) = eωσ(z,τ) ∀z 6= 0.

Îòñþäà

(5.67) σ =
1

2α
ln |γ|2 =

1

β
arg γ ∀z 6= 0.

Ëåììà 5.51. Ôóíêöèÿ γ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

(5.68) im (ω γ dγ̄) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (5.66) âûòåêàåò, ÷òî

dγ = ωγdσ.

Óìíîæàÿ îáå ñòîðîíû ýòîé ôîðìóëû íà dγ̄ è ó÷èòûâàÿ,
÷òî âûðàæåíèÿ dσ è dγdγ̄ � äåéñòâèòåëüíûå, ïîëó÷àåì,
÷òî ω γ dγ̄ òàêæå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. ¤

×òîáû çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû, ðàññìîòðèì
äâà ñëó÷àÿ, êîãäà α 6= 0 è α = 0.

Ëåììà 5.52. Åñëè α 6= 0, òî ôóíêöèè σ è γ � ãëàäêèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ |γ(z)|2 � ãëàäêàÿ. Òàê êàê h � äèôôåîìîðôèçì â 0,
òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû c è C, ÷òî

0 < c < |h(z)|/|z| = |γ(z)| < C

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè 0 ∈ C. Åñëè |γ|2 ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êîé, òî èç ôîðìóë (5.67) è (5.66) âûòåêàåò ãëàäêîñòü ôóíê-
öèé σ è γ.
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Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëó (5.68) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëå-
äóþùåì âèäå:

ω γ dγ̄ = ω
h

z
d

(
h̄

z̄

)
=

ω h

z
· z̄ dh̄− h̄ dz̄

z̄2
=

=
zz̄ · ω h dh̄− hh̄ · ω z dz̄

(zz̄)2
.

Òàê êàê zz̄ è hh̄ � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî ñîîòíîøå-
íèå (5.68) ýêâèâàëåíòíî òàêîìó:

hh̄ · im (ω z dz̄) = zz̄ · im (ω h dh̄),

ïîýòîìó
(5.69) |γ|2 · im (ω z dz̄) = im (ω h dh̄).

Ïîäñòàâëÿÿ dz̄ = ω̄ = α− iβ â (5.69) ïîëó÷àåì, ÷òî
im (ω z ω̄) = y|ω|2.

Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.69) ðàâíà
|γ(x, y)|2 · y|ω|2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ãëàäêàÿ. Ïîýòîìó ãëàäêîé ÿâ-
ëÿåòñÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü (5.69). Èç ëåììû Àäàìàðà òåïåðü
âûòåêàåò, ÷òî |γ|2 � òàêæå ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. ¤

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé α = 0. Òîãäà Ψ(t, z) = eiβtz ïðè÷åì
β 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
(5.70) zz̄ = hh̄.

Ïðåäëîæåíèå 5.53. ∂nh

∂z̄n
(0) = 0 äëÿ êàæäîãî n ≥ 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåì-
ìà.

Ëåììà 5.54. Ïóñòü h : Rn → Rn � äèôôåîìîðôèçì
êëàññà C1 òàêîé, ÷òî h(0) = 0, è ïóñòü g : Rn → R
� íåïðåðûâíàÿ îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè k, òî åñòü
g(tx) = tkg(x) äëÿ t > 0 è x ∈ Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
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g = g ◦ h. Òîãäà g = g ◦ Th(0), ãäå Th(0) : Rn → Rn �
êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå h â 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Rn è t > 0. Òîãäà

g(x) =
g(tx)

tk
=

g(h(tx))

tk
= g

(
h(tx)

t

)
→
t→0

g ◦ h′(0)(x). ¤

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.53. Ïóñòü
h(z) = p(z) + iq(z), ãäå p, q ∈ C∞(C,R).

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n.
Ïóñòü n = 1. Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (5.70) îçíà÷àåò,

÷òî h ñîõðàíÿåò îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí β(x, y) = x2 + y2.
Òîãäà èç ëåììû 5.54 âûòåêàåò, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
h′(0) òàêæå ñîõðàíÿåò β. Çíà÷èò, h′(0) ÿâëÿåòñÿ îðòîãî-
íàëüíîé ìàòðèöåé è ∂h

∂z̄
(0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, h′z(0) ñîâ-

ïàäàåò ñ óìíîæåíèåì íà eia äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ [0, 2π).
Ïîýòîìó

h(z) = eiaz + ε2,

ãäå ε2 = o(|z|2). Ïîëîæèì γ(0) = eia. Òîãäà γ ñòàíîâèòñÿ
íåïðåðûâíûì â òî÷êå 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû äîêàçàëè ëåììó äëÿ n−1. Òîãäà
h(z) = eiaz + Az + Bz̄n + εn+1,

ãäå A � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ z è z̄, 1 ≤ deg A ≤ n−1,
è

B =
1

n!

∂nh

∂z̄n
(0).

Ïîäñòàâëÿÿ h â ôîðìóëó (5.70) ïîëó÷àåì:
zz̄ = hh̄ = zz̄ + Azz̄ + Bz̄n+1 + Āzz̄ + B̄zn+1 + θn+2,

ãäå θn+2 = o(|z|n+2). Îòñþäà,
Azz̄ + Bz̄n+1 + Āzz̄ + B̄zn+1 = −θn+2.

Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ÷åðåç η. Ýòî
íå ÷òî èíîå êàê ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêà ≤ n+1 îò ïåðåìåííûõ
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z è z̄. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, η = −θn+2 = o(|z|n+2). Ñëåäîâà-
òåëüíî,

η = B̄zn+1 + (A + Ā)zz̄ + Bz̄n+1 ≡ 0,

ò.å. âñå êîýôôèöèåíòû η ðàâíû íóëþ. Òàê êàê ïåðâûå äâà
ñëàãàåìûå ñîäåðæàò ìíîæèòåëü z, ìû âèäèì, ÷òî êîýôôè-
öèåíò ïðè z̄n ðàâåí B. Çíà÷èò, B = 0. ¤

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Äîêàçàòåëüñòâî
ïðåäîñòàëÿåì ÷èòàòåëþ.

Ëåììà 5.55. Ïóñòü ε : C→ C � òàêàÿ ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ, ÷òî ε = o(|z|k). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ τ : C → C ïðè
ïîìîùè ôîðìóëû τ(z) = ε(z)/z äëÿ z 6= 0 è τ(0) = 0. Òîãäà
τ ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck−2. ¤

Òåïåðü ìû ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ (2)
ëåììû 5.50. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.53 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî n ∈ N ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ñòåïåíè n ôóíêöèè h â
òî÷êå 0 èìååò âèä

h(z) = γn−1z + εn+1,

ãäå γn−1 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1 îò ïåðåìåííûõ z è z̄,
à εn+1 = o(|z|n+1). Îòñþäà

γ(z) = h(z)/z = γn−1 + εn+1/z.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.55 ê îñòàòêó εn+1/z ìû âèäèì, ÷òî ýòà
ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó Cn−1. Ïîýòîìó γ ïðèíàäëå-
æèò êëàññó Cn−1 äëÿ âñåõ n ∈ N, òî åñòü γ ∈ C∞. Ëåì-
ìà 5.50 äîêàçàíà. ¤

5.8. Ãîìîòîïè÷åñêèé òèï ìíîæåñòâ E0(Φ) è D0(Φ)

Îïðåäåëåíèå 5.56. Ïóñòü F � âåêòîðíîå ïîëå íà ìíî-
ãîîáðàçèè M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F ïðèíàäëåæèò êëàññó
ES, åñëè êàæäàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïîòîêà Φ óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì (E) è (S).
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Ñêàæåì, ÷òî F ïðèíàäëåæèò êëàññó L (ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíî ëèíåéíûì), åñëè ïîòîê Φ ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãó-
ëÿðíûì ðàñøèðåíèåì íåêîòîðîãî íåòðèâèàëüíîãî ëèíåé-
íîãî ïîòîêà Ψz â îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé íåïîäâèæíîé
òî÷êè z. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îïðåäåëåíèè êëàññà L

(a) òðåáóåòñÿ íàëè÷èå êàêîé-íèáóäü ëîêàëüíîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Uz òî÷êè
z, â êîòîðîé ïîòîê Ψz � ëèíååí;

(b) íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ′
z ⊂ Uz òî÷êè z, ÷òî

ôàêòîðèçàöèÿ Φ íà Ψz, òî åñòü ñîîòíîøåíèå (5.57),
âûïîëíÿåòñÿ íà âñåé îêðåñòíîñòè U ′

z;
(c) äëÿ ðàçíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê z1 è z2 ëèíåéíûå

ïîòîêè Ψz1 è Ψz2 ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 5.45 ôàêòè÷åñêè óòâåðæäàåò, ÷òî
êëàññ L ñîäåðæèòñÿ â êëàññå ES.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå F ïîðîæäàåò ãëî-
áàëüíûé ïîòîê Φ : R×M → M è ïóñòü

φ : C∞(M,R) → C∞(M, M), φ(α)(x) = Φ(α(x), x)

� îòîáðàæåíèå ñäâèãà âäîëü îðáèò Φ.
Âîçüìåì êàêîå-íèáóäü r = 0, 1, . . . ,∞ è çàäàäèì íà ïðî-

ñòðàíñòâàõ C∞(M,R) è C∞(M,M) ñèëüíûå Cr-òîïîëîãèè
Óèòíè, à íà èõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ im φ, D0(Φ), è E0(Φ) �
ñîîòâåòñòâóþùèå èíäóöèðîâàííûå òîïîëîãèè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáúåäèíÿåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.

Òåîðåìà 5.57. [129] Ïóñòü Φ � ãëîáàëüíûé ïîòîê
íà ìíîãîîáðàçèè M , ïðèíàäëåæàùèé êëàññó ES. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî Int Fix Φ = ∅ (ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, åñëè
Φ ïðèíàäëåæèò êëàññó L). Òîãäà

(A) im φ = E0(Φ) è φ : C∞(M,R) → E0(Φ) ÿâëÿåòñÿ ëè-
áî ãîìåîìîðôèçìîì, ëèáî íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì ñ
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ãðóïïîé ñêîëüæåíèé, èçîìîðôíîé Z. Áîëåå òîãî, ìíîæå-
ñòâî Γ+

Φ = φ−1(D0(Φ)) � îòêðûòî è âûïóêëî â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå C∞(M,R).

(B) Åñëè M êîìïàêòíî, òî âëîæåíèå D0(Φ) ⊂ E0(Φ)
ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, è îáà ýòè
ïðîñòðàíñòâà ëèáî ñòÿãèâàåìû, ëèáî ãîìîòîïè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíû îêðóæíîñòè.

(C) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî Φ èìååò ïî êðàéíåé ìå-
ðå îäíó íåçàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ, ëèáî êàñàòåëüíûé ëè-
íåéíûé ïîòîê õîòÿ áû â îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êå ïî-
òîêà Φ òîæäåñòâåíåí. Òîãäà φ : C∞(M,R) → E0(Φ) �
ãîìåîìîðôèçì. Ïîýòîìó åñëè M � êîìïàêòíî, òî D0(Φ)
è E0(Φ) ñòÿãèâàåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî åñëè Φ ïðè-
íàäëåæèò êëàññó L, òî Int Fix Φ = ∅, òàê êàê äëÿ ëèíåé-
íûõ ïîòîêîâ ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ.

(A) Ïóñòü òåïåðü Φ � ïîòîê êëàññà ES íà M . Òîãäà èç
òåîðåì 5.36 è 5.40 âûòåêàåò, ÷òî im φ = E0(Φ), a îòîáðà-
æåíèå φ : C∞(M,R) → im φ � ëèáî ãîìåîìîðôèçì, ëèáî
Z-íàêðûòèå. Íàêîíåö, èç òåîðåìû 5.40 è ëåììû 5.14 ñëå-
äóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Γ+

Φ = φ−1(D0(Φ)) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
ïîäìíîæåñòâîì â C∞(M,R).

(B) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M êîìïàêòíî. Ïóñòü X îáîçíà-
÷àåò ëèáî C∞(M,R), ëèáî Γ+

Φ. Òîãäà åãî îáðàç Y = φ(X)
� ñîîòâåòñòâåííî ëèáî E0(Φ) ëèáî D0(Φ). Î÷åâèäíî, ÷òî
X � ìíîãîîáðàçèå Ôðåøå (êàê îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â
ìíîãîîáðàçèè Ôðåøå C∞(M,R)). Ïîýòîìó, åãî îáðàç Y ïðè
íàêðûâàþùåì îòîáðàæåíèè φ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðà-
çèåì Ôðåøå. Çíà÷èò, Y èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé òèï CW-
êîìïëåêñà (ñì. íàïð. [152]). Òàê êàê X � ñòÿãèâàåìî, òî Y
� àñôåðè÷íî, òî åñòü πn(Y ) = 0 äëÿ n ≥ 2. Ïî òåîðåìå 5.29
π1(Y ) ëèáî 0, ëèáî Z. Ñëåäîâàòåëüíî, Y � ëèáî ñòÿãèâàå-
ìî, ëèáî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî îêðóæíîñòè.
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Òàê êàê idM ⊂ D0(Φ), òî Zid = φ−1(idM) ⊂ Γ+
Φ. Îò-

ñþäà âûòåêàåò, ÷òî âëîæåíèå D0(Φ) ⊂ E0(Φ) èíäóöèðóåò
èçîìîðôèçì âñåõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï. Ïîýòîìó îíî ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

(C) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî Φ èìååò õîòÿ áû îäíó íåçà-
ìêíóòóþ òðàåêòîðèþ, ëèáî êàñàòåëüíûé ïîòîê â êàêîé-
òî îäíîé èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê Φ òðèâèàëåí. Òîãäà ïî
ïðåäëîæåíèþ 5.28 Zid = 0, à çíà÷èò φ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð-
ôèçìîì C∞(M,R) íà E0(Φ). Åñëè æå M � êîìïàêòíî, òî
ïðîñòðàíñòâî C∞(M,R) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå, è
çíà÷èò, ñòÿãèâàåìî. Ïîýòîìó D0(Φ) è E0(Φ) � òàêæå ñòÿ-
ãèâàåìû. ¤

5.9. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà E0(Φ)

Èç òåîðåìû 5.57 âûòåêàåò, ÷òî áîëüøîãî êëàññà ïîòî-
êîâ ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà E0(Φ) è D0(Φ) ñòÿãèâàå-
ìû. Îäíàêî çàìûêàíèå E0(Φ) â ïðîñòðàíñòâå C∞(M, M)
ìîæåò èìåòü äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà
K ⊂ M ìíîæåñòâî

Inv(K) = {f ∈ C∞(M, M) | f(K) ⊂ K}
çàìêíóòî â C∞(M, M) ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìî-
ñòè. Ïîýòîìó îíî òàêæå çàìêíóòî âî âñåõ òîïîëîãèÿõ Óèò-
íè íà C∞(M, M). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ãëîáàëüíîãî ïîòîêà Φ íà M ìíîæåñòâî

Inv(Φ) =
⋂

ω � îðáèòà Φ

Inv(ω)

òàêæå çàìêíóòî âî âñåõ òîïîëîãèÿõ Óèòíè íà C∞(M, M).
Î÷åâèäíî, ÷òî E(Φ) ⊂ Inv(Φ), ïîýòîìó E0(Φ) ⊂ Inv0(Φ),
ãäå Inv0(Φ) � êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè Inv(Φ) â
êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêà-
çûâàåòñÿ íåñëîæíî è ìû îñòàâëÿåì åå ÷èòàòåëþ.
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Ëåììà 5.58. Ïóñòü Φ � ãëîáàëüíûé ïîòîê, îïðåäå-
ëåííûé íà ñâÿçíîì ïîäìíîæåñòâå R. Òîãäà

E0(Φ) = Inv0(Φ)

Îäíàêî óñòàíîâèòü â îáùåì ñëó÷àå, ÷òî Inv0(Φ) � çà-
ìêíóòî, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé.

Ïðèìåð 5.59. Ðàññìîòðèì èððàöèîíàëüíûé ïîòîê Φ
íà n-ìåðíîì òîðå T n. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ó ýòîãî ïîòî-
êà êàæäàÿ îðáèòà ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíîé â T n, îòêóäà
Inv(Φ) = C∞(T n, T n).

Âûáåðåì íà ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé C∞(T n, T n) êà-
êóþ íèáóäü ìåòðèêó d, êîòîðàÿ èíäóöèðóåò êîìïàêòíî-
îòêðûòóþ òîïîëîãèþ. Òàê êàê T n � àáñîëþòíûé îêðåñò-
íîñòíûé ðåòðàêò, òî ëþáûå äâà äîñòàòî÷íî áëèçêèå îòîá-
ðàæåíèÿ f, g : T n → T n ãîìîòîïíû ìåæäó ñîáîé. Ñëå-
äîâàòåëüíî, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè C∞(T n, T n) �
îòêðûòà. Ïîýòîìó îíà òàêæå è çàìêíóòà êàê äîïîëíåíèå
ê îáúåäèíåíèþ îñòàëüíûõ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Inv0(Φ)
� çàìêíóòî.

Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê ïîòîê Φ íå èìååò íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê, òî îí ïðèíàäëåæèò êëàññó ES. Òîãäà ïî òåîðå-
ìå 5.57 im φ = E0(Φ). Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå

E0(Φ) = Inv0(Φ)

îçíà÷àëî áû, ÷òî çàìûêàíèå îáðàçà im φ ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïîíåíòîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà C∞(T n, T n).
Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðîèçâîëüíîå ãëàä-
êîå îòîáðàæåíèå f : T n → T n, êîòîðîå ãîìîòîïíî idT n ,
ìîæíî áûëî áû ε-àïïðîêñèìèðîâàòü â ìåòðèêå d ñäâèãîì
âäîëü îðáèò ïîòîêà Φ, òî åñòü ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ
âèäà fε(x) = Φ(αε(x), x), ãäå αε ∈ C∞(T n,R).

Àâòîðàì íå èçâåñòíî, ñïðàâåäëèâî ëè ïîñëåäíåå óòâåð-
æäåíèå.
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Îäíà èç îñíîâíûõ òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùàÿ â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå äëÿ ïîñòðîåíèÿ αε, ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñ-
ëè f(x) íå ïðèíàäëåæèò îðáèòå òî÷êè x, òî, ãðóáî ãîâîðÿ,
lim
ε→0

αε(x) = ∞.

Ïðåäëîæåíèå 5.60. Ïóñòü Φ � ãëîáàëüíûé ïîòîê íà
M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îðáèòà ω, ïëîòíàÿ
â êàêîì-òî íåïóñòîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå â M , òî
åñòü Int ω 6= ∅. Ïóñòü òàêæå

f ∈ im φ \ im φ è x ∈ Int ω

òàêèå, ÷òî f(x) íà ïðèíàäëåæèò îðáèòå ωx òî÷êè x. Òî-
ãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë {ti}i∈N òàêîé, ÷òî lim

i→∞
Φ(x, ti) = f(x), âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå: lim
i→∞

ti = ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ωx �
íåçàìêíóòàÿ îðáèòà. Ïîëîæèì y = f(x) è yi = Φ(x, ti) äëÿ
âñåõ i ∈ N. Äëÿ êàæäîãî A > 0 îáîçíà÷èì

ωA = Φ(x× [−A,A]) ⊂ ωx.

Òîãäà y 6∈ ωA. Òàê êàê ωA � êîìïàêòíî, òî íàéäåòñÿ îêðåñò-
íîñòü U òî÷êè y, íå ïåðåñåêàþùàÿ ωA.

Òåïåðü èç òîãî, ÷òî lim
i→∞

yi = y è yi ∈ ω, âûòåêàåò, ÷òî

yi = Φ(x, ti) ∈ ωx \ ωA.

Ïîýòîìó ti > A äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i. Ïîëàãàÿ
A ïðîèçâîëüíî áîëüøèì, ïîëó÷àåì, ÷òî lim

i→∞
ti = ∞. ¤

5.10. Ïðåäñòàâëåíèå ñîõðàíÿþùèõ ñëîè
îòîáðàæåíèé â âèäå ãëàäêèõ ñäâèãîâ

5.10.1. Ñëîåíèå áåç îñîáåííîñòåé. Ïóñòü F � ñòàí-
äàðòíîå n-ñëîåíèå â Rm, ñëîè êîòîðîãî � n-ìåðíûå ïëîñ-
êîñòè, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

xn+1 = cn+1, xn+2 = cn+2, . . . xm = cm,
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äëÿ âñåõ (cn+1, . . . , cm) ∈ Rm−n. Òîãäà F ïîðîæäàåòñÿ âåê-
òîðíûìè ïîëÿìè Fi = ∂

∂xi
(i = 1, . . . , n). Î÷åâèäíî, ÷òî

ïîòîê Φi : R × Rm → Rm ïîëÿ Fi çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé:
(5.71) Φi(t, x1, . . . , xi, . . . , xm) = (x1, . . . , t + xi, . . . , xm).

Ëåììà 5.61. Ïóñòü
f = (f1, . . . , fm) : Rm → Rm

� îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ F.
Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ñäâèãîì âäîëü îðáèò Φ1, . . . , Φn

ïîñðåäñòâîì ôóíêöèé αi(x) = fi(x)− xi äëÿ i = 1, . . . , n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f ñîõðàíÿåò ñëîè, òî

fi(x1, . . . , xm) = xi

äëÿ n + 1 ≤ i ≤ m, à ïðè 1 ≤ i ≤ n � èìååì
(5.72) fi(x1, . . . , xm) = (fi(x)− xi) + xi = αi(x) + xi.

Çíà÷èò,
f(x) = Φn

(
αn(x), · · ·Φ2

(
α2(x), Φ1(α1(x), x)

) · · · ). ¤
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5.2 ê îòîáðàæåíèþ f , âèäèì, ÷òî

åñëè f(0) = 0, òî ÿêîáèàí f â òî÷êå 0 ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé

αi(x) = fi(x)− xi, (i = 1, . . . , n)

ïî ïåðâûì n êîîðäèíàòàì x1, . . . , xn.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè n = m, òî ñëîåíèå F ñîñòîèò

èç åäèíñòâåííîãî ñëîÿ Rm, à f ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì
äèôôåîìîðôèçìîì Rm. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû 5.2 òðèâèàëüíî. Äåéñòâèòåëüíî,

D[F1, . . . , Fn; α1, . . . , αn] = |En + Y | =

=

∣∣∣∣δij +
∂

∂xi

(fj − xj)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∂fj

∂xi

∣∣∣∣ = J(f).
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5.10.2. Ñëîåíèÿ, ïîðîæäåííûå ïðîèçâåäåíèÿìè
ëîêàëüíûõ ïîòîêîâ. Ïóñòü Rm ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ Rm1×· · ·×Rmn , ãäå m = m1 + . . .+mn è mi ≥ 0.
Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà x ∈ Rm ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:
x = (x1, . . . , xm), ãäå xi ∈ Rmi .

Ïóñòü Fi, i = 1, . . . , n, � âåêòîðíîå ïîëå íà Rmi . Ìû ìî-
æåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî Fi îïðåäåëåíî íà âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå Rm, íî çàâèñèò òîëüêî îò xi, òî åñòü

Fi(x) ≡ (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, Fi(xi), 0, . . . , 0).

Âåêòîðíûå ïîëÿ Fi îïðåäåëÿþò íà Rm íåêîòîðîå (âî-
îáùå ãîâîðÿ, ñèíãóëÿðíîå) ñëîåíèå F, ñëîè êîòîðîãî � ýòî
ïðîèçâåäåíèÿ îðáèò ïîëåé Fi. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ωi(xi)
� îðáèòà Fi, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó xi ∈ Rmi , òî ìíîæå-
ñòâî

Fx = ω1(x1)× · · · × ωn(xn) ⊂ Rm

ÿâëÿåòñÿ ñëîåì F òî÷êè x = (x1, . . . , xn).
Î÷åâèäíî, ÷òî Fx � ïîäìíîîáðàçèå â Rm è åãî ðàçìåð-

íîñòü ðàâíà îáùåìó êîëè÷åñòâó èíäåêñîâ i = 1, . . . , n äëÿ
êîòîðûõ Fi(xi) 6= 0.

Ëåììà 5.62. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî êàæäîå èç ïî-
ëåé Fi ëèíåéíûì, ëèáî Fi = ∂

∂xi
, ëèáî Fi ≡ 0. Òîãäà êàæ-

äîå ñîõðàíÿþùåå ñëîè ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : Rm → Rm

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ñäâèãîì âäîëü F1, . . . , Fn ïðè ïîìîùè
íåêîòîðûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé α1, . . . , αn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fi : Rm → Rmi � i-ÿ �êî-
îðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ� f è Φi : R × Rmi → Rmi � ïîòîê,
ïîðîæäàåìûé Fi. Òàê êàê f ñîõðàíÿåò ñëîè F, ÿâëÿþùè-
åñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè îðáèò Φi, òî fi ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ñäâèãîâ

(5.73) f(x1,...,xi−1,−,xi+1,...,xn) : Rmi → Rmi
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âäîëü îðáèò ïîòîêà Φi. Ýòî ñåìåéñòâî çàâèñèò îò ïàðàìåò-
ðà, ïðîáåãàþùåãî

Rm1 × · · · × Rmi−1 × Rmi+1 × · · · × Rmn .

Åñëè Fi � ëèíåéíî, òî èç óñëîâèé (S) è (E) äëÿ ëè-
íåéíûõ ïîòîêîâ ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ αi : Rm → R, ÷òî fi(x) = Φi(αi(x), xi).

Åñëè Fi = ∂
∂xi

, òî Φi çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (5.71), à αi �
ôîðìóëîé (5.72). Íàêîíåö, åñëè Fi ≡ 0, òî Φi � ïîñòîÿííûé
ïîòîê,

fi(x) = xi,

à â êà÷åñòâå αi ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ. ¤
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Ïåðå÷åíü óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé

N ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
Z ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë
Rn n-ìåðíîå Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
Sn n-ìåðíàÿ ñôåðà
T n n-ìåðíûé òîð
Γ Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî
Cr(M, N) ïðîñòðàíñòâî îòîáðàæåíèé êëàññà Cr

ìíîãîîáðàçèÿ M â ìíîãîîáðàçèå N
Cr(M) ïðîñòðàíñòâî Cr ôóíêöèé M → R1

D(M) ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ M
d(x, y) ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y
sign y çíàê ÷èñëà y
IntX âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà X
clX, X çàìûêàíèå ìíîæåñòâà X
Fr X ãðàíèöà ìíîæåñòâà X
∂M êðàé ìíîãîîáðàçèÿ M
card X ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X
ω(p) ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè p
α(p) α-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè p
BC(f) öåíòð Áèðêãîôà îòîáðàæåíèÿ f
C(f) ìíîæåñòâî öåïíî-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê f
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Of (p) òðàåêòîðèÿ òî÷êè p ïîä äåéñòâèåì f
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