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Çàäà÷à 1.1. Îïèñàòè âñi òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi X = {a, b} ç äâîõ òî÷îê.

Çàäà÷à 1.2. Îïèñàòè âñi òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi X = {a, b, c} ç òðüîõ òî÷îê.

Çàäà÷à 1.3. ×è ìîæíà ñêàçàòè, ùî äåÿêi ç òîïîëîãié â ïîïåðåäíiõ çàäà÷àõ ¹ ¾îäíàêîâèìè â ÿêîìóñü
ñåíñi¿? ßêùî òàê, òî ÿê ôîðìàëiçóâàòè öå ïîíÿòòÿ ¾îäíàêîâîñòi¿?

Çàäà÷à 1.4. Ïîêàçàòè, ùî òîïîëîãiÿ τ íà ìíîæèíi X ¹ äèñêðåòíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè τ ìiñòèòü
âñi îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè. Òîáòî êîæíà òî÷êà ¹ âiäêðèòîþ.

×è ïðàâäà, ùî òîäi êîæíà òî÷êà ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.
Ïðèïóñòèìî, ùî â òîïîëîãi¨ τ êîæíà òî÷êà ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. ×è ïðàâäà, ùî òîäi òîïîëîãiÿ

τ � äèñêðåòíà?

Çàäà÷à 1.5. Íåõàé X � äîâiëüíà (ìîæëèâî íåñêií÷åííà) ìíîæèíà, τ ′ � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí, ÿêà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäìíîæèí X, äîïîâíåííÿ äî ÿêèõ ¹ ñêií÷åííèì, i τ = τ ′ ∪ {∅}.
(à) Ïåðåâiðèòè, ùî τ ¹ òîïîëîãi¹þ íà X (âîíà íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ Çàðèñüêîãî).
(á) Ïðèïóñòèìî, ùî X � ñêií÷åííà ìíîæèíà. Ùî òîäi ìîæíà ñêàçàòè ïðî τ ′ i τ?
(â) Íåõàé σ′ � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäìíîæèí X, äîïîâíåííÿ äî ÿêèõ ¹ ñêií-

÷åííèì àáî çëi÷åíèì i σ = σ′ ∪ {∅}. ×è áóäå σ òîïîëîãi¹þ?
(ã) Íåõàé η′ � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäìíîæèí X, äîïîâíåííÿ äî ÿêèõ ¹ íåñêií-

÷åííèì, àëå çëi÷åíèì. ßê ñïiââiäíîñÿòüñÿ η′ i σ? ×è áóäå η′ ∪ {∅, X} òîïîëîãi¹þ?

Çàäà÷à 1.6. Íåõàé σ = {Ai}i∈Λ � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, ÿêà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:
(à) ∅, X ∈ σ;
(á) äëÿ äîâiëüíèõ A,B ∈ σ ìà¹ìî, ùî A ∪B ∈ σ;
(â) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñiì'¨ {Aj}j∈J ⊂ σ ¨ ¨ ïåðåòèí

⋂
j∈J

Aj ∈ σ.

Ïîêàçàòè, ùî òîäi ñiì'ÿ τ = {X \Ai}i∈Λ ¹ òîïîëîãi¹þ íà X.

Çàäà÷à 1.7. Íåõàé τ � òîïîëîãiÿ íà X i β = {Ui}i∈Λ � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, îá'¹äíàííÿ
ÿêèõ äà¹ X. Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(à) β � öå áàçà äëÿ τ ;
(á) äëÿ äîâiëüíîãî U ∈ τ i x ∈ U iñíó¹ òàêå V ∈ β, ùî x ∈ V ⊂ U .

Çàäà÷à 1.8. Íåõàé τ � ñòàíäàðòíà òîïîëîãiÿ íà ÷èñëîâié ïðÿìié R, áàçîþ ÿêî¨ ¹ âiäêðèòi iíòåðâàëè.
(à) Ïîêàçàòè, ùî ñiì'ÿ α = {(−∞; a), (a; +∞)}a∈Q ¹ ïåðåäáàçîþ öi¹¨ òîïîëîãi¨.
(á) ×è áóäå ïåðåäáàçîþ äëÿ τ òàêà ñiì'ÿ α1 = {(−∞; a)}a∈Q ¹ ïåðåäáàçîþ öi¹¨ òîïîëîãi¨?
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(â) Äëÿ êîæíî¨ ç íàñòóïíèõ ïiäìíîæèí â R âèçíà÷èòè ÷è ¹ âîíè âiäêðèòèìè àáî çàìêíåíèì. Âiä-
ïîâiäü îáãðóíòóâàòè.
(i) N,Z,Q, I = R \ Q � ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ, öiëèõ, ðàöiîíàëüíèõ òà iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë

âiäïîâiäíî;

(ii) ñåãìåíòè [a; b], (a; b], [a; b), (a; b) äëÿ a < b;

(iii) ïîñëiäîâíiñòü { 1
n}n∈N;

(iv) { 1
n}n∈N ∪ {−4};

(v) { 1
n}n∈N ∪ {0}.

Çàäà÷à 1.9. (*) Íåõàé α = {Ai}i∈Λ � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ìíîæèíèX. Ïîáóäóâàòè ìiíiìàëüíó òîïîëîãiþ
íà X, â ÿêié âñi åëåìåíòè ç α ¹ çàìêíåíèìè.

Çàäà÷à 1.10. (*) Âèçíà÷iòü àíàëîãè ïåðåäáàçè i áàçè òîïîëîãi¨ â òåðìiíàõ çàìêíåíèõ ìíîæèí.

Çàäà÷à 1.11. (*) Íåõàé (X,≤) ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (òîáòî âiäíîøåííÿ ≤ ¹ ðåôëåêñèâ-
íèì, àíòèñèìåòðè÷íèì i òðàíçèòèâíèì). Íåõàé òàêîæ a < b îçíà÷à¹, ùî a ≤ b i a ̸= b. Äëÿ êîæíî¨
ïàðè a < b ∈ X âèçíà÷èìî ìíîæèíè

(a; b) := {x ∈ X | a < x < b}, [a; b] := {x ∈ X | a ≤ x ≤ b}

i ðîçãëÿíåìî òàêi ñiì'¨ ïiäìíîæèí â X:

τ = {(a; b) | a < b ∈ X}, σ = {[a; b] | a ≤ b ∈ X}.

(à) ×è çàâæäè τ ¹ áàçîþ äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ τ̄ íà X? ßêùî íi, çíàéäiòü óìîâè íà (X,≤), çà ÿêèõ öå
âiðíî.

(á) ×è çàâæäè σ ¹ áàçîþ çàìêíåíèõ ìíîæèí äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ σ̄ íà X? ßêùî íi, çíàéäiòü óìîâè íà
(X,≤), çà ÿêèõ öå âiðíî.

(â) ßêi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ τ̄ i σ̄? Çà ÿêèõ óìîâ âîíè òîòîæíi, àáî îäíà ç íèõ ñèëüíiøà çà iíøó?

Ëåêöiÿ 2. Ãîìåîìîðôiçìè, ôàêòîðíi âiäîáðàæåííÿ òà iíäóêîâàíi òî-
ïîëîãi¨

11 âåðåñíÿ 2025

Çàäà÷à 2.1. Íåõàé X,Y, Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i f : X → Y i g : Y → Z � ãîìåîìîðôiçìè. Äîâåñòè,
ùî g ◦ f : X → Z à òàêîæ f−1 : Y → X òàêîæ ¹ ãîìåîìîðôiçìàìè.

Çàäà÷à 2.2. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H(X) ìíîæèíó âñiõ éîãî ãîìåî-
ìîðôiçìiâ. Äîâåñòè, ùî H(X) ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî êîìïîçèöi¨ âiäîáðàæåíü. Ùî ¹ îäèíè÷íèì åëåìåòîì
öi¹¨ ãðóïè?

Çàäà÷à 2.3. Íåõàé X,Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Ïîêàçàòè, ùî êîæåí ãîìåîìîðôiçì f : X → Y
(ÿêùî âií iñíó¹) iíäóêó¹ òàêó êîìóòàòèâíó äiàãðàìó

H(X,Y )

H(X)

h7→f◦h
99

h7→f◦h◦f−1
// H(Y )

g 7→g◦f
ee

â ÿêié âñi ñòðiëêè ¹ ái¹êöiÿìè. Áiëüø òîãî, äîâåäiòü, ùî íèæíÿ ñòðiëêà H(X) → H(Y ), h 7→ f ◦h◦f−1,
¹ içîìîðôiçìîì ãðóï.
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Çàäà÷à 2.4. Íåõàé X = {a, b, c} � ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ òî÷îê. Äëÿ êîæíî¨ ç ñiìåé
ìíîæèí α íàâåäåíèõ íèæ÷å, îïèñàòè âñi ïiäìíîæèíè òîïîëîãi¨ τ , ïîðîäæåíî¨ α ÿê ïåðåäáàçîþ i
îá÷èñëèòè ãðóïó ãîìåîìîðôiçìiâ H(X, τ) (äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü ìè íå ïèøåìî ôiãóðíi äóæêè,
òîáòî a ïîçíà÷à¹ {a}, ab := {a, b} i ò.ä.).
(à) α = {a, b, c};
(á) α = {ab, bc};
(â) α = ∅;
(ã) α = {a, c, ab};
(ä) α = {b, bc}.

Çàäà÷à 2.5. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, B ⊂ A ⊂ X � ïiäìíîæèíè. Ïîêàçàòè, ùî

τB = (τA)B.

Òîáòî, ùî òîïîëîãi¨ íà B iíäóêîâàíi ç X òà A òîòîæíi.

Çàäà÷à 2.6. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, B ⊂ A ⊂ X � ïiäìíîæèíè. Ïðèïóñòèìî, ùî A �
âiäêðèòà â X. Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi
(à) B ¹ âiäêðèòîþ â τ ;
(á) B ¹ âiäêðèòîþ â τA;

Iíøèìè ñëîâàìè, τA = {B ∈ τ | B ⊂ A}.

Çàäà÷à 2.7. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, B ⊂ A ⊂ X � ïiäìíîæèíè. Ïðèïóñòèìî, ùî A �
çàìêíåíà â X. Ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi
(à) B ¹ çàìêíåíîþ â τ ;
(á) B ¹ çàìêíåíîþ â τA;

Ëåêöiÿ 3. Ôàêòîðíi òà íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ. Ñêëåþâàííÿ ïðî-
ñòîðiâ

18 âåðåñíÿ 2025

Äëÿ ìíîæèíèX ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç 2X ìíîæèíó âñiõ ïiäìíîæèí âX. ×åðåç ∅X ïîçíà÷àòèìåìî
ïîðîæíþ ìíîæèíó, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê åëåìåíò (àáî îäíîåëåìåíòíà ïiäìíîæèíà) 2X . Çîêðåìà,
êîæíà òîïîëîãiÿ íà X � öå äåÿêà ïiäìíîæèíà â 2X , ùî çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíi àêñiîìè.

Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ ìiæ ìíîæèíàìè. Òîäi âîíî iíäóêó¹
� âiäîáðàæåííÿ f : 2X → 2Y , ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ïiäìíîæèíi A ⊂ X ¨ ¨ îáðàç f(A), òîáòî
f(A) := f(A);

� âiäîáðàæåííÿ finv : 2
Y → 2X , ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ïiäìíîæèíi B ⊂ Y ¨ ¨ ïîâíèé ïðîîáðàç

f−1(B), òîáòî finv(B) := f−1(B).
Íåõàé A ⊂ X � ïiäìíîæèíà. Òîäi f -íàñè÷åííÿì A ⊂ X íàçèâàòèìåìî ìíîæèíó

Satf (A) := f−1(f(A)) = finv ◦ f(A).

Àíãëiéñüêîþ ìîâîþ íàñè÷åííÿ ïåðåêëàäà¹òüñÿ ÿê saturation, çâiäñè i ïîõîäèòü ïîçíà÷åííÿ.
Êàçàòèìåìî òàêîæ, ùî A ¹ íàñè÷åíîþ, ÿêùî A = f−1(f(A)).

Çàóâàæåííÿ 3.1. Äëÿ ïiäìíîæèíè B ⊂ Y , ÿê åëåìåíòà B ∈ 2Y , ¨ ¨ ïðîîáðàç âiäíîñíî f ñêëàäà¹òüñÿ
ç óñiõ ïiäìíîæèí A ⊂ X, îáðàçè ÿêèõ òîòîæíi ç B, òîáòî

f−1(B) = f−1({B}) = {A ∈ 2X | f(A) = B}. (1)

Çîêðåìà, f−1(B) ìiñòèòü îäíîòî÷êîâó ìíîæèíó finv(B) = {f−1(B)} ⊂ 2X � ïîâíèé ïðîîáðàç B, àëå,
âçàãàëi êàæó÷è, f−1(B) ìîæå ìiñòèòè áiëüøå åëåìåíòiâ.
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Íàêðèêëàä, íåõàé f : R → R, f(x) = x2, i B = {9}. Òîäi

f−1(B) =
{
{−3}, {3}, {3,−3}

}
, finv(B) = {3,−3}.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Äëÿ ïiäìíîæèíè A ⊂ X, ÿê åëåìåíòà A ∈ 2X , ¨¨ ïðîîáðàç finv
−1(A) âiäíîñíî finv

ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäìíîæèí B ⊂ Y , ïðîîáðàçè ÿêèõ òîòîæíi ç A. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî A íå ¹
ïðîîáðàçîì ÿêî¨ñü ìíîæèíè B ⊂ Y , òî finv

−1(A) = ∅. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, ÿêùî A = f−1(B)
äëÿ äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè B ⊂ Y , òî

finv
−1(A) = {f(A) ∪ C | C ⊂ Y \ f(X)}.

Áiëüø çàãàëüíî, ÿêùî τ ⊂ 2X � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí â X, òî

finv
−1(τ)

ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïiäìíîæèí ç Y , ïðîîáðàçè ÿêèõ íàëåæàòü äî τ .

Çàäà÷à 3.3. Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ ìiæ ìíîæèíàìè. Ïîêàæiòü, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâi-
âàëåíòíi:
(à) f � ñþð'¹êòèâíå;
(á) âiäîáðàæåííÿ finv : 2

Y → 2X , finv(B) = f−1(B), ¹ ií'¹êòèâíèì;
(â) (finv)

−1(∅X) = {∅Y }, òîáòî ÿêùî ïðîîáðàç f−1(B) ìíîæèíè B ⊂ Y ïîðîæíié, òî âîíà ñàìà
ïîðîæíÿ.

Â îñòàííüîìó ïóíêòi (finv)
−1(∅X) îçíà÷à¹ ïðîîáðàç îäíîòî÷êîâî¨ ìíîæèíè ∅X ∈ 2X âiäíîñíî âiä-

îáðàæåííÿ finv.

Çàäà÷à 3.4. Íåõàé f : X → Y � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ ìíîæèíàìè. Ïîêàæiòü, ùî

finv
−1(finv(B)) := finv

−1({f−1(B)}) = {B ∩ f(X)} ∪ 2Y \f(X). (2)

Iíøèìè ñëîâàìè, êîæíà ïiäìíîæèíà Q ⊂ Y , äëÿ ÿêî¨ f−1(Q) = f−1(B) := finv(B), ìà¹ âèãëÿä

Q = (B ∩ f(X)) ∪ C,

äå C ⊂ Y \ f(X) äåÿêà ïiäìíîæèíè, ÿêà âæå ìà¹ ïîðîæíié ïðîîáðàç.

Îñòàííi äâi çàäà÷i ìîæóòü çäàâàòèñü çàíàäòî ôîðìàëüíèìè, àëå ¨õ ðîçóìiííÿ áóäå êîðèñíèì äëÿ
îçíà÷åííÿ ðiçíèõ òèïiâ âiäîáðàæåíü i ñïiââiäíîøåíü ìiæ íèìè.

Îçíà÷åííÿ 3.5. ßêùî σ � äåÿêà òîïîëîãiÿ íà Y , òî ïðîîáðàç

f−1(σ) := finv(σ) = {f−1(B) | B ∈ σ} ⊂ 2X

íàçèâàòèìåìî ïðîîáðàçîì òîïîëîãi¨ σ.

Òàêîæ ÷åðåç σ̄ = {Y \B | B ∈ σ} ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó âñiõ çàìêíåíèõ ìíîæèí â σ.

Çàäà÷à 3.6. Íåõàé X � ìíîæèíà, (Y, σ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i f : X → Y � äåÿêå âiäîáðàæåííÿ.
Ïîêàæiòü, ùî f−1(σ) ¹ òîïîëîãi¹þ íà X.

Âèçíà÷èìî òåïåð äåêiëüêà òèïiâ âiäîáðàæåíü:

Îçíà÷åííÿ 3.7. Íåõàé (X, τ) òà (Y, σ) � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ. Òîäi

f íàçèâà¹òüñÿ
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� íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè B â Y ¨¨ ïðîîáðàç f−1(B) ¹ âiäêðèòèì â

X, òîáòî

finv(σ) ⊂ τ ;

� iíiöiàëüíèì, ÿêùî âiäêðèòèìè â X ¹ â òî÷íîñòi ïðîîáðàçè f−1(B) âiäêðèòèõ ìíîæèí B ç Y ,

òîáòî ïðîîáðàç finv(σ) òîïîëîãi¨ σ òîòîæíèé ç τ :

finv(σ) = τ ;

� ôàêòîðíèì, ÿêùî ìíîæèíà B ⊂ Y âiäêðèòà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ïðîîáðàç f−1(B) ¹

âiäêðèòèì â X, òîáòî

σ = finv
−1(τ);

� âiäêðèòèì, ÿêùî îáðàç êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè ¹ âiäêðèòèì, òîáòî

f(τ) ⊂ σ.

� çàìêíåíèì, ÿêùî îáðàç êîæíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè ¹ çàìêíåíèì, òîáòî

f(τ̄) ⊂ σ̄.

Çîêðåìà, íåõàé B ⊂ Y � ïiäìíîæèíà i iB : B → Y � âiäîáðàæåííÿ âêëþ÷åííÿ, òîáòî iB(b) = b
äëÿ âñiõ b ∈ B. Òîäi ïðîîáðàç

σB := i−1
B (σ) = {B ∩ V | V ∈ σ}

íàçèâà¹òüñÿ iíäóêîâàíîþ òîïîëîãi¹þ íà B. Âîíà ñêëàäà¹òüñÿ iç ¾ñëiäiâ¿ åëåìåíòiâ ç σ íà B.

Çàäà÷à 3.8. Íåõàé α, β � äâi òîïîëîãi¨ íà ìíîæèíi X. Ïîêàæiòü, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(à) α ⊃ β, òîáòî α ñèëüíiøà çà β;
(á) òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ idX : (X,α) → (X,β) ¹ íåïåðåðâíèì.

Çàäà÷à 3.9. Íåõàé f : (X, τ) → (Y, σ) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, τ ′ � äåÿêà òîïîëîãiÿ íà X, à σ′

� äåÿêà òîïîëîãiÿ íà Y . Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî τ ′ ⊃ τ i σ ⊃ σ′, òî f : (X, τ ′) → (Y, σ′) çàëèøà¹òüñÿ
íåïåðåðâíèì.

Çàäà÷à 3.10. (Ãîìåîìîðôiçìè) Íåõàé f : (X, τ) → (Y, σ) � ái¹êöiÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè.
Ïîêàæiòü, ùî òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(à) f � iíäóêó¹ ái¹êöiþ ìiæ ìíîæèíàìè òîïîëîãié, òîáòî âiäîáðàæåííÿ σ = f(τ) i iíäóêîâàíå

âiäîáðàæåííÿ τ ∋ A 7→ f(A) ∈ σ ¹ ái¹êöi¹þ.
(á) f � iíiöiàëüíå, òîáòî τ = f−1(σ);
(â) f � ôàêòîðíå;
(ã) f−1(σ) = τ ∩ f−1(2Y );
(ä) âiäîáðàæåííÿ f : (X, τ) → (Y, σ) i f−1 : (Y, σ) → (X, τ) íåïåðåðâíi.
(å) f � íåïåðåðâíå i âiäêðèòå;
(æ) f � íåïåðåðâíå i çàìêíåíå.
Çà âèêîíàííÿ öèõ óìîâ f íàçèâàþòü ãîìåîìîðôiçìîì;

Çàäà÷à 3.11. Íåõàé f : (X, τ) → (Y, σ) � âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè. Äîâåäiòü
òàêi iìïëiêàöi¨

f � ãîìåîìîðôiçì

��

+3 f � iíiöiàëüíå

��

f � ôàêòîðíå +3 f � íåïåðåðâíå
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Çàäà÷à 3.12. Íåõàé f : (X, τ) → (Y, σ) i g : (Y, σ) → (Z, η) � äâà âiäîáðàæåííÿ. ßêùî âîíè îáèäâà ¹
íåïåðåðâíèìè (âiäïîâiäíî, iíiöiàëüíèìè, ôàêòîðíèìè, ãîìåîìîðôiçìàìè, âiäêðèòèìè, çàìêíåíèìè),
òî òàêó æ âëàñòèâiñòü ìà¹ ¨õ êîìïîçèöiÿ g ◦ f : (X, τ) → (Z, η).

Çàäà÷à 3.13. (Ôàêòîðíi âiäîáðàæåííÿ) Íåõàé f : (X, τ) → (Y, σ) � âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè
ïðîñòîðàìè. Äîâåäiòü, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi
(Ô1) f � ôàêòîðíå, òîáòî B ⊂ Y íàëåæèòü äî σ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè f−1(B) ∈ τ ; iíøèìè ñëîâàìè

σ = finv
−1(τ);

(Ô2) ïiäìíîæèíà B ⊂ Y ¹ çàìêíåíîþ, òîáòî íàëåæèòü äî σ̄ òîäi i ëèøå òîäi, êîë ¨¨ ïðîîáðàç f−1(B)
¹ çàìêíåíèì, òîáòî íàëåæèòü äî τ̄ ; iíøèìè ñëîâàìè

σ̄ = finv
−1(τ̄);

(Ô3) îäíî÷àñíî âèêîíàíi òðè òàêi óìîâè:
(à) f−1(σ) = τ ∩ f−1(2Y );
(á) îáðàç f(X) ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíèì, à êîæíà òî÷êà x ∈ Y \ f(X) ¹ âiäêðèòîþ â σ.

Çàäà÷à 3.14. Ïîêàæiòü, ùî êîæíå âiäêðèòå (àáî çàìêíåíå) íåïåðåðâíå ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ
¹ ôàêòîðíèì.

Çàäà÷à 3.15. Íåõàé f : (X, τ) → (Y, σ) � ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè.
Ïîêàæiòü, ùî òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(à) f � iíiöiàëüíå;
(á) f iíäóêó¹ ái¹êöiþ ìiæ ñiì'ÿìè τ i σ.

Äîâåäiòü, çà öèõ óìîâ f ¹ âiäêðèòèì i çàìêíåíèì îäíî÷àñíî, à îòæå i ôàêòîðíèì.

Ëåêöiÿ 4. Âíóòðiøíiñòü, ìåæà, çàìèêàííÿ i çîâíiøíiñòü ìíîæèíè

2 æîâòíÿ 2025

Çàäà÷à 4.1. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið A ⊂ X � ïiäìíîæèíà. Äîâåäiòü òàêi òâåðäæåííÿ.
(à) A � âiäêðèòà òîäi ëèøå òîäi, êîëè Int(A) = A;
(á) Int(A) = ∪

A⊃U∈τ
U � öå íàéáiëüøà âiäêðèòà ìíîæèíà, ùî ìiñòèòüñÿ â A;

(â) A � çàìêíåíà òîäi ëèøå òîäi, êîëè A = A;
(ã) A = ∩

A⊂F∈τ̄
F � öå ïåðåòèí âñiõ çàìêíåíèõ ìíîæèí â X, ùî ìiñòÿòü A.

Çàäà÷à 4.2. ßêi ç îïåðàöié Int(·), ·, Fr(·), Ext(·) ¹ iäåìïîíåòíèìè, òîáòî ¨õ ïîäâiéíå çàñòîñóâàííÿ
âæå íå çìiíþ¹ ìíîæèíó. Iíøèìè ñëîâàìè, ÷è âiðíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X:

Int(Int(A)) = Int(A), A = A, Fr(Fr(A)) = Fr(A), Ext(Ext(A)) = Ext(A).

Äîâåäiòü êîæíó ç öèõ òîòîæíîñòåé, àáî íàâåäiòü ïðèêëàä, ÿêùî âîíà íå âiðíà.

Çàäà÷à 4.3. ßê iç îïåðàöié Int(·), ·, Fr(·), Ext(·) ïîïàðíî êîìóòóþòü? Òîáòî, ÷è âiðíî, íàïðèêëàä,
ùî Int(A) = Int(A) äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X? Äëÿ êîæíî¨ ïàðè öèõ îïåðàöié äîâåäiòü, ùî
âîíè êîìóòóþòü, àáî íàâåäiòü ïðèêëàä, êîëè âîíè íå êîìóòþòü.

Çàäà÷à 4.4. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ç òîïîëîãi¹þ Çàðèñüêîãî, ïðè÷îìó X � íåñêií÷åííà
ïiäìíîæèíà i A ⊂ X � íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà. Îïèøiòü Int(A), A, Fr(A), Ext(A).

Çàäà÷à 4.5. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ç òðèâiàëüíîþ òîïîëîãi¹þ, i A ⊂ X � íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà, ÿêà íå òîòîæíà ç óñiì X. Îïèøiòü Int(A), A, Fr(A), Ext(A).
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Ëåêöiÿ 5. Çàìèêàííÿ ìíîæèíè

9 æîâòíÿ 2025

Çàäà÷à 5.1. (Òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî) Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà i c : 2X → 2X � âiäîáðàæåííÿ,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
(à) c(∅) = ∅;
(á) A ⊂ c(A) äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A ⊂ X;
(â) c(c(A)) = c(A) äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A ⊂ X;
(ã) c(A ∪B) = c(A) ∪ c(B) äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí A,B ⊂ X.

Íåõàé σ = {c(A) | A ∈ 2X} � îáðàç öüîãî âiäîáðàæåííÿ, òîáòî ìíîæèíà âñiõ ïiäìíîæèí ç X, ÿêi
ìàþòüñÿ âèãëÿä c(A) äëÿ äåÿêîãî A ⊂ X. Íåõàé òàêîæ τ = {X \ c(A) | A ⊂ X} � ìíîæèíà äîïîâíåíü
äî åëåìåíòiâ σ. Äîâåäiòü, ùî τ � öå òîïîëîãiÿ íà X, ïðè÷îìó A = c(A) äëÿ âñiõ A ⊂ X.

Çàäà÷à 5.2. Íåõàé (X, ρ) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i τ � òîïîëîãiÿ íà X, iíäóêîâàíà ìåòðèêîþ ρ, òîáòî
áàçîþ τ ¹ ñóêóïíiñòü óñiõ âiäêðèòèõ øàðiâ â ìåòðèöi ρ. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X:

A = {x ∈ X | ρ(x,A) = 0}.

Çàäà÷à 5.3. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. ×è âiðíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A,B ⊂ X

A ∩B = A ∩B?

Äîâåäiòü öå àáî íàâåäiòü êîíòðïðèêëàä.

Çàäà÷à 5.4. Íåõàé f : (X, τ) → (Y, σ) � âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè ç òîïîëîãiÿìè
Çàðèñüêîãî.
(1) Ïîêàæiòü, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(à) f � íåïåðåðâíå;
(á) f � ñêií÷åííî-êðàòíå, òîáòî ïðîîáðàç êîæíî¨ òî÷êè f−1(y) ¹ ñêií÷åííèì;

(2) Ïðèïóñòèìî, ùî f � ñþð'¹êòèâíå. Ïîêàæiòü, ùî íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(à) f � âiäêðèòå íåïåðåðâíå;
(á) f � ôàêòîðíå;
×è âèïëèâà¹ ç öèõ óìîâ, ùî f ¹ òàêîæ iíiöàëüíèì? Äîâåäiòü öå àáî íàâåäiòü êîíòðïðèêëàä.

Ëåêöiÿ 6. Àêñiîìè âiääiëüíîñòi

16 æîâòíÿ 2025

Çàäà÷à 6.1. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i k = 0 àáî 1. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ íàñòóïíi óìîâè
åêâiâàëåíòíi:
(à) (X, τ) � Tk-ïðîñòið;
(á) ó êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíó¹ îêië U ÿêèé ¹ Tk-ïðîñòîðîì â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨ τU ;
(â) iñíó¹ âiäêðèòå ïîêðèòòÿ {Ui}i∈Λ ïðîñòîðó X, òàêå, ùî êîæíà ìíîæèíà Ui ¹ Tk-ïðîñòîðîì â

iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨ τUi .
×è âiðíå öå òâåðäæåííÿ äëÿ k = 2? Äîâåäiòü öå àáî íàâåäiòü êîíòðïðèêëàä.

Çàäà÷à 6.2. Ïîêàæiòü, ùî òîïîëîãiÿ Çàðèñüêîãî íà ìíîæèíi X ¹ íàéñëàáøîþ T1 òîïîëîãi¹þ ñåðåä
óñiõ T1 òîïîëîãié íà X.

Çàäà÷à 6.3. Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ââåäåìî òàêå âiäíîøåííÿ ∼ íà X:

� òî÷êè x ∼ y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæåí îêië òî÷êè x ìiñòèòü y i êîæåí îêië òî÷êè y ìiñòèòü x.
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1. Ïîêàæiòü, ùî ∼ � öå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Íåõàé Y = X/ ∼ ìíîæèíà êëàñiâ åêâiâàëåí-
òíîñòi i p : X → Y � ôàêòîð âiäîáðàæåííÿ. Íàäiëèìî Y ôàêòîðíîþ òîïîëîãi¹þ âiäíîñíî p.

2. Äîâåäiòü, ùî Y ¹ T0-ïðîñòîðîì.
3. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : (X, τ) → (A, η) â T0-ïðîñòið A, iñíó¹

¹äèíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f̂ : Y → A òàêå, ùî f = f̂ ◦ p. Iíøèìè ñëîâàìè ìà¹ ìiñöå òàêà
êîìóòàòèâíà äiàãðàìà

X
f //

p

��

A

Y
f̂

>>

Çàäà÷à 6.4. Íåõàé (X, τ), (Y.σ) � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i k = 0, 1, 2. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ íàñòóïíi
óìîâè åêâiâàëåíòíi:
(à) (X, τ) i (Y.σ) � Tk-ïðîñòîðè;
(á) ¨õ òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê (X × Y, τ × σ) ¹ Tk-ïðîñòîðîì.

Ëåêöiÿ 7. Àêñiîìè âiääiëüíîñòi T3, T4. Ëåìà Óðèñîíà

23 æîâòíÿ 2025

Çàäà÷à 7.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ïîêàæiòü, ùî íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:
(à) X � T4-ïðîñòið;
(á) äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X i ¨ ¨ âiäêðèòîãî îêîëó U iñíó¹ iíøèé âiäêðèòèé îêië

V òàêèé, ùî A ⊂ V ⊂ V ⊂ U .

Çàäà÷à 7.2. Íåõàé f, g : X → Y � äâà íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè, i
A = {x ∈ X | f(x) = g(x)} � ïiäìíîæèíà â X, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê â ÿêèõ f i g ïðèéìàþòü
îäíàêîâi çíà÷åííÿ. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî Y � ãàóñäîðôîâèé, òî A � çàìêíåíà â X.

Çàäà÷à 7.3. Íåõàé f : X → A � ðåòðàêöiÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íà ïiìíîæèíó A ⊂ X, òîáòî
òàêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, ùî f(a) = a äëÿ âñiõ a ∈ A. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî X � ãàóñäîðôîâèé,
òî A � çàìêíåíà â X.

Çàäà÷à 7.4. Íåõàé X � T4-ïðîñòið i A ⊂ X � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà, ãîìåîìîðôíà âiäðiçêó. Äîâåäiòü,
ùî A ¹ ðåòðàêòîì X, òîáòî iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ r : X → A òàêå, ùî r(a) = a äëÿ âñiõ
a ∈ A. (Âèêîðèñòàéòå ëåìó Óðèñîíà)

Ëåêöiÿ 8. Òåîðåìà Òiòöå. Âñþäè ùiëüíi i íiäå íå ùiëüíi ìíîæèíè

30 æîâòíÿ 2025

Íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið.

Çàäà÷à 8.1. Íåõàé A ⊂ X � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà. Ïîêàçàòè, ùî A íiäå íå ùiëüíà òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ X \A ¹ âñþäè ùiëüíèì.

Çàäà÷à 8.2. Íåõàé A ⊂ X � ïiäìíîæèíà. Äëÿ ïiäìíîæèíè B ⊂ A ïîçíà÷èìî ÷åðåç clX(B) i clX(B)
� çàìèêàííÿ B â τ i â iíäóêîâàíié òîïîëîãi¨ τA. Äîâåäiòü, ùî

clX(B) = A ∩ clX(B).

Çàäà÷à 8.3. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ìíîæèíà A ⊂ X ¹ âñþäè ùiëüíîþ â â ñâî¹ìó çàìèêàííi clX(A)
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Çàäà÷à 8.4. Ïîêàæiòü, ùî ïåðåòèí ñêií÷åííîãî ÷èñëà âiäêðèòèõ âñþäè ùiëüíèõ ïiäìíîæèí ¹ âñþäè
ùiëüíîþ

Çàäà÷à 8.5. Íåõàé τ � òîïîëîãiÿ Çàðèñüêîãî íà X i A ⊂ X � ïiäìíîæèíà. Ïîêàæiòü, ùî êîæíà
íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà A ⊂ X ¹ âñþäè ùiëüíîþ.

Çàäà÷à 8.6. Íåõàé f : X → Y � íåïåðåðâíå ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæ¹ííÿ i A ⊂ X � âñþäè ùiëüíà
ïiäìíîæèíà. ×è âiðíî, ùî f(A) ¹ âñþäè ùiëüíîþ â Y ? Äîâåäiòü öå àáî íàâåäiòü êîíòðïðèêëàä.

Íàâïàêè, íåõàé B ⊂ Y � âñþäè ùiëüíà ïiäìíîæèíà. ×è âiðíî, ùî f−1(A) ¹ âñþäè ùiëüíîþ â X?
Äîâåäiòü öå àáî íàâåäiòü êîíòðïðèêëàä.

Ëåêöiÿ 9. Çâ'ÿçíiñòü

6 ëèñòîïàäà 2025

Íåõàé (X, τ) i (Y, σ) � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè.

Çàäà÷à 9.1. Íåõàé A ⊂ X � çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà i B ⊂ X òàêà ïiäìíîæèíà, ùî A ⊂ B ⊂ A. Äîâåäiòü,
ùî B òàêîæ çâ'ÿçíà.

Çàäà÷à 9.2. Äîâåäiòü, ùî çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà Cx êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.

Çàäà÷à 9.3. Äëÿ êîæíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà q ∈ Q çíàéäiòü éîãî êîìïîíåíòó çâ'ÿçíîñòi â Q.

Çàäà÷à 9.4. Ïîêàæiòü, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ çâ'ÿçíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíî¨
ïàðè òî÷îê x, y ∈ X iñíó¹ çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà A ⊂ X, ÿêà ìiñòèòü îáèäâi öi òî÷êè.

Çàäà÷à 9.5. Äîâåäiòü, ùî êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi äîâiëüíèõ òî÷îê x, y ∈ X àáî íå ïåðåòèíàþòüñÿ,
àáî òîòîæíi.

Çàäà÷à 9.6. Íåõàé f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i A ⊂ X � çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà. Ïîêàæiòü,
ùî òîäi ¨¨ îáðàç f(A) ¹ çâ'ÿçíèì (ÿê ïiäìíîæèíà â Y ç iíäóêîâàíîþ òîïîëîãi¹þ.)

Ëåêöiÿ 10. Çâ'ÿçíiñòü âiäðiçêà. Ëiíiéíî çâ'ÿçíi ïðîñòîðè

13 ëìñòîïàäà

Íåõàé (X, τ) i (Y, σ) � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè.

Çàäà÷à 10.1. Íåõàé f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i A ⊂ X � ëiíiéíî çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà.
Ïîêàæiòü, ùî òîäi ¨¨ îáðàç f(A) ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì (ÿê ïiäìíîæèíà â Y ç iíäóêîâàíîþ òîïîëîãi¹þ.)

Çàäà÷à 10.2. Íåõàé U, V ⊂ X � äâi ëiíiéíî çâ'ÿçíi ïiäìíîæèíè, òàêi, ùî U ∩ V ̸= ∅. Äîâåäiòü, ùî
òîäi ¨õ îá'¹äíàííÿ U ∪ V òàêîæ ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì.

Çàäà÷à 10.3. Ââåäåìî íà X òàêå âiäíîøåííÿ: ÿêùî x, y ∈ X, òî x ∼ y òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
iñíó¹ øëÿõ ìiæ öèìè òî÷êàìè. Ïîêàæiòü, ùî ∼ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. Âiäïîâiäíi êëàñè
åêâiâàëåíòíîñòi íàçèâàþòüñÿ êîìïîíåíòàìè ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðó X.

Çàäà÷à 10.4. Îïèøiòü ëiíiéíî çâ'ÿçíi ïiäìíîæèíè R.
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Ëåêöiÿ 11. Ëîêàëüíî (ëiíiéíî) çâ'ÿçíi ïðîñòîðè

20 ëìñòîïàäà

Íåõàé (X, τ) i (Y, σ) � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè.
ßêùî â çàäà÷àõ íèæ÷å â äóæêàõ ñòî¨òü ñëîâî (ëiíiéíî), òî âîíà òàêîæ âiðíà äëÿ i äëÿ ëiíiéíî

çâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ.

Çàäà÷à 11.1. Íåõàé X � ëîêàëüíî (ëiíiéíî) çâ'ÿçíèé ïðîñòið i U ⊂ X � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà.
Äîâåäiòü, ùî U òàêîæ ¹ ëîêàëüíî (ëiíiéíî) çâ'ÿçíîþ.

Çàäà÷à 11.2. Íåõàé X � ëîêàëüíî (ëiíiéíî) çâ'ÿçíèé ïðîñòið i f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäêðèòå
ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Ïîêàæiòü, ùî òîäi Y òàêîæ ¹ ëîêàëüíî (ëiíiéíî) çâ'ÿçíèì.

Çàäà÷à 11.3. Äîâåäiòü, ùî X × Y ¹ ëîêàëüíî (ëiíiéíî) çâ'ÿçíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè òàêèìè ¹
X òà Y .

Çàäà÷à 11.4. Íåõàé α = {Ci}i∈Λ � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñiì'ÿ ïiäìíîæèí X. Äîâåiòü, ùî òîäi ñiì'ÿ
α = {Ci}i∈Λ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç çàìèêàíü åëåìåíòiâ ç α, òàêîæ ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ.

Ëåêöiÿ 12. Êîìïàêòíi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè

27 ëèñòîïàäà

Çàäà÷à 12.1. Ñôîðìóëþéòå îçíà÷åííÿ êîìïàêòíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X â ¾äâî¨ñòèõ¿ òåð-
ìiíàõ çàìêíåíèõ ñiìåé ïiäìíîæèí. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàéòå ãîòîâèé òåðìií:

� Ñiì'ÿ ïiäìíîæèí {Fi}i∈Λ â X íàçèâà¹òüñÿ öåíòðîâàíîþ, ÿêùî ïåðåòèí äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî
÷èñëà ¨¨ åëåìåíòiâ íåïîðîæíié.

Îòæå, ïîòðiáíî äàòè îçíà÷åííÿ êîìïàêòíîñòi â òåðìiíàõ öåíòðîâàíèõ ñiìåé ìíîæèí.

Çàäà÷à 12.2. Ïîêàæiòü, ùî êîæíà çëi÷åíà ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü ïiäìíîæèí

F1 ⊃ F2 ⊃ · · · ⊃ Fi ⊃ Fi+1 ⊃ · · ·

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ¹ öåíòðîâàíîþ. Äîâåäiòü àêñiîìó Êàíòîðà (ïðî âêëàäåíi âiäðiçêè) ç êóðñó
ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.

Çàäà÷à 12.3. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåíòðîâàíi ñiì'¨ ìíîæèí äîâåäiòü òàêi òâåðäæåííÿ ç ëåêöi¨
à) ßêùî f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i X � êîìïàêòíèé, òî éîãî îáðàç f(X) òàêîæ ¹

êîìïàêòíèì.
á) Çàìêíåíà ïiäìíîæèíà F êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X ¹ êîìïàêòíîþ.

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ êîìïàêòíî¨ ïiäìíî-
æèíè K ⊂ Y ¨ ¨ ïðîîáðàç f−1(K) ¹ êîìïàêòíèì.

Çàäà÷à 12.4. ×è áóäóòü âëàñíèìè òàêi ôóíêöi¨ f : R → R:
(à) f(x) = x;
(á) f(x) = x2;
(â) f(x) = sin(x);
(ã) f(x) = x+ sin(x).

Çàäà÷à 12.5. Ïîêàæiòü, ùî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : R → R ¹ âëàñíèì âiäîáðàæåííÿì, òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè

lim
x→±∞

|f(x)| = ∞.
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Ëåêöiÿ 13. Êîìïàêòíi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Ïðÿìi äîáóòêè

4 ãðóäíÿ

Çàäà÷à 13.1. Íåõàé X,K � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, ïðè÷îìó K � êîìïàêòíèé, i X ×K � ¨õ òîïîëîãi-
÷íèé äîáóòîê. Äîâåäiòü òàêi òâåðäæåííÿ.
(à) Íåõàé x ∈ X � òî÷êà i U ⊂ X × K � âiäêðèòèé îêië ìíîæèíè x × K â X × K. Äîâåäiòü, ùî

iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V ⊂ X � òî÷êè x ∈ X òàêèé, ùî V ×K ⊂ X ×K.
(á) Íåõàé F ⊂ X ×K � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà i x ∈ X � òàêà òî÷êà, ùî (x×K)∩F = ∅. Äîâåäiòü,

ùî iñíó¹ òàêèé îêië V ⊂ X � òî÷êè x ∈ X, ùî (V ×K) ∩ F = ∅.
(â) Âèâåäiòü ç ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ ïðîåêöi¨ p : X × K → X ¹ çàìêíåíèì

âiäîáðàæåííÿì. (Íàãàäà¹ìî, ùî âîíî çàâæäè âiäêðèòå)

Íàñïðàâäi, îñòàííÿ âëàñòèâiñòü ¹ õàðàêòåðèçàöi¹þ êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ, òîáòî

� òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið K ¹ êîìïàêíèì, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X, âiäîáðàæåííÿ ïðîåêöi¨ p : X ×K → X ¹ çàìêíåíèì âiäîáðàæåííÿì.

Äóæå ïðîñòå äîâåäåííÿ ¹ òóò: https://ncatlab.org/nlab/show/closed-projection+characterization+of+compactness
(Proposition 1.3)

Çàäà÷à 13.2. Íåõàé {Xa}a∈A, {Xb}b∈B � äîâiëüíi äâi ñiì'¨ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, äå ìíîæèíè
iíäåêñiâ íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ. Ïîáóäóéòå ïðèðîäíèé ãîìåîìîðôiçì(∏

a∈A
Xa

)
×
(∏
b∈B

Xb

)
∼=

∏
c∈A∪B

Xc.

Âèâåäiòü çâiäñè àñîöiàòèâíiñòü i êîìóòàòèâíiñòü òîïîëîãi÷íîãî äîáóòêó, òîáòî iñíóâàííÿ ãîìåî-
ìîðôiçìiâ: (∏

a∈A
Xa

)
×
(∏
b∈B

Xb

)
∼=

(∏
b∈B

Xb

)
×
(∏
a∈A

Xa

)
,

(∏
a∈A

Xa

)
×

(∏
b∈B

Xb ×
∏
c∈C

Xc

)
∼=

(∏
a∈A

Xa ×
∏
b∈B

Xb

)
×

(∏
c∈C

Xc

)
.

Çàäà÷à 13.3. Íåõàé f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè. Ïðèïó-
ñòèìî òàêîæ, ùî {xi}i∈N ⊂ X � ïîñëiäîâíiñòü â X, ùî çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ òî÷êè x. Ïîêàæiòü, ùî
òîäi ïîñëiäîâíiñòü {f(xi)}i∈N çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè f(x) ∈ Y .

Çàäà÷à 13.4. Íàâïàêè, íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè i x ∈ X �
òî÷êà. Ïðèïóñòèìî, ùî

� äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xi}i∈N ⊂ X çáiæíî¨ äî x, ïîñëiäîâíiñòü ¨¨ îáðàçiâ {f(xi)}i∈N çáiãà¹-
òüñÿ äî f(x).

Äîâåäiòü, ùî ÿêùî X ìà¹ çëi÷åíó áàçó â òî÷öi x, òî f � íåïåðåðâíå â öié òî÷öi.
Ïiäêàçêà: äîâîäüòå âiä ñóïðîòèâíîãî � ïðèïóñòiòü, ùî f � ðîçðèâíå i çíàéäiòü ïîñëiäîâíiñòü {xi}i ∈

N ⊂ X, ùî çáiãi¹òüñÿ äî x, àëå ïðè öüîìó {f(xi)}i∈N íå çáiãà¹òüñÿ äî f(x).
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