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Вступ

Як вiдомо, у гауссовому та пуассоновому аналiзi важливу
роль вiдiграє розширений стохастичний iнтеграл (так званий
iнтеграл Хiтцуди–Скорохода), який узагальнює класичний iнте-
грал Iто, побудований за вiнеровим чи пуассоновим випадковим
процесом. Поняття такого iнтеграла було введено приблизно в
один i той же час у роботах кiлькох математикiв: M. Хiтцуди [1],
Ю. Л. Далецького, С. М. Парамонової [2, 3], Ю. М. Кабанова,
А. В. Скорохода [4, 5, 6], Р. Кiнга [7] i пiзнiше для гамма-процесу
— у роботах М. О. Качановського [8, 9]. Запропонованi в цих
роботах означення розширеного стохастичного iнтеграла були
по сутi еквiвалентними, але по формi досить рiзними (див. [10]
(Розд. 8)).

У данiй роботi введено поняття розширеного стохастичного
iнтеграла у термiнах простору Фока та його оснащення. Ви-
кладена конструкцiя побудови такого iнтеграла, з одного боку,
проста, а з iншого — загальна. При функцiональнiй реалiзацiї
простору Фока за допомогою запропонованого в [11, 12] пере-
творення типу Вiнера–Iто–Сiгала отримано означення розши-
реного стохастичного iнтеграла у термiнах простору 𝐿2 та його
оснащення (у гауссовому та пуассоновому випадку це означен-
ня спiвпадає iз введеними у роботах [1, 4-7]). Також з’ясовано
за яких умов цей iнтеграл є узагальненням iнтегралу Iто. Тут
слiд вiдмiтити, що з аналогiчної точки зору (у термiнах осна-
щення простору 𝐿2) розширений стохастичний iнтеграл вивчав
М. О. Качановський в [13].
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1. Розширений стохастичний iнтеграл

1.1. Простiр Фока та його оснащення

Нехай
N𝑝 := {𝑝, 𝑝+ 1, . . .}, 𝑝 ∈ Z,

де Z — множина всiх цiлих чисел.
Розглянемо фiксовану сiм’ю (𝑁𝑝)𝑝∈N0 дiйсних сепарабель-

них гiльбертових просторiв 𝑁𝑝 таку, що для всiх 𝑝 ∈ N0 про-
стiр 𝑁𝑝+1 топологiчно (щiльно та неперервно) та квазiядерно
(оператор вкладення є оператором Гiльберта–Шмiдта; норму
Гiльберта–Шмiдта будемо позначати ‖·‖𝐻𝑆) вкладається у про-
стiр 𝑁𝑝, i крiм того, ‖ · ‖𝑁𝑝 ≤ ‖ · ‖𝑁𝑝+1 .

Побудуємо ядерний ланцюжок (див. [14, 15])

𝒩 ′
:= ind lim

𝑝∈N1

𝑁−𝑝 ⊃ 𝑁−𝑝 ⊃ 𝑁0 ⊃ 𝑁𝑝 ⊃ pr lim
𝑝∈N1

𝑁𝑝 =: 𝒩 , (1.1)

де 𝑁−𝑝, 𝑝 ∈ N1, — негативний простiр по вiдношенню до ну-
льового 𝑁0 та позитивного 𝑁𝑝. Спарювання мiж 𝑁−𝑝 та 𝑁𝑝,
породжене скалярним добутком (· , ·)𝑁0 у просторi 𝑁0, будемо
позначати ⟨· , ·⟩, нехтуючи iндексом 𝑁0.

Комплексифiкуючи простори ланцюжка (1.1), тобто пере-
ходячи вiд 𝑁𝑝,𝒩 до 𝑁𝑝,C,𝒩C, i беручи їх симетричнi тензорнi
степенi ⊗̂, побудуємо при кожному 𝑛 ∈ N0 ядерний ланцюжок

ℱ𝑛(𝒩 ′
) ⊃ ℱ𝑛(𝑁−𝑝) ⊃ ℱ𝑛(𝑁0) ⊃ ℱ𝑛(𝑁𝑝) ⊃ ℱ𝑛(𝒩 ),

‖ ‖ ‖
𝑁 ⊗̂𝑛

−𝑝,C 𝑁 ⊗̂𝑛
0,C 𝑁 ⊗̂𝑛

𝑝,C
(1.2)
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ℱ𝑛(𝒩 ) := pr lim
𝑝∈N1

ℱ𝑛(𝑁𝑝), ℱ𝑛(𝒩 ′
) := ind lim

𝑝∈N1

ℱ𝑛(𝑁−𝑝),

з комплексним спарюванням ⟨· , ·⟩ℱ𝑛(𝑁0) мiж ℱ𝑛(𝑁−𝑝) та ℱ𝑛(𝑁𝑝),
породженим скалярним добутком (· , ·)ℱ𝑛(𝑁0) у просторi ℱ𝑛(𝑁0).
Нарiвнi з ⟨· , ·⟩ℱ𝑛(𝑁0) будемо використовувати дiйсне спарюван-
ня

⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩ := ⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩ℱ𝑛(𝑁0), 𝜉𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁−𝑝), 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁𝑝),

де 𝑓𝑛 — вектор комплексноспряжений до вектора 𝑓𝑛. При 𝑛 = 0

простори iз ланцюжка (1.2) збiгаються з C1.
При кожному 𝑝 ∈ Z введемо зважений симетричний простiр

Фока ℱ(𝑁𝑝, 𝜏) з вагою 𝜏 = (𝜏𝑛)∞𝑛=0, 𝜏𝑛 > 0, поклавши

ℱ(𝑁𝑝, 𝜏) :=

∞⨁︁
𝑛=0

ℱ𝑛(𝑁𝑝)𝜏𝑛

={𝑓 = (𝑓𝑛)∞𝑛=0 | 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁𝑝), ‖𝑓‖2ℱ(𝑁𝑝,𝜏)
=

∞∑︁
𝑛=0

‖𝑓𝑛‖2ℱ𝑛(𝑁𝑝)
𝜏𝑛<∞}.

Зафiксуємо 𝐾 > 1 та розглянемо сiм’ю (𝜏(𝑞))𝑞∈N1 ваг

𝜏(𝑞) = (𝜏𝑛(𝑞))∞𝑛=0, 𝜏𝑛(𝑞) = (𝑛!)2𝐾𝑞𝑛. (1.3)

Використовуючи ланцюжок (1.1) та вказану сiм’ю ваг, побуду-
ємо ядерний ланцюжок (див., наприклад, [11])

ℱ(𝒩 ′
) ⊃ ℱ(−𝑝,−𝑞) ⊃ 𝐹 (𝑁0) ⊃ ℱ(𝑝, 𝑞) ⊃ ℱ(𝒩 ), (1.4)

ℱ(𝒩 ) := pr lim
𝑝,𝑞∈N1

ℱ(𝑝, 𝑞), ℱ(𝒩 ′
) := ind lim

𝑝,𝑞∈N1

ℱ(−𝑝,−𝑞).

Тут

ℱ(−𝑝,−𝑞) := ℱ(𝑁−𝑝, 𝜏𝐹 (𝑞)), 𝜏𝐹 (𝑞) := (𝐾−𝑞𝑛)∞𝑛=0,
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— негативний простiр по вiдношенню до нульового

𝐹 (𝑁0) := ℱ(𝑁0, (𝑛!)∞𝑛=0)

та позитивного

ℱ(𝑝, 𝑞) := ℱ(𝑁𝑝, 𝜏(𝑞)), 𝜏(𝑞) := ((𝑛!)2𝐾𝑞𝑛)∞𝑛=0.

Очевидно, що множина ℱfin (𝒩 ) фiнiтних послiдовностей
(𝜙𝑛)∞𝑛=0, 𝜙𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩 ), є щiльною у кожному просторi iз лан-
цюжка (1.4).

“Координатно” спарювання ⟨· , ·⟩𝐹 (𝑁0) мiж ℱ(−𝑝,−𝑞) та
ℱ(𝑝, 𝑞), породжене скалярним добутком (· , ·)𝐹 (𝑁0) у просторi
𝐹 (𝑁0), допускає зображення

⟨𝜉, 𝑓⟩𝐹 (𝑁0) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩𝑛!, (1.5)

𝜉 = (𝜉𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞), 𝑓 = (𝑓𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞).

1.2. Простiр сумовних з квадратом функцiй

та його оснащення

Нехай𝑄— сепарабельний метричний простiр, 𝜌— фiксована
борелева ймовiрнiсна мiра на 𝑄, (𝐿2

𝜌) := 𝐿2(𝑄, 𝑑𝜌(𝑥)) — вiдпо-
вiдний 𝐿2-простiр. Позначимо через 𝐶(𝑄) лiнiйний простiр всiх
комплекснозначних локально обмежених (тобто обмежених на
кожнiй кулi в 𝑄) неперервних функцiй на 𝑄. Зручно вважати,
що 𝐶(𝑄) — топологiчний простiр зi збiжнiстю, рiвномiрною на
кожнiй кулi з 𝑄.
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Нехай 𝐵0 — деякий окiл нуля у просторi 𝑁1,C i

𝑄×𝐵0 ∋ {𝑥, 𝜆} ↦→ ℎ(𝑥, 𝜆) ∈ C1

— задана функцiя. Припустимо, що для кожного 𝑥 ∈ 𝑄 ℎ(𝑥, ·)
є аналiтичною в нулi простору 𝑁1,C функцiєю змiнної 𝜆, для
кожного 𝜆 ∈ 𝐵0 ℎ(·, 𝜆) ∈ 𝐶(𝑄). Крiм того, будемо вважати,
що ℎ(·, 𝜆) локально обмежена рiвномiрно по вiдношенню до 𝜆
iз довiльної замкненої кулi з 𝐵0 i ℎ(𝑥, 0) = 1 для всiх 𝑥 iз 𝑄.

Iз аналiтичностi випливає (див., наприклад, [11] (Розд. 2,
3)), що при довiльному фiксованому 𝑥 ∈ 𝑄 iснує окiл

𝐵ℎ(𝑥) = {𝜆 ∈ 𝑁2,C | ‖𝜆‖𝑁2,C < 𝑅ℎ(𝑥), 𝑅ℎ(𝑥) > 0} ⊂ 𝐵0,

в якому функцiю ℎ(𝑥, ·) можна подати у виглядi ряду

ℎ(𝑥, 𝜆) =

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩, ℎ𝑛(𝑥) ∈ ℱ𝑛(𝑁−2), (1.6)

рiвномiрно збiжного на кожнiй замкненiй кулi з 𝐵ℎ(𝑥). Далi
припускаємо, що iснує спiльний для всiх 𝑥 iз 𝑄 окiл

𝐵ℎ = {𝜆 ∈ 𝑁2,C | ‖𝜆‖𝑁2,C < 𝑅ℎ, 𝑅ℎ > 0},

в якому функцiя ℎ(𝑥, ·) допускає зображення (1.6).
Використовуючи вектор 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁𝑝), 𝑛 ∈ N0, 𝑝 ∈ N3, побу-

дуємо функцiю

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩ ∈ C1. (1.7)

Очевидно, що функцiя (1.7) входить до простору 𝐶(𝑄) (див.,
наприклад, [11] (Лема 3.2)). Крiм того, якщо

𝑓𝑛 = 𝜙(1) ⊗̂ · · · ⊗̂ 𝜙(𝑛), 𝜙(1), . . . , 𝜙(𝑛) ∈ 𝑁𝑝,
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то на пiдставi (1.6) для довiльного 𝑥 ∈ 𝑄 отримуємо

⟨𝜙(1) ⊗̂ · · · ⊗̂𝜙(𝑛), ℎ𝑛(𝑥)⟩=
𝜕𝑛ℎ(𝑥, 𝑧1𝜙

(1) + · · · + 𝑧𝑛𝜙
(𝑛))

𝜕𝑧1 . . . 𝜕𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑧1=...=𝑧𝑛=0

,

(1.8)
де 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ∈ C1.

Далi ми використовуємо схему з [12]. Так, припустимо, що
для функцiй (1.7), породжених векторами

𝜙𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩 ), 𝜓𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝒩 ), 𝑛,𝑚 ∈ N0,

виконується спiввiдношення ортогональностi∫︁
𝑄
⟨𝜙𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩⟨𝜓𝑚, ℎ𝑚(𝑥)⟩𝑑𝜌(𝑥) = 𝛿𝑛,𝑚𝑛!⟨𝜙𝑛, 𝜓𝑛⟩, (1.9)

i лiнiйна оболонка цих функцiй є щiльною у просторi (𝐿2
𝜌).

Зауваження. Згiдно з твердженням 3.1 iз [12] спiввiдноше-
ння ортогональностi (1.9) виконується тодi i тiльки тодi,
коли iснують 𝑝 ∈ N2, 𝐶 > 0, 𝐿 > 0 такi, що

‖ ‖ℎ𝑛(·)‖ℱ𝑛(𝑁−𝑝)‖(𝐿2) ≤ 𝐿𝐶𝑛𝑛!, 𝑛 ∈ N0,

i ∫︁
𝑄
ℎ(𝑥, 𝜙)ℎ(𝑥, 𝜓)𝑑𝜌(𝑥) = exp⟨𝜙,𝜓⟩

для довiльних 𝜙,𝜓 ∈ 𝒩C таких, що ‖𝜙‖𝑁𝑝,C , ‖𝜓‖𝑁𝑝,C < 𝑟, де
𝑟 > 0 — достатньо мале.

Зафiксуємо функцiю ℎ iз вказаними властивостями. За такої
функцiї ℎ вiдображення

𝐹 (𝑁0) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)∞𝑛=0 ↦→ (𝐼ℎ𝜌 𝑓)(·) :=
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ (𝐿2
𝜌) (1.10)
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визначене i здiйснює унiтарний iзоморфiзм мiж простором Фока
𝐹 (𝑁0) та простором (𝐿2

𝜌) [11] (Твердження 7.1). Тут

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ := lim
𝑘→∞

⟨𝜙(𝑘)
𝑛 , ℎ𝑛(·)⟩ ∈ (𝐿2

𝜌), 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁0), 𝑛 ∈ N0,

(1.11)
де (𝜙

(𝑘)
𝑛 )∞𝑘=0 ⊂ ℱ𝑛(𝒩 ) — довiльна послiдовнiсть, збiжна до 𝑓𝑛 у

топологiї простору ℱ𝑛(𝑁0) (в (1.11) границю розумiємо в сенсi
(𝐿2

𝜌)). Очевидно, що для функцiй

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ (𝐿2
𝜌), 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁0), 𝑛 ∈ N0,

⟨𝑔𝑚, ℎ𝑚(·)⟩ ∈ (𝐿2
𝜌), 𝑔𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝑁0), 𝑚 ∈ N0,

побудованих за правилом (1.11), має мiсце спiввiдношення ор-
тогональностi∫︁

𝑄
⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩⟨𝑔𝑚, ℎ𝑚(𝑥)⟩𝑑𝜌(𝑥) = 𝛿𝑛,𝑚𝑛!⟨𝑓𝑛, 𝑔𝑛⟩. (1.12)

Пiд дiєю вiдображення 𝐼ℎ𝜌 оснащення (1.4) простору Фо-
ка 𝐹 (𝑁0) переходить в оснащення простору (𝐿2

𝜌). Точнiше, 𝐼ℎ𝜌 -
образ

𝐼ℎ𝜌 (ℱ(𝑝, 𝑞)) =: ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞) ⊂ (𝐿2

𝜌)

простору Фока ℱ(𝑝, 𝑞) з топологiєю останнього є гiльбертовим
простором, щiльно та неперервно вкладеним у (𝐿2

𝜌) i таким, що
породжує ядерне оснащення

(ℋℎ
𝜌)

′ ⊃ ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) ⊃ (𝐿2

𝜌) ⊃ ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞) ⊃ ℋℎ

𝜌 , (1.13)

ℋℎ
𝜌 := pr lim

𝑝,𝑞∈N1

ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞), (ℋℎ

𝜌)
′

:= ind lim
𝑝,𝑞∈N1

ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞),
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де ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N1, — негативний простiр по вiдношенню

до нульового (𝐿2
𝜌) та позитивного ℋℎ

𝜌(𝑝, 𝑞).
За означенням

ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞) := 𝐼ℎ𝜌 (ℱ(𝑝, 𝑞))

= {𝑓 ∈ (𝐿2
𝜌) | ∃(𝑓𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞) : 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ (𝐿2
𝜌)}

(1.14)

(останнiй ряд збiгається за нормою простору (𝐿2
𝜌)) є гiльберто-

вим простором з гiльбертовою нормою

‖𝑓‖ℋℎ
𝜌 (𝑝,𝑞)

= ‖
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩‖ℋℎ
𝜌 (𝑝,𝑞)

:= ‖(𝑓𝑛)∞𝑛=0‖ℱ(𝑝,𝑞). (1.15)

Зауваження. Можна показати (див., наприклад, [11] (Розд.
7)), що при достатньо великому 𝐾 > 1 (𝐾 — константа iз
(1.3), що фiгурує в означеннi простору ℱ(𝑝, 𝑞)) для будь-яких
𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈ N1 вiдображення

ℱ(𝑝, 𝑞) ∋ (𝑓𝑛)∞𝑛=0 ↦→ 𝑓(·) :=
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ 𝐶(𝑄)

визначене i є iн’єктивним та неперервним. Як наслiдок, про-
стiр ℋℎ

𝜌(𝑝, 𝑞), 𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈ N1, неперервно вкладається у про-
стiр 𝐶(𝑄) i його можна трактувати, як гiльбертiв простiр
неперервних функцiй

ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞) = ℋℎ(𝑝, 𝑞)

:={𝑓 ∈ 𝐶(𝑄) | ∃(𝑓𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞) : 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩, 𝑥 ∈ 𝑄}

з гiльбертовою нормою (1.15).
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Зрозумiло, що вiдображення

ℱ(−𝑝,−𝑞) ⊃ 𝐹 (𝑁0) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)∞𝑛=0 ↦→ (𝐼ℎ𝜌 𝑓)

=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛⟩ ∈ ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞)

є iзометричним i пiсля замикання за неперервнiстю реалiзує унi-
тарний iзоморфiзм мiж ℱ(−𝑝,−𝑞) та ℋℎ

𝜌(−𝑝,−𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N1 (ми
зберiгаємо позначення 𝐼ℎ𝜌 для замикання). Як результат, нега-
тивний простiр узагальнених функцiй ℋℎ

𝜌(−𝑝,−𝑞) допускає зо-
браження

ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) = 𝐼ℎ𝜌 (ℱ(−𝑝,−𝑞)) =

{︀
𝜉 =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, ℎ𝑛⟩
⃒⃒

(𝜉𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞), ‖𝜉‖ℋℎ
𝜌 (−𝑝,−𝑞) = ‖(𝜉𝑛)∞𝑛=0‖ℱ(−𝑝,−𝑞)

}︀
.

(1.16)

Тут

⟨𝜉𝑛, ℎ𝑛⟩ := lim
𝑘→∞

⟨𝑓 (𝑘)𝑛 , ℎ𝑛⟩ ∈ ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞), 𝑛 ∈ N0, (1.17)

де (𝑓
(𝑘)
𝑛 )∞𝑘=0 ⊂ ℱ𝑛(𝑁0) — довiльна послiдовнiсть, збiжна до

𝜉𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁−𝑝) у топологiї простору ℱ𝑛(𝑁−𝑝) (в (1.17) грани-
цю розумiємо в сенсi ℋℎ

𝜌(−𝑝,−𝑞)). Можна показати (див. [12]),
що в ℋℎ

𝜌(−𝑝,−𝑞)

⟨𝜉𝑚, ℎ𝑚⟩ = 𝜕+(𝜉𝑚)1, 𝜉𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝑁−𝑝), 𝑚 ∈ N0,

де

𝜕+(𝜉𝑚) := 𝐼ℎ𝜌 𝑎+(𝜉𝑚)(𝐼ℎ𝜌 )−1 : ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) → ℋℎ

𝜌(−𝑝,−𝑞) (1.18)
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— лiнiйний неперервний оператор, який є образом оператора
народження

𝑎+(𝜉𝑚) : ℱ(−𝑝,−𝑞) → ℱ(−𝑝,−𝑞).

Дiя оператора 𝑎+(𝜉𝑚) на довiльному векторi

𝜂 = (𝜂𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞)

задається формулою

𝑎+(𝜉𝑚)𝜂 = 𝑎+(𝜉𝑚)(𝜂0, 𝜂1, . . .) := (0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑚

, 𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜂0, 𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜂1, . . .),

(1.19)

(𝑎+(𝜉𝑚)𝜂)𝑛 :=

⎧⎨⎩𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜂𝑛−𝑚 ∈ ℱ𝑛(𝑁−𝑝), якщо 𝑛 ∈ N𝑚,

0 ∈ ℱ𝑛(𝑁−𝑝), якщо 𝑛 ∈ N0 ∖ N𝑚,

причому

‖𝑎+(𝜉𝑚)𝜂‖ℱ(−𝑝,−𝑞) ≤ 𝐾− 𝑞𝑚
2 ‖𝜉𝑚‖ℱ𝑚(𝑁−𝑝)‖𝜂‖ℱ(−𝑝,−𝑞). (1.20)

“Координатно” спарюваня ⟨⟨· , ·⟩⟩ мiж ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) та ℋℎ

𝜌(𝑝, 𝑞),
𝑝, 𝑞 ∈ N1, породжене скалярним добутком (· , ·)(𝐿2

𝜌)
у просторi

(𝐿2
𝜌), має вигляд

⟨⟨𝜉, 𝑓⟩⟩ = ⟨(𝜉𝑛)∞𝑛=0, (𝑓𝑛)∞𝑛=0⟩ℱ(𝑁0) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩ℱ𝑛(𝑁0)𝑛!, (1.21)

𝜉 =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, ℎ𝑛⟩ ∈ ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞), 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞).
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1.3. Розширений стохастичний iнтеграл

у просторi Фока

Тут i далi всi побудови будемо виконувати при спецiальному
виборi ланцюжка (1.1). А саме, нехай

𝑁0 = 𝑆0 := 𝐿2(R1, 𝑑𝑚(𝑡)),

де 𝑚 – мiра Лебега на осi R1. Зрозумiло, що в даному випадку
𝑛-частинковий простiр Фока

ℱ𝑛(𝑆0) = 𝐿̂2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)), 𝑛 ∈ N1,

збiгається iз простором 𝐿̂2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)) всiх комплекснозна-

чних симетричних функцiй iз 𝐿2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)), де 𝑚⊗𝑛 —

продакт-мiра на борелевiй 𝜎-алгебрi ℬ(R𝑛), породжена мiрою
𝑚. Оскiльки функцiї

R𝑛 ∋ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} ↦→ 𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) ∈ C1

iз простору ℱ𝑛(𝑆0) = 𝐿̂2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)) є симетричними, то

‖𝑓𝑛‖2ℱ𝑛(𝑆0)
:=

∫︁
R𝑛

|𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛)

= 𝑛!

∫︁
−∞<𝑡1≤···≤𝑡𝑛<+∞

|𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛).

Очевидно, що у просторi ℱ𝑛(𝑁0) = 𝐿̂2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)), 𝑛 ∈ N0,

є щiльною множина{︁ 𝑠∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘κΔ
(𝑘)
1

⊗̂ . . .⊗̂κ
Δ

(𝑘)
𝑛

⃒⃒⃒
𝑐𝑘 ∈ C1,∆

(𝑘)
𝑗 = [𝑎

(𝑘)
𝑗 , 𝑏

(𝑘)
𝑗 ) ⊂ R1, 𝑠 ∈ N1

}︁
(1.22)
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функцiй

R𝑛 ∋ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} ↦→
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘(κ
Δ

(𝑘)
1

⊗̂ . . . ⊗̂ κ
Δ

(𝑘)
𝑛

)(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)

:=
1

𝑛!

𝑠∑︁
𝑘=1

∑︁
𝜎∈𝑆𝑛

𝑐𝑘κΔ
(𝑘)
𝜎(1)

(𝑡1) . . .κΔ
(𝑘)
𝜎(𝑛)

(𝑡𝑛) ∈ C1,

(1.23)

де 𝜎 = (𝜎(1), . . . , 𝜎(𝑛)) — перестановка iз групи 𝑆𝑛 всiх пере-
становок множини {1, . . . , 𝑛}, κ𝛼(·) — iндикатор борелевої мно-
жини 𝛼 ∈ ℬ(R𝑛). Бiльше того, можна вважати, що всi функцiї
(1.23) iз множини (1.22) мають таку властивiсть: при кожно-
му 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑠} пiвiнтервали ∆

(𝑘)
𝑗 , 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, попарно не

перетинаються i, крiм того,

∆
(𝑖)
1 × . . .× ∆(𝑖)

𝑛 ∩ ∆
(𝑗)
1 × . . .× ∆(𝑗)

𝑛 = ∅

при 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑠}.
Покладемо

𝑁𝑝 = 𝑆𝑝 := 𝑊 2
𝑝 (R1, (1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡)), 𝑝 ∈ N1,

де 𝑆𝑝 — дiйсний ваговий соболевський простiр, що є поповнен-
ням множини 𝐶∞

fin (R1) всiх нескiнченно диференцiйовних фiнi-
тних функцiй на R1 за гiльбертовою нормою

‖𝜙‖2𝑆𝑝
:=

𝑝∑︁
𝑛=0

∫︁
R1

|(𝐷𝑛𝜙)(𝑡)|2(1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡), 𝜙 ∈ 𝐶∞
fin (R1).

Добре вiдомо, що при кожному 𝑝 ∈ N1 простiр 𝑆𝑝+1 топологiчно
та квазiядерно вкладається у простiр 𝑆𝑝 i ‖·‖𝑆𝑝 ≤ ‖·‖𝑆𝑝+1 . Крiм
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того, у даному випадку

𝒩 = 𝒮 := pr lim
𝑝∈N1

𝑆𝑝

є класичним простором Шварца (див., наприклад, [15] (Розд.
14)).

Таким чином в якостi ланцюжка (1.1) будемо використову-
вати ланцюжок

𝒮 ′
:= ind lim

𝑝∈N1

𝑆−𝑝 ⊃ 𝑆−𝑝 ⊃ 𝑆0 ⊃ 𝑆𝑝 ⊃ pr lim
𝑝∈N1

𝑆𝑝 =: 𝒮.

Нехай 𝒦 — деякий гiльбертiв простiр. Скрiзь в цiй роботi
через 𝐿2([0,∞);𝒦) будемо позначати гiльбертiв простiр вектор-
нозначних функцiй

[0,∞) ∋ 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑡) ∈ 𝒦,

‖𝑓‖2𝐿2([0,∞);𝒦) :=

∫︁
[0,∞)

‖𝑓(𝑡)‖2𝒦𝑑𝑚(𝑡) <∞,

з вiдповiдним скалярним добутком.
Розширеним стохастичним iнтегралом вiд функцiї

𝜉 ∈ 𝐿2([0,∞);ℱ(−𝑝,−𝑞)), 𝑝, 𝑞 ∈ N1,

назвемо елемент Jext(𝜉) простору ℱ(−𝑝,−𝑞) такий, що

Jext(𝜉) =

∫︁
[0,∞)

𝑎+(𝛿𝑡)𝜉(𝑡)𝑑𝑚(𝑡) ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞),

де iнтеграл розумiємо як iнтеграл Бохнера вiд векторнозна-
чної функцiї

[0,∞) ∋ 𝑡 ↦→ 𝑎+(𝛿𝑡)𝜉(𝑡) ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞), (1.24)

де 𝛿𝑡 — 𝛿-функцiя, зосереджена в точцi 𝑡.
Пiдставою для такого означення є наступне твердження.
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Твердження 1.1. Якщо 𝜉 ∈ 𝐿2([0,∞);ℱ(−𝑝,−𝑞)), то вектор-
нозначна функцiя (1.24) iнтегровна за Бохнером на [0,∞).

Доведення. Нехай 𝜉 ∈ 𝐿2([0,∞);ℱ(−𝑝,−𝑞)), 𝑝, 𝑞 ∈ N1. Ско-
риставшись (1.20) i тим, що

‖𝛿𝑡‖ℱ1(𝑆−𝑝) ≤
𝑐√

1 + 𝑡2
, 𝑡 ∈ R1,

з деяким 𝑐 > 0 (див., наприклад, [15], роздiл 14, теорема 4.5),
отримуємо∫︁

[0,∞)
‖𝑎+(𝛿𝑡)𝜉(𝑡)‖ℱ(−𝑝,−𝑞)𝑑𝑚(𝑡)

≤ 𝐾− 𝑞
2

∫︁
[0,∞)

‖𝛿𝑡‖ℱ1(𝑆−𝑝)‖𝜉(𝑡)‖ℱ(−𝑝,−𝑞)𝑑𝑚(𝑡)

≤ 𝐾− 𝑞
2

(︂∫︁
[0,∞)

‖𝛿𝑡‖2ℱ1(𝑆−𝑝)
𝑑𝑚(𝑡)

)︂ 1
2

×
(︂∫︁

[0,∞)
‖𝜉(𝑡)‖2ℱ(−𝑝,−𝑞)𝑑𝑚(𝑡)

)︂ 1
2

≤ 𝐾− 𝑞
2

(︂∫︁
[0,∞)

𝑐2(1 + 𝑡2)−1𝑑𝑚(𝑡)

)︂ 1
2

×
(︂∫︁

[0,∞)
‖𝜉(𝑡)‖2ℱ(−𝑝,−𝑞)𝑑𝑚(𝑡)

)︂ 1
2

<∞.

Звiдси безпосередньо випливає потрiбне.

Вкажемо на одну властивiсть розширеного стохастичного
iнтеграла Jext. Нехай

𝐷 ⊂ 𝐿2([0,∞);𝐹 (𝑆0))
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— множина всiх функцiй

[0,∞) ∋ 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑡) = (𝑓𝑛(𝑡))∞𝑛=0 ∈ 𝐹 (𝑆0) (1.25)

iз 𝐿2([0,∞);𝐹 (𝑆0)) таких, що для 𝑚⊗𝑛-майже всiх (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) ∈
R𝑛, 𝑛 ∈ N1,

𝑓𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = κ[0,𝑡)𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛),

де κ𝛼(·) — iндикатор борелевої множини 𝛼 ∈ ℬ(R𝑛). Далi компо-
ненти 𝑓𝑛(𝑡), 𝑛 ∈ N0, функцiї 𝑓 ∈ 𝐷 зручно вважати визначеними
при всiх 𝑡 ∈ R1, поклавши

𝑓𝑛(𝑡) := 0, 𝑡 ∈ R1 ∖ [0,∞).

Нехай
𝑓𝑛(·; ·1, . . . , ·𝑛) ∈ 𝑆0,C ⊗ℱ𝑛(𝑆0)

— задана функцiя. Позначимо через 𝑓𝑛+1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1), 𝑛 ∈ N1,

симетризацiю даної функцiї за 𝑛+ 1 змiнною, тобто

𝑓𝑛+1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1) :=
1

𝑛+ 1

𝑛+1∑︁
𝑘=0

𝑓𝑛(𝑡𝑘; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘�, . . . , 𝑡𝑛+1)

для 𝑚⊗𝑛-майже всiх (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1) ∈ R𝑛+1. Очевидно, що якщо
𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛), 𝑛 ∈ N1, компонента функцiї

𝑓(·) = (𝑓𝑛(·))∞𝑛=0 ∈ 𝐷

, тодi для 𝑚⊗𝑛-майже всiх (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1) ∈ R𝑛+1

𝑓𝑛+1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1) :=
1

𝑛+ 1
𝑓𝑛(𝑡𝑘; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘�, . . . , 𝑡𝑛+1), (1.26)

де 𝑡𝑘 = max{𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1}. Покладемо 𝑓1(𝑡) := 𝑓0(𝑡) для кожного
𝑡 ∈ R1.
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Теорема 1.2. Вiдображення

𝐿2([0,∞);𝐹 (𝑆0)) ⊃ 𝐷 ∋ 𝑓(·) = (𝑓𝑛(·))∞𝑛=0 ↦→

J(𝑓) := (0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛, . . .) ∈ 𝐹 (𝑆0)

(1.27)

визначене i є лiнiйним та iзометричним. Бiльше того, у про-
сторi ℱ(−𝑝,−𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N1, має мiсце рiвнiсть

Jext(𝑓) = J(𝑓), 𝑓 ∈ 𝐷. (1.28)

Доведення. Нехай 𝑓(·) = (𝑓𝑛(·))∞𝑛=0 ∈ 𝐷. На основi (1.26)
отримаємо

‖𝑓‖2𝐿2([0,∞);𝐹 (𝑆0))
=

∫︁
[0,∞)

‖𝑓(𝑡)‖2𝐹 (𝑆0)
𝑑𝑚(𝑡)

=

∫︁
[0,∞)

∞∑︁
𝑛=0

‖𝑓𝑛(𝑡)‖2ℱ𝑛(𝑆0)
𝑛!𝑑𝑚(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑛!

∫︁
[0,∞)

‖𝑓𝑛(𝑡)‖2ℱ𝑛(𝑆0)
𝑑𝑚(𝑡)

=
∞∑︁
𝑛=0

𝑛!

∫︁
[0,∞)

(︂∫︁
R𝑛

|𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛)

)︂
𝑑𝑚(𝑡)

=
∞∑︁
𝑛=0

𝑛!

∫︁
[0,∞)

(︂∫︁
[0,𝑡)𝑛

|𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛)

)︂
𝑑𝑚(𝑡)

=

∞∑︁
𝑛=0

(𝑛!)2×

×
∫︁
[0,∞)

(︂ ∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<𝑡

|𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛)

)︂
𝑑𝑚(𝑡)

=

∞∑︁
𝑛=0

((𝑛+ 1)!)2×

×
∫︁

0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛+1<∞

|𝑓𝑛+1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛+1)

16



=
∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 1)!

∫︁
R𝑛+1

|𝑓𝑛+1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛+1)

=
∞∑︁
𝑛=0

‖𝑓𝑛+1‖2ℱ𝑛+1(𝑆0)
(𝑛+ 1)! = ‖J(𝑓)‖2𝐹 (𝑆0)

.

Звiдси випливає iзометричнiсть вiдображення (1.27), лiнiйнiсть
цього вiдображення очевидна.

Для встановлення рiвностi (1.28) досить показати, що

⟨Jext(𝑓), 𝜓⟩𝐹 (𝑆0) = ⟨J(𝑓), 𝜓⟩𝐹 (𝑆0)

для довiльного 𝜓 = 𝜙⊗𝑘, 𝜙 ∈ 𝒮C, 𝑘 ∈ N0.
Застосувавши до функцiї

[0,∞) ∋ 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑡) = (𝑓𝑛(𝑡))∞𝑛=0 ∈ 𝐹 (𝑆0) ⊂ ℱ(−𝑝,−𝑞)

оператор 𝑎+(𝛿𝑡), отримаємо (використовуємо (1.19))

𝑎+(𝛿𝑡)𝑓(𝑡) = (0, 𝛿𝑡 ⊗̂ 𝑓0(𝑡), 𝛿𝑡 ⊗̂ 𝑓1(𝑡), . . .) ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞). (1.29)

Враховуючи (1.29) та (1.5), для довiльного 𝑓 ∈ 𝐷 одержуємо

⟨Jext(𝑓), 𝜙⊗𝑘⟩𝐹 (𝑆0) = ⟨
∫︁
[0,∞)

𝑎+(𝛿𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑚(𝑡), 𝜙⊗𝑘⟩𝐹 (𝑆0)

=

∫︁
[0,∞)

⟨𝑎+(𝛿𝑡)𝑓(𝑡), 𝜙⊗𝑘⟩𝐹 (𝑆0)𝑑𝑚(𝑡)

= 𝑘!

∫︁
[0,∞)

⟨𝛿𝑡 ⊗̂ 𝑓𝑘−1(𝑡), 𝜙
⊗𝑘⟩ℱ𝑘(𝑆0)𝑑𝑚(𝑡)

= 𝑘!

∫︁
[0,∞)

𝜙(𝑡)⟨𝑓𝑘−1(𝑡), 𝜙
⊗𝑘−1⟩ℱ𝑘−1(𝑆0)𝑑𝑚(𝑡)

= 𝑘!

∫︁
[0,∞)

𝜙(𝑡)

(︂∫︁
R𝑘−1

𝑓𝑘−1(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)×

× 𝜙⊗𝑘−1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑘−1)

)︂
𝑑𝑚(𝑡)
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= 𝑘!

∫︁
[0,∞)

𝜙(𝑡)

(︂∫︁
[0,𝑡)𝑘−1

𝑓𝑘−1(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)×

× 𝜙⊗𝑘−1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑘−1)

)︂
𝑑𝑚(𝑡)

= 𝑘!(𝑘 − 1)!

∫︁
[0,∞)

𝜙(𝑡)

(︂ ∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑘−1<𝑡

𝑓𝑘−1(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)×

× 𝜙⊗𝑘−1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑘−1)

)︂
𝑑𝑚(𝑡)

= (𝑘!)2
∫︁

0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑘<∞

𝑓𝑘(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝜙⊗𝑘(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑘)

= 𝑘!

∫︁
R𝑘

𝑓𝑘(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝜙⊗𝑘(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑘)

= 𝑘!⟨𝑓𝑘, 𝜙⊗𝑘⟩ℱ𝑘(𝑆0) = ⟨J(𝑓), 𝜙⊗𝑘⟩𝐹 (𝑆0).

2. Образ розширеного стохастичного iнтеграла
та iнтеграл Iто

Оскiльки вiдображення

ℱ(−𝑝,−𝑞) ∋ 𝜉 = (𝜉𝑛)∞𝑛=0 ↦→ 𝐼ℎ𝜌 𝜉 :=
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, ℎ𝑛⟩ ∈ ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞)

унiтарне, то таким буде i вiдображення мiж вiдповiдними про-
сторами 𝐿2:

𝐿2([0,∞);ℱ(−𝑝,−𝑞)) ∋ 𝜉(·) = (𝜉𝑛(·))∞𝑛=0 ↦→ (ℐℎ
−,𝜌𝜉)(·)

:=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛(·), ℎ𝑛⟩ ∈ 𝐿2([0,∞);ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞)).
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Використовуючи цi вiдображення, визначимо розширений сто-
хастичний iнтеграл Jℎext(𝜉) ∈ ℋℎ

𝜌(−𝑝,−𝑞) вiд функцiї

𝜉 ∈ 𝐿2([0,∞);ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞)),

поклавши

Jℎext(𝜉) := (𝐼ℎ𝜌 Jext(ℐℎ
−,𝜌)−1)(𝜉) =

∫︁
[0,∞)

𝜕+(𝛿𝑡)𝜉(𝑡)𝑑𝑚(𝑡),

де вираз, що праворуч, iснує як iнтеграл Бохнера вiд вектор-
нозначної функцiї

[0,∞) ∋ 𝑡 ↦→ 𝜕+(𝛿𝑡)𝜉(𝑡) ∈ ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞).

Нехай ℐℎ
𝜌 — звуження оператора ℐℎ

−,𝜌 на гiльбертiв простiр
𝐿2([0,∞);𝐹 (𝑆0)), яке, очевидно, визначає унiтарний оператор
(див. (1.28))

𝐿2([0,∞);𝐹 (𝑆0)) ∋ 𝑓(·) = (𝑓𝑛(·))∞𝑛=0 ↦→ (ℐℎ
𝜌 𝑓)(·)

:=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛(·), ℎ𝑛⟩ ∈ 𝐿2([0,∞); (𝐿2
𝜌)).

(2.1)

Використовуючи оператори (1.10), (2.1), поряд з iнтегралом Jℎext
визначимо розширений стохастичний iнтеграл Jℎ(𝑓) вiд фун-
кцiї

𝑓(·) :=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛(·), ℎ𝑛⟩ ∈ 𝐷ℎ
𝜌 := ℐℎ

𝜌𝐷 ⊂ 𝐿2([0,∞); (𝐿2
𝜌)),
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поклавши

Jℎ(𝑓) := (𝐼ℎ𝜌 J(ℐℎ
𝜌 )−1)(𝑓) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛+1, ℎ𝑛+1⟩ ∈ (𝐿2
𝜌), (2.2)

де J — оператор, означений в теоремi 1.2. Пiдкреслимо, що
зараз iнтегруються певнi функцiї 𝑓 iз простору 𝐿2([0,∞); (𝐿2

𝜌))

Як наслiдок iз теореми 1.2 отримуємо такий результат.

Теорема 2.1. В просторi ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N1, має мiсце рiв-

нiсть
Jℎext(𝑓) = Jℎ(𝑓), 𝑓 ∈ 𝐷ℎ

𝜌 ,

причому вiдображення

𝐿2([0,∞); (𝐿2
𝜌)) ⊃ 𝐷ℎ

𝜌 ∋ 𝑓 ↦→ Jℎ(𝑓) ∈ (𝐿2
𝜌)

є iзометричним.

Перейдемо до визначення iнтегралу Iто. На ймовiрнiсному
просторi (𝑄,ℬ(𝑄), 𝜌) розглянемо випадковий процес

M = {𝑀(𝑡) := ⟨κ[0,𝑡), ℎ1⟩ | 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑀(0) := 0

(нагадаємо (див. пiдроздiл 1.2), що

⟨κ[0,𝑡), ℎ1⟩ := 𝐼ℎ𝜌 (0,κ[0,𝑡), 0, . . .) = lim
𝑘→∞

⟨𝜙(𝑘), ℎ1⟩ ∈ (𝐿2
𝜌),

𝑡 ∈ [0,∞),

де (𝜙(𝑘))∞𝑘=0 ⊂ 𝒮 — довiльна послiдовнiсть, збiжна до κ[0,𝑡) за
нормою простору ℱ1(𝑆0) = 𝐿2

C(R1, 𝑑𝑚(𝑡))).
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Використавши спiввiдношення ортогональностi (1.12), не-
важко переконатися, що для 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 <∞

‖𝑀(𝑡2) −𝑀(𝑡1)‖2(𝐿2
𝜌)

= ‖⟨κ[𝑡1,𝑡2), ℎ1⟩‖
2
(𝐿2

𝜌)

= ‖κ[𝑡1,𝑡2)‖
2
𝐿2
C(R1,𝑑𝑚(𝑡)) = 𝑡2 − 𝑡1.

(2.3)

Крiм того, оскiльки ℎ(𝑥, 0) = 1 для всiх 𝑥 iз 𝑄 (див. пiдроздiл
1.2), то

ℎ0(𝑥) = 1, 𝑥 ∈ 𝑄,

а тому згiдно з (1.12)∫︁
𝑄
𝑀(𝑡)𝑑𝜌(𝑥) =

∫︁
𝑄
⟨κ[0,𝑡), ℎ1(𝑥)⟩𝑑𝜌(𝑥) = 0. (2.4)

Припустимо, що M є процесом з незалежними прироста-
ми. Як i кожен процес з незалежними приростами, що має вла-
стивостi (2.3), (2.4), процес M є нормальним квадратично iн-
тегровним мартингалом щодо сiм’ї ℛ = (ℛ𝑡)𝑡∈[0,∞) породже-
них ним 𝜎-алгебр ℛ𝑡 := 𝜎{𝑀(𝑠) | 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡} (див., наприклад,
[17, 18]). Вважатимемо, що 𝜎-алгебра ℬ(𝑄) поповнена множи-
нами 𝜌-мiри нуль. Бiльше того, вважатимемо, що й 𝜎-алгебри
ℛ𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞), поповненi множинами з ℬ(𝑄), якi мають 𝜌-мiру
нуль.

Позначимо через 𝐷I множину (ℬ(𝑄) × ℬ([0,∞))-вимiрних)
функцiй 𝑓 ∈ 𝐿2([0,∞); (𝐿2

𝜌)), узгоджених з сiм’єю 𝜎-алгебр ℛ =

(ℛ𝑡)𝑡∈[0,∞). Вiдомо (див., наприклад, [16, 18, 19]), що iснує єдине
лiнiйне iзометричне вiдображення

𝐿2([0,∞); (𝐿2
𝜌)) ⊃ 𝐷I ∋ 𝑓 ↦→ JI(𝑓) ∈ (𝐿2

𝜌) (2.5)
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таке, що

JI(𝑔κ[𝑡1,𝑡2)) = 𝑔(𝑀(𝑡2) −𝑀(𝑡1)) = 𝑔⟨κ[𝑡1,𝑡2), ℎ1⟩, (2.6)

0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 <∞,

для довiльної ℛ𝑡1-вимiрної функцiї 𝑔 ∈ (𝐿2
𝜌). Це вiдображення

називають iнтегралом Iто (стохастичним iнтегралом), по-
будованим за мартингалом M, i позначають

JI(𝑓) :=

∫︁
[0,∞)

𝑓(𝑡)𝑑𝑀(𝑡) ∈ (𝐿2
𝜌), 𝑓 ∈ 𝐷I.

Нарiвнi з iнтегралом JI будемо розглядати iнтеграл∫︁
[0,𝑠)

𝑓(𝑡)𝑑𝑀(𝑡) :=

∫︁
[0,∞)

κ[0,𝑠)(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑀(𝑡) ∈ (𝐿2
𝜌), 𝑓 ∈ 𝐷I.

Вiдзначимо, що завдяки iзометричностi вiдображення (2.5) має
мiсце рiвнiсть

‖
∫︁
[0,𝑠)

𝑓(𝑡)𝑑𝑀(𝑡)‖2(𝐿2
𝜌)

=

∫︁
[0,𝑠)

‖𝑓(𝑡)‖2(𝐿2
𝜌)
𝑑𝑚(𝑡), 𝑓 ∈ 𝐷I. (2.7)

Iз властивостей iнтегралу Iто випливає, що для довiльної
функцiї

𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁0) = 𝐿̂2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)), 𝑛 ∈ N1,

має сенс iнтеграл

J𝑛(𝑓𝑛) :=

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛), (2.8)
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який називатимемо 𝑛-кратним стохастичним iнтегралом, по-
будованим за мартингалом M. Якщо

𝑓𝑛 = κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁0), 𝑛 ∈ N1,

де ∆𝑗 = [𝑎𝑗 , 𝑏𝑗) ⊂ [0,∞), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, — пiвiнтервали, що
попарно не перетинаються, то

J𝑛(κΔ1⊗̂· · ·⊗̂κΔ𝑛) =
1

𝑛!
⟨κΔ1 , ℎ1⟩ . . . ⟨κΔ𝑛 , ℎ1⟩, 𝑛 ∈ N1. (2.9)

Справдi, скориставшись формулами (2.8), (1.23), отримуємо

J𝑛(κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛)

=

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

(κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛)(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛)

=
1

𝑛!

∑︁
𝜎∈𝑆𝑛

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

κΔ𝜎(1)
(𝑡1) . . .κΔ𝜎(𝑛)

(𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛)

(2.10)

Далi, без втрати загальностi будемо вважати, що

𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑛,

тодi, використовуючи (2.10) та (2.6), послiдовно прийдемо до
рiвностi (2.9):

J𝑛(κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛)

=
1

𝑛!

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

κΔ1(𝑡1) . . .κΔ𝑛(𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛)
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=
1

𝑛!

∫︁
0≤𝑡2≤···≤𝑡𝑛<∞

⟨κΔ1 , ℎ1⟩κΔ2(𝑡1) . . .κΔ𝑛(𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡2) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛)

= · · · · · · · · · · · · ·

=
1

𝑛!
⟨κΔ1 , ℎ1⟩ . . . ⟨κΔ𝑛 , ℎ1⟩.

Вiдмiтимо ще один простий факт. Послiдовно використову-
ючи рiвнiсть (2.7), для довiльного вектора 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁0) отри-
маємо

‖J𝑛(𝑓𝑛)‖2(𝐿2
𝜌)

=
⃦⃦ ∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛)
⃦⃦2
(𝐿2

𝜌)

=
⃦⃦∫︁
[0,∞)

(︁ ∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛−1≤𝑡𝑛

𝑓𝑛(𝑡1, . . ., 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛−1)
)︁
𝑑𝑀(𝑡𝑛 )⃦⃦

2

(𝐿2
𝜌)

=

∫︁
[0,∞)

⃦⃦ ∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛−1≤𝑡𝑛

𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛−1)
⃦⃦2
(𝐿2

𝜌)
𝑑𝑚(𝑡𝑛)

= · · · · · · · · · · · · ·

=

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

|𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛) ≤ 1

𝑛!
‖𝑓𝑛‖2ℱ𝑛(𝑁0)

.

Звiдси випливає, що вiдображення

ℱ𝑛(𝑁0) ∋ 𝑓𝑛 ↦→ J𝑛(𝑓𝑛) ∈ (𝐿2
𝜌), 𝑛 ∈ N0,

є неперервним.
Вище вiдзначалося, що у гауссовому та пуассоновому ви-

падках розширений стохастичний iнтеграл є узагальненням iн-
теграла Iто, побудованого за мартингалом M (див., наприклад,
[4, 10], а також роздiл 3). В зв’язку з цим виникає природне
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питання: за яких умов, накладених на функцiю ℎ, iнтеграл Jℎ

збiгається з iнтегралом JI. Вiдповiдь дає така теорема.

Теорема 2.2. Якщо функцiя ℎ така, що у просторi (𝐿2
𝜌)

⟨κΔ1⊗̂· · ·⊗̂κΔ𝑛 , ℎ𝑛⟩ = ⟨κΔ1 , ℎ1⟩ . . . ⟨κΔ𝑛 , ℎ1⟩, 𝑛 ∈ N1, (2.11)

для довiльних пiвiнтервалiв

∆𝑗 = [𝑎𝑗 , 𝑏𝑗) ⊂ [0,∞), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛},

що попарно не перетинаються, то 𝐷ℎ
𝜌 ⊂ 𝐷I i

Jℎ(𝑓) = JI(𝑓), 𝑓 ∈ 𝐷ℎ
𝜌 . (2.12)

Навпаки, якщо 𝐷ℎ
𝜌 ⊂ 𝐷I i iнтеграл Iто JI(𝑓) вiд функцiї

𝑓 ∈ 𝐷ℎ
𝜌 збiгається з розширеним стохастичним iнтегралом

Jℎ(𝑓), то для довiльних пiвiнтервалiв

∆𝑗 = [𝑎𝑗 , 𝑏𝑗) ⊂ [0,∞), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛},

що попарно не перетинаються, у просторi (𝐿2
𝜌) має мiсце рiв-

нiсть (2.11).

Доведення. Припустимо, що для довiльних пiвiнтервалiв

∆𝑗 = [𝑎𝑗 , 𝑏𝑗) ⊂ [0,∞), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛},

що попарно не перетинаються, у просторi (𝐿2
𝜌) має мiсце рiв-

нiсть (2.11). Справедливiсть вкладення 𝐷ℎ
𝜌 ⊂ 𝐷I випливає з

того, що для кожного 𝑡 ∈ [0,∞) функцiї

⟨
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘κΔ
(𝑘)
1

⊗̂ · · · ⊗̂ κ
Δ

(𝑘)
𝑛
, ℎ𝑛⟩ =

𝑠∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘⟨κΔ
(𝑘)
1

, ℎ1⟩ . . . ⟨κΔ
(𝑘)
𝑛
, ℎ1⟩,
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побудованi за пiвiнтервалами ∆
(𝑘)
𝑗 = [𝑎

(𝑘)
𝑗 , 𝑏

(𝑘)
𝑗 ) ⊂ [0, 𝑡) такими,

що
∆

(𝑘)
𝑖 ∩ ∆

(𝑘)
𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑠},

є ℛ𝑡-вимiрними i ними у просторi (𝐿2
𝜌) можна апроксимувати

довiльну функцiю 𝑓 iз множини 𝐷ℎ
𝜌 .

Встановимо рiвнiсть (2.12). Використовуючи формули (2.9)
та (2.11), неважко переконатися, що у просторi (𝐿2

𝜌) довiльна
функцiя

⟨κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛 , ℎ𝑛⟩ ∈ (𝐿2
𝜌)

допускає зображення

⟨κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛 , ℎ𝑛⟩ = 𝑛!J𝑛(κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛),

де ∆𝑗 = [𝑎𝑗 , 𝑏𝑗) ⊂ [0,∞), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, — пiвiнтервали, що
попарно не перетинаються. Звiдси безпосередньо випливає, що
довiльна функцiя ⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛⟩ ∈ (𝐿2

𝜌), де носiй sup 𝑓𝑛 ⊂ [0,∞)𝑛, до-
пускає зображення

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛⟩ = 𝑛!J𝑛(𝑓𝑛)

= 𝑛!

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛).

Врахувавши останнє та (1.26), для довiльної функцiї

𝑓(·) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛(·), ℎ𝑛⟩ ∈ 𝐷ℎ
𝜌
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отримаємо

JI(𝑓) =

∫︁
[0,∞)

𝑓(𝑡)𝑑𝑀(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

∫︁
[0,∞)

⟨𝑓𝑛(𝑡), ℎ𝑛⟩𝑑𝑀(𝑡)

=

∞∑︁
𝑛=0

∫︁
[0,∞)

𝑛!
(︁ ∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<𝑡

𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛)
)︁
𝑑𝑀(𝑡)

=

∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 1)!

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛+1<∞

𝑓𝑛+1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛+1)

=
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛+1, ℎ𝑛+1⟩ = Jℎ(𝑓).

Навпаки, нехай 𝐷ℎ
𝜌 ⊂ 𝐷I i Jℎ(𝑓) = JI(𝑓), 𝑓 ∈ 𝐷ℎ

𝜌 . Переконає-
мося у справедливостi рiвностi (2.11). Зафiксуємо пiвiнтервали
∆1 = [𝑎1, 𝑏1), . . . ,∆𝑛 = [𝑎𝑛, 𝑏𝑛) — такi, як i в умовi теореми,
причому вважатимемо, що 𝑎𝑛 > 𝑎𝑖, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1}. Тодi, оче-
видно, що функцiя

[0, 𝑇 ) ∋ 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑡) := ⟨κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛−1 , ℎ𝑛−1⟩κΔ𝑛(𝑡) ∈ (𝐿2
𝜌),

входить до множини 𝐷ℎ
𝜌 ⊂ 𝐷I. Бiльше того, функцiя

⟨κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛−1 , ℎ𝑛−1⟩

є ℛ𝑎𝑛-вимiрною, а тому на пiдставi (2.6)

JI(𝑓) =

∫︁
[0,∞)

⟨κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛−1 , ℎ𝑛−1⟩κΔ𝑛(𝑡)𝑑𝑀(𝑡)

= ⟨κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛−1 , ℎ𝑛−1⟩⟨κΔ𝑛 , ℎ1⟩.
(2.13)
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З iншого боку, оскiльки iнтеграл Iто збiгається з розширеним
стохастичним iнтегралом, на пiдставi (2.2) одержуємо

JI(𝑓) = Jℎ(𝑓) = Jℎ(⟨κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛−1 ⊗ κΔ𝑛(·), ℎ𝑛−1⟩)

= ⟨κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛 , ℎ𝑛⟩.
(2.14)

Порiвнюючи (2.13) з (2.14), за iндукцiєю отримуємо (2.11).

Справедлива така теорема.

Теорема 2.3. Якщо

𝜕𝑛ℎ(𝑥, 𝑧1𝜙1 + · · · + 𝑧𝑛𝜙𝑛)

𝜕𝑧1 . . . 𝜕𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑧1=...=𝑧𝑛=0

(2.15)

=
𝜕

𝜕𝑧1
ℎ(𝑥, 𝑧1𝜙1)

⃒⃒⃒⃒
𝑧1=0

. . .
𝜕

𝜕𝑧𝑛
ℎ(𝑥, 𝑧𝑛𝜙𝑛)

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑛=0

для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑄 та довiльних функцiй 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 ∈ 𝒮 та-
ких, що supp𝜙𝑖 ∩ supp𝜙𝑗 = ∅ при 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, то у
просторi (𝐿2

𝜌)

⟨κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛 , ℎ𝑛⟩ = ⟨κΔ1 , ℎ1⟩ . . . ⟨κΔ𝑛 , ℎ1⟩, 𝑛 ∈ N1,

для довiльних пiвiнтервалiв ∆𝑗 = [𝑎𝑗 , 𝑏𝑗) ⊂ R1, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛},
що попарно не перетинаються.

Доведення. Припустимо, що рiвнiсть (2.15) виконується.
Тодi врвховуючи (1.8) та (2.15),

⟨𝜙1 ⊗̂ · · · ⊗̂ 𝜙𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩ = ⟨𝜙1, ℎ1(𝑥)⟩ . . . ⟨𝜙𝑛, ℎ1(𝑥)⟩, 𝑛 ∈ N1,

(2.16)
для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑄 та довiльних функцiй 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 ∈ 𝒮 та-
ких, що supp𝜙𝑖 ∩ supp𝜙𝑗 = ∅ при 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}.
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Як вiдомо, для довiльних пiвiнтервалiв ∆1, . . . ,∆𝑛 ⊂ R1, що
попарно не перетинаються, знайдуться функцiї 𝜙𝑗,𝜀, 𝜀 > 0, iз
простору 𝒮 такi, що supp𝜙𝑗,𝜀 ⊂ ∆𝑗 i 𝜙𝑗,𝜀 → κΔ𝑗 при 𝜀 → 0 за
нормою простору 𝑆0 = 𝐿2(R1, 𝑑𝑚(𝑡)). Тому, на пiдставi (2.16)

⟨κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛 , ℎ𝑛⟩ = 𝐼ℎ𝜌 (κΔ1 ⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛)

= lim
𝜀→0

𝐼ℎ𝜌 (𝜙1,𝜀 ⊗̂ · · · ⊗̂ 𝜙𝑛,𝜀) = lim
𝜀→0

⟨𝜙1,𝜀 ⊗̂ · · · ⊗̂ 𝜙𝑛,𝜀, ℎ𝑛⟩

= lim
𝜀→0

⟨𝜙1,𝜀, ℎ1⟩ . . . ⟨𝜙𝑛,𝜀, ℎ1⟩ = ⟨κΔ1 , ℎ1⟩ . . . ⟨κΔ𝑛 , ℎ1⟩.

3. Класичнi приклади

Гауссiв аналiз бiлого шуму. Нехай 𝑄 = 𝑆−1, 𝜌 = 𝛾 — мiра
Гаусса на ℬ(𝑆−1), яка на пiдставi теореми Мiнлоса однозначно
визначається своїм перетворенням Фур’є∫︁

𝑆−1

exp(𝑖⟨𝑥, 𝜆⟩)𝑑𝛾(𝑥) = exp(−1

2
⟨𝜆, 𝜆⟩), 𝜆 ∈ 𝑆1.

Очевидно, що породжуюча функцiя

ℎ(𝑥, 𝜆) = 𝐻(𝑥, 𝜆) := exp(⟨𝑥, 𝜆⟩ − 1

2
⟨𝜆, 𝜆⟩) =

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗, 𝐻𝑛(𝑥)⟩

для полiномiв Ермiта ℎ𝑛(𝑥) = 𝐻𝑛(𝑥) задовольняє вимогам пiд-
роздiлу 1.2 (див., наприклад, [11]). Як наслiдок, спираючись
на результати вказаного пiдроздiлу, можна побудувати теорiю
узагальнених функцiй нескiнченновимiрної змiнної 𝑥 ∈ 𝑆−1 зi
спарюванням, породженим iнтегруванням вiдносно мiри Гаус-
са 𝛾. Зрозумiло, що при такiй побудовi унiтарний iзоморфiзм
𝐼ℎ𝜌 = 𝐼𝐻𝛾 (1.10) є класичним iзоморфiзмом Вiнера–Iто–Сiгала.
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Неважко бачити, що у даному випадку функцiя 𝐻(𝑥, 𝜆) за-
довольняє рiвнiсть (2.15) iз вказаними там 𝜙𝑗 ∈ 𝒮. Тому з
теорем 2.2 та 2.3 випливає добре вiдомий результат (див., на-
приклад, [10]) про те, що iнтеграл Iто JI(𝑓) вiд функцiї 𝑓(·) =∑︀∞

𝑛=0⟨𝑓𝑛(·), 𝐻𝑛⟩ ∈ 𝐷𝐻
𝛾 = 𝐼𝐻𝛾 (𝐷), побудований за броунiвським

процесом

{𝐵(𝑡) := ⟨κ[0,𝑡), 𝐻1(·)⟩ = ⟨κ[0,𝑡), ·⟩ | 𝑡 ∈ [0, 𝑇 )}, 𝐵(0) := 0,

збiгається з розширеним стохастичним iнтегралом

J𝐻𝛾 (𝑓) :=
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛+1(·), 𝐻𝑛+1⟩.

Пуассонiв аналiз бiлого шуму. Нехай 𝑄 = 𝑆−1, 𝜌 = 𝜋 — мiра
Пуассона на ℬ(𝑆−1), перетворенням Фур’є якої має вигляд:∫︁

𝑆−1

exp(𝑖⟨𝑥, 𝜆⟩)𝑑𝜋(𝑥) = exp⟨1, 𝑒𝑖𝜆 − 1⟩, 𝜆 ∈ 𝑆1.

В якостi функцiї ℎ(𝑥, 𝜆) вiзьмемо функцiю

ℎ(𝑥, 𝜆) = 𝐶(𝑥, 𝜆)

:= exp(⟨𝑥, log(1 + 𝜆)⟩ − ⟨1, 𝜆⟩) =

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗, 𝐶𝑛(𝑥)⟩,

що є породжуючою для полiномiв Шарльє ℎ𝑛(𝑥) = 𝐶𝑛(𝑥). Згi-
дно з [12] функцiя 𝐶(𝑥, 𝜆) задовольняє умовам пiдроздiлу 1.2.
Тому визначено унiтарне вiдображення

𝐹 (𝑆0) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)∞𝑛=0 ↦→ (𝐼𝐶𝜋 𝑓)(·) :=
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, 𝐶𝑛⟩ ∈ (𝐿2
𝜋)
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пiд дiєю якого оснащення (1.4) простору Фока 𝐹 (𝑆0) переходить
у вiдповiдне оснащення простору (𝐿2

𝜋) = 𝐿2(𝑆−1, 𝑑𝜋(𝑥)).
Як i у попередньому прикладi, добре вiдомий результат

(див., наприклад, [4]) про те, що iнтеграл Iто (побудований
за пуассоновим процесом {𝑃 (𝑡) := ⟨κ[0,𝑡), 𝐶1(·)⟩ | 𝑡 ∈ [0, 𝑇 )},
𝑃 (0) := 0) збiгається з розширеним стохастичним iнтегралом
одразу ж випливає iз справедливостi рiвностi (2.15) для 𝐶(𝑥, 𝜆)

iз вказаними в (2.15) 𝜙𝑗 ∈ 𝒮.

Зауважимо також наступне. У роботах М. О. Качановського
[8, 9] введено поняття розширеного стохастичного iнтеграла, що
узагальнює iнтеграл Iто, побудований за гамма-процесом. Фа-
ктично, конструкцiя побудови розширеного стохастичного iн-
теграла в [8, 9] збiгається з нашою. Основна вiдмiннiсть поля-
гає в тому, що в якостi простору Фока береться розширений
простiр Фока (це iстотно ускладнює конструкцiю), який пiд дi-
єю перетворення типу Вiнера–Iто–Сiгала переходить у простiр
𝐿2, побудований за гамма-мiрою (щодо визначення розширено-
го простору Фока див. [20, 21, 22]).

Автори глибоко вдячнi М. О. Качановському за кориснi
обговорення i критичнi зауваження.
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– xix+423 p.; Vol. 2. – xvi+293 p. (Russian edition: Kiev:
Vyshcha Shkola, 1990. - 600 p.).

33



[16] Липцер Р. Ш., Ширяев А. Н. Статистика случайных про-
цессов. – М.: Наука, 1974. – 696 с.

[17] Вентцель А. Д. Курс теории случайных процессов. – М.:
Наука, 1975. – 320 с.

[18] Гихман И. И., Скороход А. В. Теория случайных процес-
сов. – М.: Наука, 1975. – 3. – 496 с.

[19] Protter P. Stochastic Integration and Differential Equations.
– Berlin etc.: Springer–Verlag, 1990. – 293 p.

[20] Kondratiev Yu. G., Da Silva J. L., Streit L., and Us G. F.
Analysis on Poisson and Gamma spaces // Infinite Dim. Anal.
Quantum Prob. Related Topics. – 1998. – 1, № 1. – P. 91–117.

[21] Kondratiev Yu. G., Lytvynov E. W. Operators of Gamma
white noise calculus // Infinite Dim. Anal. Quantum Prob.
Related Topics. – 2000. – 3, № 3. – P. 303–335.

[22] Berezansky Yu. M., Mierzejewski D. A. The Construction of
the Chaotic Representation for the Gamma Field // Infinite
Dimen. Anal. Quantum Probab. Related Topics. – 2003. – 6,
№ 1. – P. 33–56.

34



Змiст

Вступ 1

1 Розширений стохастичний iнтеграл 2
1.1 Простiр Фока та його оснащення . . . . . . . . . . 2
1.2 Простiр сумовних з квадратом функцiй

та його оснащення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Розширений стохастичний iнтеграл

у просторi Фока . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Образ розширеного стохастичного iнтеграла та iн-
теграл Iто 18

3 Класичнi приклади 29



Наукове видання

Березанський Юрiй Макарович
Теско Володимир Анатолiйович

ОДНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ РОЗШИРЕНОГО
СТОХАСТИЧНОГО IНТЕГРАЛА

Редактор В. Е. Гонтковська

Пiдп. до друку 24.02.2005. Формат 60×84/16. Офс. друк. Папiр
тип. Фiз. друк. арк. 2,5. Ум. друк. арк. 2,3. Тираж 60 прим. Зам.
48.

Iнститут математики НАН України.
01601, Київ-4, МСП, вул. Терещенкiвська, 3






