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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Нескiнченновимiрний аналiз є одним iз актуаль-

них напрямкiв сучасного функцiонального аналiзу. За останнi десятилiття,

завдяки працям С. Альбеверiо, Ю. М. Березанського, Ю. В. Богданського,

Ю. Л. Далецького, Ю. Г. Кондратьєва, Ю. С. Самойленка, А. В. Скорохода,

М. Н. Феллера, С. В. Фомiна, Т. Хiди, Л. Штрайта та iнших математикiв,

цей аналiз iстотно просунувся вперед, а його методи значно удосконалились.

Окремим роздiлом нескiнченновимiрного аналiзу є теорiя узагальнених

функцiй нескiнченного числа змiнних. Вона виникла в 70-х роках минулого

столiття в роботах Ю. М. Березанського, Ю. Г. Кондратьєва, Ю. С. Са-

мойленка, Т. Хiди у зв’язку з потребами сучасної математичної фiзики як

математичний апарат для вивчення фiзичних систем нескiнченного числа

часток.

Останнiм часом у цiй областi нескiнченновимiрного аналiзу досягнуто

значного прогресу. Головним чином це пов’язано з тим, що на початку 90-

х рокiв 20-го столiття було запропоновано два пiдходи до побудови теорiї

узагальнених функцiй нескiнченного числа змiнних: спектральний та бiор-

тогональний. Завдяки цьому стало зрозумiло, що велика кiлькiсть досить

складних спiввiдношень, записаних для гауссового та пуассонового аналiзу

(вiдомих теорiй узагальнених функцiй нескiнченного числа змiнних), має

простий i загальний характер.

Спектральний пiдхiд запропоновано в 1991 роцi Ю. М. Березанським [1]

i розвинуто у подальших роботах Ю. М. Березанського та його учнiв, в пер-

шу чергу Є. В. Литвинова (див., наприклад, [2-11]). Бiортогональний пiдхiд

бере початок з роботи С. Альбеверiо, Ю. Г. Кондратьєва, Л. Штрайта 1993

р. [12], iнспiрованої роботою Ю. Л. Далецького 1991 р. [13]. Розробцi такого

пiдходу присвяченi працi Ю. Г. Кондратьєва, С. Альбеверiо, Ю. Л. Дале-
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цького, Л. Штрайта, Ю. М. Березанського, Г. Ф. Уса, М. О. Качановського

та iнших математикiв (див., наприклад, [14-40]).

У дисертацiйнiй роботi набув подальшого розвитку бiортогональний пiд-

хiд до побудови теорiї узагальнених функцiй нескiнченного числа змiнних.

Цей пiдхiд вивчається iз загальної точки зору, запропонованої Ю. М. Бере-

занським. Зокрема, детально дослiджується ситуацiя коли вiдповiдне бiу-

нiтарне вiдображення є унiтарним — розробляється ортогональний пiдхiд.

Розвинута теорiя застосовується до вивчення пуассонового аналiзу бiлого

шуму, побудованого у роботах Й. Iто та I. Кубо i дослiдженого у роботах

Г. Ф. Уса, Ю. Г. Кондратьєва, Ю. М. Березанського та багатьох iнших ма-

тематикiв.

Зв’язок з науковими програмами, планами, темами. Робота ви-

конана в Iнститутi математики НАН України у вiддiлi функцiонального

аналiзу згiдно iз загальним планом дослiдження в рамках науково-дослiдної

роботи “Спектральна теорiя операторiв та її застосування до задач матема-

тичної фiзики”.

Номер державної реєстрацiї 0101U000321.

Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є розробка ортогональ-

ного пiдходу (на основi бiортогонального) до побудови теорiї узагальнених

функцiй нескiнченного числа змiнних; вивчення властивостей основних та

узагальнених функцiй; побудова операторiв узагальненого зсуву на просто-

рах основних функцiй; застосування ортогонального пiдходу до вивчення

пуассонового аналiзу бiлого шуму.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi

визначають наукову новизну i виносяться на захист, такi:

1. Побудовано i дослiджено клас операторiв на просторах Фока (опе-

ратори знищення та народження нескiнченного порядку) — аналог

диференцiальних операторiв нескiнченного порядку.
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2. З використанням цих операторiв вивчено простори основних та уза-

гальнених функцiй i побудовано сiм’ю операторiв узагальненого зсуву.

3. Розроблено ортогональний пiдхiд до побудови теорiї узагальнених

функцiй нескiнченного числа змiнних i надано його застосування до

вивчення пуассонового аналiзу бiлого шуму.
Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-

та носить теоретичний характер. Отриманi результати можуть бути вико-

ристанi при вивчення вже iснуючих та побудови нових прикладiв реалiзацiї

бiортогонального пiдходу.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дослi-

дження, постановка задач належать науковому керiвниковi Ю. М. Бере-

занському. Доведення всiх результатiв дисертацiї проведено автором само-

стiйно. У спiльних публiкацiях особистий внесок дисертанта такий. В огля-

довiй роботi [36] бiльшiсть результатiв отримано науковим керiвником, вони

увiйшли в дисертацiю лише частково, з вiдповiдним посиланням на [36]. У

роботах [37, 40] Ю. М. Березанському належать загальна постановка задач,

формулювання ряду теорем i аналiз отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiд-

ались i обговорювались на засiданнях семiнару вiддiлу функцiонального

аналiзу (керiвник: академiк НАН України Березанський Ю. М.), київсько-

го семiнару з функцiонального аналiзу (керiвники: академiк НАН України

Березанський Ю. М., член-кор. НАН України Горбачук М. Л., член-кор.

НАН України Самойленко Ю. С.), нiмецько-українського семiнару з мате-

матичної фiзики (Київ, 29–30 грудня 2004 р.), а також на конференцiях:
∙ Десята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка М. Кравчука

(Київ, 13–15 травня 2004 р.)

∙ Мiжнародна конференцiя пам’ятi Б. Я. Буняковського (Київ, 16–21

серпня 2004 р.)
Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiкованi в

роботах [36-39] та препринтi [40].
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Структура дисертацiї. Дисертацiя складається iз вступу, трьох роз-

дiлiв, висновкiв та списку використаних джерел.

У першому роздiлi викладено основнi положення (вiдомi та новi) бiорто-

гонального пiдходу до побудови теорiї узагальнених функцiй нескiнченного

числа змiнних.

Нехай N𝑝 := {𝑝, 𝑝+ 1, . . .}, 𝑝 ∈ Z. Розглянемо фiксовану сiм’ю (𝑁𝑝)𝑝∈N0

дiйсних сепарабельних гiльбертових просторiв 𝑁𝑝 таку, що для всiх 𝑝 ∈ N0

простiр 𝑁𝑝+1 топологiчно та квазiядерно (оператор вкладення є оператором

Гiльберта–Шмiдта) вкладається у простiр 𝑁𝑝. Побудуємо ланцюжок

𝑁−𝑝 ⊃ 𝑁0 ⊃ 𝑁𝑝, (1)

де 𝑁−𝑝, 𝑝 ∈ N1, — негативний простiр по вiдношенню до нульового 𝑁0 та

позитивного 𝑁𝑝. Спарювання мiж 𝑁−𝑝 та 𝑁𝑝, породжене скалярним добу-

тком у просторi 𝑁0, будемо позначати ⟨· , ·⟩, i збережемо це позначення для

тензорних степенiв та комплексифiкацiй просторiв ланцюжка (1).

При кожному 𝑝 ∈ Z визначимо зважений симетричний простiр Фока

ℱ(𝑁𝑝, 𝜏) з вагою 𝜏 = (𝜏𝑛)
∞
𝑛=0, 𝜏𝑛 > 0, поклавши

ℱ(𝑁𝑝, 𝜏) : =
∞⨁︁
𝑛=0

ℱ𝑛(𝑁𝑝)𝜏𝑛

= {𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 | 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁𝑝), ‖𝑓‖2ℱ(𝑁𝑝,𝜏)

=
∞∑︁
𝑛=0

‖𝑓𝑛‖2ℱ𝑛(𝑁𝑝)
𝜏𝑛 <∞},

де 𝑛-частинковий простiр Фока ℱ𝑛(𝑁𝑝) := 𝑁 ⊗̂𝑛
𝑝,C є 𝑛-та симетрична тензорна

степiнь ⊗̂ комплексифiкацiї 𝑁𝑝,C простору 𝑁𝑝.

Використовуючи ланцюжок (1) та сiм’ю (𝜏(𝑞))𝑞∈N1
ваг

𝜏(𝑞) = (𝜏𝑛(𝑞))
∞
𝑛=0, 𝜏𝑛(𝑞) = (𝑛!)2𝐾𝑞𝑛, 𝐾 > 1,

побудуємо ланцюжок

ℱ(−𝑝,−𝑞) ⊃ 𝐹 (𝑁0) ⊃ ℱ(𝑝, 𝑞)

‖ ‖ ‖
ℱ(𝑁−𝑝, (𝐾

−𝑞𝑛)∞𝑛=0) ℱ(𝑁0, (𝑛!)
∞
𝑛=0) ℱ(𝑁𝑝, ((𝑛!)

2𝐾𝑞𝑛)∞𝑛=0),

(2)
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котрий є базовим об’єктом у наших дослiдженнях. “Координатно” спарю-

вання ⟨· , ·⟩𝐹 (𝑁0) мiж ℱ(−𝑝,−𝑞) та ℱ(𝑝, 𝑞), породжене скалярним добутком

у просторi 𝐹 (𝑁0), допускає зображення

⟨𝜉, 𝑓⟩𝐹 (𝑁0) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩𝑛!,

де 𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞), 𝑓 = (𝑓𝑛)

∞
𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞).

Нехай 𝑄 — сепарабельний метричний простiр, 𝐶(𝑄) — лiнiйний простiр

усiх комплекснозначних локально обмежених неперервних функцiй на 𝑄,

𝜌 — фiксована борелева ймовiрнiсна мiра на 𝑄. Перейдемо до побудови

теорiї узагальнених функцiй змiнної 𝑥 ∈ 𝑄 зi спарюванням, породженим

iнтегруванням вiдносно мiри 𝜌.

Нехай 𝒰0 — деякий окiл нуля у просторi 𝑁1,C i

𝑄× 𝒰0 ∋ {𝑥, 𝜆} ↦→ ℎ(𝑥, 𝜆) ∈ C1

— задана функцiя. Припустимо, що для кожного 𝑥 ∈ 𝑄 ℎ(𝑥, ·) є аналi-

тичною в нулi простору 𝑁1,C функцiєю змiнної 𝜆, для кожного 𝜆 ∈ 𝒰0

ℎ(·, 𝜆) ∈ 𝐶(𝑄) i ℎ(𝑥, 0) = 1 для всiх 𝑥 iз 𝑄.

Iз аналiтичностi випливає, що функцiя ℎ допускає розклад

ℎ(𝑥, 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩

за базисними функцiями ℎ𝑛(𝑥) ∈ ℱ𝑛(𝑁−2). Використовуючи такi функцiї,

побудовано вiдображення

ℱ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼ℎ𝑓)(·) :=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ 𝐶(𝑄).

Припускається, що це вiдображення є iн’єктивним, тобто Ker (𝐼ℎ) = {0}
.
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Виходячи iз вiдображення 𝐼ℎ, визначено сiм’ю (ℋℎ(𝑝, 𝑞))𝑝∈N3,𝑞∈N1
гiль-

бертових просторiв

ℋℎ(𝑝, 𝑞) := 𝐼ℎ(ℱ(𝑝, 𝑞))

={𝑓 ∈ 𝐶(𝑄) | ∃(𝑓𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞) : 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩, 𝑥 ∈ 𝑄}
(3)

з гiльбертовою нормою

‖𝑓‖ℋℎ(𝑝,𝑞) = ‖
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩‖ℋℎ(𝑝,𝑞) := ‖(𝑓𝑛)∞𝑛=0‖ℱ(𝑝,𝑞),

iндукованою нормою у просторi ℱ(𝑝, 𝑞).

Поряд iз функцiєю ℎ(𝑥, 𝜆) розглянуто функцiю

𝜅(𝑥, 𝜆) = ℓ(𝜆)ℎ(𝑥, 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝜅𝑛(𝑥)⟩, 𝜅𝑛(𝑥) ∈ ℱ𝑛(𝑁−2),

де ℓ : 𝑁1,C → C1 — фiксована аналiтична в 0 ∈ 𝑁1,C функцiя, ℓ(0) ̸= 0.

Встановлено такий результат.

Теорема 1.3.1. При всiх 𝑝, 𝑞 ∈ N3 вiдображення

ℱ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼𝜅𝑓)(·) :=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩ ∈ 𝐶(𝑄)

є iн’єктивним.

Використовуючи вiдображення 𝐼𝜅, визначено сiм’ю (ℋ𝜅(𝑝, 𝑞))𝑝,𝑞∈N3
гiль-

бертових просторiв

ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) := 𝐼𝜅(ℱ(𝑝, 𝑞))

= {𝑓 ∈ 𝐶(𝑄) | ∃(𝑓𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞) : 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(𝑥)⟩, 𝑥 ∈ 𝑄}

з вiдповiдним скалярним добутком, iндукованим скалярним добутком у

просторi ℱ(𝑝, 𝑞).

Зв’язок мiж просторами ℋℎ(𝑝, 𝑞) та ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) встановлено у такiй теоремi.
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Теорема 1.3.2. Має мiсце рiвнiсть топологiчних просторiв

ℋℎ(𝑝, 𝑞) = ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3.

Точнiше, ℋℎ(𝑝, 𝑞) та ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) збiгаються як множини i

𝑐1‖𝑓‖ℋℎ(𝑝,𝑞) ≤ ‖𝑓‖ℋ𝜅(𝑝,𝑞) ≤ 𝑐2‖𝑓‖ℋℎ(𝑝,𝑞)

для деяких 𝑐1 > 0, 𝑐2 > 0 та довiльного 𝑓 ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞) = ℋ𝜅(𝑝, 𝑞).

Нехай (𝐿2
𝜌) := 𝐿2(𝑄, 𝑑𝜌(𝑥)). Припустимо, що при всiх 𝑛 ∈ N0 функцiя

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ‖ℎ𝑛(𝑥)‖ℱ𝑛(𝑁−3) ∈ [0,∞)

є сумовною з квадратом вiдносно мiри 𝜌 i

‖ ‖ℎ𝑛(·)‖ℱ𝑛(𝑁−3) ‖(𝐿2
𝜌)
≤ 𝐿𝐶𝑛𝑛!

для деяких 𝐿 > 0 та 𝐶 > 0.

Завдяки останньому припущенню вiдображення

ℋℎ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 ↦→ 𝑂𝑓 := 𝑓 ∈ (𝐿2
𝜌)

визначене i є неперервним. Будемо вважати, що це вiдображення є iн’є-

ктивним i множина 𝑂(ℋℎ(𝑝, 𝑞)) є щiльною у просторi (𝐿2
𝜌).

Побудовано ланцюжок

ℋℎ(−𝑝,−𝑞) ⊃ (𝐿2
𝜌) ⊃ ℋℎ(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3, (4)

зi спарюванням ⟨⟨· , ·⟩⟩ мiж ℋℎ(−𝑝,−𝑞) та ℋℎ(𝑝, 𝑞), породженим скалярним

добутком у просторi (𝐿2
𝜌). Тут ℋℎ(−𝑝,−𝑞) — негативний простiр по вiдно-

шенню до нульового (𝐿2
𝜌) та позитивного ℋℎ(𝑝, 𝑞).

Виходячи iз унiтарного оператора 𝐼ℎ : ℱ(𝑝, 𝑞) → ℋℎ(𝑝, 𝑞), побудовано

бiунiтарну пару (𝐼ℎ−, 𝐼
ℎ),

𝐼ℎ− := I−1
(𝐿2

𝜌)
𝐼ℎI𝐹 : ℱ(−𝑝,−𝑞) → ℋℎ(−𝑝,−𝑞), (5)
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де I(𝐿2
𝜌)
, I𝐹 — канонiчнi iзометрiї, пов’язанi з ланцюжками (4) та (2) вiдповiд-

но. Розглядаючи простiр ℋℎ(−𝑝,−𝑞) як 𝐼ℎ−-образ простору Фока ℱ(−𝑝,−𝑞),
отримано зображення

ℋℎ(−𝑝,−𝑞) =𝐼ℎ−(ℱ(−𝑝,−𝑞)) =
{︀
𝒬(𝜉) =

∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑛)1
⃒⃒

𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞), ‖𝒬(𝜉)‖ℋℎ(−𝑝,−𝑞) = ‖𝜉‖ℱ(−𝑝,−𝑞)

}︀
,

(6)

де

𝜕+(𝜉𝑛) := 𝐼ℎ−𝑎+(𝜉𝑛)(𝐼
ℎ
−)

−1 : ℋℎ(−𝑝,−𝑞) → ℋℎ(−𝑝,−𝑞)

— образ оператора народження 𝑎+(𝜉𝑛) : ℱ(−𝑝,−𝑞) → ℱ(−𝑝,−𝑞).
З огляду на зображення (3), (6), спарювання мiж просторами

ℋℎ(−𝑝,−𝑞) та ℋℎ(𝑝, 𝑞) має такий вигляд:

⟨⟨𝒬(𝜉), 𝑓⟩⟩ = ⟨⟨𝐼ℎ−(𝜉𝑛)∞𝑛=0, 𝐼
ℎ(𝑓𝑛)

∞
𝑛=0⟩⟩ =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩𝑛!,

де 𝒬(𝜉) =
∑︀∞

𝑛=0 𝜕
+(𝜉𝑛)1 ∈ ℋℎ(−𝑝,−𝑞), 𝑓(·) =

∑︀∞
𝑛=0⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞).

Оскiльки простори ℋℎ(𝑝, 𝑞) та ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) збiгаються, то поряд з ланцюж-

ком (4) побудовано ланцюжок

ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞) ⊃ (𝐿2
𝜌) ⊃ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3,

який є образом ланцюжка (2) при дiї бiунiтарного вiдображення (𝐼𝜅−, 𝐼
𝜅),

побудованого за правилом (5) (iз замiною ℎ на 𝜅).

На просторах основних функцiй ℋℎ(𝑝, 𝑞) = ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) визначено та вивче-

но сiм’ю (𝜅̄𝑥(𝜕))𝑥∈𝑄 операторiв знищення нескiнченного порядку

𝜅̄𝑥(𝜕) :=
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑚!
𝜕(𝜅𝑛(𝑥)) : ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) → ℋ𝜅(𝑝, 𝑞),

де

𝜕(𝜅𝑛(𝑥)) := 𝐼𝜅𝑎−(𝜅𝑛(𝑥))(𝐼
𝜅)−1 : ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) → ℋ𝜅(𝑝, 𝑞)

— лiнiйний неперервний оператор, що є образом оператора знищення

𝑎−(𝜅𝑛(𝑥)) : ℱ(𝑝, 𝑞) → ℱ(𝑝, 𝑞). З’ясовано, що для

𝜅(𝑥, 𝜆) := ℓ(𝜆)ℎ(𝑥, 𝜆) =
ℎ(𝑥, 𝜆)

ℎ(𝑒, 𝜆)
, ℓ(𝜆) :=

1

ℎ(𝑒, 𝜆)
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(𝑒 ∈ 𝑄 — фiксований елемент iз простору 𝑄), сiм’я (𝜅̄𝑥(𝜕))𝑥∈𝑄 є сiм’єю опе-

раторiв узагальненого зсуву (теорема 1.5.1). Крiм того, встановлено такий

результат.

Теорема 1.8.1. Для всiх 𝑝, 𝑞 ∈ N3 вiдображення (так зване C-пере-

творення)

ℋℎ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 ↦→ (C𝑓)(·) =
∫︁
𝑄

(𝜅̄·(𝜕)𝑓)(𝑦)𝑑𝜌(𝑦) ∈ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞)

визначене i є унiтарним. Дiя C-перетворення така:

(C⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥) = ⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(𝑥)⟩, 𝑥 ∈ 𝑄.

У другому роздiлi розроблено ортогональний пiдхiд до побудови тео-

рiї узагальнених функцiй нескiнченного числа змiнних. Iз загальної точки

зору отримано ряд результатiв, характерних для класичних гауссового та

пуассонового аналiзу.

Як i вище, нехай 𝑄 — сепарабельний метричний простiр, 𝜌 — фiксована

борелева ймовiрнiсна мiра на 𝑄, (𝐿2
𝜌) := 𝐿2(𝑄, 𝑑𝜌(𝑥)) — вiдповiдний 𝐿2-

простiр.

Нехай 𝒰0 — деякий окiл нуля у просторi 𝑁1,C i

𝑄× 𝒰0 ∋ {𝑥, 𝜆} ↦→ ℎ(𝑥, 𝜆) ∈ C1

— задана функцiя, яка при кожному 𝑥 ∈ 𝑄 є аналiтичною в нулi простору

𝑁1,C функцiєю змiнної 𝜆, при кожному 𝜆 ∈ 𝒰0 ℎ(·, 𝜆) ∈ 𝐶(𝑄) i ℎ(𝑥, 0) = 1

для всiх 𝑥 iз 𝑄.

Доведено таку теорему.

Теорема 2.1.1. Для функцiй

⟨𝜙𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ 𝐶(𝑄), ⟨𝜓𝑚, ℎ𝑚(·)⟩ ∈ 𝐶(𝑄), 𝑛,𝑚 ∈ N0,

спiввiдношення ортогональностi∫︁
𝑄

⟨𝜙𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩⟨𝜓𝑚, ℎ𝑚(𝑥)⟩𝑑𝜌(𝑥) = 𝛿𝑛,𝑚𝑛!⟨𝜙𝑛, 𝜓𝑛⟩ (7)
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є справедливим тодi i тiльки тодi, коли iснують 𝑝 ∈ N2, 𝐶 > 0, 𝐿 > 0

такi, що

‖‖ℎ𝑛(·)‖ℱ𝑛(𝑁−𝑝)‖(𝐿2) ≤ 𝐿𝐶𝑛𝑛!, 𝑛 ∈ N0,

i ∫︁
𝑄

ℎ(𝑥, 𝜙)ℎ(𝑥, 𝜓)𝑑𝜌(𝑥) = exp⟨𝜙, 𝜓⟩.

Припустимо, що функцiї

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ⟨𝜙𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩ ∈ C1, 𝑛 ∈ N0,

задовольняють спiввiдношення ортогональностi (7) i їхня лiнiйна оболонка

є щiльною у просторi (𝐿2
𝜌).

Побудовано унiтарне вiдображення

𝐹 (𝑁0) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼ℎ𝜌 𝑓)(·) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ (𝐿2
𝜌) (8)

пiд дiєю якого оснащення простору Фока 𝐹 (𝑁0) переходить в оснащення

простору (𝐿2
𝜌):

ℱ(−𝑝,−𝑞) ⊃ 𝐹 (𝑁0) ⊃ ℱ(𝑝, 𝑞)

↓ 𝐼ℎ𝜌 ↓ 𝐼ℎ𝜌
ℋℎ

𝜌(−𝑝,−𝑞) ⊃ (𝐿2
𝜌) ⊃ ℋℎ

𝜌(𝑝, 𝑞),

де ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) — негативний простiр по вiдношенню до нульового (𝐿2

𝜌) та

позитивного ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞) := 𝐼ℎ𝜌 (ℱ(𝑝, 𝑞)).

Далi, у даному роздiлi дослiджено 𝐼ℎ𝜌 -образи операторiв вторинного

квантування. Зокрема, введено оператори у термiнах яких вдалося побу-

дувати зображення симетричної бiлiнiйної форми 𝐼ℎ𝜌 -образу оператора вто-

ринного квантування (теорема 2.5.1).

Як вiдомо, у гауссовому та пуассоновому аналiзi важливу роль вiдiграє

розширений стохастичний iнтеграл, який узагальнює класичний iнтеграл
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Iто, побудований за вiнеровим чи пуассоновим випадковим процесом. По-

няття такого iнтеграла було введено в 70-х роках минулого столiття у ро-

ботах M. Хiтцуди, Ю. Л. Далецького, С. Н. Парамонової, Ю. М. Кабанова,

А. В. Скорохода, Р. Кiнга. Слiд вiдмiтити також нещодавнi роботи М. О. Ка-

чановського, в яких введено i вивчено такий iнтеграл для гамма-процесу.

В кiнцi другого роздiлу введено поняття розширеного стохастичного iн-

теграла в термiнах простору Фока та його оснащення. При функцiональнiй

реалiзацiї простору Фока за допомогою вiдображення 𝐼ℎ𝜌 отримано означе-

ння розширеного стохастичного iнтеграла в термiнах простору 𝐿2
𝜌 та його

оснащення (у гауссовому та пуассоновому випадку це означення збiгається

iз означеннями введеними в згадуваних вище роботах). Зокрема, з’ясовано

за яких умов на функцiю ℎ цей iнтеграл є узагальненням iнтегралу Iто,

побудованого за випадковим процесом, пов’язаним з ℎ (теорема 2.6.3).

У третьому роздiлi показано, що Пуассонiв аналiз бiлого шуму вклада-

ється в загальну схему побудови нескiнченновимiрного аналiзу, викладену

в другому роздiлi. Завдяки чому в цьому аналiзi одержано ряд нових фа-

ктiв, в основному пов’язаних з розглядом двох породжуючих функцiй (на

скiльки вiдомо автору, до цього часу в пуассоновому аналiзi розглядали

лише одну породжуючу функцiю — породжуючу функцiю для полiномiв

Шарльє).

Нехай 𝑚 — мiра Лебега на осi R1. Покладемо

𝑁0 = 𝐿2(R1, 𝑑𝑚(𝑡)), 𝑁𝑝 = 𝑊 2
𝑝+1(R1, (1 + 𝑡2)𝑝+1𝑑𝑚(𝑡)), 𝑝 ∈ N1,

де 𝑊 2
𝑝 (R1, (1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡)) — дiйсний ваговий простiр Соболєва.

Нехай 𝑄 = 𝑁−1, 𝜌 = 𝜋 — мiра Пуассона з мiрою iнтенсивностi 𝑚 на

ℬ(𝑄), яка на пiдставi теореми Мiнлоса однозначно визначається своїм пе-

ретворенням Фур’є∫︁
𝑄

𝑒𝑖⟨𝜆,𝑥⟩𝑑𝜋(𝑥) = exp⟨1, 𝑒𝑖𝜆 − 1⟩, 𝜆 ∈ 𝑁1.
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Доведено, що породжуюча функцiя

ℎ(𝑥, 𝜆) = 𝐶(𝑥, 𝜆) := exp(⟨𝑥, log(1 + 𝜆)⟩ − ⟨1, 𝜆⟩) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝐶𝑛(𝑥)⟩,

для полiномiв Шарльє 𝐶𝑛(𝑥) ∈ ℱ𝑛(𝑁−2) задовольняє припущенням роздi-

лу 2. Як наслiдок, сформульовано таке твердження.

Теорема 3.3.1. Результати, викладенi у роздiлi 2, є справедливими для

пуассонового аналiзу з простором 𝑄 = 𝑁−1, мiрою Пуассона 𝜌 = 𝜋 та

функцiями

ℎ(𝑥, 𝜆) = 𝐶(𝑥, 𝜆) := exp(⟨𝑥, log(1 + 𝜆)⟩ − ⟨1, 𝜆⟩),

𝜅(𝑥, 𝜆) = 𝜒(𝑥, 𝜆) :=
𝐶(𝑥, 𝜆)

𝐶(𝑒, 𝜆)
= exp⟨𝑥− 𝑒, log(1 + 𝜆)⟩,

де 𝑒 – фiксований елемент iз простору 𝑄.

Зокрема, для всiх 𝑝, 𝑞 ∈ N3 простори ℋ𝐶(𝑝, 𝑞), ℋ𝜒(𝑝, 𝑞) збiгаються у

топологiчному сенсi i їх можна розглядати як позитивнi по вiдношенню

до нульвого (𝐿2
𝜋) = 𝐿2(𝑄, 𝑑𝜋(𝑥)). Вiдповiднi оснащення мають вигляд:

ℋ𝐶(−𝑝,−𝑞) ⊃ (𝐿2
𝜋) ⊃ ℋ𝐶(𝑝, 𝑞)

‖ ‖ ‖
ℋ𝜒(−𝑝,−𝑞) ⊃ (𝐿2

𝜋) ⊃ ℋ𝜒(𝑝, 𝑞).

Аналогiчнi результати отримано у випадку, коли 𝑄 — простiр конфiгу-

рацiй Γ. Крiм того, доведено, що так зване K-перетворення мiж функцiями

на просторi скiнченних конфiгурацiй Γ0 та просторi конфiгурацiй Γ можна

iнтерпретувати як унiтарний оператор, що дiє мiж певними просторами

основних функцiй на Γ0 та Γ (теорема 3.6.1).

Автор висловлює щиру та глибоку подяку своєму науковому керiвнико-

вi Березанському Юрiю Макаровичу за постановку задач, постiйну увагу

та допомогу в роботi.
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РОЗДIЛ 1

БIОРТОГОНАЛЬНИЙ ПIДХIД ДО ПОБУДОВИ ТЕОРIЇ

УЗАГАЛЬНЕНИХ ФУНКЦIЙ НЕСКIНЧЕННОГО ЧИСЛА

ЗМIННИХ

У даному роздiлi викладено основнi положення (вiдомi та новi) бiорто-

гонального пiдходу до побудови теорiї узагальнених функцiй нескiнченного

числа змiнних.

Побудова теорiї узагальнених функцiй за таким пiдходом фактично зво-

диться до визначення та вивчення властивостей бiунiтарного вiдображення,

що переводить оснащення простору Фока в необхiдне нам оснащення про-

стору 𝐿2, побудованого за заданою ймовiрнiсною мiрою. З огляду на це в

дисертацiйнiй роботi бiльшiсть ключових об’єктiв (оператори знищення та

народження нескiнченного порядку, аналог розширеного стохастичного iн-

теграла та iншi) ми спочатку вводимо i дослiджуємо в термiнах простору

Фоку та його оснащення, а потiм застосовуємо бiунiтарне вiдображення i

отримуємо вiдповiднi результати в термiнах простору 𝐿2 та його оснащення.

1.1. Простiр Фока та оператори на ньому

1.1.1. Простiр Фока та його оснащення. Нехай

N𝑝 := {𝑝, 𝑝+ 1, . . .}, 𝑝 ∈ Z,

де Z — множина усiх цiлих чисел.

Розглянемо фiксовану сiм’ю (𝑁𝑝)𝑝∈N0
дiйсних сепарабельних гiльбер-

тових просторiв 𝑁𝑝 таку, що для всiх 𝑝 ∈ N0 простiр 𝑁𝑝+1 топологiчно

(щiльно та неперервно) та квазiядерно (оператор вкладення є операто-

ром Гiльберта–Шмiдта; норму Гiльберта–Шмiдта будемо позначати ‖·‖𝐻𝑆)

вкладається у простiр 𝑁𝑝, i, крiм того, ‖ · ‖𝑁𝑝
≤ ‖ · ‖𝑁𝑝+1

.
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Побудуємо ядерний ланцюжок (див. [41, 42])

𝒩 ′
:= ind lim

𝑝∈N1

𝑁−𝑝 ⊃ 𝑁−𝑝 ⊃ 𝑁0 ⊃ 𝑁𝑝 ⊃ pr lim
𝑝∈N1

𝑁𝑝 =: 𝒩 , (1.1)

де 𝑁−𝑝, 𝑝 ∈ N1, — негативний простiр по вiдношенню до нульового 𝑁0 та по-

зитивного 𝑁𝑝. Спарювання мiж 𝑁−𝑝 та 𝑁𝑝, породжене скалярним добутком

(· , ·)𝑁0
у просторi 𝑁0, будемо позначати ⟨· , ·⟩, нехтуючи iндексом 𝑁0.

Комплексифiкуючи простори ланцюжка (1.1), тобто переходячи вiд

𝑁𝑝,𝒩 до 𝑁𝑝,C,𝒩C, i беручи їх симетричнi тензорнi степенi ⊗̂, побудуємо

при кожному 𝑛 ∈ N0 ядерний ланцюжок

ℱ𝑛(𝒩
′
) ⊃ ℱ𝑛(𝑁−𝑝) ⊃ ℱ𝑛(𝑁0) ⊃ ℱ𝑛(𝑁𝑝) ⊃ ℱ𝑛(𝒩 ),

‖ ‖ ‖
𝑁 ⊗̂𝑛

−𝑝,C 𝑁 ⊗̂𝑛
0,C 𝑁 ⊗̂𝑛

𝑝,C

(1.2)

ℱ𝑛(𝒩 ) := pr lim
𝑝∈N1

ℱ𝑛(𝑁𝑝), ℱ𝑛(𝒩
′
) := ind lim

𝑝∈N1

ℱ𝑛(𝑁−𝑝),

з комплексним спарюванням ⟨· , ·⟩ℱ𝑛(𝑁0) мiж ℱ𝑛(𝑁−𝑝) та ℱ𝑛(𝑁𝑝), породже-

ним скалярним добутком (· , ·)ℱ𝑛(𝑁0) у просторi ℱ𝑛(𝑁0). Поряд з ⟨· , ·⟩ℱ𝑛(𝑁0)

будемо використовувати дiйсне спарювання

⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩ := ⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩ℱ𝑛(𝑁0), 𝜉𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁−𝑝), 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁𝑝),

де 𝑓𝑛 — вектор комплексноспряжений до вектора 𝑓𝑛. При 𝑛 = 0 простори

iз ланцюжка (1.2) збiгаються з C1.

При кожному 𝑝 ∈ Z визначимо зважений симетричний простiр Фока

ℱ(𝑁𝑝, 𝜏) з вагою 𝜏 = (𝜏𝑛)
∞
𝑛=0, 𝜏𝑛 > 0, поклавши

ℱ(𝑁𝑝, 𝜏) : =
∞⨁︁
𝑛=0

ℱ𝑛(𝑁𝑝)𝜏𝑛

= {𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 | 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁𝑝), ‖𝑓‖2ℱ(𝑁𝑝,𝜏)

=
∞∑︁
𝑛=0

‖𝑓𝑛‖2ℱ𝑛(𝑁𝑝)
𝜏𝑛 <∞}.

Зрозумiло, що множина ℱfin (𝑁𝑝) фiнiтних послiдовностей iз ℱ(𝑁𝑝, 𝜏) є

щiльною у цьому просторi.
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Зафiксуємо 𝐾 > 1 i розглянемо сiм’ю (𝜏(𝑞))𝑞∈N1
ваг

𝜏(𝑞) = (𝜏𝑛(𝑞))
∞
𝑛=0, 𝜏𝑛(𝑞) = (𝑛!)2𝐾𝑞𝑛. (1.3)

Використовуючи ланцюжок (1.1) та вказану сiм’ю ваг, побудуємо ядерний

ланцюжок (див. [36])

ℱ(𝒩 ′
) ⊃ ℱ(−𝑝,−𝑞) ⊃ 𝐹 (𝑁0) ⊃ ℱ(𝑝, 𝑞) ⊃ ℱ(𝒩 ), (1.4)

ℱ(𝒩 ) := pr lim
𝑝,𝑞∈N1

ℱ(𝑝, 𝑞), ℱ(𝒩 ′
) := ind lim

𝑝,𝑞∈N1

ℱ(−𝑝,−𝑞).

Тут

ℱ(−𝑝,−𝑞) := ℱ(𝑁−𝑝, 𝜏𝐹 (𝑞)), 𝜏𝐹 (𝑞) := (𝐾−𝑞𝑛)∞𝑛=0,

— негативний простiр по вiдношенню до нульового

𝐹 (𝑁0) := ℱ(𝑁0, (𝑛!)
∞
𝑛=0)

та позитивного

ℱ(𝑝, 𝑞) := ℱ(𝑁𝑝, 𝜏(𝑞)), 𝜏(𝑞) := ((𝑛!)2𝐾𝑞𝑛)∞𝑛=0.

Очевидно, що множина ℱfin (𝒩 ) фiнiтних послiдовностей (𝜙𝑛)
∞
𝑛=0, 𝜙𝑛 ∈

ℱ𝑛(𝒩 ), є щiльною у кожному просторi iз ланцюжка (1.4).

“Координатно” спарювання ⟨· , ·⟩𝐹 (𝑁0) мiж ℱ(−𝑝,−𝑞) та ℱ(𝑝, 𝑞), поро-

джене скалярним добутком (· , ·)𝐹 (𝑁0) у просторi 𝐹 (𝑁0), допускає зображе-

ння

⟨𝜉, 𝑓⟩𝐹 (𝑁0) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩𝑛!, (1.5)

𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞), 𝑓 = (𝑓𝑛)

∞
𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞).

Для даної лiнiйної пiдмножини 𝐷 ⊂ 𝑁0 позначимо через ℱ̊𝑛(𝐷) ⊂
ℱ𝑛(𝑁0), 𝑛 ∈ N1, лiнiйну оболонку множини векторiв

{𝜙1 ⊗̂ . . . ⊗̂ 𝜙𝑛 |𝜙𝑖 ∈ 𝐷C, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}
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(𝐷C — комплексифiкацiя 𝐷), а через ℱ̊fin (𝐷) ⊂ ℱfin (𝑁0) пiдмножину фiнi-

тних векторiв з компонентами iз ℱ̊𝑛(𝐷). Зазначимо, що завдяки поляриза-

цiйнiй тотожностi

ℱ̊𝑛(𝐷) := л.о.{𝜙1 ⊗̂ . . . ⊗̂ 𝜙𝑛 |𝜙𝑖 ∈ 𝐷C, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛} = л.о.{𝜙⊗𝑛 |𝜙 ∈ 𝐷C}

для всiх 𝑛 ∈ N1.

1.1.2. Оператори знищення та народження. Оператор наро-

дження 𝑎+(𝜉𝑚) з коефiцiєнтом 𝜉𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝑁−𝑝), 𝑚, 𝑝 ∈ N0, визначається,

як лiнiйний оператор в ℱfin (𝑁−𝑝), такий що

𝑎+(𝜉𝑚)𝜂 = 𝑎+(𝜉𝑚)(𝜂0, 𝜂1, . . .) := (0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑚

, 𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜂0, 𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜂1, . . .), (1.6)

(𝑎+(𝜉𝑚)𝜂)𝑛 :=

⎧⎪⎨⎪⎩𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜂𝑛−𝑚 ∈ ℱ𝑛(𝑁−𝑝), якщо 𝑛 ∈ N𝑚,

0 ∈ ℱ𝑛(𝑁−𝑝), якщо 𝑛 ∈ N0 ∖ N𝑚,

для довiльного 𝜂 = (𝜂𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱfin (𝑁−𝑝).

Має мiсце таке твердження (див. [36], лема 11.2).
Твердження 1.1.1. Нехай 𝜉𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝑁−𝑝), 𝑚 ∈ N0, 𝑝 ∈ N1. При довiльних

фiксованих 𝑝′ ∈ N𝑝, 𝑞 ∈ N1 вiдображення

ℱ(−𝑝′,−𝑞) ⊃ ℱfin (𝑁−𝑝′) ∋ 𝜂 ↦→ 𝑎+(𝜉𝑚)𝜂 ∈ ℱ(−𝑝′,−𝑞)

є неперервним i пiсля замикання за неперервнiстю є лiнiйним неперерв-

ним оператор в ℱ(−𝑝′,−𝑞), що дiє на кожному векторi 𝜂 ∈ ℱ(−𝑝′,−𝑞) за

правилом (1.6) i задовольняє оцiнку

‖𝑎+(𝜉𝑚)𝜂‖ℱ(−𝑝′,−𝑞) ≤ 𝐾− 𝑞𝑚
2 ‖𝜉𝑚‖ℱ𝑚(𝑁−𝑝′)‖𝜂‖ℱ(−𝑝′,−𝑞) (1.7)

(ми зберегли позначення 𝑎+(𝜉𝑚) для замикання).
Зауваження 1.1.1. Термiн “оператор народження” пояснює той факт, що

при дiї операторiв народження на так званий вакуум

Ω := (1, 0, 0, . . .) ∈ ℱfin (𝒩 )
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ми можемо отримати довiльний вектор iз простору ℱ(−𝑝,−𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N1.

Точнiше, кожен вектор 𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞) можна подати у виглядi

ряду

𝜉 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎+(𝜉𝑛)Ω,

збiжного за нормою простору ℱ(−𝑝,−𝑞).
Оператор знищення

𝑎−(𝜉𝑚) : ℱ(𝑝′, 𝑞) → ℱ(𝑝′, 𝑞), 𝑝′ ∈ N𝑝, 𝑞 ∈ N1,

з коефiцiєнтом 𝜉𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝑁−𝑝), 𝑚, 𝑝 ∈ N0, визначається, як спряжений до

𝑎+(𝜉𝑚) : ℱ(−𝑝′,−𝑞) → ℱ(−𝑝′,−𝑞)

вiдносно 𝐹 (𝑁0). Тобто, як лiнiйний неперервний оператор в ℱ(𝑝′, 𝑞) такий,

що

⟨𝑎+(𝜉𝑚)𝜂, 𝑓⟩𝐹 (𝑁0) = ⟨𝜂, 𝑎−(𝜉𝑚)𝑓⟩𝐹 (𝑁0)

для довiльних 𝜂 ∈ ℱ(−𝑝′,−𝑞) та 𝑓 ∈ ℱ(𝑝′, 𝑞).

Неважко бачити, що дiя оператора 𝑎−(𝜉𝑚) на довiльному векторi 𝑓 =

(𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝′, 𝑞) задається формулою

𝑎−(𝜉𝑚)𝑓 = 𝑎−(𝜉𝑚)(𝑓0, 𝑓1, . . .) := (𝑚!𝑓 𝜉𝑚𝑚 , . . . ,
𝑛!

(𝑛−𝑚)!
𝑓 𝜉𝑚𝑛 , . . .),

(𝑎−(𝜉𝑚)𝑓)𝑛 :=
(𝑛+𝑚)!

𝑛!
𝑓 𝜉𝑚𝑛+𝑚 ∈ ℱ𝑛(𝑁𝑝′), 𝑛 ∈ N0,

де вектор 𝑓 𝜉𝑚𝑛 ∈ ℱ𝑛−𝑚(𝑁𝑝′), 𝑛 ∈ N𝑚, однозначно визначається з рiвностi

(див. [36], п. 5)

⟨𝑓𝑛, 𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜂𝑛−𝑚⟩ = ⟨𝑓 𝜉𝑚𝑛 , 𝜂𝑛−𝑚⟩, (1.8)

‖𝑓 𝜉𝑚𝑛 ‖ℱ𝑛−𝑚(𝑁𝑝′) ≤ ‖𝜉𝑚‖ℱ𝑚(𝑁−𝑝′)‖𝑓𝑛‖ℱ𝑛(𝑁 ′
𝑝)
,

справедливої для довiльного 𝜂𝑛−𝑚 ∈ ℱ𝑛−𝑚(𝑁−𝑝′).

Через ℒ(ℰ) зажди будемо позначати простiр лiнiйних неперервних опе-

раторiв, що дiють у лiнiйному топологiчному просторi ℰ .

Справедливим є таке твердження.
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Твердження 1.1.2. Нехай 𝜉 = (𝜉𝑚)
∞
𝑚=0 ∈ ℱ(−𝑝,−(𝑞 − 1)), 𝑝 ∈ N1, 𝑞 ∈ N2.

При довiльних фiксованих 𝑝′ ∈ N𝑝, 𝑞
′ ∈ N𝑞 ряд

∑︀∞
𝑚=0 𝑎+(𝜉𝑚) збiгається за

нормою простору ℒ(ℱ(−𝑝′,−𝑞′)) до лiнiйного неперервного оператора

𝜉(𝑎+) :=
∞∑︁

𝑚=0

𝑎+(𝜉𝑚) ∈ ℒ(ℱ(−𝑝′,−𝑞′)). (1.9)

Спряженим до 𝜉(𝑎+) вiдносно 𝐹 (𝑁0) є оператор

𝜉(𝑎−) :=
∞∑︁

𝑚=0

𝑎−(𝜉𝑚) ∈ ℒ(ℱ(𝑝′, 𝑞′)). (1.10)

Зв’язок мiж 𝜉(𝑎+) та 𝜉(𝑎−) такий:

⟨𝜉(𝑎+)𝜂, 𝑓⟩𝐹 (𝑁0) = ⟨𝜂, 𝜉(𝑎−)𝑓⟩𝐹 (𝑁0)

для довiльних 𝜂 ∈ ℱ(−𝑝′,−𝑞′) та 𝑓 ∈ ℱ(𝑝′, 𝑞′).

Доведення. Переконаємося в збiжностi ряду (1.9) за нормою простору

ℒ(ℱ(−𝑝′,−𝑞′)) (збiжнiсть ряду (1.10) в ℒ(ℱ(𝑝′, 𝑞′)) перевiряється аналогi-

чно). Для цього досить показати, що послiдовнiсть
(︀∑︀𝑛

𝑚=0 𝑎+(𝜉𝑚)
)︀∞
𝑛=0

його

часткових сум фундаментальна в ℒ(ℱ(−𝑝′,−𝑞′)).
Скориставшись (1.7), отримаємо

‖
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑎+(𝜉𝑚)‖ℒ(ℱ(−𝑝′,−𝑞′)) ≤
𝑛∑︁

𝑚=0

‖𝑎+(𝜉𝑚)‖ℒ(ℱ(−𝑝′,−𝑞′))

≤
𝑛∑︁

𝑚=0

𝐾
−𝑞𝑚
2 ‖𝜉𝑚‖ℱ𝑚(𝑁−𝑝′).

(1.11)

Оскiльки 𝜉 ∈ ℱ(−𝑝,−(𝑞 − 1)), то

‖𝜉‖2ℱ(−𝑝,−(𝑞−1)) =
∞∑︁

𝑚=0

‖𝜉𝑚‖2ℱ𝑚(𝑁−𝑝)
𝐾−(𝑞−1)𝑚 <∞,

а тому

‖𝜉𝑚‖ℱ𝑚(𝑁−𝑝′) ≤ ‖𝜉𝑚‖ℱ𝑚(𝑁−𝑝) ≤ ‖𝜉‖ℱ(−𝑝,−(𝑞−1))𝐾
(𝑞−1)𝑚

2 .
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Врахувавши останнє, iз (1.11) одержимо

‖
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑎+(𝜉𝑚)‖ℒ(ℱ(−𝑝′,−𝑞′)) ≤
𝑛∑︁

𝑚=0

𝐾
−𝑞𝑚
2 ‖𝜉𝑚‖ℱ𝑚(𝑁−𝑝′)

≤ ‖𝜉‖ℱ(−𝑝,−(𝑞−1))

𝑛∑︁
𝑚=0

𝐾
−𝑞𝑚
2 𝐾

(𝑞−1)𝑚
2

≤ ‖𝜉‖ℱ(−𝑝,−(𝑞−1))

𝑛∑︁
𝑚=0

𝐾
−𝑚
2 .

Звiдси випливає потрiбне (нагадаємо, що 𝐾 > 1).

Зауваження 1.1.2. Оператор 𝜉(𝑎+) будемо називати оператором народже-

ння нескiнченного порядку, а оператор 𝜉(𝑎−) — оператором знищення не-

скiнченного порядку.

Зауваження 1.1.3. Нехай

𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0, 𝜂 = (𝜂𝑛)

∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−(𝑞 − 1)), 𝑝 ∈ N1, 𝑞 ∈ N2.

Неважко переконатися у справедливостi таких комутацiйних рiвностей:

𝜉(𝑎+)𝜂(𝑎+) = 𝜂(𝑎+)𝜉(𝑎+) = 𝜁(𝑎+) ∈ ℒ(ℱ(−𝑝′,−𝑞′)),

𝜉(𝑎−)𝜂(𝑎−) = 𝜂(𝑎−)𝜉(𝑎−) = 𝜁(𝑎−) ∈ ℒ(ℱ(𝑝′, 𝑞′)),

де 𝜁 = (𝜁𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℒ(ℱ(−𝑝′,−𝑞′)), 𝜁𝑛 =

∑︀𝑛
𝑚=0 𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜂𝑛−𝑚, 𝑝

′ ∈ N𝑝, 𝑞
′ ∈ N𝑞

(див. також наслiдок 1.2.2).

1.2. Аналiтичнiсть у локально опуклих просторах

Нагадаємо деякi факти з теорiї аналiтичних функцiй у локально опу-

клому лiнiйному комплексному просторi ℰ точок 𝜆 (див. [43, 44]).

Нехай 𝒰 — деякий окiл нуля в ℰ . Комплекснозначна функцiя 𝜑 : 𝒰 → C1

називається аналiтичною в нулi 0 ∈ ℰ , якщо

1. Для довiльних 𝜆 ∈ 𝒰 , 𝜇 ∈ ℰ функцiя комплексної змiнної

C1 ∋ 𝑧 ↦→ 𝜑(𝜆+ 𝑧𝜇) ∈ C1
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визначена при малих |𝑧| i аналiтична в околi 0 ∈ C1.

2. Iснує константа 𝑐 > 0 така, що |𝜑(𝜆)| ≤ 𝑐, 𝜆 ∈ 𝒰 .

Кожна така функцiя розкладається в деякому околi 𝒰0 ⊂ 𝒰 нуля в ряд

Тейлора

𝜑(𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
(𝐷𝑛𝜑)(𝜆), 𝜆 ∈ 𝒰0, (1.12)

який рiвномiрно збiгається на 𝒰0. Тут (𝐷𝑛𝜑)(𝜆) — деякi однорiднi неперерв-

нi полiноми 𝑛-го степеня змiнної 𝜆. Останнє означає, що для будь-якого

𝑛 ∈ N1 iснує симетрична 𝑛-лiнiйна неперервна форма

ℰ × · · · × ℰ ∋ {𝜆1, . . . , 𝜆𝑛} ↦→ 𝐴𝑛(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) ∈ C1

така, що (𝐷𝑛𝜑)(𝜆) — її дiагональне значення:

(𝐷𝑛𝜑)(𝜆) = 𝐴𝑛(𝜆, . . . , 𝜆), 𝜆 ∈ 𝐸.

Полiноми (𝐷𝑛𝜑)(𝜆) визначаються по 𝜑 однозначно.

Зупинимося на випадку, коли ℰ — гiльбертiв простiр 𝑁1,C. Ми припу-

стили, що вкладення 𝑁2,C →˓ 𝑁1,C квазiядерне, тому до кожної форми

𝐴𝑛, 𝑛 ∈ N1, можна застосувати теорему про ядро (див., наприклад, [41, 42]),

згiдно з якою звуження форми на𝑁2,C породжується її ядром 𝜉𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁−2):

𝐴𝑛(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) =
⟨︀
𝜉𝑛, 𝜆1⊗̂ . . . ⊗̂𝜆𝑛

⟩︀
, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 ∈ 𝑁2,C. (1.13)

З урахуванням (1.13) розклад (1.12) для ℰ = 𝑁1,C (звужений на 𝑁2,C)

можна переписати у виглядi

𝜑(𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!

⟨︀
𝜆⊗𝑛, 𝜉𝑛

⟩︀
, (1.14)

𝜆 ∈ 𝒰0 = {𝜆 ∈ 𝑁2,C | ‖𝜆‖𝑁2,C < 𝑅0, 𝑅0 > 0 },

причому ряд збiгається рiвномiрно на довiльнiй замкненiй кулi з 𝒰0; 𝜆⊗0 :=

1.
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Вiдзначимо, що для коефiцiєнтiв розкладу (1.14) справджується оцiнка

‖𝜉𝑛‖ℱ𝑛(𝑁−3) ≤
𝑛!𝑒𝑛‖𝑂3,2‖𝑛𝐻𝑆

𝑟𝑛
sup

‖𝜆‖𝑁2,C=𝑟

|𝜑(𝜆)|, 𝑟 ∈ (0, 𝑅0) (1.15)

(див. [36]; ‖𝑂3,2‖𝐻𝑆 — норма Гiльберта–Шмiдта оператора вкладення 𝑂3,2 :

𝑁3 → 𝑁2). Скориставшись якою, неважко переконатися, що при

𝐾 > max{1, ‖𝑂3,2‖2𝐻𝑆𝑒
2𝑅−2

0 }

послiдовнiсть
(︁ 1

𝑛!
𝜉𝑛

)︁∞

𝑛=0
цих коефiцiєнтiв визначає вектор 𝜉 =

(︁ 1

𝑛!
𝜉𝑛

)︁∞

𝑛=0
iз

простору ℱ(−𝑝,−𝑞), 𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈ N1.

Справдi, взявши 𝑟 = 𝑅0 − 𝜀 з достатньо малим фiксованим 𝜀 > 0, iз

(1.15) отримаємо

‖
(︁ 1

𝑛!
𝜉𝑛

)︁∞

𝑛=0
‖2ℱ(−𝑝,−𝑞) =

∞∑︁
𝑛=0

‖ 1

𝑛!
𝜉𝑛‖2ℱ𝑛(𝑁−𝑝)

𝐾−𝑞𝑛

≤ ( sup
‖𝜆‖𝑁2,C=𝑟

|𝜑(𝜆)|)2
∞∑︁
𝑛=0

𝑒2𝑛‖𝑂3,2‖2𝑛𝐻𝑆

𝑛!𝑟2𝑛𝐾𝑞𝑛

≤ ( sup
‖𝜆‖𝑁2,C=𝑟

|𝜑(𝜆)|)2
∞∑︁
𝑛=0

𝑒2𝑛‖𝑂3,2‖2𝑛𝐻𝑆

𝑟2𝑛𝐾𝑞𝑛
<∞,

що i ствержувалося.

Використовуючи довiльний фiксований вектор 𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞),

𝑝, 𝑞 ∈ N1, та фокiвську експоненту (когерентний стан)

e(𝜆) :=
(︁ 1

𝑛!
𝜆⊗𝑛

)︁∞

𝑛=0
∈ ℱ(𝑝, 𝑞), (1.16)

𝜆 ∈ 𝒰𝑝(𝐾
− 𝑞

2 ) := {𝜆 ∈ 𝑁𝑝,C | ‖𝜆‖𝑁𝑝,C < 𝐾− 𝑞
2},

побудуємо функцiю

𝑁𝑝,C ⊃ 𝒰𝑝(𝐾
− 𝑞

2 ) ∋ 𝜆 ↦→ 𝜑(𝜆) := ⟨𝜉, e(𝜆̄)⟩𝐹 (𝑁0) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜆⊗𝑛, 𝜉𝑛⟩ ∈ C1. (1.17)

Очевидно, що ряд (1.17) збiгається рiвномiрно на кожнiй замкненiй кулi з

𝒰𝑝(𝐾
− 𝑞

2 ), тому побудована функцiя є аналiтичною в 0 ∈ 𝑁𝑝,C.
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Нехай 𝒜(𝑁𝑝), 𝑝 ∈ N1, — простiр усiх аналiтичних в 0 ∈ 𝑁𝑝,C функцiй.

Для фiксованих 𝑝, 𝑞 ∈ N1 позначимо через Hol(𝑝, 𝑞) образ простору Фока

ℱ(−𝑝,−𝑞) при iн’єктивному вiдображеннi

ℱ(−𝑝,−𝑞) ∋ 𝜉 ↦→ (𝐼Hol𝜉)(·) := ⟨𝜉, e(̄·)⟩𝐹 (𝑁0) ∈ 𝒜(𝑁𝑝).

Зрозумiло, що

Hol(𝑝, 𝑞) := 𝐼Hol(ℱ(−𝑝,−𝑞))

= {𝜑 ∈ 𝒜(𝑁𝑝) | ∃(𝜉𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞) : 𝜑(𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜆⊗𝑛, 𝜉𝑛⟩, 𝜆 ∈ 𝒰𝑝(𝐾
− 𝑞

2 )}

є гiльбертовим простором вiдносно гiльбертової норми

‖𝜑‖Hol(𝑝,𝑞) = ‖
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜆⊗𝑛, 𝜉𝑛⟩‖Hol(𝑝,𝑞) := ‖(𝜉𝑛)∞𝑛=0‖ℱ(−𝑝,−𝑞),

iндукованої нормою у просторi ℱ(−𝑝,−𝑞).
Позначимо через Hol0(𝒩 ) алгебру росткiв аналiтичних в 0 ∈ 𝒩C фун-

кцiй 𝜑 : 𝒩C → C1, надiлену iндуктивною топологiєю, породженою сiм’єю

норм

‖𝜑‖𝑝,𝑙 := sup
‖𝜆‖𝑁𝑝,C≤𝐾−𝑙

|𝜑(𝜆)|, 𝑝, 𝑙 ∈ N,

де 𝐾 > 1 — константа iз (1.3).

Справедлива така теорема (див., наприклад, [31, 36]).
Теорема 1.2.1. Має мiсце рiвнiсть топологiчних просторiв

ind lim
𝑝,𝑞∈N1

Hol(𝑝, 𝑞) = Hol0(𝒩 ). (1.18)

Наслiдок 1.2.1. Iз визначення гiльбертового простору Hol(𝑝, 𝑞) випли-

ває, що оператор

𝐼Hol : ℱ(−𝑝,−𝑞) → Hol(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N1,

є унiтарним, тому на пiдставi (1.18) вiдображення

ℱ(𝒩 ′) ∋ 𝜉 ↦→ (𝐼Hol𝜉)(·) := ⟨𝜉, e(̄·)⟩𝐹 (𝑁0) ∈ Hol0(𝒩 ) (1.19)

здiйснює топологiчний iзоморфiзм мiж ℱ(𝒩 ′) та Hol0(𝒩 ).
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Останнiй наслiдок i та обставина, що простiр Hol0(𝒩 ) є комутативною

алгеброю вiдносно звичайного додавання та множення функцiй, дають мо-

жливiсть ввести в ℱ(𝒩 ′) множення Вiка (i тим самим перетворити простiр

ℱ(𝒩 ′) в комутативну алгебру), поклавши

𝜉 ◇ 𝜂 := 𝐼−1
Hol((𝐼Hol𝜉) · (𝐼Hol𝜂)) = (𝜁𝑛)

∞
𝑛=0, 𝜁𝑛 =

𝑛∑︁
𝑚=0

𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜂𝑛−𝑚, (1.20)

де 𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0, 𝜂 = (𝜂𝑛)

∞
𝑛=0 ∈ ℱ(𝒩 ′

).

Лема 1.2.1. Множення Вiка ◇ є неперервним в ℱ(𝒩 ′
). Зокрема, для до-

вiльних

𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝1,−𝑞1), 𝜂 = (𝜂𝑛)

∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝2,−𝑞2)

iснує константа 𝑐 = 𝑐(max{𝑞1, 𝑞2}) > 0 така, що

‖𝜉 ◇ 𝜂‖ℱ(−𝑝,−𝑞) ≤ 𝑐‖𝜉‖ℱ(−𝑝1,−𝑞1)‖𝜂‖ℱ(−𝑝2,−𝑞2)

для всiх 𝑝 ∈ Nmax{𝑝1,𝑝2}, 𝑞 ∈ N(1+max{𝑞1,𝑞2}).

Доведення. Без втрати загальностi будемо вважати, що 𝑞2 ≥ 𝑞1. Скористав-

шись нерiвнiстю Кошi–Буняковського, iз (1.20) отримуємо

‖𝜉 ◇ 𝜂‖2ℱ(−𝑝,−𝑞) = ‖(𝜁𝑛)∞𝑛=0‖2ℱ(−𝑝,−𝑞) =
∞∑︁
𝑛=0

‖𝜁𝑛‖2ℱ𝑛(𝑁−𝑝)
𝐾−𝑞𝑛

=
∞∑︁
𝑛=0

‖
𝑛∑︁

𝑚=0

𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜂𝑛−𝑚‖2ℱ𝑛(𝑁−𝑝)
𝐾−𝑞𝑛

≤
∞∑︁
𝑛=0

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=0

‖𝜉𝑚‖ℱ𝑚(𝑁−𝑝)‖𝜂𝑛−𝑚‖ℱ𝑛−𝑚(𝑁−𝑝)

)︂2

𝐾−𝑞𝑛
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≤
∞∑︁
𝑛=0

𝐾−𝑞𝑛

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=0

‖𝜉𝑚‖2ℱ𝑚(𝑁−𝑝)
𝐾−𝑞1𝑚

)︂
×
(︂ 𝑛∑︁

𝑚=0

‖𝜂𝑛−𝑚‖2ℱ𝑛−𝑚(𝑁−𝑝)
𝐾𝑞1𝑚

)︂
≤

∞∑︁
𝑛=0

𝐾(−𝑞+𝑞2)𝑛

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=0

‖𝜉𝑚‖2ℱ𝑚(𝑁−𝑝)
𝐾−𝑞1𝑚

)︂
×
(︂ 𝑛∑︁

𝑚=0

‖𝜂𝑛−𝑚‖2ℱ𝑛−𝑚(𝑁−𝑝)
𝐾−𝑞2(𝑛−𝑚)

)︂
≤

(︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝐾(−𝑞+𝑞2)𝑛

)︂(︂ ∞∑︁
𝑚=0

‖𝜉𝑚‖2ℱ𝑚(𝑁−𝑝1
)𝐾

−𝑞1𝑚

)︂
×
(︂ ∞∑︁

𝑘=0

‖𝜂𝑘‖2ℱ𝑘(𝑁−𝑝2
)𝐾

−𝑞2𝑘

)︂
=

𝐾𝑞−𝑞2

𝐾𝑞−𝑞2 − 1
‖𝜉‖2ℱ(−𝑝1,−𝑞1)

‖𝜂‖2ℱ(−𝑝2,−𝑞2)
.

Наслiдок 1.2.2. У просторi ℱ(𝒩 ′
) кожен вектор 𝜉 = (𝜉𝑚)

∞
𝑚=0 ∈ ℱ(𝒩 ′

)

визначає оператор множення Вiка ◇ на 𝜉, тобто

ℱ(𝒩 ′
) ∋ 𝜂 ↦→ 𝜁 := 𝜉 ◇ 𝜂 ∈ ℱ(𝒩 ′

).

Бiльше того, цей оператор збiгається з оператором

ℱ(𝒩 ′
) ∋ 𝜂 ↦→ 𝜉(𝑎+)𝜂 :=

∞∑︁
𝑚=0

𝑎+(𝜉𝑚)𝜂 ∈ ℱ(𝒩 ′
).

Справдi, беручи до уваги (1.6) та (1.20), для довiльного 𝜂𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩
′
) ⊂

ℱ(𝒩 ′
) дiстанемо

𝜉(𝑎+)𝜂𝑛 =
∞∑︁

𝑚=0

𝑎+(𝜉𝑚)𝜂𝑛 = (𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜂𝑛)
∞
𝑚=0 = 𝜉 ◇ 𝜂𝑛,

звiдки безпосередньо випливає потрiбне.
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1.3. Простори основних функцiй

1.3.1. Двi системи базисних функцiй та вiдповiднi простори.

Нехай 𝑄 — сепарабельний метричний простiр точок 𝑥, 𝑦, . . . . Позначимо

через 𝐶(𝑄) лiнiйний простiр всiх комплекснозначних локально обмежених

(тобто обмежених на кожнiй кулi в 𝑄) неперервних функцiй на 𝑄. Зручно

вважати, що 𝐶(𝑄) — топологiчний простiр зi збiжнiстю, рiвномiрною на

кожнiй кулi з 𝑄.

Нехай 𝒰0 — деякий окiл нуля у просторi 𝑁1,C i

𝑄× 𝒰0 ∋ {𝑥, 𝜆} ↦→ ℎ(𝑥, 𝜆) ∈ C1 (1.21)

— задана функцiя. Припустимо, що для кожного 𝑥 ∈ 𝑄 ℎ(𝑥, ·) є аналi-

тичною в нулi простору 𝑁1,C функцiєю змiнної 𝜆, для кожного 𝜆 ∈ 𝒰0

ℎ(·, 𝜆) ∈ 𝐶(𝑄). Крiм того, будемо вважати, що ℎ(·, 𝜆) локально обмежена

рiвномiрно по вiдношенню до 𝜆 iз довiльної замкненої кулi з 𝒰0 (останнє

розумiємо так: для довiльної кулi 𝑈 ⊂ 𝑄 i довiльної замкненої кулi 𝒰 ⊂ 𝒰0

iснує константа 𝑐 = 𝑐(𝑈,𝒰) > 0 така, що |ℎ(𝑥, 𝜆)| ≤ 𝑐 при 𝑥 ∈ 𝑈 , 𝜆 ∈ 𝒰)

i ℎ(𝑥, 0) = 1 для всiх 𝑥 iз 𝑄.

У вiдповiдностi з пiдроздiлом 1.2 iз аналiтичностi випливає, що при до-

вiльному фiксованому 𝑥 ∈ 𝑄 iснує окiл

𝒰ℎ(𝑥) = {𝜆 ∈ 𝑁2,C | ‖𝜆‖𝑁2,C < 𝑅ℎ(𝑥), 𝑅ℎ(𝑥) > 0} ⊂ 𝒰0

в якому функцiю ℎ(𝑥, ·) можна подати у виглядi ряду

ℎ(𝑥, 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩, ℎ𝑛(𝑥) ∈ ℱ𝑛(𝑁−2), (1.22)

рiвномiрно збiжного в кожнiй замкненiй кулi iз 𝒰ℎ(𝑥). Надалi припускає-

ться iснування спiльного для всiх 𝑥 iз 𝑄 околу

𝒰ℎ = {𝜆 ∈ 𝑁2,C | ‖𝜆‖𝑁2,C < 𝑅ℎ, 𝑅ℎ > 0} ⊂ 𝒰0
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в якому функцiя ℎ(𝑥, ·) допускає зображення (1.22). Зафiксуємо функцiю

ℎ з вказаними властивостями. Вiдповiднi їй коефiцiєнти

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ℎ𝑛(𝑥) ∈ ℱ𝑛(𝑁−2), 𝑛 ∈ N0,

будемо називати базисними функцiями.

Використовуючи вектор 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁𝑝), 𝑛 ∈ N0, 𝑝 ∈ N3, побудуємо фун-

кцiю

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩ ∈ C1. (1.23)

Очевидно, що функцiя (1.23) входить до простору 𝐶(𝑄) (див., наприклад,

[36], лема 3.2). Крiм того, при

𝑓𝑛 = 𝜙(1) ⊗̂ · · · ⊗̂ 𝜙(𝑛), 𝜙(1), . . . , 𝜙(𝑛) ∈ 𝑁𝑝,

на пiдставi (1.22) для довiльного 𝑥 ∈ 𝑄 отримаємо

⟨𝜙(1) ⊗̂ · · · ⊗̂ 𝜙(𝑛), ℎ𝑛(𝑥)⟩ =
𝜕𝑛ℎ(𝑥, 𝑧1𝜙

(1) + · · ·+ 𝑧𝑛𝜙
(𝑛))

𝜕𝑧1 . . . 𝜕𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑧1=...=𝑧𝑛=0

, (1.24)

де 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ∈ C1.

Справедлива така лема (див. [36], лема 4.2).

Лема 1.3.1. При

𝐾 > max{1, ‖𝑂3,2‖2𝐻𝑆𝑒
2𝑅−2

ℎ }

для довiльних 𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈ N1 вiдображення

ℱ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼ℎ𝑓)(·) :=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ 𝐶(𝑄) (1.25)

визначене i є неперервним, тобто для кожної кулi 𝑈 ⊂ 𝑄 iснує констан-

та 𝑐 = 𝑐(𝑈) > 0 така, що

|(𝐼ℎ𝑓)(𝑥)| ≤ 𝑐‖(𝑓𝑛)∞𝑛=0‖ℱ(𝑝,𝑞), 𝑥 ∈ 𝑈. (1.26)
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Зафiксуємо 𝐾 > max{1, ‖𝑂3,2‖2𝐻𝑆𝑒
2𝑅−2

ℎ } та припустимо, що вiдображе-

ння 𝐼ℎ є iн’єктивним, тобто Ker (𝐼ℎ) = {0}. Використовуючи це вiдобра-

ження, побудуємо сiм’ю (ℋℎ(𝑝, 𝑞))𝑝∈N3,𝑞∈N1
гiльбертових просторiв

ℋℎ(𝑝, 𝑞) := 𝐼ℎ(ℱ(𝑝, 𝑞))

= {𝑓 ∈ 𝐶(𝑄) | ∃(𝑓𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞) : 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩, 𝑥 ∈ 𝑄}

з гiльбертовою нормою

‖𝑓‖ℋℎ(𝑝,𝑞) = ‖
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩‖ℋℎ(𝑝,𝑞) := ‖(𝑓𝑛)∞𝑛=0‖ℱ(𝑝,𝑞).

Iз означення простору ℋℎ(𝑝, 𝑞) видно, що оператор

ℱ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼ℎ𝑓)(·) :=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞) (1.27)

унiтарно вiдображає простiр Фока ℱ(𝑝, 𝑞) на простiр ℋℎ(𝑝, 𝑞). Очевидно,

що ℎ(·, 𝜆) є 𝐼ℎ-образом фокiвської експоненти e(𝜆) (1.16), тобто

ℎ(·, 𝜆) = 𝐼ℎ(e(𝜆)) = 𝐼ℎ
(︁ 1

𝑛!
𝜆⊗𝑛

)︁
.

Поряд iз сiм’єю (ℋℎ(𝑝, 𝑞))𝑝∈N3,𝑞∈N1
визначимо сiм’ю гiльбертових про-

сторiв, побудованих за базисними функцiями, якi визначаються з розкладу

типу (1.22), але для видозмiненої лiвої частини, тiсно пов’язаної з ℎ(𝑥, 𝜆).

Нехай ℓ : 𝑁1,C → C1 — аналiтична функцiя змiнної 𝜆 в нулi простору

𝑁1,C i ℓ(0) ̸= 0. Тодi для кожного 𝑥 ∈ 𝑄 функцiя 𝜅(𝑥, 𝜆) := ℓ(𝜆)ℎ(𝑥, 𝜆)

є аналiтичною за змiнною 𝜆 в нулi простору 𝑁1,C i як результат допускає

розклад

𝜅(𝑥, 𝜆) = ℓ(𝜆)ℎ(𝑥, 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝜅𝑛(𝑥)⟩, (1.28)

𝒰𝜅 = {𝜆 ∈ 𝑁2,C | ‖𝜆‖𝑁2,C < 𝑅𝜅, 𝑅𝜅 > 0} ⊂ 𝒰ℎ,

за базисними функцiями

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ 𝜅𝑛(𝑥) ∈ ℱ𝑛(𝑁−2), 𝑛 ∈ N0.
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Тiсний зв’язок мiж функцiями ℎ(𝑥, 𝜆) та 𝜅(𝑥, 𝜆) дає можливiсть знайти

формули для перерахунку базисних функцiй ℎ𝑛(𝑥) та 𝜅𝑛(𝑥) одна через одну.

А саме, оскiльки функцiя ℓ є аналiтичною в 0 ∈ 𝑁1,C i ℓ(0) ̸= 0, то i функцiя

ℓ−1 є аналiтичною в 0 ∈ 𝑁1,C. Тому цi функцiї допускають зображення

ℓ(𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝛼𝑛⟩, 𝛼𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁−2), (1.29)

1

ℓ(𝜆)
=

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝛽𝑛⟩, 𝛽𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁−2), (1.30)

𝒰ℓ = {𝜆 ∈ 𝑁2,C | ‖𝜆‖𝑁2,C < 𝑅ℓ, 𝑅ℓ > 0}.

Розклад (1.22) (вiдповiдно (1.28)) є добутком (1.28) (вiдповiдно (1.22)) та

(1.30) (вiдповiдно (1.29)). Так, порiвнюючи коефiцiєнти в цих розкладах,

для всiх 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑛 ∈ N0 отримуємо (див. [36], п.8)

ℎ𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝛽𝑛−𝑚 ⊗̂ 𝜅𝑚(𝑥), (1.31)

𝜅𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝛼𝑛−𝑚 ⊗̂ ℎ𝑚(𝑥). (1.32)

Покладемо 𝑅 := min{𝑅ℎ, 𝑅𝜅, 𝑅ℓ} та зафiксуємо

𝐾 > max{1, ‖𝑂3,2‖2𝐻𝑆𝑒
2𝑅−2}.

Зрозумiло, що при такому виборi костанти 𝐾 iз (1.3) вiдображення

ℱ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼𝜅𝑓)(·) :=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩ ∈ 𝐶(𝑄) (1.33)

визначене i є неперервним для всiх 𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈ N1.
Лема 1.3.2. Вiдображення

ℱfin (𝒩 ) ∋ 𝜙 = (𝜙𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼𝜅𝜙)(·) :=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜙𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩ ∈ 𝐶(𝑄) (1.34)

є iн’єктивним. Бiльше того,

𝐼𝜅(ℱfin (𝒩 )) = 𝐼ℎ(ℱfin (𝒩 )) =: 𝒫(𝑄).
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Доведення. Покажемо, що 𝐼𝜅(ℱfin (𝒩 )) ⊂ 𝐼ℎ(ℱfin (𝒩 )). Нехай

𝜙(·) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜙𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩ ∈ 𝐼𝜅(ℱfin (𝒩 )).

Зафiксувавши 𝑠 ∈ N0 таке, що 𝜙𝑛 = 0 при 𝑛 ∈ N𝑠+1, на основi (1.8) та (1.32)

отримаємо

𝜙(·) =
𝑠∑︁

𝑛=0

⟨𝜙𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩ =
𝑠∑︁

𝑛=0

⟨𝜙𝑛,
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝛼𝑛−𝑚 ⊗̂ ℎ𝑚(·)⟩

=
𝑠∑︁

𝑛=0

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
⟨𝜙𝑛, 𝛼𝑛−𝑚 ⊗̂ ℎ𝑚(·) ⟩

=
𝑠∑︁

𝑛=0

𝑛∑︁
𝑚=0

⟨ 𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝜙𝛼̄𝑛−𝑚
𝑛 , ℎ𝑚(·)⟩

=
𝑠∑︁

𝑚=0

⟨
𝑠∑︁

𝑛=𝑚

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝜙𝛼̄𝑛−𝑚
𝑛 , ℎ𝑚(·)⟩ ∈ 𝐼ℎ(ℱfin (𝒩 )).

(1.35)

Навпаки, нехай

𝜙(·) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜙𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ 𝐼ℎ(ℱfin (𝒩 ))

i фiксовано 𝑠 ∈ N0 таке, що 𝜙𝑛 = 0 при 𝑛 ∈ N𝑠+1. Аналогiчно до попере-

днього, використавши (1.8) та (1.31), отримаємо

𝜙(·) =
𝑠∑︁

𝑛=0

⟨𝜙𝑛, ℎ𝑛(·)⟩

=
𝑠∑︁

𝑛=0

⟨
𝑠∑︁

𝑛=𝑚

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝜙𝛽𝑛−𝑚
𝑛 , 𝜅𝑚(·)⟩ ∈ 𝐼𝜅(ℱfin (𝒩 )),

(1.36)

що i забезпечує справедливiсть вкладення 𝐼ℎ(ℱfin (𝒩 )) ⊂ 𝐼𝜅(ℱfin (𝒩 )), а

отже i рiвностi 𝐼ℎ(ℱfin (𝒩 )) = 𝐼𝜅(ℱfin (𝒩 )).

Залишилося переконатися в iн’єктивностi вiдображення (1.34). Для цьо-

го досить показати, що для 𝜙 = (𝜙𝑚)
∞
𝑚=0 ∈ ℱfin (𝒩 ) з рiвностi

(𝐼𝜅𝜙)(𝑥) =
∞∑︁

𝑚=0

⟨𝜙𝑚, 𝜅𝑚(𝑥)⟩, 𝑥 ∈ 𝑄,
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випливає рiвнiсть 𝜙 = 0 в ℱfin (𝒩 ), тобто, що 𝜙𝑛 = 0 при 𝑛 ∈ N0.

Нехай вектор 𝜙 = (𝜙𝑚)
∞
𝑚=0 ∈ ℱfin (𝒩 ) такий, що (𝐼𝜅𝜙)(𝑥) = 0 для всiх

𝑥 ∈ 𝑄. Використовуючи (1.35) та (1.36), для довiльного 𝑥 ∈ 𝑄 отримаємо

𝜙(𝑥) =
𝑠∑︁

𝑚=0

⟨𝜙𝑚, 𝜅𝑚(𝑥)⟩ =
𝑠∑︁

𝑚=0

⟨̃︀𝜙𝑚, ℎ𝑚(𝑥)⟩ =
𝑠∑︁

𝑚=0

⟨̃︀̃︀𝜙𝑚, 𝜅𝑚(𝑥)⟩ = 0,

де

̃︀𝜙𝑚 =
𝑠∑︁

𝑛=𝑚

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝜙𝛼̄𝑛−𝑚
𝑛 , ̃︀̃︀𝜙𝑚 =

𝑠∑︁
𝑛=𝑚

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
̃︀𝜙𝛽𝑛−𝑚
𝑛 , (1.37)

а 𝑠 ∈ N0 таке, що 𝜙𝑛 = 0 при 𝑛 ∈ N𝑠+1. Оскiльки вiдображення (1.25)

iн’єктивне, то ̃︀𝜙𝑚 = 0, 𝑚 ∈ N0 ∖ N𝑠+1,

а тому i ̃︀̃︀𝜙𝑚 = 0 при 𝑚 ∈ N0 ∖ N𝑠+1.

Зрозумiло, що iн’єктивнiсть вiдображення (1.34) буде встановлена, якщо

ми покажемо, що ̃︀̃︀𝜙𝑚 = 𝜙𝑚, 𝑚 ∈ N0 ∖ N𝑠+1.

Пiдставляючи в другу рiвнiсть в (1.37) вираз для ̃︀𝜙𝑚, дiстанемо

̃︀̃︀𝜙𝑚 =
𝑠∑︁

𝑛=𝑚

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
̃︀𝜙𝛽𝑛−𝑚
𝑛

=
𝑠∑︁

𝑛=𝑚

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!

(︂ 𝑠∑︁
𝑘=𝑛

𝑘!

𝑛!(𝑘 − 𝑛)!
𝜙
𝛼̄𝑘−𝑛

𝑘

)︂𝛽𝑛−𝑚

=
𝑠∑︁

𝑘=𝑚

𝑘!

𝑚!
𝜙
∑︀𝑘

𝑛=𝑚
1

(𝑛−𝑚)!(𝑘−𝑛)!𝛼𝑘−𝑛⊗̂𝛽𝑛−𝑚

𝑘 = 𝜙𝑚.

Остання рiвнiсть випливає iз властивостей функцiй ℓ i 1
ℓ . Так, перемножа-

ючи розклади (1.29) та (1.30), отримуємо

1 = ℓ(𝜆)
1

ℓ(𝜆)
=

∞∑︁
𝑙,𝑛=0

1

𝑙!𝑛!
⟨𝜆⊗𝑙, 𝛼𝑙⟩⟨𝜆⊗𝑛, 𝛽𝑛⟩

=
∞∑︁
𝑙=0

1

𝑙!
⟨𝜆⊗𝑙,

𝑙∑︁
𝑛=0

𝑙!

𝑛!(𝑙 − 𝑛)!
𝛼𝑙−𝑛 ⊗̂ 𝛽𝑛⟩,
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звiдки 𝛼0𝛽0 = 1 i

0 =
𝑙∑︁

𝑛=0

1

𝑛!(𝑙 − 𝑛)!
𝛼𝑙−𝑛 ⊗̂ 𝛽𝑛 =

𝑘=𝑙+𝑚∑︁
𝑛=𝑚

1

(𝑛−𝑚)!(𝑘 − 𝑛)!
𝛼𝑘−𝑛 ⊗̂ 𝛽𝑛−𝑚

для всiх 𝑙 ∈ N0.

Наслiдок 1.3.1. Якщо функцiя 𝜙 входить до множини 𝒫(𝑄), то її мо-

жна однозначно зобразити як у виглядi

𝜙(𝑥) =
𝑠∑︁

𝑚=0

⟨𝜙𝑚, 𝜅𝑚(𝑥)⟩, (𝜙𝑚)
𝑠
𝑚=0 ∈ ℱfin (𝒩 ), 𝑥 ∈ 𝑄, (1.38)

так i у виглядi

𝜙(𝑥) =
𝑠∑︁

𝑚=0

⟨̃︀𝜙𝑚, ℎ𝑚(𝑥)⟩, (̃︀𝜙𝑚)
𝑠
𝑚=0 ∈ ℱfin (𝒩 ), 𝑥 ∈ 𝑄. (1.39)

Формули для перерахунку коефiцiєнтiв такi:

𝜙𝑚 =
𝑠∑︁

𝑛=𝑚

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
̃︀𝜙𝛽𝑛−𝑚
𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝒩 ), (1.40)

̃︀𝜙𝑚 =
𝑠∑︁

𝑛=𝑚

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝜙𝛼̄𝑛−𝑚
𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝒩 ). (1.41)

Теорема 1.3.1. При всiх 𝑝, 𝑞 ∈ N3 вiдображення 𝐼𝜅 (1.33) є iн’єктивним.

Доведення. Нехай 𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈ N1. Оскiльки ℋℎ(𝑝, 𝑞) ⊂ 𝐶(𝑄), то досить

переконатися в iснуваннi констант 𝑐′ > 0, 𝑐′′ > 0 таких, що

𝑐′‖𝜙‖ℱ(𝑝,𝑞) ≤ ‖𝐼𝜅𝜙‖ℋℎ(𝑝,𝑞+1) ≤ 𝑐′′‖𝜙‖ℱ(𝑝,(𝑞+2)) (1.42)

для всiх 𝜙 iз ℱfin (𝒩 ).

Оцiнимо ‖𝐼𝜅𝜙‖ℋℎ(𝑝,𝑞) для довiльного 𝜙 = (𝜙)∞𝑛=0 ∈ ℱfin (𝒩 ). З огляду на

те, що 𝜙𝑛 = 0 при 𝑛 ∈ N𝑠+1, починаючи з деякого 𝑠 ∈ N𝑠, згiдно з (1.8) та
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(1.41) отримаємо

‖𝐼𝜅𝜙‖2ℋℎ(𝑝,𝑞) = ‖
𝑠∑︁

𝑚=0

⟨𝜙𝑚, 𝜅𝑚(·)⟩‖2ℋℎ(𝑝,𝑞) = ‖
𝑠∑︁

𝑚=0

⟨̃︀𝜙𝑚, ℎ𝑚(·)⟩‖2ℋℎ(𝑝,𝑞)

=
𝑠∑︁

𝑚=0

‖̃︀𝜙𝑚‖2ℱ𝑚(𝑁𝑝)
(𝑚!)2𝐾𝑞𝑚

=
𝑠∑︁

𝑚=0

‖
𝑠∑︁

𝑛=𝑚

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝜙𝛼̄𝑛−𝑚
𝑛 ‖2ℱ𝑚(𝑁𝑝)

(𝑚!)2𝐾𝑞𝑚

≤
𝑠∑︁

𝑚=0

(𝑚!)2𝐾𝑞𝑚

(︂ 𝑠∑︁
𝑛=𝑚

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
‖𝛼𝑛−𝑚‖ℱ𝑛−𝑚(𝑁−𝑝)‖𝜙𝑛‖ℱ𝑛(𝑁𝑝)

)︂2

≤
𝑠∑︁

𝑚=0

(𝑚!)2𝐾𝑞𝑚

(︂ 𝑠∑︁
𝑛=𝑚

‖𝜙𝑛‖2ℱ𝑛(𝑁𝑝)
(𝑛!)2𝐾(𝑞+1)𝑛

)︂(︂ 𝑠∑︁
𝑛=𝑚

‖𝛼𝑛−𝑚‖2ℱ𝑛−𝑚(𝑁−𝑝)

(𝑚!(𝑛−𝑚)!)2𝐾(𝑞+1)𝑛

)︂

≤ ‖𝜙‖2ℱ(𝑝,𝑞+1)

𝑠∑︁
𝑚=0

𝐾𝑞𝑚

(︂ 𝑠∑︁
𝑛=𝑚

‖𝛼𝑛−𝑚‖2ℱ𝑛−𝑚(𝑁−𝑝)

((𝑛−𝑚)!)2𝐾(𝑞+1)𝑛

)︂
.

(1.43)

Для коефiцiєнтiв розкладу (1.29) справедлива оцiнка (див. пiдроздiл 1.2)

‖𝛼𝑛‖ℱ𝑛(𝑁−3) ≤
𝑛!𝑒𝑛‖𝑂3,2‖𝑛𝐻𝑆

𝑟𝑛
sup

‖𝜆‖𝑁2,C=𝑟

|ℓ(𝜆)|, (1.44)

𝑛 ∈ N0, 𝑟 ∈ (0, 𝑅).

Поклавши

𝑐1 = sup
‖𝜆‖𝑁2,C=𝑟

|ℓ(𝜆)|, 𝑟 ∈ (0, 𝑅), 𝑐2 = 𝑒‖𝑂3,2‖𝐻𝑆,

iз (1.43) та (1.44) для довiльного 𝑟 ∈ (0, 𝑅) отримаємо

‖𝐼𝜅𝜙‖2ℋℎ(𝑝,𝑞) ≤ ‖𝜙‖2ℱ(𝑝,𝑞+1)

𝑠∑︁
𝑚=0

𝑠∑︁
𝑛=𝑚

𝑐21(𝑐2𝑟
−1)2(𝑛−𝑚)𝐾−(𝑞+1)𝑛+𝑞𝑚

= 𝑐21‖𝜙‖2ℱ(𝑝,𝑞+1)

𝑠∑︁
𝑚=0

𝑠∑︁
𝑛=𝑚

(︂
(𝑐2𝑟

−1)2𝐾−(𝑞+1)

)︂𝑛−𝑚

𝐾−𝑚

(1.45)
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= 𝑐21‖𝜙‖2ℱ(𝑝,𝑞+1)

𝑠∑︁
𝑚=0

𝐾−𝑚
𝑠∑︁

𝑛=0

(︂
(𝑐2𝑟

−1)2𝐾−(𝑞+1)

)︂𝑛

≤ 𝑐21‖𝜙‖2ℱ(𝑝,𝑞+1)

∞∑︁
𝑚=0

𝐾−𝑚
∞∑︁
𝑛=0

(︂
(𝑐2𝑟

−1)2𝐾−(𝑞+1)

)︂𝑛

.

Оскiльки 𝐾 > max{1, ‖𝑂3,2‖2𝐻𝑆𝑒
2𝑅−2}, то для 𝑟 = 𝑅 − 𝜀 з достатньо

малим фiксованим 𝜀 > 0

𝑐3 := (𝑐2𝑟
−1)2𝐾−1 = ‖𝑂3,2‖2𝐻𝑆𝑒

2𝑟−2𝐾−1 < 1.

Врахувавши останнє, iз (1.45) отримаємо

‖𝐼𝜅𝜙‖2𝐻ℎ(𝑝,𝑞) ≤ 𝑐21
𝐾

𝐾 − 1

1

1− 𝑐3𝐾−𝑞
‖𝜙‖2ℱ(𝑝,𝑞+1). (1.46)

Аналогiчно можна переконатися в iснуваннi константи 𝑐 > 0 такої, що

‖𝜙‖ℱ(𝑝,𝑞) ≤ 𝑐‖𝐼𝜅𝜙‖ℋℎ(𝑝,𝑞+1) (1.47)

для всiх 𝜙 ∈ ℱfin (𝒩 ). Для цього потрiбно скористатися формулою (1.40) i

оцiнкою типу (1.44) для 𝛽𝑛.

Iз (1.46) та (1.47) отримаємо (1.42).

Зауваження 1.3.1. Теорему 1.3.1 можна було встановити й iншим спосо-

бом, використавши пiдхiд, запропонований М. О. Качановським в [33] для

встановлення мiнiмальностi квазiаппелевих систем.

Використовуючи вiдображення 𝐼𝜅, визначимо сiм’ю (ℋ𝜅(𝑝, 𝑞))𝑝,𝑞∈N3
гiль-

бертових просторiв

ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) := 𝐼𝜅(ℱ(𝑝, 𝑞))

= {𝑓 ∈ 𝐶(𝑄) | ∃(𝑓𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞) : 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(𝑥)⟩, 𝑥 ∈ 𝑄}

з гiльбертовою нормою

‖𝑓‖ℋ𝜅(𝑝,𝑞) = ‖
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩‖ℋ𝜅(𝑝,𝑞) := ‖(𝑓𝑛)∞𝑛=0‖ℱ(𝑝,𝑞).
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Вiдзначимо, що введенi простори ℋℎ(𝑝, 𝑞) та ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) будуть нам потрi-

бнi при побудовi оснащення простору сумовних з квадратом функцiй, тобто

вiдповiдної теорiї узагальнених функцiй змiнної 𝑥 ∈ 𝑄.

1.3.2. Образи операторiв знищення. У гiльбертовому просторi

ℋℎ(𝑝, 𝑞), 𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈ N1, визначимо оператор знищення 𝜕ℎ(𝜉𝑚) з коефiцiєн-

том 𝜉𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝑁−𝑝),𝑚 ∈ N0, поклавши

𝜕ℎ(𝜉𝑚) := 𝐼ℎ𝑎−(𝜉𝑚)(𝐼
ℎ)−1 : ℋℎ(𝑝, 𝑞) → ℋℎ(𝑝, 𝑞). (1.48)

Очевидно, що на функцiях

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩ ∈ C1, 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁𝑝), 𝑛 ∈ N0,

оператор (1.48) дiє за правилом

(𝜕ℎ(𝜉𝑚)⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛!

(𝑛−𝑚)!
⟨𝑓𝑛, 𝜉𝑚 ⊗̂ ℎ𝑛−𝑚(𝑥)⟩, 𝑛 ∈ N𝑚,

0, 𝑛 ∈ N0 ∖ N𝑚.

(1.49)

Подiбно до (1.48) у просторi ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3, визначимо оператор

знищеня 𝜕𝜅(𝜉𝑚) з коефiцiєнтом 𝜉𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝑁−𝑝),𝑚 ∈ N0, поклавши

𝜕𝜅(𝜉𝑚) := 𝐼𝜅𝑎−(𝜉𝑚)(𝐼
𝜅)−1 : ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) → ℋ𝜅(𝑝, 𝑞).

Зрозумiло, що

(𝜕𝜅(𝜉𝑚)⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛!

(𝑛−𝑚)!
⟨𝑓𝑛, 𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜅𝑛−𝑚(𝑥)⟩, 𝑛 ∈ N𝑚,

0, 𝑛 ∈ N0 ∖ N𝑚,

(1.50)

для довiльного 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁𝑝), 𝑛 ∈ N0.

Справедливим є таке твердження.
Твердження 1.3.1. Нехай 𝜉𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝑁−𝑝),𝑚 ∈ N0, 𝑝 ∈ N3. Має мiсце така

рiвнiсть

(𝜕ℎ(𝜉𝑚)) � 𝒫(𝑄) = (𝜕𝜅(𝜉𝑚)) � 𝒫(𝑄) =: 𝜕(𝜉𝑚),
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тобто

𝜕ℎ(𝜉𝑚)𝜙 = 𝜕𝜅(𝜉𝑚)𝜙 (1.51)

для довiльного 𝜙 iз 𝒫(𝑄).

Доведення. Рiвнiсть (1.51) досить встановити на функцiях

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ⟨𝜙𝑛, 𝜅𝑛(𝑥)⟩ ∈ C1, 𝜙𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩 ), 𝑛 ∈ N0.

Нехай 𝑛 ∈ N𝑚. На пiдставi (1.32), (1.8), (1.49) i (1.50) одержимо

(𝜕ℎ(𝜉𝑚)⟨𝜙𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑥) = 𝜕ℎ(𝜉𝑚)⟨𝜙𝑛,
𝑛∑︁

𝑠=0

𝑛!

𝑠!(𝑛− 𝑠)!
𝛼𝑛−𝑠 ⊗̂ ℎ𝑠(𝑥)⟩

= 𝜕ℎ(𝜉𝑚)
𝑛∑︁

𝑠=0

𝑛!

𝑠!(𝑛− 𝑠)!
⟨𝜙𝛼̄𝑛−𝑠

𝑛 , ℎ𝑠(𝑥)⟩

=
𝑛∑︁

𝑠=𝑚

𝑛!

𝑠!(𝑛− 𝑠)!

𝑠!

(𝑠−𝑚)!
⟨𝜙𝛼̄𝑛−𝑠

𝑛 , 𝜉𝑚 ⊗̂ ℎ𝑠−𝑚(𝑥)⟩

= 𝑛!
𝑛−𝑚∑︁
𝑙=0

1

𝑙!(𝑛−𝑚− 𝑙)!
⟨𝜙𝑛, 𝛼𝑛−𝑚−𝑙 ⊗̂ 𝜉𝑚 ⊗̂ ℎ𝑙(𝑥)⟩

=
𝑛!

(𝑛−𝑚)!

𝑛−𝑚∑︁
𝑙=0

(𝑛−𝑚)!

𝑙!(𝑛−𝑚− 𝑙)!
⟨𝜙𝜉𝑚

𝑛 , 𝛼𝑛−𝑚−𝑙 ⊗̂ ℎ𝑙(𝑥)⟩

=
𝑛!

(𝑛−𝑚)!
⟨𝜙𝜉𝑚

𝑛 , 𝜅𝑛−𝑚(𝑥)⟩ =
𝑛!

(𝑛−𝑚)!
⟨𝜙𝑛, 𝜉𝑚 ⊗̂ 𝜅𝑛−𝑚(𝑥)⟩

= (𝜕𝜅(𝜉𝑚)⟨𝜙𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄.

У випадку 𝑛 ∈ N0 ∖ N𝑚 аналогiчно отримаємо

(𝜕ℎ(𝜉𝑚)⟨𝜙𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑥) = (𝜕𝜅(𝜉𝑚)⟨𝜙𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝑄.

1.3.3. Образи операторiв знищення нескiнченного порядку.

Зафiксуємо вектор 𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−(𝑞 − 1)), 𝑝, 𝑞 ∈ N3. У просто-

рах ℋℎ(𝑝′, 𝑞′) та ℋ𝜅(𝑝′, 𝑞′), 𝑝′ ∈ N𝑝, 𝑞
′ ∈ N𝑞, визначимо оператори знищення
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нескiнченного порядку, поклавши

𝜉(𝜕ℎ) := 𝐼ℎ𝜉(𝑎−)(𝐼
ℎ)−1 =

∞∑︁
𝑛=0

𝜕ℎ(𝜉𝑛) : ℋℎ(𝑝′, 𝑞′) → ℋℎ(𝑝′, 𝑞′), (1.52)

𝜉(𝜕𝜅) := 𝐼𝜅𝜉(𝑎−)(𝐼
𝜅)−1 =

∞∑︁
𝑛=0

𝜕𝜅(𝜉𝑛) : ℋ𝜅(𝑝′, 𝑞′) → ℋ𝜅(𝑝′, 𝑞′), (1.53)

де 𝜉(𝑎−) =
∑︀∞

𝑛=0 𝑎−(𝜉𝑛) — оператор iз твердження 1.1.2. Зрозумiло, що цi

оператори є неперервними i

𝜉(𝜕ℎ) � 𝒫(𝑄) = 𝜉(𝜕𝜅) � 𝒫(𝑄) = 𝜉(𝜕) :=
∞∑︁
𝑛=0

𝜕(𝜉𝑛).

Перш нiж сформулювати необхiдне для подальшого викладу твердже-

ння нагадаємо, що функцiї

ℓ(𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝛼𝑛⟩,

1

ℓ
(𝜆) =

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝛽𝑛⟩,

визначають вектори

𝛼 =

(︂
1

𝑛!
𝛼𝑛

)︂∞

𝑛=0

∈ ℱ(−3,−1), 𝛽 =

(︂
1

𝑛!
𝛽𝑛

)︂∞

𝑛=0

∈ ℱ(−3,−1).

Твердження 1.3.2. При всiх 𝑝, 𝑞 ∈ N3 оператори

ℋℎ(𝑝, 𝑞) ⊃ 𝒫(𝑄) ∋ 𝜙 ↦→ 𝛼̄(𝜕)𝜙 =
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
𝜕(𝛼̄𝑚)𝜙 ∈ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), (1.54)

ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) ⊃ 𝒫(𝑄) ∋ 𝜙 ↦→ 𝛽(𝜕)𝜙 =
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
𝜕(𝛽𝑚)𝜙 ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞), (1.55)

є iзометричними, тобто

‖𝛼̄(𝜕)𝜙‖ℋ𝜅(𝑝,𝑞) = ‖𝜙‖ℋℎ(𝑝,𝑞), 𝜙 ∈ 𝒫(𝑄),

‖𝛽(𝜕)𝜙‖ℋℎ(𝑝,𝑞) = ‖𝜙‖ℋ𝜅(𝑝,𝑞), 𝜙 ∈ 𝒫(𝑄).
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Доведення. Переконаємося в iзометричностi оператора (1.54) (iзометри-

чнiсть оператора (1.55) перевiряється аналогiчним чином).

Нехай функцiю 𝜙 ∈ 𝒫(𝑄) записано у виглядi

𝜙(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜙𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩, (𝜙𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱfin (𝒩 ).

Використавши (1.49) та (1.32), для довiльного 𝑥 ∈ 𝑄 отримаємо

𝛼̄(𝜕)𝜙(𝑥) =
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
𝜕(𝛼̄𝑚)

(︂ ∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜙𝑛, ℎ𝑛(·)⟩
)︂
(𝑥)

=
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝑛!

(𝑛−𝑚)!
⟨𝜙𝑛, ℎ𝑛−𝑚(𝑥) ⊗̂ 𝛼𝑚⟩

=
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜙𝑛,

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
ℎ𝑛−𝑚(𝑥) ⊗̂ 𝛼𝑚⟩ =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜙𝑛, 𝜅𝑛(𝑥)⟩.

Звiдси безпосередньо випливає iзометричнiсть оператора (1.54).

1.3.4. Збiг просторiв ℋℎ(𝑝, 𝑞) та ℋ𝜅(𝑝, 𝑞). Для встановлення рiв-

ностi топологiчних просторiв ℋℎ(𝑝, 𝑞) та ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) суттєву роль буде вiдiгра-

вати наступна лема.

Лема 1.3.3. Нехай лiнiйна множина 𝒫 є щiльною в банахових просторах

𝐸1 та 𝐸2 (з нормами ‖ · ‖𝐸1
та ‖ · ‖𝐸2

вiдповiдно). Припустимо, що на

множинi 𝒫 визначено лiнiйнi оператори 𝐴 i 𝐵, якi як оператори

𝐸2 ⊃ 𝒫 ∋ 𝜙 ↦→ 𝐴𝜙 ∈ 𝐸2, 𝐸1 ⊃ 𝒫 ∋ 𝜙 ↦→ 𝐵𝜙 ∈ 𝐸1

є неперервними, а як оператори

𝐸1 ⊃ 𝒫 ∋ 𝜙 ↦→ 𝐴𝜙 ∈ 𝐸2, 𝐸2 ⊃ 𝒫 ∋ 𝜙 ↦→ 𝐵𝜙 ∈ 𝐸1

— iзометричними.

Тодi оператор U : 𝐸1 → 𝐸2, що є замиканням за неперервнiстю опера-

тора

𝐸1 ⊃ 𝒫 ∋ 𝜙 ↦→ 𝑈𝜙 = 𝜙 ∈ 𝒫 ⊂ 𝐸2, (1.56)
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реалiзує топологiчний iзоморфiзм мiж 𝐸1 та 𝐸2, тобто є взаємноодно-

значним i взаємнонеперервним вiдображенням мiж цими просторами.

Доведення. Для доведення леми досить переконатися в iснуваннi констант

𝑐1 > 0 i 𝑐2 > 0 таких, що

𝑐1‖𝜙‖𝐸1
≤ ‖𝜙‖𝐸2

≤ 𝑐2‖𝜙‖𝐸1
, 𝜙 ∈ 𝒫 . (1.57)

Справдi, якщо оцiнка (1.57) виконується, то оператор 𝑈 (1.56) є ви-

значеним i неперервним. Далi, нехай 𝑓 ∈ 𝐸1 i (𝜙𝑛)
∞
𝑛=0, 𝜙𝑛 ∈ 𝒫 , – довiльна

послiдовнiсть, що збiгається до 𝑓 в𝐸1. Тодi 𝜙𝑛 → U𝑓 при 𝑛→ ∞ в топологiї

простору 𝐸2. Згiдно з (1.57) для кожного 𝜙𝑛 ∈ 𝒫 , 𝑛 ∈ N0, є справедливою

оцiнка

𝑐1‖𝜙𝑛‖𝐸1
≤ ‖𝜙𝑛‖𝐸2

≤ 𝑐2‖𝜙𝑛‖𝐸1
. (1.58)

Перейшовши в (1.58) до границi при 𝑛→ ∞, отримаємо

𝑐1‖𝑓‖𝐸1
≤ ‖U𝑓‖𝐸2

≤ 𝑐2‖𝑓‖𝐸1
, 𝑓 ∈ 𝐸1. (1.59)

Завдяки (1.59) область значень Ran (U) оператора U є замкненою в

топологiї простору 𝐸2, а оскiльки 𝒫 = Ran (𝑈) ⊂ Ran (U) i множина 𝒫 є

щiльною в 𝐸2, то Ran (U) = 𝐸2. Врахувавши останнє, на пiставi нерiвностей

(1.59) робимо висновок, що оператор U : 𝐸1 → 𝐸2 є взаємно однозначним i

взаємно неперервним вiдображенням мiж просторами 𝐸1 та 𝐸2, тобто реа-

лiзує топологiчний iзоморфiзм мiж цими просторами.

Пересвiдчимось в справедливостi оцiнки (1.57). Оскiльки оператор 𝐴 як

оператор в 𝐸2 (Dom (𝐴) = 𝒫) є неперервним, то iснує константа 𝑐3 > 0

така, що

‖𝐴𝜙‖𝐸2
≤ 𝑐3‖𝜙‖𝐸2

, 𝜙 ∈ 𝒫 . (1.60)

Аналогiчно iснує константа 𝑐4 > 0 така, що

‖𝐵𝜙‖𝐸1
≤ 𝑐4‖𝜙‖𝐸1

, 𝜙 ∈ 𝒫 . (1.61)
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Крiм цього, на пiдставi iзометричностi операторiв 𝐴 i 𝐵 маємо

‖𝐴𝜙‖𝐸2
= ‖𝜙‖𝐸1

, ‖𝐵𝜙‖𝐸1
= ‖𝜙‖𝐸2

, 𝜙 ∈ 𝒫 . (1.62)

Використовуючи (1.60) i першу рiвнiсть в (1.62), одержуємо

‖𝜙‖𝐸1
≤ 𝑐3‖𝜙‖𝐸2

, 𝜙 ∈ 𝒫 . (1.63)

Аналогiчно iз (1.61) i другої рiвностi в (1.62) маємо

‖𝜙‖𝐸2
≤ 𝑐4‖𝜙‖𝐸1

, 𝜙 ∈ 𝒫 .

Врахувавши останнє i (1.63), легко отримаємо (1.57).

Тепер можна безпосередньо перейти до встановлення головного резуль-

тату даного пункту.

Теорема 1.3.2. Має мiсце рiвнiсть топологiчних просторiв

ℋℎ(𝑝, 𝑞) = ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) =: ℋ(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3. (1.64)

Точнiше, простори ℋℎ(𝑝, 𝑞), ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) збiгаються як множини i

𝑐1‖𝑓‖ℋℎ(𝑝,𝑞) ≤ ‖𝑓‖ℋ𝜅(𝑝,𝑞) ≤ 𝑐2‖𝑓‖ℋℎ(𝑝,𝑞)

для деяких 𝑐1 > 0, 𝑐2 > 0 та довiльного 𝑓 ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞) = ℋ𝜅(𝑝, 𝑞).

Доведення. Досить показати, що оператор, який кожнiй функцiї 𝑓 ∈
ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) ставить у вiдповiднiсть цю ж функцiю 𝑓 , котру вже розумiємо

як елемент простору ℋℎ(𝑝, 𝑞), є визначеним i реалiзує топологiчний iзомор-

фiзм мiж ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) та ℋℎ(𝑝, 𝑞).

Зрозумiло, що для

𝐸1 = ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), 𝐸2 = ℋℎ(𝑝, 𝑞), 𝒫 = 𝒫(𝑄),

оператори

𝐴 = 𝛽(𝜕), 𝐵 = 𝛼̄(𝜕)
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введенi в п. 1.3.3 задовольняють умовам леми 1.3.3. Тому оператор U :

ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) → ℋℎ(𝑝, 𝑞), що є продовженням за неперервнiстю оператора

ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) ⊃ 𝒫(𝑄) ∋ 𝜙 ↦→ 𝑈𝜙 = 𝜙 ∈ 𝒫(𝑄) ⊂ ℋℎ(𝑝, 𝑞),

реалiзує топологiчний iзоморфiзм мiж ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) та ℋℎ(𝑝, 𝑞).

Залишилося показати, що

𝑓(𝑥) = (U𝑓)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄, (1.65)

для довiльного 𝑓 ∈ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞).

Нехай 𝑓 ∈ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) i 𝒫(𝑄) ∋ 𝜙𝑛 → 𝑓 в ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), тодi 𝒫(𝑄) ∋
𝜙𝑛 → U𝑓 в ℋℎ(𝑝, 𝑞). Скориставшись (1.26) та визначеннями просторiв

ℋℎ(𝑝, 𝑞), ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), для довiльного 𝑥 ∈ 𝑉 ⊂ 𝑄 маємо

|𝑓(𝑥)− (U𝑓)(𝑥)| = |𝑓(𝑥)− 𝜙𝑛(𝑥) + 𝜙𝑛(𝑥)− (U𝑓)(𝑥)|

≤ |𝑓(𝑥)− 𝜙𝑛(𝑥)|+ |𝜙𝑛(𝑥)− (U𝑓)(𝑥)|

≤ 𝑐4‖𝑓 − 𝜙𝑛‖ℋ𝜅(𝑝,𝑞) + 𝑐3‖𝜙𝑛 −U𝑓‖ℋℎ(𝑝,𝑞) −→
𝑛→∞

0.

(1.66)

Оскiльки (1.66) має мiсце для 𝑥 iз довiльної кулi 𝑉 ⊂ 𝑄, то 𝑓(𝑥) = (U𝑓)(𝑥)

для всiх 𝑥 ∈ 𝑄.

Наслiдок 1.3.2. Нехай 𝜉𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝑁−𝑝), 𝑝 ∈ N3,𝑚 ∈ N0. Зрозумiло, що

оператори 𝜕ℎ(𝜉𝑚), 𝜕𝜅(𝜉𝑚) дiють неперервно в топологiчному просторi

ℋ(𝑝′, 𝑞), 𝑝′ ∈ N𝑝, 𝑞 ∈ N3. Оскiльки

(𝜕ℎ(𝜉𝑚)) � 𝒫(𝑄) = (𝜕𝜅(𝜉𝑚)) � 𝒫(𝑄) =: 𝜕(𝜉𝑚),

то як оператори у просторi ℋ(𝑝′, 𝑞)

𝜕ℎ(𝜉𝑚) = 𝜕𝜅(𝜉𝑚) =: 𝜕(𝜉𝑚)

(ми зберегли позначення 𝜕(𝜉𝑚) для продовження 𝜕(𝜉𝑚) з 𝒫(𝑄) на ℋ(𝑝′, 𝑞)).
Наслiдок 1.3.3. Нехай 𝜉 = (𝜉𝑛)

∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−(𝑞−1)), 𝑝, 𝑞 ∈ N3. Оператори

𝜉(𝜕ℎ), 𝜉(𝜕𝜅) дiють неперервно в ℋ(𝑝′, 𝑞′), 𝑝′ ∈ N𝑝, 𝑞
′ ∈ N𝑞, i збiгаються:

𝜉(𝜕ℎ) = 𝜉(𝜕𝜅) = 𝜉(𝜕) :=
∞∑︁
𝑛=0

𝜕(𝜉𝑛).
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Наслiдок 1.3.4. Оператор

𝛼̄(𝜕) =
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
𝜕(𝛼̄𝑚) : ℋℎ(𝑝, 𝑞) → ℋ𝜅(𝑝, 𝑞)

є унiтарним i дiє таким чином:

ℋℎ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓(·) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ↦→ (𝛼̄(𝜕)𝑓)(·) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩ ∈ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞).

Оберненим до нього є унiтарний оператор

𝛽(𝜕) =
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
𝜕(𝛽𝑚) : ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) → ℋℎ(𝑝, 𝑞),

котрий дiє за правилом

ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓(·) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩ ↦→ (𝛽(𝜕)𝑓)(·) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞).

1.4. Одна властивiсть образiв операторiв знищення

Припустимо, що на функцiях 𝑓 iз простору 𝐶(𝑄) задано операцiю C (𝜉𝑚)

з коефiцiєнтом 𝜉𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝒩 ),𝑚 ∈ N0, таку, що при кожному 𝑥 ∈ 𝑄 вiдобра-

ження

𝐶(𝑄) ∈ 𝑓 ↦→ (C (𝜉𝑚)𝑓)(𝑥) ∈ C1

визначене i є лiнiйним, причому

(C (𝜉𝑚)ℎ(·, 𝜆))(𝑥) = ⟨𝜆⊗𝑚, 𝜉𝑚⟩ℎ(𝑥, 𝜆) (1.67)

для всiх 𝑥 ∈ 𝑄 та 𝜆 ∈ 𝒰ℎ. Вiдзначимо, що такi операцiї часто з’являються

незалежно вiд конструкцiй попереднiх пiдроздiлiв (див. [45, 17]).

Теорема 1.4.1. Якщо для 𝜉𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝒩 ),𝑚 ∈ N0, операцiя C (𝜉𝑚) визначає

неперервний оператор

ℋℎ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 ↦→ (C (𝜉𝑚)𝑓)(·) ∈ 𝐶(𝑄),
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то простiр ℋℎ(𝑝, 𝑞), 𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈ N1, є iнварiантним вiдносно дiї цього

оператора, причому

C (𝜉𝑚) = 𝜕(𝜉𝑚) : ℋℎ(𝑝, 𝑞) → ℋℎ(𝑝, 𝑞).

Доведення. Досить показати, що 𝜕(𝜉𝑚) i C (𝜉𝑚) як оператори, що дiють iз

ℋℎ(𝑝, 𝑞) в 𝐶(𝑄), збiгаються. З одного боку, застосовуючи оператор

C (𝜉𝑚) : ℋℎ(𝑝, 𝑞) → 𝐶(𝑄)

до розкладу (1.22), отримаємо

(C (𝜉𝑚)ℎ(·, 𝜆))(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
(C (𝜉𝑚)⟨𝜆⊗𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄. (1.68)

З iншого боку, беручи до уваги (1.67), для всiх 𝑥 ∈ 𝑄 одержимо

(C (𝜉𝑚)ℎ(·, 𝜆))(𝑥) = ⟨𝜆⊗𝑚, 𝜉𝑚⟩ℎ(𝑥, 𝜆)

=
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑚, 𝜉𝑚⟩⟨𝜆⊗𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩

=
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑚+𝑛, 𝜉𝑚 ⊗̂ ℎ𝑛(𝑥)⟩

=
∞∑︁

𝑛=𝑚

1

(𝑛−𝑚)!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝜉𝑚 ⊗̂ ℎ𝑛−𝑚(𝑥)⟩.

(1.69)

Нехай 𝑒 — орт простору 𝑁𝑝,C, ‖𝑒‖𝑁𝑝,C = 1. Поклавши 𝜆 = 𝑧𝑒, 𝑧 ∈ Z, |𝑧| ∈
(0, 𝑅ℎ), iз (1.68) та (1.69), порiвнюючи коефiцiєнти при 𝑧𝑛, для 𝑥 ∈ 𝑄 зна-

йдемо

(C (𝜉𝑚)⟨𝑒⊗𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛!

(𝑛−𝑚)!
⟨𝑒⊗𝑛, 𝜉𝑚 ⊗̂ ℎ𝑛−𝑚(𝑥)⟩, 𝑛 ∈ N𝑚,

0, 𝑛 ∈ N0 ∖ N𝑚.
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Завдяки цiй рiвностi, поляризацiйнiй тотожностi, лiнiйностi по 𝑒⊗𝑛 та непе-

рервностi оператора C (𝜉𝑚) для 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁𝑝), 𝑥 ∈ 𝑄, маємо

(C (𝜉𝑚)⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛!

(𝑛−𝑚)!
⟨𝑓𝑛, 𝜉𝑚 ⊗̂ ℎ𝑛−𝑚(𝑥)⟩, 𝑛 ∈ N𝑚,

0, 𝑛 ∈ N0 ∖ N𝑚.

(1.70)

Порiвнюючи (1.49) з (1.70) приходимо до висновку, що

(C (𝜉𝑚)⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥) = (𝜕(𝜉𝑚)⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄,

звiдки негайно випливає потрiбне.

1.5. Оператори узагальненого зсуву

Нехай 𝐸(𝑄) — деякий простiр комплекснозначних функцiй на 𝑄. При-

пустимо, що у просторi 𝐸(𝑄) задано сiм’ю 𝑇 = (𝑇𝑥)𝑥∈𝑄 лiнiйних операторiв

𝑇𝑥 : 𝐸(𝑄) → 𝐸(𝑄), таку що при довiльному фiксованому 𝑦 ∈ 𝑄 функцiя

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ 𝑔(𝑥) = (𝑇𝑥𝑓)(𝑦) ∈ C1, 𝑓 ∈ 𝐸(𝑄),

входить до 𝐸(𝑄). Позначимо через 𝐿 = (𝐿𝑦)𝑦∈𝑄 сiм’ю лiнiйних операторiв

𝐸(𝑄) ∋ 𝑓 ↦→ (𝐿𝑦𝑓)(·) = (𝑇·𝑓)(𝑦) ∈ 𝐸(𝑄).

За визначенням (див., наприклад, [45]) сiм’я 𝑇 є сiм’єю операторiв уза-

гальненого зсуву, якщо виконуються такi аксiоми.
(A1) Для довiльних елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 має мiсце рiвнiсть 𝐿𝑦𝑇𝑥 = 𝑇𝑥𝐿𝑦

(“асоцiативнiсть”).

(A2) Знайдеться елемент 𝑜 ∈ 𝑄 (“базисна одиниця”) такий, що 𝑇𝑜 = 𝑖𝑑,

де 𝑖𝑑 — тотожний оператор в 𝐸(𝑄).
Вiдзначимо, що у випадку комутуючої сiм’ї 𝑇 = (𝑇𝑥)𝑥∈𝑄 операторiв 𝑇𝑥,

за умови, що для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 та 𝑓 ∈ 𝐸(𝑄)

(𝑇𝑥𝑓)(𝑦) = (𝑇𝑦𝑓)(𝑥),
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аксiома асоцiативностi виконується автоматично, причому 𝑇𝑥 = 𝐿𝑥, 𝑥 ∈ 𝑄.

Функцiю 𝜒 ∈ 𝐸(𝑄), яка тотожно не дорiвнює нулю, називають хара-

ктером сiм’ї 𝑇 , якщо вона має таку властивiсть:

(𝑇𝑥𝜒)(𝑦) = 𝜒(𝑥)𝜒(𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄.

Як i вище, нехай функцiя ℎ(𝑥, 𝜆) (1.21) задовольняє припущенням

п.1.3.1. Оскiльки для всiх 𝑥 ∈ 𝑄 ℎ(𝑥, 0) = 1 i функцiя ℎ(𝑥, ·) є аналiтичною

в нулi простору 𝑁1,C, то при кожному 𝑥 ∈ 𝑄 ℎ(𝑥, 𝜆) ̸= 0 для будь-якого 𝜆

iз деякого околу 0 ∈ 𝑁1,C. Тому можна покласти

𝜅(𝑥, 𝜆) := ℓ(𝜆)ℎ(𝑥, 𝜆) =
ℎ(𝑥, 𝜆)

ℎ(𝑒, 𝜆)
, ℓ(𝜆) :=

1

ℎ(𝑒, 𝜆)
, (1.71)

де 𝑒 — фiксований елемент iз простору 𝑄. Далi завжди будемо використо-

вувати саме таку функцiю 𝜅(𝑥, 𝜆).

Очевидно, що

𝜅(𝑒, 𝜆) = 1, 𝜆 ∈ 𝒰𝜅; 𝜅(𝑥, 0) = 1, 𝑥 ∈ 𝑄.

Звiдси i з (1.22) випливає, що

𝜅0(𝑥) = 1, 𝑥 ∈ 𝑄; 𝜅𝑛(𝑒) = 0, 𝑛 ∈ N1. (1.72)

Розглянемо сiм’ю 𝜅̄(𝜕) = (𝜅̄𝑥(𝜕))𝑥∈𝑄 операторiв знищення нескiнченного

порядку

𝜅̄𝑥(𝜕) :=
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
𝜕(𝜅𝑚(𝑥)) : ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) → ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3,

породжену функцiєю 𝜅. Зрозумiло, що сiм’я 𝜅̄(𝜕) є сiм’ю комутуючих не-

перервних операторiв.

Неважко переконатися, що для довiльної функцiї 𝑓 ∈ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞)

(𝜅̄𝑥(𝜕)𝑓)(𝑦) = (𝜅̄𝑦(𝜕)𝑓)(𝑥), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, (1.73)

а тому (𝜅̄·(𝜕)𝑓)(𝑦) ∈ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞).



48

Справдi, користуючись визначенням (1.50), для довiльної функцiї

⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩ ∈ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), 𝑛 ∈ N0,

та всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 знаходимо

(𝜅̄𝑥(𝜕)⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑦) =
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
(𝜕(𝜅𝑚(𝑥))⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑦)

=
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑚(𝑥) ⊗̂ 𝜅𝑛−𝑚(𝑦)⟩

= ⟨𝑓𝑛,
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝜅𝑚(𝑥) ⊗̂ 𝜅𝑛−𝑚(𝑦)⟩

= (𝜅̄𝑦(𝜕)⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑥).

(1.74)

Звiдси, врахувавши те, що оператор 𝜅̄𝑥(𝜕) є лiнiйним та неперервним, отри-

муємо рiвнiсть (1.73).

Тепер є майже очевидною така теорема.

Теорема 1.5.1. Сiм’я 𝜅̄(𝜕) = (𝜅̄𝑥(𝜕))𝑥∈𝑄 комутуючих неперервних опера-

торiв

𝜅̄𝑥(𝜕) :=
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
𝜕(𝜅𝑚(𝑥)) : ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) → ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3,

є сiм’єю операторiв узагальненого зсуву.

При кожному 𝜆 ∈ 𝒰𝜅∩𝒰𝑝(𝐾
− 𝑞

2 ) функцiя 𝜅(·, 𝜆) є характером сiм’ї 𝜅̄(𝜕).

Доведення. З огляду на рiвнiсть (1.73) i ту обставину, що сiм’я 𝜅̄(𝜕) є ко-

мутуючою, вiдразу переконуємося у справедливостi аксiоми (A1).

Оскiльки мають мiсце рiвностi (1.72), то 𝜅̄𝑒(𝜕) = 𝑖𝑑, що i забезпечує

виконання аксiоми (A2) з 𝑜 = 𝑒 ∈ 𝑄.

Скориставшись (1.74), неперервнiстю оператора 𝜅̄𝑥(𝜕) та врахувавши,

що при кожному 𝜆 ∈ 𝒰𝜅 ∩ 𝒰𝑝(𝐾
− 𝑞

2 ) функцiя

𝜅(·, 𝜆) = 𝐼𝜅(e(𝜆)) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩
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входить до ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) (останнiй ряд збiгається в 𝐶(𝑄)), для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄

отримаємо

(𝜅̄𝑥(𝜕)𝜅(·, 𝜆))(𝑦) =
(︁
𝜅̄𝑥(𝜕)

(︁ ∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩

)︁)︁
(𝑦)

=
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
(𝜅̄𝑥(𝜕)⟨𝜆⊗𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑦)

=
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛,

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝜅𝑚(𝑥) ⊗̂ 𝜅𝑛−𝑚(𝑦)⟩

=
∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑚=0

1

𝑚!(𝑛−𝑚)!
⟨𝜆⊗𝑚, 𝜅𝑚(𝑥)⟩⟨𝜆⊗(𝑛−𝑚), 𝜅𝑛−𝑚(𝑦)⟩

=
(︁ ∞∑︁

𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝜅𝑛(𝑥)⟩

)︁(︁ ∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝜅𝑛(𝑦)⟩

)︁
= 𝜅(𝑥, 𝜆)𝜅(𝑦, 𝜆).

Зауваження 1.5.1. Зазначимо, що при спецiальному виборi функцiї 𝜅 сiм’ю

(𝜅̄𝑥(𝜕))𝑥∈𝑄 було введено та дослiджено в роботах М. О. Качановського та

Г. Ф. Уса [30, 32].

Припустимо, що у просторi 𝐶(𝑄) задано сiм’ю ̃︀𝑇 = (̃︀𝑇𝑥)𝑥∈𝑄 лiнiйних

операторiв ̃︀𝑇𝑥 : 𝐶(𝑄) → 𝐶(𝑄) таку, що:

а) для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 вiдображення 𝐶(𝑄) ∋ 𝑓 ↦→ (̃︀𝑇𝑥𝑓)(𝑦) ∈ C1 є

неперервним;

б) для довiльного фiксованого 𝜆 з деякого околу 𝒰0 нуля 0 ∈ 𝑁3,C фун-

кцiя 𝜅(·, 𝜆) є характером сiм’ї ̃︀𝑇 = (̃︀𝑇𝑥)𝑥∈𝑄, тобто

(̃︀𝑇𝑥𝜅(·, 𝜆))(𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝜆)𝜅(𝑦, 𝜆), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄.

Справедливою є така теорема.

Теорема 1.5.2. Для довiльного 𝑥 ∈ 𝑄

̃︀𝑇𝑥 � ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) = 𝜅̄𝑥(𝜕), 𝑝, 𝑞 ∈ N3.
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Доведення. З огляду на те, що для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 вiдображення

𝐶(𝑄) ⊃ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 ↦→ (𝜅̄𝑥(𝜕)𝑓)(𝑦) ∈ C1, 𝐶(𝑄) ∋ 𝑓 ↦→ (̃︀𝑇𝑥𝑓)(𝑦) ∈ C1

(1.75)

є лiнiйними та неперервними, досить показати, що

(̃︀𝑇𝑥⟨𝜙⊗𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑦) = (𝜅̄𝑥(𝜕)⟨𝜙⊗𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, (1.76)

де 𝜙 – довiльний орт iз простору 𝑁𝑝,C , ‖𝜙‖𝑁𝑝,C = 1.

Оскiльки при кожному 𝜆 ∈ 𝒰0 ∩ 𝒰𝑝(𝐾
− 𝑞

2 ) функцiя

𝜅(·, 𝜆) = 𝐼𝜅(e(𝜆)) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩

входить до ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) ⊂ 𝐶(𝑄), то на основi неперервностi другого вiдображе-

ння в (1.75) для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 та цих 𝜆 маємо

(̃︀𝑇𝑥𝜅(·, 𝜆))(𝑦) = (︁̃︀𝑇𝑥 ∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩

)︁
(𝑦)

=
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
(̃︀𝑇𝑥⟨𝜆⊗𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑦).

(1.77)

З iншого боку, з огляду на те, що функцiя 𝜅(·, 𝜆) є характером сiм’ї ̃︀𝑇 ,

для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 дiстанемо

(̃︀𝑇𝑥𝜅(·, 𝜆))(𝑦) = 𝜅(𝑥, 𝜆)𝜅(𝑦, 𝜆)

=
∞∑︁

𝑛,𝑚=0

1

𝑛!𝑚!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝜅𝑛(𝑥)⟩⟨𝜆⊗𝑚, 𝜅𝑚(𝑦)⟩

=
∞∑︁

𝑛,𝑚=0

1

𝑛!𝑚!
⟨𝜆⊗(𝑛+𝑚), 𝜅𝑛(𝑥) ⊗̂ 𝜅𝑚(𝑦)⟩

=
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛,

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
𝜅𝑚(𝑥) ⊗̂ 𝜅𝑛−𝑚(𝑦)⟩

=
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
(𝜅̄𝑥(𝜕)⟨𝜆⊗𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩)(𝑦).

(1.78)
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Нехай 𝑧 ∈ C1, |𝑧| ∈ (0, 𝑟) (𝑟 — достатньо мале) i 𝜙 ∈ 𝑁𝑝,C, ‖𝜙‖𝑁𝑝,C = 1.

Пiдставивши 𝜆 = 𝑧𝜙 в (1.77), (1.78) та порiвнявши коефiцiєнти при 𝑧𝑛,

отримаємо (1.76).

1.6. Простiр сумовних з квадратом функцiй та його

оснащення

Зафiксуємо борелеву ймовiрнiсну мiру 𝜌 на 𝑄 i розглянемо гiльбертiв

простiр 𝐿2(𝑄, 𝑑𝜌(𝑥)) =: (𝐿2
𝜌) комплекснозначних функцiй, сумовних з ква-

дратом вiдносно 𝑑𝜌(𝑥):

(𝑓, 𝑔)(𝐿2
𝜌)
:=

∫︁
𝑄

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝜌(𝑥), 𝑓, 𝑔 ∈ (𝐿2
𝜌).

Нехай функцiя ℎ(𝑥, 𝜆) (1.21) така як i в п. 1.3.1. Припустимо, що для

всiх 𝑛 ∈ N0 функцiя

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ‖ℎ𝑛(𝑥)‖ℱ𝑛(𝑁−3) ∈ [0,∞)

сумовна з квадратом вiдносно мiри 𝜌 i

‖ ‖ℎ𝑛(·)‖ℱ𝑛(𝑁−3) ‖(𝐿2
𝜌)
≤ 𝐿𝐶𝑛𝑛! (1.79)

для деяких 𝐿 > 0 та 𝐶 > 0.

Зафiксуємо

𝐾 > max{1, 𝐶2, ‖𝑂3,2‖𝐻𝑆𝑒
2𝑅−2}

(𝑅 := min{𝑅ℎ, 𝑅𝜅, 𝑅ℓ}, 𝐾 — константа iз (1.3)) i при всiх 𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈ N1

розглянемо оператор

ℋℎ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 ↦→ 𝑂𝑓 := 𝑓 ∈ (𝐿2
𝜌),

котрий, очевидно, є визначеним та неперервним (див. [36], лема 4.3). При-

пустимо, що цей оператор є iн’єктивним i 𝑂-образ множини 𝒫(𝑄) :=

𝐼ℎ(ℱfin (𝒩 )) щiльний у просторi (𝐿2
𝜌).
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Таким чином оператор 𝑂 щiльно та неперервно вкладає простiр ℋℎ(𝑝, 𝑞)

у простiр (𝐿2
𝜌). Тому ℋℎ(𝑝, 𝑞) можна розглядати як позитивний простiр по

вiдношенню до нульового (𝐿2
𝜌). Позначимо через ℋℎ(−𝑝,−𝑞) вiдповiдний

спряжений (негативний) простiр узагальнених функцiй i побудуємо ланцю-

жок

(ℋℎ)
′ ⊃ ℋℎ(−𝑝,−𝑞) ⊃ (𝐿2

𝜌) ⊃ ℋℎ(𝑝, 𝑞) ⊃ ℋℎ, (1.80)

ℋℎ := pr lim
𝑝∈N3,𝑞∈N1

ℋℎ(𝑝, 𝑞), (ℋℎ)
′
:= ind lim

𝑝∈N3,𝑞∈N1

ℋℎ(−𝑝,−𝑞),

зi спарюванням ⟨⟨· , ·⟩⟩ мiж ℋℎ(−𝑝,−𝑞) та ℋℎ(𝑝, 𝑞), породженим скалярним

добутком у просторi (𝐿2
𝜌).

Оскiльки простори ℋℎ(𝑝, 𝑞) унiтарно iзоморфнi ваговим просторам Фока

ℱ(𝑝, 𝑞), проективна границя яких ℱ(𝒩 ) — ядерний простiр, то i простiр

ℋℎ є ядерним.

На пiдставi теореми 1.3.2 ℋℎ(𝑝, 𝑞) та ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) збiгаються як топологiчнi

простори, тому поряд з оснащенням (1.80) простору (𝐿2
𝜌) можна побудувати

оснащення

(ℋ𝜅)
′ ⊃ ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞) ⊃ (𝐿2

𝜌) ⊃ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) ⊃ ℋ𝜅, (1.81)

ℋ𝜅 := pr lim
𝑝,𝑞∈N3

ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), (ℋ𝜅)
′
:= ind lim

𝑝,𝑞∈N3

ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞),

де ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3, — негативний простiр по вiдношенню до нульового

(𝐿2
𝜌) та позитивного ℋ𝜅(𝑝, 𝑞). Зрозумiло, що збiг просторiв

ℋℎ(𝑝, 𝑞) = ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3,

призводить до збiгу просторiв

ℋℎ(−𝑝,−𝑞) = ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3.

Вiдмiтимо, що у випадку коли мiра 𝜌 позитивна на непорожнiх вiдкри-

тих множинах з 𝑄, для довiльних фiксованих 𝑝, 𝑞 ∈ N3 оператор

ℋℎ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 ↦→ 𝑂𝑓 := 𝑓 ∈ (𝐿2
𝜌)
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автоматично є iн’єктивним.

Справдi, для функцiї 𝑓 ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞) з рiвностi ‖𝑓‖(𝐿2
𝜌)
= 0, беручи до ува-

ги, що мiра 𝜌 позитивна на непорожнiх вiдкритих множинах з 𝑄, випливає

рiвнiсть

𝑓(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝑄,

а тому i рiвнiсть 𝑓 = 0 у просторi ℋℎ(𝑝, 𝑞).

1.7. Простори узагальнених функцiй

1.7.1. Бiунiтарне вiдображення. Розглянемо два гiльбертовi лан-

цюжки

ℱ− ⊃ ℱ0 ⊃ ℱ+, ℋ− ⊃ ℋ0 ⊃ ℋ+ (1.82)

зi спарюваннями

⟨𝜉, 𝜙⟩ℱ0
, 𝜉 ∈ ℱ−, 𝜙 ∈ ℱ+; ⟨𝜂, 𝜓⟩ℋ0

, 𝜂 ∈ ℋ−, 𝜓 ∈ ℋ+,

породженими скалярними добутками в ℱ0 та ℋ0 вiдповiдно.

За визначенням (див. [27]), пара (𝑈−, 𝑈+) унiтарних операторiв

𝑈− : ℱ− → ℋ−, 𝑈+ : ℱ+ → ℋ+

є бiунiтарною, якщо

⟨𝑈−𝜉, 𝑈+𝜙⟩ℋ0
= ⟨𝜉, 𝜙⟩ℱ0

(1.83)

для довiльних векторiв 𝜉 ∈ ℱ− та 𝜙 ∈ ℱ+.

Справедливим є таке твердження (див. [27], твердження 1).

Твердження 1.7.1. Для довiльного унiтарного оператора 𝑈+ : ℱ+ → ℋ+

iснує єдиний унiтарний оператор 𝑈− : ℱ− → ℋ− такий, що пара (𝑈−, 𝑈+)

є бiунiтарною. Бiльш того, оператор 𝑈− задається формулою

𝑈− = I−1
ℋ0
𝑈+Iℱ0

: ℱ− → ℋ−, (1.84)
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в якiй

Iℱ0
: ℱ− → ℱ+, Iℋ0

: ℋ− → ℋ+

— канонiчнi iзометрiї, пов’язанi з ланцюжками (1.82).

Нехай 𝐴 : ℱ+ → ℱ+ — лiнiйний неперервний оператор. Позначимо че-

рез 𝐴+ : ℱ− → ℱ− оператор спряжений до 𝐴 вiдносно ℱ0, тобто лiнiйний

неперервний оператор в ℱ− такий, що

⟨𝐴+𝜉, 𝜙⟩ℱ0
= ⟨𝜉, 𝐴𝜙⟩ℱ0

, 𝜉 ∈ ℱ−, 𝜙 ∈ ℱ+.

Використовуючи бiунiтарну пару (𝑈−, 𝑈+), визначимо оператори

𝐴𝑈+
:= 𝑈+𝐴𝑈

−1
+ : ℋ+ → ℋ+, 𝐴+

𝑈−
:= 𝑈−𝐴

+𝑈−1
− : ℋ− → ℋ−.

У подальшому буде потрiбне таке твердження (див. [27], твердження 2).

Твердження 1.7.2. Оператори

𝐴𝑈+
: ℋ+ → ℋ+, 𝐴+

𝑈−
: ℋ− → ℋ−

пов’язанi як спряженi вiдносно ℋ0, тобто

⟨𝐴+
𝑈−
𝜂, 𝜓⟩ℋ0

= ⟨𝜂,𝐴𝑈+
𝜓⟩ℋ0

, 𝜂 ∈ ℋ−, 𝜓 ∈ ℋ+.

1.7.2. Опис узагальнених функцiй у термiнах операторiв на-

родження. Нехай

ℱ(−𝑝,−𝑞) ⊃ 𝐹 (𝑁0) ⊃ ℱ(𝑝, 𝑞)

‖ ‖ ‖
ℱ− ℱ ℱ+

— перший ланцюжок iз (1.82), а

ℋℎ(−𝑝,−𝑞) ⊃ (𝐿2
𝜌) ⊃ ℋℎ(𝑝, 𝑞)

‖ ‖ ‖
ℋ− ℋ ℋ+
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— другий. Виходячи iз унiтарного оператора

𝑈+ := 𝐼ℎ : ℱ(𝑝, 𝑞) → ℋℎ(𝑝, 𝑞),

за правилом (1.84) побудуємо бiунiтарну пару (𝑈−, 𝑈+) = (𝐼ℎ−, 𝐼
ℎ),

𝑈− := 𝐼ℎ− := I−1
ℋ0
𝐼ℎIℱ0

: ℱ(−𝑝,−𝑞) → ℋℎ(−𝑝,−𝑞).

Розглядаючи кожен вектор 𝒬(𝜉) = 𝐼ℎ−𝜉 iз простору ℋℎ(−𝑝,−𝑞) як 𝐼ℎ−-

образ вектора 𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞) та враховуючи, що

𝜉 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎+(𝜉𝑛)Ω, Ω := (1, 0, 0, . . .) ∈ ℱfin (𝒩 ) (1.85)

(див. зауваження 1.1.1), отримаємо зображення

𝒬(𝜉) := 𝐼ℎ−𝜉 =
∞∑︁
𝑛=0

𝐼ℎ−𝑎+(𝜉𝑛)Ω =
∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑛)𝐼
ℎ
−Ω,

𝜕+(𝜉𝑛) := 𝐼ℎ−𝑎+(𝜉𝑛)(𝐼
ℎ
−)

−1 : ℋℎ(−𝑝,−𝑞) → ℋℎ(−𝑝,−𝑞),

вектора 𝒬(𝜉) у термiнах образiв операторiв народження.

Без втрати загальностi будемо вважати, що∫︁
𝑄

ℎ(𝑥, 𝜆)𝑑𝜌(𝑥) = 1, 𝜆 ∈ 𝒰ℎ.

Справедливою є така лема.

Лема 1.7.1. У просторi ℋℎ(−𝑝,−𝑞) має мiсце рiвнiсть

𝐼ℎ−Ω = 1.

Доведення. Досить показати, що

⟨⟨𝐼ℎ−Ω, ⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩⟩⟩ = ⟨⟨1, ⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩⟩⟩ (1.86)

для довiльної функцiї ⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞), 𝑛 ∈ N0.
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З одного боку, скориставшись (1.25) та (1.83), отримуємо

⟨⟨𝐼ℎ−Ω, ⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩⟩⟩ = ⟨⟨𝐼ℎ−Ω, 𝐼ℎ𝑓𝑛⟩⟩

= ⟨Ω, (0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑛

, 𝑓𝑛, 0, . . .)⟩𝐹 (𝑁0) = 𝛿𝑛,0𝑓0.
(1.87)

З iншого боку, повторюючи доведення леми 12.4 iз [36], знаходимо

⟨⟨1, ⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩⟩⟩ = 𝛿𝑛,0𝑓0. (1.88)

Порiвнюючи (1.87) з (1.88), приходимо до (1.86).

Як висновок з властивостей, встановлених вище, можна сформулювати

наступне твердження.

Теорема 1.7.1. Негативний простiр узагальнених функцiй ℋℎ(−𝑝,−𝑞)
допускає зображення

ℋℎ(−𝑝,−𝑞) =𝐼ℎ−(ℱ(−𝑝,−𝑞)) =
{︀
𝒬(𝜉) =

∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑛)1
⃒⃒

𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞), ‖𝒬(𝜉)‖ℋℎ(−𝑝,−𝑞) = ‖𝜉‖ℱ(−𝑝,−𝑞)

}︀
.

“Координатно” спарювання мiж ℋℎ(−𝑝,−𝑞) та ℋℎ(𝑝, 𝑞) має вигляд

⟨⟨𝒬(𝜉), 𝑓⟩⟩ = ⟨⟨𝐼ℎ−(𝜉𝑛)∞𝑛=0, 𝐼
ℎ(𝑓𝑛)

∞
𝑛=0⟩⟩

= ⟨(𝜉𝑛)∞𝑛=0, (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0⟩𝐹 (𝑁0) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩𝑛!,
(1.89)

де 𝒬(𝜉) =
∑︀∞

𝑛=0 𝜕
+(𝜉𝑛)1 ∈ ℋℎ(−𝑝,−𝑞), 𝑓(·) =

∑︀∞
𝑛=0⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞).

Перейдемо до розгляду просторiв узагальнених функцiй

ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3. Нагадаємо, що за визначенням

𝜅(𝑥, 𝜆) :=
ℎ(𝑥, 𝜆)

ℎ(𝑒, 𝜆)
,

де 𝑒 — фiксована точка iз 𝑄. Простiр ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞) будемо iнтерпретувати як

образ простору Фока ℱ(−𝑝,−𝑞) при унiтарному вiдображеннi

𝐼𝜅− := I−1
ℋ0
𝐼𝜅Iℱ0

: ℱ(−𝑝,−𝑞) → ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞),
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де

Iℱ0
: ℱ(−𝑝,−𝑞) → ℱ(𝑝, 𝑞), Iℋ0

: ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞) → ℋ𝜅(𝑝, 𝑞)

‖ ‖ ‖ ‖
ℱ− ℱ+ ℋ− ℋ+

— канонiчнi iзометрiї, пов’язанi iз ланцюжками (1.4) та (1.81). Зрозумiло,

що пара (𝐼𝜅−, 𝐼
𝜅) є бiунiтарною.

Беручи до уваги формулу (1.85), неважко переконатися, що довiльний

вектор 𝜃(𝜉) = 𝐼𝜅−𝜉, 𝜉 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞), iз простору ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞) допускає зобра-

ження

𝜃(𝜉) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐼𝜅−𝑎+(𝜉𝑛)Ω. (1.90)

Бiльш того, оскiльки

𝜕(𝜉𝑛) = 𝐼ℎ𝑎−(𝜉𝑛)(𝐼
ℎ)−1 = 𝐼𝜅𝑎−(𝜉𝑛)(𝐼

𝜅)−1

(див. наслiдок 1.3.2), то

𝜕+(𝜉𝑛) = 𝐼ℎ−𝑎+(𝜉𝑛)(𝐼
ℎ
−)

−1 = 𝐼𝜅−𝑎+(𝜉𝑛)(𝐼
𝜅
−)

−1

i зображення (1.90) набере вигляду

𝜃(𝜉) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑛)𝐼
𝜅
−Ω.

Лема 1.7.2. У просторi ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞) має мiсце рiвнiсть

𝐼𝜅−Ω = 𝛿𝑒,

де 𝛿𝑒 ∈ ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞) — 𝛿-функцiя зосереджена в точцi 𝑒 ∈ 𝑄, тобто

⟨⟨𝛿𝑒, 𝑓⟩⟩ = 𝑓(𝑒), 𝑓 ∈ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞).

Доведення. Як i при доведеннi леми 1.7.2 досить показати, що

⟨⟨𝐼𝜅−Ω, ⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩⟩⟩ = ⟨⟨𝛿𝑒, ⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩⟩⟩ (1.91)
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для довiльної функцiї ⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩ ∈ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞), 𝑛 ∈ N0.

З одного боку

⟨⟨𝐼𝜅−Ω, ⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩⟩⟩ = ⟨⟨𝐼𝜅−Ω, 𝐼𝜅𝑓𝑛⟩⟩

= ⟨Ω, (0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑛

, 𝑓𝑛, 0, . . .)⟩𝐹 (𝑁0) = 𝛿𝑛,0𝑓0.
(1.92)

З iншого боку, повторюючи доведення леми 12.3 iз [36], знаходимо

⟨⟨𝛿𝑒, ⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩⟩⟩ = 𝛿𝑛,0𝑓0. (1.93)

Порiвнюючи (1.92) з (1.93), приходимо до (1.91).

Має мiсце аналог теореми 1.7.1.

Теорема 1.7.2. Негативний простiр узагальнених функцiй ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞)
допускає зображення

ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞) =𝐼𝜅−(ℱ(−𝑝,−𝑞)) =
{︀
𝜃(𝜉) =

∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑛)𝛿𝑒
⃒⃒

𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞), ‖𝜃(𝜉)‖ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞) = ‖𝜉‖ℱ(−𝑝,−𝑞)

}︀
.

“Координатно” спарювання мiж ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞) та ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) має вигляд

⟨⟨𝜃(𝜉), 𝑓⟩⟩ =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩𝑛!, (1.94)

де 𝜃(𝜉) =
∑︀∞

𝑛=0 𝜕
+(𝜉𝑛)𝛿𝑒 ∈ ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞), 𝑓(·) =

∑︀∞
𝑛=0⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(·)⟩ ∈ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞).

1.7.3. Образи операторiв народження нескiнченного порядку.

Нехай 𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−(𝑞 − 1)), 𝑝, 𝑞 ∈ N3. У просторi ℋℎ(−𝑝′,−𝑞′),

𝑝′ ∈ N𝑝, 𝑞
′ ∈ N𝑞, визначимо оператор

𝜉(𝜕+) := 𝐼ℎ−𝜉(𝑎+)(𝐼
ℎ
−)

−1 =
∞∑︁

𝑚=0

𝐼ℎ−𝑎−(𝜉𝑚)(𝐼
ℎ
−)

−1 =
∞∑︁

𝑚=0

𝜕+(𝜉𝑚),

де 𝜉(𝑎+) — оператор знищення нескiнченного порядку, що дiє у просторi

Фока ℱ(−𝑝′,−𝑞′) (див. твердження 1.1.2).
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Очевидно, що оператор 𝜉(𝜕+) є спряженим до оператора 𝜉(𝜕) вiдносно

(𝐿2
𝜌), тобто

⟨⟨𝜉(𝜕+)𝜂, 𝑓⟩⟩ = ⟨⟨𝜂, 𝜉(𝜕)𝑓⟩⟩, 𝜂 ∈ ℋℎ(−𝑝′,−𝑞′), 𝑓 ∈ ℋℎ(𝑝′, 𝑞′).

Як оператор у просторi ℋ𝜅(−𝑝′,−𝑞′) вiн збiгається з оператором

𝜉(𝜕+) := 𝐼𝜅−𝜉(𝑎+)(𝐼
𝜅
−)

−1 : ℋ𝜅(−𝑝′,−𝑞′) → ℋ𝜅(−𝑝′,−𝑞′).

Нагадаємо, що

𝜅(𝑥, 𝜆) = ℓ(𝜆)ℎ(𝑥, 𝜆) =
ℎ(𝑥, 𝜆)

ℎ(𝑒, 𝜆)
,

де 𝑒 — фiксована точка iз 𝑄. Згiдно з п. 1.3.1 функцiї ℓ та 1
ℓ допупускають

зображення

ℓ(𝜆) =
1

ℎ(𝑒, 𝜆)
=

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝛼𝑛⟩, 𝛼 =

(︁ 1

𝑛!
𝛼𝑛

)︁∞

𝑛=0
∈ ℱ(−3,−1),

1

ℓ(𝜆)
= ℎ(𝑒, 𝜆) =

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝛽𝑛⟩, 𝛽 =

(︁ 1

𝑛!
𝛽𝑛

)︁∞

𝑛=0
∈ ℱ(−3,−1).

Твердження 1.7.3. Для довiльних фiксованих 𝑝, 𝑞 ∈ N3 оператор

𝛼̄(𝜕+) :=
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
𝜕+(𝛼̄𝑚) : ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞) → ℋℎ(−𝑝,−𝑞) (1.95)

є унiтарним i дiє на узагальнених функцiях

𝜃(𝜉) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑛)𝛿𝑒 ∈ ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞)

за правилом

𝛼̄(𝜕+)𝜃(𝜉) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑛)1 ∈ ℋℎ(−𝑝,−𝑞). (1.96)

Оберненим до 𝛼̄(𝜕+) є унiтарний оператор

𝛽(𝜕+) :=
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
𝜕+(𝛽𝑚) : ℋℎ(−𝑝,−𝑞) → ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞), (1.97)
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котрий дiє за правилом

ℋℎ(−𝑝,−𝑞) ∋ 𝒬(𝜉) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑛)1 ↦→ 𝛽(𝜕+)𝒬(𝜉) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑛)𝛿𝑒 ∈ ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞).

(1.98)

Доведення. Унiтарнiсть операторiв (1.95), (1.97) є очевидною. Пiдрахуємо

дiю цих операторiв на вiдповiдних елементах. Використовуючи (1.89), (1.94)

та наслiдок 1.3.4, для довiльних

𝜕+(𝜉𝑛)𝛿𝑒 ∈ ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞), 𝑛 ∈ N0; ⟨𝑓𝑚, ℎ𝑚(·)⟩ ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞), 𝑚 ∈ N0,

отримуємо

⟨⟨𝛼̄(𝜕+)𝜕+(𝜉𝑛)𝛿𝑒 − 𝜕+(𝜉𝑛)1, ⟨𝑓𝑚, ℎ𝑚(·)⟩⟩⟩

= ⟨⟨𝛼̄(𝜕+)𝜕+(𝜉𝑛)𝛿𝑒, ⟨𝑓𝑚, ℎ𝑚(·)⟩⟩⟩ − ⟨⟨𝜕+(𝜉𝑛)1, ⟨𝑓𝑚, ℎ𝑚(·)⟩⟩⟩

= ⟨⟨𝜕+(𝜉𝑛)𝛿𝑒, 𝛼̄(𝜕)⟨𝑓𝑚, ℎ𝑚(·)⟩⟩⟩ − ⟨⟨𝜕+(𝜉𝑛)1, ⟨𝑓𝑚, ℎ𝑚(·)⟩⟩⟩

= ⟨⟨𝜕+(𝜉𝑛)𝛿𝑒, ⟨𝑓𝑚, 𝜅𝑚(·)⟩⟩⟩ − ⟨⟨𝜕+(𝜉𝑛)1, ⟨𝑓𝑚, ℎ𝑚(·)⟩⟩⟩

= 𝛿𝑛,𝑚𝑛!⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩ − 𝛿𝑛,𝑚𝑛!⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩ = 0.

Звiдки й випливає справедливiсть (1.96).

Провiвши аналогiчнi пiдрахунки, переконуємося у справедливостi (1.98).

1.8. Iнтегральнi перетворення та множення Вiка

1.8.1. C-перетворення. Згiдно з пiдроздiлом 1.5 сiм’я

𝜅̄(𝜕) = (𝜅̄𝑥(𝜕))𝑥∈𝑄

лiнiйних неперервних операторiв

𝜅̄𝑥(𝜕) =
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
𝜕(𝜅𝑚(𝑥)) : ℋℎ(𝑝, 𝑞) → ℋℎ(𝑝, 𝑞)
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є сiм’єю операторiв узагальненого зсуву.

На функцiях 𝑓 iз простору ℋℎ(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3, визначимо C-

перетворення, поклавши

(C𝑓)(𝑥) =

∫︁
𝑄

(𝜅̄𝑥(𝜕)𝑓)(𝑦)𝑑𝜌(𝑦) = ⟨⟨1, 𝜅̄𝑥(𝜕)𝑓⟩⟩, 𝑥 ∈ 𝑄.

Лема 1.8.1. На функцiях

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞), 𝑛 ∈ N0,

дiя C-перетворення така:

(C⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥) = ⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(𝑥)⟩, 𝑥 ∈ 𝑄. (1.99)

Доведення. Використовуючи (1.49), (1.8) та спiввiдношення (1.88) для до-

вiльного фiксованого 𝑥 ∈ 𝑄 отримаємо

(C⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥) =
∫︁
𝑄

(𝜅̄𝑥(𝜕)⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑦)𝑑𝜌(𝑦)

=

∫︁
𝑄

∞∑︁
𝑚=0

1

𝑚!
(𝜕(𝜅𝑚(𝑥))⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑦)𝑑𝜌(𝑦)

=

∫︁
𝑄

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!
⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑚(𝑥) ⊗̂ ℎ𝑛(𝑦)⟩𝑑𝜌(𝑦)

=
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!

∫︁
𝑄

⟨𝑓𝜅𝑚(𝑥)
𝑛 , ℎ𝑛(𝑦)⟩𝑑𝜌(𝑦)

= ⟨𝑓𝜅𝑛(𝑥)
𝑛 , 1⟩ = ⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(𝑥)⟩.

Тепер є майже очевидною така теорема.
Теорема 1.8.1. Для всiх 𝑝, 𝑞 ∈ N3 вiдображення

ℋℎ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 ↦→ (C𝑓)(·) =
∫︁
𝑄

(𝜅̄·(𝜕)𝑓)(𝑦)𝑑𝜌(𝑦) ∈ ℋ𝜅(𝑝, 𝑞)

визначене i є унiтарним, причому

C = 𝛼̄(𝜕) :=
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
𝜕(𝛼̄𝑚) : ℋℎ(𝑝, 𝑞) → ℋ𝜅(𝑝, 𝑞)

(щодо визначення та властивостей оператора 𝛼̄(𝜕) див. наслiдок 1.3.4).



62

Доведення. При кожному 𝑥 ∈ 𝑄, взявши до уваги наслiдок 1.3.4 i те, що

оператор 𝜅̄𝑥(𝜕) : ℋℎ(𝑝, 𝑞) → ℋ𝜅(𝑝, 𝑞) є лiнiйним та неперевним, для довiль-

ної функцiї

𝑓(·) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞)

отримаємо

(C𝑓)(𝑥) =
(︁
C
(︁ ∞∑︁

𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩
)︁)︁

(𝑥)

=

∫︁
𝑄

(︁
𝜅̄𝑥(𝜕)

(︁ ∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩
)︁)︁

(𝑦)𝑑𝜌(𝑦)

=
⟨⟨
1, 𝜅̄𝑥(𝜕)

(︁ ∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩
)︁
(𝑦)

⟩⟩
=

∞∑︁
𝑛=0

⟨⟨1, 𝜅̄𝑥(𝜕)(⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑦)⟩⟩

=
∞∑︁
𝑛=0

(C⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, 𝜅𝑛(𝑥)⟩ = (𝛼̄(𝜕)𝑓)(𝑥).

Зауваження 1.8.1. Iз теореми випливає, що спряжений оператор C+ до C

вiдносно (𝐿2
𝜌) збiгається з унiтарним оператором

C+ = 𝛼̄(𝜕+) =
∞∑︁

𝑚=0

1

𝑚!
𝜕+(𝛼̄𝑚) : ℋ𝜅(−𝑝,−𝑞) → ℋℎ(−𝑝,−𝑞).

1.8.2. S- i T-перетворення та множення Вiка. В даному пунктi,

використовуючи оператори

ℱ(𝒩 ′) ∋ 𝜉 ↦→ (𝐼Hol𝜉)(·) := ⟨𝜉, e(̄·)⟩𝐹 (𝑁0) ∈ Hol0(𝒩 ),

ℱ(𝒩 ′) ∋ 𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ 𝐼ℎ−𝜉 =

∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑛)1 ∈ (ℋℎ)
′
,

ℱ(𝒩 ′) ∋ 𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ 𝐼𝜅−𝜉 =

∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑛)𝛿𝑒 ∈ (ℋ𝜅)
′
,
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котрi здiйснюють топологiчний iзоморфiзм мiж вiдповiдними просторами,

побудуємо так званi S- i T-перетвореня мiж простором росткiв аналiтичних

функцiй Hol0(𝒩 ) та простором

(ℋℎ)
′
= (ℋ𝜅)

′
=: (ℋ)

′
,

i введемо в (ℋ)
′ множення S-Вiка та T-Вiка, iндукованi цими перетворен-

нями.

S-перетворення визначається як топологiчний iзоморфiзм

S := 𝐼Hol(𝐼
ℎ
−)

−1 : (ℋ)
′ → Hol0(𝒩 )

мiж (ℋ)
′ та Hol0(𝒩 ). Зрозумiло, що як вiдображення

S := 𝐼Hol(𝐼
ℎ
−)

−1 : ℋℎ(−𝑝,−𝑞) → Hol(𝑝, 𝑞)

S-перетворення є унiтарним оператором.

Дiя оператора S : (ℋ)
′ → Hol0(𝒩 ) на довiльному векторi

𝒬(𝜉) =
∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑛)1 ∈ (ℋ)
′

така:

(S𝒬(𝜉))(𝜆) = ⟨⟨𝒬(𝜉), ℎ(·, 𝜆̄)⟩⟩,

де 𝜆 ∈ 𝒰𝑝(𝐾
− 𝑞

2 ) при 𝒬(𝜉) ∈ ℋℎ(−𝑝,−𝑞) ⊂ (ℋ)
′.

Справдi, при 𝜆 ∈ 𝒰𝑝(𝐾
− 𝑞

2 )

ℎ(·, 𝜆) = 𝐼ℎe(𝜆) ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞),

а оскiльки пара (𝐼ℎ−, 𝐼
ℎ) — бiунiтарна, то на пiдставi (1.19) та (1.89) дiста-

немо

(S𝒬(𝜉))(𝜆) =
(︀
𝐼Hol

(︀
(𝐼ℎ−)

−1𝒬(𝜉)
)︀)︀
(𝜆) =

(︀
𝐼Hol𝜉

)︀
(𝜆)

= ⟨𝜉, e(𝜆̄)⟩𝐹 (𝑁0) = ⟨⟨𝐼ℎ−𝜉, 𝐼ℎe(𝜆̄)⟩⟩ = ⟨⟨𝒬(𝜉), ℎ(·, 𝜆̄)⟩⟩,

що i ствержувалося.
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Iзоморфiзм S : (ℋ)
′ → Hol0(𝒩 ) i та обставина, що простiр Hol0(𝒩 ) є ко-

мутативною алгеброю вiдносно звичайного додавання i множення функцiй,

дають можливiсть перетворити (ℋ)
′ в комутативну алгебру з множенням

S-Вiка

𝒬(𝜉) ◇𝑆 𝒬(𝜂) := S−1(S𝒬(𝜉) · S𝒬(𝜂)).

узагальнених функцiй 𝒬(𝜉),𝒬(𝜂) ∈ (ℋ)
′

Очевидно, що

𝒬(𝜉) ◇𝑆 𝒬(𝜂) = 𝐼ℎ−(𝜉 ◇ 𝜂),

де 𝜉 = (𝐼ℎ−)
−1𝒬(𝜉), 𝜂 = (𝐼ℎ−)

−1𝒬(𝜂) ∈ ℱ(𝒩 ′
), а ◇ – множення Вiка в ℱ(𝒩 ′

)

(див. пiдроздiл 1.2).

Звiдси, скориставшись наслiдком 1.2.2, одержимо: довiльна фiксована

узагальнена функцiя 𝒬(𝜉) =
∑︀∞

𝑛=0 𝜕
+(𝜉𝑛)1 ∈ (ℋ)

′ визначає лiнiйний непе-

рервний оператор

(ℋ)
′ ∋ 𝒬(𝜂) ↦→ 𝒬(𝜉) ◇𝑆 𝒬(𝜂) ∈ (ℋ)

′
,

котрий збiгається з оператором

(ℋ)
′ ∋ 𝒬(𝜂) ↦→ 𝜉(𝜕+)𝒬(𝜂) =

∞∑︁
𝑛=0

𝜕+(𝜉𝑚)𝒬(𝜂) ∈ (ℋ)
′
.

Поряд з S-перетворенням у просторi (ℋ)
′ визначимо T-перетворення,

поклавши

T := 𝐼Hol(𝐼
𝜅
−)

−1 : (ℋ)
′ → Hol0(𝒩 ).

Все викладене вище щодо S-перетворення зберiгається i для T-пере-

творення, але з використанням узагальнених функцiй 𝜃(𝜉) ∈ (ℋ)
′ замiсть

𝒬(𝜉) ∈ (ℋ)
′ i замiною ℎ на 𝜅. Множення T-Вiка ◇𝑇 знову перетворює (ℋ)

′

в комутативну алгебру, iзоморфну тiй самiй алгебрi Hol0(𝒩 ), але вiдмiнну

вiд алгебри, породженої множенням ◇𝑆.
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Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi викладенi основнi положення (вiдомi та новi) бiорто-

гонального пiдходу до побудови теорiї узагальнених функцiй нескiнченного

числа змiнних. Отримано такi результати:

1. На просторах Фока введено оператори знищення та народження не-

скiнченного порядку i дослiджено їх образи при вiдповiднiй функцiо-

нальнiй реалiзацiї цих просторiв.

2. З використанням таких операторiв встановлено важливий результат

про збiг просторiв основних функцiй, пов’язаних з рiзними породжу-

ючими функцiями.

3. На просторах основних функцiй побудовано i дослiджено сiм’ю опе-

раторiв узагальненого зсуву.

4. Дослiджено властивостi так званого C-перетворення, пов’язаного з

операторами узагальненого зсуву.

Матерiали цього роздiлу опублiкованi в роботах [36, 38, 39].
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РОЗДIЛ 2

ОРТОГОНАЛЬНИЙ ПIДХIД ДО ПОБУДОВИ ТЕОРIЇ

УЗАГАЛЬНЕНИХ ФУНКЦIЙ НЕСКIНЧЕННОГО ЧИСЛА

ЗМIННИХ

У другому роздiлi розроблено ортогональний пiдхiд до побудови тео-

рiї узагальнених функцiй нескiнченного числа змiнних. Iз загальної точки

зору отримано ряд результатiв, характерних для класичних гауссового та

пуассонового аналiзу.

2.1. Ортогональнiсть системи базисних функцiй

Як i вище, нехай 𝑄 — сепарабельний метричний простiр, 𝜌 — фiксована

борелева ймовiрнiсна мiра на 𝑄, (𝐿2
𝜌) := 𝐿2(𝑄, 𝑑𝜌(𝑥)) — вiдповiдний 𝐿2-

простiр.

Нехай 𝒰0 — деякий окiл нуля у просторi 𝑁1,C i

𝑄× 𝒰0 ∋ {𝑥, 𝜆} ↦→ ℎ(𝑥, 𝜆) ∈ C1

— задана функцiя. Припустимо, що для кожного 𝑥 ∈ 𝑄 ℎ(𝑥, ·) є аналi-

тичною в нулi простору 𝑁1,C функцiєю змiнної 𝜆, для кожного 𝜆 ∈ 𝒰0

ℎ(·, 𝜆) ∈ 𝐶(𝑄). Крiм того, будемо вважати, що ℎ(·, 𝜆) локально обмежена

рiвномiрно по вiдношенню до 𝜆 iз довiльної замкненої кулi з 𝒰0 i ℎ(𝑥, 0) = 1

для всiх 𝑥 iз 𝑄.

Як i в п. 1.3.1 припускається iснування спiльного для всiх 𝑥 iз 𝑄 околу

𝒰ℎ = {𝜆 ∈ 𝑁2,C | ‖𝜆‖𝑁2,C < 𝑅ℎ, 𝑅ℎ > 0} ⊂ 𝒰0

в якому функцiю ℎ(𝑥, ·) можна подати у виглядi ряду

ℎ(𝑥, 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩, ℎ𝑛(𝑥) ∈ ℱ𝑛(𝑁−2), (2.1)
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рiвномiрно збiжного на кожнiй замкненiй кулi з 𝒰ℎ.

Згiдно з п.1.3.1 кожен вектор 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁𝑝), 𝑛 ∈ N0, 𝑝 ∈ N3, породжує

функцiю

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩ ∈ C1 (2.2)

iз простору 𝐶(𝑄).
Теорема 2.1.1. Для функцiй (2.2), породжених векторами

𝜙𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩 ), 𝜓𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝒩 ), 𝑛,𝑚 ∈ N0,

спiввiдношення ортогональностi∫︁
𝑄

⟨𝜙𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩⟨𝜓𝑚, ℎ𝑚(𝑥)⟩𝑑𝜌(𝑥) = 𝛿𝑛,𝑚𝑛!⟨𝜙𝑛, 𝜓𝑛⟩ (2.3)

є справедливим тодi i тiльки тодi, коли iснують 𝑝 ∈ N2, 𝐶 > 0, 𝐿 > 0

такi, що

‖‖ℎ𝑛(·)‖ℱ𝑛(𝑁−𝑝)‖(𝐿2) ≤ 𝐿𝐶𝑛𝑛!, 𝑛 ∈ N0, (2.4)

i ∫︁
𝑄

ℎ(𝑥, 𝜙)ℎ(𝑥, 𝜓)𝑑𝜌(𝑥) = exp⟨𝜙, 𝜓⟩ (2.5)

для довiльних 𝜙, 𝜓 ∈ 𝒩C таких, що ‖𝜙‖𝑁𝑝,C, ‖𝜓‖𝑁𝑝,C < 𝑟, де 𝑟 > 0 —

достатньо мале.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай спiввiдношення ортогональностi (2.3) має

мiсце. Тодi, очевидно, для всiх 𝜆 iз 𝒰ℎ ряд

ℎ(·, 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, ℎ𝑛(·)⟩

збiгається за нормою простору (𝐿2
𝜌) . Тому для 𝜙, 𝜓 ∈ 𝒰ℎ ∩𝒩C маємо∫︁

𝑄

ℎ(𝑥, 𝜙)ℎ(𝑥, 𝜓)𝑑𝜌(𝑥) = (ℎ(·, 𝜙), ℎ(·, 𝜓))(𝐿2
𝜌)

=
∞∑︁

𝑛,𝑚=0

1

𝑛!𝑚!
(⟨𝜙⊗𝑛, ℎ𝑛(·)⟩, ⟨𝜓⊗𝑚, ℎ𝑚(·)⟩)(𝐿2

𝜌)

=
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜙, 𝜓⟩𝑛 = exp⟨𝜙, 𝜓⟩.
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Переконаємося у справедливостi оцiнки (2.4) при 𝑝 = 2. Оскiльки

𝜌(𝑄) = 1 i ℎ0(𝑥) = 1 для всiх 𝑥 ∈ 𝑄, то при 𝑛 = 0 оцiнка (2.4) викону-

ється. Встановимо її для 𝑛 ∈ N1.

Нехай (𝑒𝑗)
∞
𝑗=1 — ортонормований базис у просторi𝑁2, 𝑒𝑗 ∈ 𝒩 . Позначимо

через N∞
0,fin множину фiнiтних мультиiндексiв з цiлочисловими невiд’ємни-

ми координатами, тобто мультиiндексiв 𝜇 = (𝜇1, 𝜇2, . . .), 𝜇𝑗 ∈ N0, таких, що

𝜇𝑘+1 = 𝜇𝑘+2 = . . . = 0, починаючи з деякого 𝑘 = 𝑘(𝜇) ∈ N1.

Зрозумiло, що

(𝑒𝜇)𝜇∈N∞
0,fin,|𝜇|=𝑛, 𝑒𝜇 := 𝜀𝜇𝑒

⊗𝜇1

1 ⊗̂ 𝑒⊗𝜇2

2 ⊗̂ . . . ,

𝜀𝜇 :=

(︂
|𝜇|!

𝜇1!𝜇2! . . .

)︂ 1
2

, |𝜇| = 𝜇1 + 𝜇2 + . . . = 𝑛, 𝑒⊗0
𝑗 := 1.

— ортонормовний базис у просторi ℱ𝑛(𝑁2), а тому для кожного 𝑥 ∈ 𝑄

‖ℎ𝑛(𝑥)‖2ℱ𝑛(𝑁−2)
=

∑︁
𝜇∈N∞

0,fin,|𝜇|=𝑛

|⟨𝑒𝜇, ℎ𝑛(𝑥)⟩|2.

Використовуючи останнє i (2.3), на пiдставi теореми Б. Левi отримуємо

‖‖ℎ𝑛(·)‖ℱ𝑛(𝑁−𝑝)‖
2
(𝐿2) =

∫︁
𝑄

‖ℎ𝑛(𝑥)‖2ℱ𝑛(𝑁−𝑝)
𝑑𝜌(𝑥)

=

∫︁
𝑄

∑︁
𝜇∈N∞

0,fin,|𝜇|=𝑛

|⟨𝑒𝜇, ℎ𝑛(𝑥)⟩|2𝑑𝜌(𝑥)

=
∑︁

𝜇∈N∞
0,fin,|𝜇|=𝑛

∫︁
𝑄

|⟨𝑒𝜇, ℎ𝑛(𝑥)⟩|2𝑑𝜌(𝑥)

=
∑︁

𝜇∈N∞
0,fin,|𝜇|=𝑛

‖𝑒𝜇‖2ℱ𝑛(𝑁0)
= 𝑛!‖𝑂⊗𝑛

2,0‖2𝐻𝑆

≤ 𝑛!‖𝑂⊗1
2,0‖2𝑛𝐻𝑆 ≤ (𝐶𝑛𝑛!)2, 𝐶 := ‖𝑂⊗1

2,0‖𝐻𝑆,

де 𝑂⊗𝑛
2,0 , 𝑛 ∈ N1, — оператор вкладення ℱ𝑛(𝑁2) в ℱ𝑛(𝑁0).

Достатнiсть. Припустимо, що iснує 𝑝 ∈ N2 таке, що оцiнка (2.4) i

рiвнiсть (2.5) виконуються. Нехай вектори 𝜙 та 𝜓 такi як i в умовi теореми.

Подавши їх у виглядi

𝜙 = 𝑧1𝜙, 𝜓 = 𝑧2𝜓,
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𝜙, 𝜓 ∈ 𝒩C, ‖𝜙‖𝑁𝑝,C = ‖𝜓‖𝑁𝑝,C = 1; 𝑧1, 𝑧2 ∈ C1, |𝑧1|, |𝑧2| < min{𝑅ℎ, 𝐶
−1},

та врахувавши, що для 𝜆 = 𝜙, 𝜓 ряд (2.1) збiгається у топологiї простору

(𝐿2
𝜌) до ℎ(·, 𝜙) та ℎ(·, 𝜓) вiдповiдно (див. [36], лема 4. 1), отримаємо∫︁
𝑄

ℎ(𝑥, 𝑧1𝜙)ℎ(𝑥, 𝑧2𝜓)𝑑𝜌(𝑥) = (ℎ(·, 𝑧1𝜙), ℎ(·, 𝑧2𝜓))(𝐿2
𝜌)

=
∞∑︁

𝑛,𝑚=0

𝑧𝑛1 𝑧
𝑚
2

𝑛!𝑚!
(⟨𝜙⊗𝑛, ℎ𝑛(·)⟩, ⟨𝜓⊗𝑚, ℎ𝑚(·)⟩)(𝐿2

𝜌)

=
∞∑︁

𝑛,𝑚=0

𝑧𝑛1 𝑧
𝑚
2

𝑛!𝑚!

∫︁
𝑄

⟨𝜙⊗𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩⟨𝜓⊗𝑚, ℎ𝑚(𝑥)⟩𝑑𝜌(𝑥).

(2.6)

З iншого боку, на пiдставi (2.5) маємо∫︁
𝑄

ℎ(𝑥, 𝑧1𝜙)ℎ(𝑥, 𝑧2𝜓)𝑑𝜌(𝑥) = exp(𝑧1𝑧2⟨𝜙, 𝜓⟩) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛1 𝑧
𝑛
2

𝑛!
⟨𝜙⊗𝑛, 𝜓

⊗𝑛
⟩. (2.7)

Таким чином для функцiї вiд 𝑧1, 𝑧2, що стоїть у лiвiй частинi (2.6) маємо

два зображення: (2.6) i (2.7). Порiвнюючи коефiцiєнти в цих двох зображе-

ннях дiстанемо∫︁
𝑄

⟨𝜙⊗𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩⟨𝜓⊗𝑚, ℎ𝑚(𝑥)⟩𝑑𝜌(𝑥) = 𝛿𝑛,𝑚𝑛!⟨𝜙⊗𝑛, 𝜓
⊗𝑛
⟩,

що забезпечує справедливiсть (2.3).

Зауваження 2.1.1. Нехай 𝑄 = 𝑁−1. Борелеву ймовiрнiсну мiру 𝜌 на 𝑄 на-

зивають аналiтичною, якщо її перетворення Лапласа

𝑙𝜌(𝜆) =

∫︁
𝑁−1

exp⟨𝑥, 𝜆⟩𝑑𝜌(𝑥), 𝜆 ∈ 𝑁1,C,

є аналiтичною функцiєю в нулi простору 𝑁1,C.

У випадку, коли мiра 𝜌 є аналiтичною i

ℎ(𝑥, 𝜆) =
exp⟨𝑥, 𝜔(𝜆)⟩
𝑙𝜌(𝜔(𝜆))

, 𝑥 ∈ 𝑄 = 𝑁−1, 𝜆 ∈ 𝒰ℎ ⊂ 𝑁1,C



70

(𝜔 : 𝑁1,C → 𝑁1,C — аналiтична й оборотна функцiя в околi 0 ∈ 𝑁1,C, 𝜔(0) =

0), оцiнка (2.4) виконується автоматично. (див. [25, 31]). Крiм того лiнiйна

оболонка функцiй

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ⟨𝜙𝑛, 𝜔𝑛(𝑥)⟩ ∈ C1, 𝜙𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩 ), 𝑛 ∈ N0

(у цьому випадку неперервних полiномiв), є щiльною у просторi (𝐿2
𝜌) (див.

[46], роздiл 2, S 10, теорема 1).

2.2. Унiтарний iзоморфiзм мiж простором Фока 𝐹 (𝑁0)

та простором (𝐿2
𝜌)

Припустимо, що функцiї

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ⟨𝜙𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩ ∈ C1, 𝜙𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩 ), 𝑛 ∈ N0, (2.8)

задовольняють спiввiдношення ортогональностi (2.3) i їхня лiнiйна обо-

лонка є щiльною у просторi (𝐿2
𝜌).

Завдяки (2.3) можна розширити в 𝐿2-сенсi клас функцiй (2.8) до фун-

кцiй

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩ ∈ C1, 𝜙𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁0), 𝑛 ∈ N0, (2.9)

зi збереженням властивостi ортогональностi.

Точнiше, нехай 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁0) i (𝜙(𝑘)
𝑛 )∞𝑘=0 ⊂ ℱ𝑛(𝒩 ) — послiдовнiсть, збiжна

до 𝑓𝑛 в ℱ𝑛(𝑁0). Покладемо

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ := lim
𝑘→∞

⟨𝜙(𝑘)
𝑛 , ℎ𝑛(·)⟩ ∈ (𝐿2

𝜌). (2.10)

Очевидно, що дана границя iснує в (𝐿2
𝜌) i не залежить вiд вибору послiдов-

ностi (𝜙(𝑘)
𝑛 )∞𝑘=0, збiжної до 𝑓𝑛 в ℱ𝑛(𝑁0). Подавши вектори

𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁0), 𝑔𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝑁0), 𝑛,𝑚 ∈ N0,
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у виглядi

𝑓𝑛 = lim
𝑘→∞

𝜙(𝑘)
𝑛 , 𝜙(𝑘)

𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩 ), 𝑔𝑚 = lim
𝑘→∞

𝜓(𝑘)
𝑚 , 𝜓(𝑘)

𝑚 ∈ ℱ𝑚(𝒩 ),

i перейшовши в∫︁
𝑄

⟨𝜙(𝑘)
𝑛 , ℎ𝑛(𝑥)⟩⟨𝜓(𝑘)

𝑚 , ℎ𝑚(𝑥)⟩𝑑𝜌(𝑥) = 𝛿𝑛,𝑚𝑛!⟨𝜙(𝑘)
𝑛 , 𝜓

(𝑘)
𝑛 ⟩

до границi при 𝑘 → ∞, отримаємо∫︁
𝑄

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩⟨𝑔𝑚, ℎ𝑚(𝑥)⟩𝑑𝜌(𝑥) = 𝛿𝑛,𝑚𝑛!⟨𝑓𝑛, 𝑔𝑛⟩. (2.11)

Справедливою є така теорема.

Теорема 2.2.1. Для довiльної функцiї 𝑓 ∈ (𝐿2
𝜌) iснує однозначно визначе-

ний вектор (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ 𝐹 (𝑁0) такий, що в (𝐿2

𝜌)

𝑓(·) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ (2.12)

i

‖𝑓‖2(𝐿2
𝜌)
= ‖(𝑓𝑛)∞𝑛=0‖2𝐹 (𝑁0)

=
∞∑︁
𝑛=0

‖𝑓𝑛‖2ℱ𝑛(𝑁0)
𝑛!.

Навпаки, довiльний ряд вигляду (2.12) з (𝑓𝑛)∞𝑛=0 ∈ 𝐹 (𝑁0) визначає функцiю

в (𝐿2
𝜌).

Як результат визначено вiдображення

𝐹 (𝑁0) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼ℎ𝜌 𝑓)(·) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ (𝐿2
𝜌), (2.13)

яке реалiзує унiтарний iзоморфiзм мiж простором Фока 𝐹 (𝑁0) та про-

стором (𝐿2
𝜌).

Доведення. Досить показати, що вiдображення 𝐼ℎ𝜌 (2.13) визначене i є унi-

тарним оператором, що дiє мiж 𝐹 (𝑁0) та (𝐿2
𝜌).

Нехай (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ 𝐹 (𝑁0). З рiвностi (2.11) вiдразу випливає збiжнiсть

ряду
∑︀∞

𝑛=0⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ у топологiї простору (𝐿2
𝜌). Це дає можливiсть визна-

чити вiдображення 𝐼ℎ𝜌 (2.13), яке внаслiдок спiввiдношення ортогональностi
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(2.11) є iзометричним оператором, що дiє iз 𝐹 (𝑁0) в (𝐿2
𝜌). Цей оператор 𝐼ℎ𝜌

буде унiтарним, якщо Ran (𝐼ℎ𝜌 ) = (𝐿2
𝜌), тобто для довiльної функцiї 𝑓 ∈ (𝐿2

𝜌)

знайдеться вектор 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ 𝐹 (𝑁0) такий, що в (𝐿2

𝜌)

(𝐼ℎ𝜌 𝑓)(·) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ = 𝑓(·). (2.14)

Зафiксуємо 𝑓 ∈ (𝐿2
𝜌). При кожному фiксованому 𝑛 ∈ N0 функцiя 𝑓 ∈

(𝐿2
𝜌) породжує антилiнiйний неперервний функцiонал

ℱ𝑛(𝑁0) ∋ 𝑔𝑛 ↦→ 1

𝑛!
⟨⟨𝑓, ⟨𝑔𝑛, ℎ𝑛(·)⟩⟩⟩ ∈ C1.

Тому iснує єдиний елемент 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁0) такий, що

⟨𝑓𝑛, 𝑔𝑛⟩ =
1

𝑛!
⟨⟨𝑓, ⟨𝑔𝑛, ℎ𝑛(·)⟩⟩⟩ (2.15)

для довiльного 𝑔𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁0).

Використовуючи спiввiдношення ортогональностi (2.11) i рiвнiсть (2.15),

неважко встановити нерiвнiсть

∞∑︁
𝑛=0

‖𝑓𝑛‖2ℱ𝑛(𝑁0)
𝑛! ≤ ‖𝑓‖2(𝐿2

𝜌)
,

яка забезпечує належнiсть послiдовностi (𝑓𝑛)∞𝑛=0 до простору 𝐹 (𝑁0).

Таким чином, 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ 𝐹 (𝑁0), i для доведення теореми залиши-

лось встановити рiвнiсть (2.14). Використавши (2.15), (2.11) i врахувавши,

що лiнiйна оболонка функцiй (2.9) є щiльною в (𝐿2
𝜌), вiдразу отримаємо

необхiдне.

2.3. Оснащення простору (𝐿2
𝜌)

З огляду на те, що оператор 𝐼ℎ𝜌 (2.13) здiйснює унiтарний iзоморфiзм

мiж простором Фока 𝐹 (𝑁0) i простором (𝐿2
𝜌), природно будувати оснащення
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простору (𝐿2
𝜌) (тобто простори основних та узагальнених функцiй) як образ

оснащення (1.4) простору Фока 𝐹 (𝑁0) при вiдображеннi 𝐼ℎ𝜌 . Точнiше, образ

𝐼ℎ𝜌 (ℱ(𝑝, 𝑞)) =: ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞) ⊂ (𝐿2

𝜌) 𝑝, 𝑞 ∈ N1,

з топологiєю ℱ(𝑝, 𝑞) є гiльбертовим простором, щiльно та неперервно вкла-

деним у (𝐿2
𝜌) i породжуючим ядерне оснащення

(ℋℎ
𝜌)

′ ⊃ ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) ⊃ (𝐿2

𝜌) ⊃ ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞) ⊃ ℋℎ

𝜌 , (2.16)

ℋℎ
𝜌 := pr lim

𝑝,𝑞∈N1

ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞), (ℋℎ

𝜌)
′
:= ind lim

𝑝,𝑞∈N1

ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞),

де ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) — негативний простiр по вiдношенню до нульового (𝐿2

𝜌) та

позитивного ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞).

За визначенням

ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞) := 𝐼ℎ𝜌 (ℱ(𝑝, 𝑞))

= {𝑓 ∈ (𝐿2
𝜌) | ∃(𝑓𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞) : 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩}

є гiльбертовим простором з гiльбертовою нормою

‖𝑓‖ℋℎ
𝜌(𝑝,𝑞)

= ‖
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩‖ℋℎ
𝜌(𝑝,𝑞)

:= ‖(𝑓𝑛)∞𝑛=0‖ℱ(𝑝,𝑞). (2.17)

Твердження 2.3.1. При 𝐾 > max{1, ‖𝑂3,2‖2𝐻𝑆𝑒
2𝑅−2

ℎ } простiр

ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞), 𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈ N, неперервно вкладається у простiр 𝐶(𝑄) i

його можна iнтерпретувати як множину неперервних функцiй

ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞) = ℋℎ(𝑝, 𝑞)

:= {𝑓 ∈ 𝐶(𝑄) | ∃(𝑓𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞) : 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩, 𝑥 ∈ 𝑄}

iз заданою на нiй гiльбертовою нормою (2.17).

Доведення. При вказаному в умовi твердження 𝐾 > 1 ряд
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩, (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞),
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збiгається як у топологiї простору (𝐿2
𝜌), так i у топологiї простору 𝐶(𝑄). А

оскiльки вiдображення (2.13) iн’єктивне, то таким, очевидно, є i неперервне

вiдображення

ℱ(𝑝, 𝑞) ∈ 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼ℎ𝜌 𝑓)(·) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ 𝐶(𝑄),

що i забезпечує справедливiсть твердження.

Як висновок з властивостей, встановлених вище, можна сформулювати

таку теорему.

Теорема 2.3.1. Якщо функцiя ℎ(𝑥, 𝜆) задовольняє припущенням даного

роздiлу, то вона задовольняє припущенням роздiлу 1. Як наслiдок, всi ре-

зультати, викладенi у роздiлу 1, є справедливими у розглядуваному ви-

падку.

2.4. Простори узагальнених функцiй

Згiдно з результатами п. 1.7.2 негативний простiр узагальнених функцiй

ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) можна зобразити у виглядi (беремо до уваги теорему 2.3.1)

ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) = ℋℎ(−𝑝,−𝑞) (2.18)

:= {𝒬(𝜉)=
∞∑︁
𝑛=0

𝒬(𝜉𝑛) | 𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞), ‖𝒬(𝜉)‖ℋℎ(−𝑝,−𝑞)=‖𝜉‖ℱ(−𝑝,−𝑞)},

де

𝒬(𝜉𝑛) := 𝜕+(𝜉𝑛)1, 𝑛 ∈ N0.

“Координатно” спарювання ⟨⟨· , ·⟩⟩ цього простору з ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞), породжене ска-

лярним добутком (· , ·)(𝐿2
𝜌)

у просторi (𝐿2
𝜌), має вигляд (1.89).

Зважаючи на те, що оператор 𝐼ℎ𝜌 : 𝐹 (𝑁0) → (𝐿2
𝜌) є унiтарним, можна

дати альтернативний до (2.18) опис простору ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞).
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Твердження 2.4.1. Вiдображеня

ℱ(−𝑝,−𝑞) ⊃ 𝐹 (𝑁0) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼ℎ𝜌 𝑓)(·) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞)

(2.19)

пiсля замикання за неперервнiстю реалiзує унiтарний iзоморфiзм мiж

простором ℱ(−𝑝,−𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N1, та простором ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞).

Як наслiдок, простiр ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) допускає зображення

ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞)) = {𝜉 =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, ℎ𝑛⟩ | (𝜉𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞),

‖𝜉‖ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) = ‖(𝜉𝑛)∞𝑛=0‖ℱ(−𝑝,−𝑞)},

в якому

⟨𝜉𝑛, ℎ𝑛⟩ := lim
𝑘→∞

⟨𝑓 (𝑘)𝑛 , ℎ𝑛⟩ ∈ ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞), 𝑛 ∈ N0, (2.20)

де (𝑓
(𝑘)
𝑛 )∞𝑘=0 ⊂ ℱ𝑛(𝑁0) — довiльна послiдовнiсть, збiжна до 𝜉𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁−𝑝) у

топологiї простору ℱ𝑛(𝑁−𝑝) (в (2.20) границю розумiємо в ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞)).

Для

𝜉 =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, ℎ𝑛⟩ ∈ ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞), 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩ ∈ ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞)

маємо

⟨⟨𝜉, 𝑓⟩⟩ = ⟨(𝜉𝑛)∞𝑛=0, (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0⟩𝐹 (𝑁0) =

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, 𝑓𝑛⟩𝑛!. (2.21)

Доведення. З огляду на те, що простiр 𝐹 (𝑁0) щiльно вкладається у простiр

ℱ(−𝑝,−𝑞), досить переконатися в iзометричностi оператора (2.19).

Нехай

I𝐹 : ℱ(−𝑝,−𝑞) → ℱ(𝑝, 𝑞), I𝐿2 : ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) → ℋℎ

𝜌(𝑝, 𝑞)

— канонiчнi iзометрiї пов’язанi з ланцюжками (1.4) та (2.16) вiдповiдно.

Позначимо через 𝐼ℎ+,𝜌 оператор 𝐼ℎ𝜌 , який розумiємо як оператор iз ℱ(𝑝, 𝑞) в

ℋℎ
𝜌(𝑝, 𝑞). Очевидно, що оператор

𝐼ℎ−,𝜌 := (I𝐿2)−1𝐼ℎ+,𝜌I𝐹 : ℱ(−𝑝,−𝑞) → ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞)
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— унiтарний, а пара (𝐼ℎ−,𝜌, 𝐼
ℎ
+,𝜌) — бiунiтарна, тобто

⟨⟨𝐼ℎ−,𝜌𝜉, 𝐼
ℎ
+,𝜌𝜙⟩⟩ = ⟨𝜉, 𝜙⟩𝐹 (𝑁0) (2.22)

для довiльних 𝜉 ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞) та 𝜙 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞).

Покажемо, що в ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞)

𝐼ℎ𝜌 𝑓 = 𝐼ℎ−,𝜌𝑓, 𝑓 ∈ 𝐹 (𝑁0), (2.23)

цим iзометричнiсть оператора (2.19) буде встановлено.

Нехай 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ∈ 𝐹 (𝑁0), 𝜙 = (𝜙𝑛)

∞
𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞). З одного боку, ско-

риставшись (2.13), отримаємо

⟨⟨𝐼ℎ𝜌 𝑓, 𝐼ℎ+,𝜌𝜙⟩⟩ = (𝐼ℎ𝜌 𝑓, 𝐼
ℎ
+,𝜌𝜙)(𝐿2

𝜌)

= (
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛(·)⟩,
∞∑︁

𝑚=0

⟨𝜙𝑚, ℎ𝑚(·)⟩)(𝐿2
𝜌)

=
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, 𝜙𝑛⟩𝑛! = ⟨𝑓, 𝜙⟩𝐹 (𝑁0).

(2.24)

З iншого боку

⟨⟨𝐼ℎ−,𝜌𝑓, 𝐼
ℎ
+,𝜌𝜙⟩⟩ = ⟨𝑓, 𝜙⟩𝐹 (𝑁0). (2.25)

Порiвнюючи (2.24) з (2.25), приходимо до висновку, що для довiльних

𝑓 ∈ 𝐹 (𝑁0), 𝜙 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞)

⟨⟨𝐼ℎ−,𝜌𝑓 − 𝐼ℎ𝜌 𝑓, 𝐼
ℎ
+,𝜌𝜙⟩⟩ = 0.

Звiдси вiдразу випливає (2.23).

Щодо рiвностi (2.21), то вона випливає iз (2.22) та (2.23).

Наслiдок 2.4.1. Порiвнюючи (2.21) з (1.89), приходимо до висновку, що

для довiльного 𝜉𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁−𝑝), 𝑛 ∈ N0,

⟨𝜉𝑛, ℎ𝑛⟩ = 𝒬(𝜉𝑛) := 𝜕+(𝜉𝑛)1

в сенсi простору ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞), 𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈ N1.
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2.5. Образи операторiв вторинного квантування

Нехай𝐴— самоспряжений позитивний оператор в𝑁0 з областю визначе-

ння Dom (𝐴). Вiн природним чином продовжується до такого ж оператора

в ℱ1(𝑁0) = 𝑁0,C, для продовженого оператора збережемо позначення 𝐴.

Для кожного 𝑛 ∈ N1 позначимо через 𝐴𝑛 оператор в ℱ𝑛(𝑁0), визначений

формулою

𝐴𝑛 := 𝐴⊗ 1⊗ . . .⊗ 1 + 1⊗ 𝐴⊗ 1⊗ . . .⊗ 1 + . . .+ 1⊗ . . .⊗ 1⊗ 𝐴

на ℱ̊𝑛(𝐷) (𝐷 ⊂ Dom (𝐴) — фiксована лiнiйна множина в 𝑁0).

Вторинним квантуванням оператора 𝐴 називається оператор в

𝐹 (𝑁0), визначений формулою

𝑑Exp𝐴 :=
∞⨁︁
𝑛=0

𝐴𝑛, 𝐴0 := 0,

на ℱ̊fin (𝐷). Згiдно з [41] (роздiл 6, S 1) цей оператор є ермiтовим. Бiльш

того, якщо 𝐷 — область iстотної самоспряженостi, то вiн є iстотно само-

спряженим.

Позначимо через

𝐻𝐴
𝜌 := 𝐼ℎ𝜌 𝑑Exp𝐴(𝐼ℎ𝜌 )

−1

образ оператора 𝑑Exp𝐴 при вiдображеннi (2.13). Оператор 𝐻𝐴
𝜌 також бу-

демо називати вторинним квантуванням оператора 𝐴. Зрозумiло, що якщо

множина 𝐷 є областю iстотної самоспряженостi оператора 𝐴, то множина

𝐼ℎ𝜌 (ℱ̊fin (𝐷)) є областю iстотної самоспряженостi оператора 𝐻𝐴
𝜌 .

Введемо оператори 𝜕𝑥, 𝑥 ∈ 𝑄, необхiднi при побудовi симетричної бiлi-

нiйної форми оператора 𝐻𝐴
𝜌 .

Для фiксованого 𝑥 ∈ 𝑄 позначимо через 𝜕𝑥 лiнiйний неперервний опе-

ратор, що дiє iз ℋℎ(𝑝, 𝑞) (𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈ N1 — фiксованi) в ℱ1(𝑁0) = 𝑁0,C i

задовольняє рiвнiсть

(𝜕𝑥𝑓, 𝜉1)ℱ1(𝑁0) = (𝜕(𝜉1)𝑓)(𝑥), 𝜉1 ∈ ℱ1(𝑁0), 𝑓 ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞), (2.26)
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якою вiн однозначно визначається.

Iснування такого оператора забезпечує оцiнка

|(𝜕(𝜉1)𝑓)(𝑥)| ≤ 𝑐‖𝜕(𝜉1)𝑓‖ℋℎ(𝑝,𝑞)

≤ 𝑐𝐾− 𝑞
2‖𝜉1‖ℱ1(𝑁−𝑝)‖𝑓‖ℋℎ(𝑝,𝑞) ≤ 𝑐𝐾− 𝑞

2‖𝜉1‖ℱ1(𝑁0)‖𝑓‖ℋℎ(𝑝,𝑞),

справедлива для деякого 𝑐 = 𝑐(𝑥) > 0 i всiх 𝑓 ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞) та 𝜉1 ∈ ℱ1(𝑁0).

Щоб визначити явно дiю оператора 𝜕𝑥 : ℋℎ(𝑝, 𝑞) → ℱ1(𝑁0) (𝑝 ∈ N3, 𝑞 ∈
N1 — фiксованi) на функцiях

⟨𝜙⊗𝑛
1 , ℎ𝑛(·)⟩ ∈ ℋℎ(𝑝, 𝑞), 𝜙1 ∈ ℱ1(𝑁𝑝), 𝑛 ∈ N0,

скористаємося (2.26) та (1.49). А саме, для довiльного 𝜉1 ∈ ℱ1(𝑁0) маємо

(𝜕𝑥⟨𝜙⊗𝑛
1 , ℎ𝑛⟩, 𝜉1)ℱ1(𝑁0) = (𝜕(𝜉1)⟨𝜙⊗𝑛

1 , ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥)

=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑛⟨𝜙
⊗𝑛
1 , ℎ𝑛−1(𝑥) ⊗̂ 𝜉1⟩, 𝑛 ∈ N1,

0, 𝑛 = 0,

=

⎧⎪⎨⎪⎩(𝑛⟨𝜙⊗(𝑛−1)
1 , ℎ𝑛−1(𝑥)⟩𝜙1, 𝜉1)ℱ1(𝑁0), 𝑛 ∈ N1,

0, 𝑛 = 0.

Звiдси знаходимо, що у просторi ℱ1(𝑁0)

𝜕𝑥⟨𝜙⊗𝑛
1 , ℎ𝑛⟩ =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑛⟨𝜙
⊗(𝑛−1)
1 , ℎ𝑛−1(𝑥)⟩𝜙1, 𝑛 ∈ N1,

0, 𝑛 = 0.
(2.27)

Справедливою є така теорема.

Теорема 2.5.1. Нехай 𝒩 ⊂ Dom 𝐴. Симетрична бiлiнiйна форма опера-

тора 𝐻𝐴
𝜌 допускає зображення

(𝐻𝐴
𝜌 𝜙, 𝜓)(𝐿2

𝜌)
=

∫︁
𝑄

(𝐴𝜕𝑥𝜙, 𝜕𝑥𝜓)ℱ1(𝑁0)𝑑𝜌(𝑥) (2.28)

для всiх 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐼ℎ𝜌 (ℱ̊fin (𝒩 )).
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Доведення. Рiвнiсть (2.28) досить встановити на функцiях

𝜙(·) = ⟨𝜙⊗𝑛
1 , ℎ𝑛(·)⟩, 𝜓(·) = ⟨𝜓⊗𝑛

1 , ℎ𝑛(·)⟩, 𝜙1, 𝜓1 ∈ ℱ1(𝒩 ), 𝑛,𝑚 ∈ N1.

З одного боку, скориставшись (2.13), для 𝜌-майже всiх 𝑥 ∈ 𝑄 отримуємо

(𝐻𝐴
𝜌 ⟨𝜙⊗𝑛

1 , ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥) = (𝐼ℎ𝜌 𝑑Exp𝐴(𝐼ℎ𝜌 )
−1⟨𝜙⊗𝑛

1 , ℎ𝑛(·)⟩)(𝑥)

= (𝐼ℎ𝜌 ((𝑑Exp𝐴)𝜙⊗𝑛
1 ))(𝑥)

= (𝐼ℎ𝜌 (𝐴𝜙1 ⊗ 𝜙1 ⊗ . . .⊗ 𝜙1 + . . .+ 𝜙1 ⊗ . . .⊗ 𝜙1 ⊗ 𝐴𝜙1))(𝑥)

= (𝐼ℎ𝜌 (𝑛𝐴𝜙1 ⊗̂ 𝜙
⊗(𝑛−1)
1 )(𝑥) = 𝑛⟨𝐴𝜙1 ⊗̂ 𝜙

⊗(𝑛−1)
1 , ℎ𝑛(𝑥)⟩.

Звiдси (використовуємо (2.11))

(𝐻𝐴
𝜌 𝜙, 𝜓)(𝐿2

𝜌)
=

∫︁
𝑄

𝑛⟨𝐴𝜙1 ⊗̂ 𝜙
⊗(𝑛−1)
1 , ℎ𝑛(𝑥)⟩⟨𝜓⊗𝑚

1 , ℎ𝑚(𝑥)⟩𝑑𝜌(𝑥)

= 𝛿𝑛,𝑚𝑛𝑛!⟨𝐴𝜙1 ⊗̂ 𝜙
⊗(𝑛−1)
1 , 𝜓⊗𝑛

1 ⟩

= 𝛿𝑛,𝑚𝑛𝑛!⟨𝜙1, 𝜓1⟩𝑛−1⟨𝐴𝜙1, 𝜓1⟩.

(2.29)

З iншого боку, скориставшись (2.27), для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑄 отримуємо

(𝐴𝜕𝑥𝜙, 𝜕𝑥𝜓)ℱ1(𝑁0) = (𝐴𝜕𝑥⟨𝜙⊗𝑛
1 , ℎ𝑛⟩, 𝜕𝑥⟨𝜓⊗𝑚

1 , ℎ𝑚⟩)ℱ1(𝑁0)

= 𝑛𝑚⟨𝜙⊗(𝑛−1)
1 , ℎ𝑛−1(𝑥)⟩⟨𝜓⊗(𝑚−1)

1 , ℎ𝑚−1(𝑥)⟩⟨𝐴𝜙1, 𝜓1⟩.

Врахувавши останнє, за допомогою спiввiдношення ортогональностi (2.11)

знаходимо∫︁
𝑄

(𝐴𝜕𝑥𝜙,𝜕𝑥𝜓)ℱ1(𝑁0)𝑑𝜌(𝑥)

= 𝑛𝑚⟨𝐴𝜙1, 𝜓1⟩
∫︁
𝑄

⟨𝜙⊗(𝑛−1)
1 , ℎ𝑛−1(𝑥)⟩⟨𝜓⊗(𝑚−1)

1 , ℎ𝑚−1(𝑥)⟩𝑑𝜌(𝑥)

= 𝛿𝑛,𝑚𝑛𝑛!⟨𝜙1, 𝜓1⟩𝑛−1⟨𝐴𝜙1, 𝜓1⟩.

(2.30)

Порiвнюючи (2.29) з (2.30), отримуємо потрiбне.
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2.6. Розширений стохастичний iнтеграл

Як вiдомо, у гауссовому та пуассоновому аналiзi важливу роль вiдiграє

розширений стохастичний iнтеграл, який узагальнює класичний iнтеграл

Iто, побудований за вiнеровим чи пуассоновим випадковим процесом. По-

няття такого iнтеграла було введено приблизно в один i той же час у роботах

кiлькох математикiв: M. Хiтцуди [47], Ю. Л. Далецького, С. Н. Парамоно-

вої [48, 49], Ю. М. Кабанова, А. В. Скорохода [50, 51, 52], Р. Кiнга [53] i

пiзнiше для гамма-процесу — у роботах М. О. Качановського [54, 55].

У цьому роздiлi введено поняття розширеного стохастичного iнтеграла

в термiнах простору Фока та його оснащення. При функцiональнiй реалi-

зацiї простору Фока за допомогою вiдображення 𝐼ℎ𝜌 отримано визначення

розширеного стохастичного iнтеграла в термiнах простору 𝐿2
𝜌 та його осна-

щення (у гауссовому та пуассоновому випадку це визначення збiгається iз

визначеннями введеними в згадуваних вище роботах). Зокрема, з’ясовано

за яких умов на функцiю ℎ цей iнтеграл є узагальненням iнтегралу Iто,

побудованого за випадковим процесом, пов’язаним з ℎ.

2.6.1. Розширений стохастичний iнтеграл у просторi Фока.

Тут i далi всi побудови будемо виконувати при спецiальному виборi лан-

цюжка (1.1). А саме, нехай

𝑁0 = 𝑆0 := 𝐿2(R1, 𝑑𝑚(𝑡)),

де 𝑚 — мiра Лебега на осi R1. Зрозумiло, що в даному випадку 𝑛-

частинковий простiр Фока

ℱ𝑛(𝑆0) = 𝐿̂2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)), 𝑛 ∈ N1,

збiгається iз простором 𝐿̂2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)) усiх комплекснозначних симетри-

чних функцiй iз 𝐿2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)), де 𝑚⊗𝑛 — продакт-мiра на борелевiй 𝜎-
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алгебрi ℬ(R𝑛), породжена мiрою 𝑚. Оскiльки функцiї

R𝑛 ∋ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} ↦→ 𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) ∈ C1

iз простору ℱ𝑛(𝑆0) = 𝐿̂2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)) є симетричними, то

‖𝑓𝑛‖2ℱ𝑛(𝑆0)
:=

∫︁
R𝑛

|𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛)

= 𝑛!

∫︁
−∞<𝑡1≤···≤𝑡𝑛<+∞

|𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛).

Очевидно, що у просторi ℱ𝑛(𝑁0) = 𝐿̂2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)), 𝑛 ∈ N0, є щiльною

множина{︁ 𝑠∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘κΔ
(𝑘)
1

⊗̂ . . . ⊗̂ κ
Δ

(𝑘)
𝑛

⃒⃒⃒
𝑐𝑘 ∈ C1, Δ

(𝑘)
𝑗 = [𝑎

(𝑘)
𝑗 , 𝑏

(𝑘)
𝑗 ) ⊂ R1, 𝑠 ∈ N1

}︁
(2.31)

функцiй

R𝑛 ∋ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} ↦→
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘(κΔ
(𝑘)
1

⊗̂ . . . ⊗̂ κ
Δ

(𝑘)
𝑛
)(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)

:=
1

𝑛!

𝑠∑︁
𝑘=1

∑︁
𝜎∈𝑆𝑛

𝑐𝑘κΔ
(𝑘)
𝜎(1)

(𝑡1) . . .κΔ
(𝑘)
𝜎(𝑛)

(𝑡𝑛) ∈ C1,

(2.32)

де 𝜎 = (𝜎(1), . . . , 𝜎(𝑛)) — перестановка iз групи 𝑆𝑛 усiх перестановок мно-

жини {1, . . . , 𝑛}, κ𝛼(·) — iндикатор борелевої множини 𝛼 ∈ ℬ(R𝑛). Бiльш

того, можна вважати, що усi функцiї (2.32) iз множини (2.31) мають таку

властивiсть: при кожному 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑠} пiвiнтервали Δ
(𝑘)
𝑗 , 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛},

попарно не перетинаються i, крiм того,

Δ
(𝑖)
1 × . . .×Δ(𝑖)

𝑛 ∩Δ
(𝑗)
1 × . . .×Δ(𝑗)

𝑛 = ∅

при 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑠}.
Покладемо

𝑁𝑝 = 𝑆𝑝 := 𝑊 2
𝑝 (R1, (1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡)), 𝑝 ∈ N1,
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де 𝑆𝑝 — дiйсний зважений соболевський простiр, що є поповненням мно-

жини 𝐶∞
fin (R1) (𝐶∞

fin (R1) — сукупнiсть усiх нескiнченно диференцiйовних

фiнiтних функцiй на R1) щодо гiльбертової норми

‖𝜙‖2𝑆𝑝
:=

𝑝∑︁
𝑛=0

∫︁
R1

|(𝐷𝑛𝜙)(𝑡)|2(1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡), 𝜙 ∈ 𝐶∞
fin (R1). (2.33)

Добре вiдомо, що при кожному 𝑝 ∈ N1 простiр 𝑆𝑝+1 топологiчно та квазi-

ядерно вкладається у простiр 𝑆𝑝 i ‖ · ‖𝑆𝑝
≤ ‖ · ‖𝑆𝑝+1

. Крiм того, у даному

випадку

𝒩 = 𝒮 := pr lim
𝑝∈N1

𝑆𝑝

є класичним простором Шварца (див., наприклад, [42], роздiл 14).

Таким чином в якостi ланцюжка (1.1) будемо використовувати ланцю-

жок

𝒮 ′
:= ind lim

𝑝∈N1

𝑆−𝑝 ⊃ 𝑆−𝑝 ⊃ 𝑆0 ⊃ 𝑆𝑝 ⊃ pr lim
𝑝∈N1

𝑆𝑝 =: 𝒮.

Нехай 𝒦 — деякий гiльбертiв простiр. Далi через 𝐿2([0,∞);𝒦) будемо

позначати гiльбертiв простiр векторнозначних функцiй

[0,∞) ∋ 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑡) ∈ 𝒦, ‖𝑓‖2𝐿2([0,∞);𝒦) :=

∫︁
[0,∞)

‖𝑓(𝑡)‖2𝒦𝑑𝑚(𝑡) <∞,

з вiдповiдним скалярним добутком.

Розширеним стохастичним iнтегралом вiд функцiї

𝜉 ∈ 𝐿2([0,∞);ℱ(−𝑝,−𝑞)), 𝑝, 𝑞 ∈ N1,

назвемо елемент Jext(𝜉) простору ℱ(−𝑝,−𝑞) такий, що

Jext(𝜉) =
∫︁
[0,∞)

𝑎+(𝛿𝑡)𝜉(𝑡)𝑑𝑚(𝑡) ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞),

де вираз, що праворуч розумiємо як iнтеграл Бохнера вiд векторнозначної

функцiї

[0,∞) ∋ 𝑡 ↦→ 𝑎+(𝛿𝑡)𝜉(𝑡) ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞), (2.34)

де 𝛿𝑡 — 𝛿-функцiя зосереджена в точцi 𝑡.

Пiдставою для такого означення є наступне твердження.
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Твердження 2.6.1. Якщо 𝜉 ∈ 𝐿2([0,∞);ℱ(−𝑝,−𝑞)), 𝑝, 𝑞 ∈ N1, то ве-

кторнозначна функцiя (2.34) iнтегровна за Бохнером на [0,∞).

Доведення. Нехай 𝜉 ∈ 𝐿2([0,∞);ℱ(−𝑝,−𝑞)), 𝑝, 𝑞 ∈ N1. Скориставшись

(1.7) i тим, що

‖𝛿𝑡‖ℱ1(𝑆−𝑝) ≤
𝑐√

1 + 𝑡2
, 𝑡 ∈ R1,

з деяким 𝑐 > 0 (див., наприклад, [42], роздiл 14, теорема 4.5), дiстанемо∫︁
[0,∞)

‖𝑎+(𝛿𝑡)𝜉(𝑡)‖ℱ(−𝑝,−𝑞)𝑑𝑚(𝑡) ≤ 𝐾− 𝑞
2

∫︁
[0,∞)

‖𝛿𝑡‖ℱ1(𝑆−𝑝)‖𝜉(𝑡)‖ℱ(−𝑝,−𝑞)𝑑𝑚(𝑡)

≤ 𝐾− 𝑞
2

(︂∫︁
[0,∞)

‖𝛿𝑡‖2ℱ1(𝑆−𝑝)
𝑑𝑚(𝑡)

)︂ 1
2

×
(︂∫︁

[0,∞)

‖𝜉(𝑡)‖2ℱ(−𝑝,−𝑞)𝑑𝑚(𝑡)

)︂ 1
2

≤ 𝐾− 𝑞
2

(︂∫︁
[0,∞)

𝑐2(1 + 𝑡2)−1𝑑𝑚(𝑡)

)︂ 1
2

×
(︂∫︁

[0,∞)

‖𝜉(𝑡)‖2ℱ(−𝑝,−𝑞)𝑑𝑚(𝑡)

)︂ 1
2

<∞.

Звiдси безпосередньо випливає потрiбне.

Вкажемо на одну властивiсть розширеного стохастичного iнтеграла Jext.
Нехай

𝐷 ⊂ 𝐿2([0,∞);𝐹 (𝑆0))

— множина усiх функцiй

[0,∞) ∋ 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑡) = (𝑓𝑛(𝑡))
∞
𝑛=0 ∈ 𝐹 (𝑆0) (2.35)

iз 𝐿2([0,∞);𝐹 (𝑆0)) таких, що для 𝑚⊗𝑛-майже всiх (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) ∈ R𝑛

𝑓𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = κ[0,𝑡)𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛), 𝑛 ∈ N1,

де κ𝛼(·) — iндикатор борелевої множини 𝛼 ∈ ℬ(R𝑛). Далi компоненти

𝑓𝑛(𝑡), 𝑛 ∈ N0, функцiї 𝑓 ∈ 𝐷 зручно вважати визначеними при всiх 𝑡 ∈ R1,
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поклавши

𝑓𝑛(𝑡) := 0, 𝑡 ∈ R1 ∖ [0,∞).

Нехай

𝑓𝑛(·; ·1, . . . , ·𝑛) ∈ 𝑆0,C ⊗ℱ𝑛(𝑆0)

— задана функцiя. Позначимо через 𝑓𝑛+1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1), 𝑛 ∈ N1, симетризацiю

даної функцiї за 𝑛+ 1 змiнною, тобто

𝑓𝑛+1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1) :=
1

𝑛+ 1

𝑛+1∑︁
𝑘=0

𝑓𝑛(𝑡𝑘; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘�, . . . , 𝑡𝑛+1)

для 𝑚⊗𝑛-майже всiх (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1) ∈ R𝑛+1. Зрозумiло, що якщо

𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛), 𝑛 ∈ N1, компонента функцiї 𝑓(·) = (𝑓𝑛(·))∞𝑛=0 ∈ 𝐷, то

для 𝑚⊗𝑛-майже всiх (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1) ∈ R𝑛+1

𝑓𝑛+1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1) :=
1

𝑛+ 1
𝑓𝑛(𝑡𝑘; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘�, . . . , 𝑡𝑛+1), (2.36)

де 𝑡𝑘 = max{𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1}. Покладемо 𝑓1(𝑡) := 𝑓0(𝑡) для кожного 𝑡 ∈ R1.

Теорема 2.6.1. Вiдображення

𝐿2([0,∞);𝐹 (𝑆0)) ⊃ 𝐷 ∋ 𝑓(·) = (𝑓𝑛(·))∞𝑛=0 ↦→

J(𝑓) := (0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛, . . .) ∈ 𝐹 (𝑆0)
(2.37)

визначене i є лiнiйним та iзометричним. Бiльш того, у просторi

ℱ(−𝑝,−𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N1, має мiсце рiвнiсть

Jext(𝑓) = J(𝑓), 𝑓 ∈ 𝐷. (2.38)

Доведення. Нехай 𝑓(·) = (𝑓𝑛(·))∞𝑛=0 ∈ 𝐷. На основi (2.36) отримаємо

‖𝑓‖2𝐿2([0,∞);𝐹 (𝑆0))
=

∫︁
[0,∞)

‖𝑓(𝑡)‖2𝐹 (𝑆0)
𝑑𝑚(𝑡)

=

∫︁
[0,∞)

∞∑︁
𝑛=0

‖𝑓𝑛(𝑡)‖2ℱ𝑛(𝑆0)
𝑛!𝑑𝑚(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑛!

∫︁
[0,∞)

‖𝑓𝑛(𝑡)‖2ℱ𝑛(𝑆0)
𝑑𝑚(𝑡)
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=
∞∑︁
𝑛=0

𝑛!

∫︁
[0,∞)

(︂∫︁
R𝑛

|𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛)

)︂
𝑑𝑚(𝑡)

=
∞∑︁
𝑛=0

𝑛!

∫︁
[0,∞)

(︂∫︁
[0,𝑡)𝑛

|𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛)

)︂
𝑑𝑚(𝑡)

=
∞∑︁
𝑛=0

(𝑛!)2
∫︁
[0,∞)

(︂ ∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<𝑡

|𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛)

)︂
𝑑𝑚(𝑡)

=
∞∑︁
𝑛=0

((𝑛+ 1)!)2
∫︁

0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛+1<∞

|𝑓𝑛+1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛+1)

=
∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 1)!

∫︁
R𝑛+1

|𝑓𝑛+1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛+1)

=
∞∑︁
𝑛=0

‖𝑓𝑛+1‖2ℱ𝑛+1(𝑆0)
(𝑛+ 1)! = ‖J(𝑓)‖2𝐹 (𝑆0)

.

Звiдси випливає iзометричнiсть вiдображення (2.37), лiнiйнiсть цього вiд-

ображення очевидна.

Для встановлення рiвностi (2.38) досить показати, що

⟨Jext(𝑓), 𝜓⟩𝐹 (𝑆0) = ⟨J(𝑓), 𝜓⟩𝐹 (𝑆0)

для довiльного 𝜓 = 𝜙⊗𝑘, 𝜙 ∈ 𝒮C, 𝑘 ∈ N0.

Застосувавши до функцiї

[0,∞) ∋ 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑡) = (𝑓𝑛(𝑡))
∞
𝑛=0 ∈ 𝐹 (𝑆0) ⊂ ℱ(−𝑝,−𝑞)

оператор 𝑎+(𝛿𝑡), отримаємо (використовуємо (1.6))

𝑎+(𝛿𝑡)𝑓(𝑡) = (0, 𝛿𝑡 ⊗̂ 𝑓0(𝑡), 𝛿𝑡 ⊗̂ 𝑓1(𝑡), . . .) ∈ ℱ(−𝑝,−𝑞). (2.39)

Використавши (2.39) та (1.5), для довiльного 𝑓 ∈ 𝐷 одержуємо

⟨Jext(𝑓), 𝜙⊗𝑘⟩𝐹 (𝑆0) = ⟨
∫︁
[0,∞)

𝑎+(𝛿𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑚(𝑡), 𝜙⊗𝑘⟩𝐹 (𝑆0)
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=

∫︁
[0,∞)

⟨𝑎+(𝛿𝑡)𝑓(𝑡), 𝜙⊗𝑘⟩𝐹 (𝑆0)𝑑𝑚(𝑡)

= 𝑘!

∫︁
[0,∞)

⟨𝛿𝑡 ⊗̂ 𝑓𝑘−1(𝑡), 𝜙
⊗𝑘⟩ℱ𝑘(𝑆0)𝑑𝑚(𝑡)

= 𝑘!

∫︁
[0,∞)

𝜙(𝑡)⟨𝑓𝑘−1(𝑡), 𝜙
⊗𝑘−1⟩ℱ𝑘−1(𝑆0)𝑑𝑚(𝑡)

= 𝑘!

∫︁
[0,∞)

𝜙(𝑡)

(︂∫︁
R𝑘−1

𝑓𝑘−1(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)

× 𝜙⊗𝑘−1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑘−1)

)︂
𝑑𝑚(𝑡)

= 𝑘!

∫︁
[0,∞)

𝜙(𝑡)

(︂∫︁
[0,𝑡)𝑘−1

𝑓𝑘−1(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)

× 𝜙⊗𝑘−1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑘−1)

)︂
𝑑𝑚(𝑡)

= 𝑘!(𝑘 − 1)!

∫︁
[0,∞)

𝜙(𝑡)

(︂ ∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑘−1<𝑡

𝑓𝑘−1(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)

× 𝜙⊗𝑘−1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑘−1)

)︂
𝑑𝑚(𝑡)

= (𝑘!)2
∫︁

0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑘<∞

𝑓𝑘(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝜙⊗𝑘(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑘)

= 𝑘!

∫︁
R𝑘

𝑓𝑘(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝜙⊗𝑘(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑘)

= 𝑘!⟨𝑓𝑘, 𝜙⊗𝑘⟩ℱ𝑘(𝑆0) = ⟨J(𝑓), 𝜙⊗𝑘⟩𝐹 (𝑆0).

2.6.2. Образ розширеного стохастичного iнтеграла та iнте-

грал Iто. Оскiльки вiдображення

ℱ(−𝑝,−𝑞) ∋ 𝜉 = (𝜉𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ 𝐼ℎ𝜌 𝜉 :=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛, ℎ𝑛⟩ ∈ ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞)

унiтарне, то таким буде i вiдображення мiж вiдповiдними просторами 𝐿2:

𝐿2([0,∞);ℱ(−𝑝,−𝑞)) ∋ 𝜉(·) = (𝜉𝑛(·))∞𝑛=0 ↦→ (ℐℎ
−,𝜌𝜉)(·)

:=
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝜉𝑛(·), ℎ𝑛⟩ ∈ 𝐿2([0,∞);ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞)).
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Використовуючи цi вiдображення, визначимо розширений стохастичний

iнтеграл Jℎext(𝜉) вiд функцiї 𝜉 ∈ 𝐿2([0,∞);ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞)), поклавши

Jℎext(𝜉) := (𝐼ℎ𝜌 Jext(ℐℎ
−,𝜌)

−1)(𝜉) =

∫︁
[0,∞)

𝜕+(𝛿𝑡)𝜉(𝑡)𝑑𝑚(𝑡),

де вираз, що праворуч належить до простору ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞) i iснує як iнте-

грал Бохнера вiд векторнозначної функцiї

[0,∞) ∋ 𝑡 ↦→ 𝜕+(𝛿𝑡)𝜉(𝑡) ∈ ℋℎ
𝜌(−𝑝,−𝑞).

Нехай ℐℎ
𝜌 — звуження оператора ℐℎ

−,𝜌 на простiр 𝐿2([0,∞);𝐹 (𝑆0)), яке,

очевидно, визначає унiтарний оператор (див. (2.37))

𝐿2([0,∞);𝐹 (𝑆0)) ∋ 𝑓(·) = (𝑓𝑛(·))∞𝑛=0 ↦→ (ℐℎ
𝜌 𝑓)(·)

:=
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛(·), ℎ𝑛⟩ ∈ 𝐿2([0,∞); (𝐿2
𝜌)).

(2.40)

Використовуючи оператори (2.13), (2.40), поряд з iнтегралом Jℎext визначимо

розширений стохастичний iнтеграл Jℎ(𝑓) вiд функцiї

𝑓(·) :=
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛(·), ℎ𝑛⟩ ∈ 𝐷ℎ
𝜌 := ℐℎ

𝜌𝐷 ⊂ 𝐿2([0,∞); (𝐿2
𝜌)),

поклавши

Jℎ(𝑓) := (𝐼ℎ𝜌 J(ℐℎ
𝜌 )

−1)(𝑓) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛+1, ℎ𝑛+1⟩ ∈ (𝐿2
𝜌), (2.41)

де J — оператор iз теореми 2.6.1.

Як наслiдок iз теореми 2.6.1 отримуємо такий результат.
Теорема 2.6.2. У просторi ℋℎ

𝜌(−𝑝,−𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N1, має мiсце рiвнiсть

Jℎext(𝑓) = Jℎ(𝑓), 𝑓 ∈ 𝐷ℎ
𝜌 ,

причому вiдображення

𝐿2([0,∞); (𝐿2
𝜌)) ⊃ 𝐷ℎ

𝜌 ∋ 𝑓 ↦→ Jℎ(𝑓) ∈ (𝐿2
𝜌)

є iзометричним.
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Перейдемо до визначення iнтегралу Iто. Розглянемо випадковий процес

M = {𝑀(𝑡) := ⟨κ[0,𝑡), ℎ1⟩ | 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑀(0) := 0

(нагадаємо (див. пiдроздiл 2.2), що за визначенням

⟨κ[0,𝑡), ℎ1⟩ := 𝐼ℎ𝜌 (0,κ[0,𝑡), 0, . . .) = lim
𝑘→∞

⟨𝜙(𝑘), ℎ1⟩ ∈ (𝐿2
𝜌), 𝑡 ∈ [0,∞),

де (𝜙(𝑘))∞𝑘=0 ⊂ 𝒮 — довiльна послiдовнiсть, збiжна до κ[0,𝑡) за нормою про-

стору ℱ1(𝑆0) = 𝐿2
C(R1, 𝑑𝑚(𝑡))).

Використавши спiввiдношення ортогональностi (2.11), неважко переко-

натися, що для 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 <∞

‖𝑀(𝑡2)−𝑀(𝑡1)‖2(𝐿2
𝜌)
= ‖⟨κ[𝑡1,𝑡2), ℎ1⟩‖

2
(𝐿2

𝜌)
= ‖κ[𝑡1,𝑡2)‖

2
𝐿2
C(R1,𝑑𝑚(𝑡)) = 𝑡2 − 𝑡1.

(2.42)

Крiм того, оскiльки ℎ(𝑥, 0) = 1 для всiх 𝑥 iз 𝑄, то

ℎ0(𝑥) = 1, 𝑥 ∈ 𝑄,

а тому згiдно з (2.11)∫︁
𝑄

𝑀(𝑡)𝑑𝜌(𝑥) =

∫︁
𝑄

⟨κ[0,𝑡), ℎ1(𝑥)⟩𝑑𝜌(𝑥) = 0. (2.43)

Припустимо, що M є процесом з незалежними приростами. Як i ко-

жен процес з незалежними приростами, що має властивостi (2.42), (2.43),

процес M є нормальним квадратично iнтегровним мартингалом щодо сiм’ї

ℛ = (ℛ𝑡)𝑡∈[0,∞), породжених ним 𝜎-алгебр ℛ𝑡 := 𝜎{𝑀(𝑠) | 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡} (див.,

наприклад, [57, 58]). Вважатимемо, що 𝜎-алгебра ℬ(𝑄) поповнена множи-

нами 𝜌-мiри нуль. Бiльше того, вважатимемо, що й 𝜎-алгебри ℛ𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞),

поповненi множинами з ℬ(𝑄), якi мають 𝜌-мiру нуль.

Позначимо через 𝐷I множину (ℬ(𝑄) × ℬ([0,∞))-вимiрних) функцiй

𝑓 ∈ 𝐿2([0,∞); (𝐿2
𝜌)), узгоджених з сiм’єю ℛ = (ℛ𝑡)𝑡∈[0,∞). Вiдомо (див.,

наприклад, [56, 58, 59]), що iснує єдине лiнiйне iзометричне вiдображення

𝐿2([0,∞); (𝐿2
𝜌)) ⊃ 𝐷I ∋ 𝑓 ↦→ JI(𝑓) ∈ (𝐿2

𝜌) (2.44)
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таке, що

JI(𝑔κ[𝑡1,𝑡2)) = 𝑔(𝑀(𝑡2)−𝑀(𝑡1)) = 𝑔⟨κ[𝑡1,𝑡2), ℎ1⟩, 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 <∞, (2.45)

для довiльної ℛ𝑡1-вимiрної функцiї 𝑔 ∈ (𝐿2
𝜌). Це вiдображення називають

iнтегралом Iто (стохастичним iнтегралом), побудованим за мартинга-

лом M, i позначають

JI(𝑓) :=
∫︁
[0,∞)

𝑓(𝑡)𝑑𝑀(𝑡) ∈ (𝐿2
𝜌), 𝑓 ∈ 𝐷I.

Поряд з iнтегралом JI розглядатимемо iнтеграл∫︁
[0,𝑠)

𝑓(𝑡)𝑑𝑀(𝑡) :=

∫︁
[0,∞)

κ[0,𝑠)(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑀(𝑡) ∈ (𝐿2
𝜌), 𝑓 ∈ 𝐷I.

Вiдзначимо, що завдяки iзометричностi вiдображення (2.44) має мiсце рiв-

нiсть

‖
∫︁
[0,𝑠)

𝑓(𝑡)𝑑𝑀(𝑡)‖2(𝐿2
𝜌)
=

∫︁
[0,𝑠)

‖𝑓(𝑡)‖2(𝐿2
𝜌)
𝑑𝑚(𝑡), 𝑓 ∈ 𝐷I. (2.46)

Iз властивостей iнтегралу Iто випливає, що для довiльної функцiї

𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁0) = 𝐿̂2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)), 𝑛 ∈ N1,

має сенс iнтеграл

J𝑛(𝑓𝑛) :=
∫︁

0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛), (2.47)

який називатимемо 𝑛-кратним стохастичним iнтегралом, побудованим

за мартингалом M. Якщо

𝑓𝑛 = κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

∈ ℱ𝑛(𝑁0), 𝑛 ∈ N1,

де Δ𝑗 = [𝑎𝑗, 𝑏𝑗) ⊂ [0,∞), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, — пiвiнтервали, що попарно не

перетинаються, то

J𝑛(κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

) =
1

𝑛!
⟨κΔ1

, ℎ1⟩ . . . ⟨κΔ𝑛
, ℎ1⟩, 𝑛 ∈ N1. (2.48)
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Справдi, скориставшись формулами (2.47), (2.32), отримуємо

J𝑛(κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

)

=

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

(κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

)(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛)

=
1

𝑛!

∑︁
𝜎∈𝑆𝑛

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

κΔ𝜎(1)
(𝑡1) . . .κΔ𝜎(𝑛)

(𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛)

(2.49)

Далi, без втрати загальностi будемо вважати, що 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑛, тодi,

використовуючи (2.49) та (2.45), послiдовно прийдемо до рiвностi (2.48):

J𝑛(κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

) =
1

𝑛!

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

κΔ1
(𝑡1) . . .κΔ𝑛

(𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛)

=
1

𝑛!

∫︁
0≤𝑡2≤···≤𝑡𝑛<∞

⟨κΔ1
, ℎ1⟩κΔ2

(𝑡1) . . .κΔ𝑛
(𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡2) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛)

= · · ·

=
1

𝑛!
⟨κΔ1

, ℎ1⟩ . . . ⟨κΔ𝑛
, ℎ1⟩.

Вкажемо ще на один простий факт. Послiдовно використовуючи рiвнiсть

(2.46), для довiльного вектора 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝑁0) отримаємо

‖J𝑛(𝑓𝑛)‖2(𝐿2
𝜌)
=

⃦⃦ ∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛)
⃦⃦2
(𝐿2

𝜌)

=
⃦⃦ ∫︁

[0,∞)

(︁ ∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛−1≤𝑡𝑛

𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛−1)
)︁
𝑑𝑀(𝑡𝑛)

⃦⃦2
(𝐿2

𝜌)

=

∫︁
[0,∞)

⃦⃦ ∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛−1≤𝑡𝑛

𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛−1)
⃦⃦2
(𝐿2

𝜌)
𝑑𝑚(𝑡𝑛)

= · · ·

=

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

|𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)|2𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛) ≤
1

𝑛!
‖𝑓𝑛‖2ℱ𝑛(𝑁0)

.

Звiдси випливає, що вiдображення

ℱ𝑛(𝑁0) ∋ 𝑓𝑛 ↦→ J𝑛(𝑓𝑛) ∈ (𝐿2
𝜌), 𝑛 ∈ N0,
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є неперервним.

Вище вiдзначалося, що у гауссовому та пуассоновому випадку розшире-

ний стохастичний iнтеграл є узагальненням iнтегралу Iто, побудованого за

мартингалом M (див., наприклад, [50, 60]). В зв’язку з цим виникає приро-

дне питання: за яких умов на функцiю ℎ iнтеграл Jℎ збiгається з iнтегралом

JI. Вiдповiдь на це питання дає наступна теорема.

Теорема 2.6.3. Якщо функцiя ℎ така, що у просторi (𝐿2
𝜌)

⟨κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

, ℎ𝑛⟩ = ⟨κΔ1
, ℎ1⟩ . . . ⟨κΔ𝑛

, ℎ1⟩, 𝑛 ∈ N1, (2.50)

для довiльних пiвiнтервалiв Δ𝑗 = [𝑎𝑗, 𝑏𝑗) ⊂ [0,∞), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, що по-

парно не перетинаються, то 𝐷ℎ
𝜌 ⊂ 𝐷I i

Jℎ(𝑓) = JI(𝑓), 𝑓 ∈ 𝐷ℎ
𝜌 . (2.51)

Навпаки, якщо 𝐷ℎ
𝜌 ⊂ 𝐷I i iнтеграл Iто JI(𝑓) вiд функцiї 𝑓 ∈ 𝐷ℎ

𝜌 збiга-

ється з розширеним стохастичним iнтегралом Jℎ(𝑓), то для довiльних

пiвiнтервалiв Δ𝑗 = [𝑎𝑗, 𝑏𝑗) ⊂ [0,∞), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, що попарно не перети-

наються, у просторi (𝐿2
𝜌) має мiсце рiвнiсть (2.50).

Доведення. Припустимо, що для довiльних пiвiнтервалiв

Δ𝑗 = [𝑎𝑗, 𝑏𝑗) ⊂ [0,∞), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛},

що попарно не перетинаються, у просторi (𝐿2
𝜌) має мiсце рiвнiсть (2.50).

Справедливiсть вкладення 𝐷ℎ
𝜌 ⊂ 𝐷I випливає з того, що для кожного 𝑡 ∈

[0,∞) функцiї

⟨
𝑠∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘κΔ
(𝑘)
1

⊗̂ · · · ⊗̂ κ
Δ

(𝑘)
𝑛
, ℎ𝑛⟩ =

𝑠∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘⟨κΔ
(𝑘)
1
, ℎ1⟩ . . . ⟨κΔ

(𝑘)
𝑛
, ℎ1⟩, 𝑛, 𝑠 ∈ N1,

побудованi за пiвiнтервалами Δ
(𝑘)
𝑗 = [𝑎

(𝑘)
𝑗 , 𝑏

(𝑘)
𝑗 ) ⊂ [0, 𝑡) такими, що

Δ
(𝑘)
𝑖 ∩Δ

(𝑘)
𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑠},
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є ℛ𝑡-вимiрними i їми у просторi (𝐿2
𝜌) можна апроксимувати довiльну фун-

кцiю 𝑓 iз множини 𝐷ℎ
𝜌 .

Встановимо рiвнiсть (2.51). Скориставшись формулами (2.48), (2.50), не-

важко переконатися, що у просторi (𝐿2
𝜌) довiльна функцiя

⟨κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

, ℎ𝑛⟩ ∈ (𝐿2
𝜌)

допускає зображення

⟨κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

, ℎ𝑛⟩ = 𝑛!J𝑛(κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

),

де Δ𝑗 = [𝑎𝑗, 𝑏𝑗) ⊂ [0,∞), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, — пiвiнтервали, що попарно

не перетинаються. Звiдси безпосередньо випливає, що довiльна функцiя

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛⟩ ∈ (𝐿2
𝜌) така, що для 𝑚⊗𝑛-майже всiх (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) ∈ R𝑛

𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = κ[0,∞)𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛),

допускає зображення

⟨𝑓𝑛, ℎ𝑛⟩ = 𝑛!J𝑛(𝑓𝑛) = 𝑛!

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<∞

𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛).

Врахувавши останнє та (2.36), для довiльної функцiї

𝑓(·) =
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛(·), ℎ𝑛⟩ ∈ 𝐷ℎ
𝜌

отримаємо

JI(𝑓) =
∫︁
[0,∞)

𝑓(𝑡)𝑑𝑀(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

∫︁
[0,∞)

⟨𝑓𝑛(𝑡), ℎ𝑛⟩𝑑𝑀(𝑡)

=
∞∑︁
𝑛=0

∫︁
[0,∞)

𝑛!

(︂ ∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛<𝑡

𝑓𝑛(𝑡; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛)

)︂
𝑑𝑀(𝑡)

=
∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 1)!

∫︁
0≤𝑡1≤···≤𝑡𝑛+1<∞

𝑓𝑛+1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛+1)𝑑𝑀(𝑡1) . . . 𝑑𝑀(𝑡𝑛+1)

=
∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛+1, ℎ𝑛+1⟩ = Jℎ(𝑓).
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Навпаки, нехай 𝐷ℎ
𝜌 ⊂ 𝐷I i Jℎ(𝑓) = JI(𝑓), 𝑓 ∈ 𝐷ℎ

𝜌 . Переконаємося у спра-

ведливостi рiвностi (2.50). Зафiксуємо пiвiнтервали Δ1 = [𝑎1, 𝑏1), . . . ,Δ𝑛 =

[𝑎𝑛, 𝑏𝑛) такi як i в умовi теореми, причому вважатимемо, що 𝑎𝑛 > 𝑎𝑖, 𝑖 ∈
{1, . . . , 𝑛− 1}. Тодi, очевидно, що функцiя

[0, 𝑇 ) ∋ 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑡) := ⟨κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛−1

, ℎ𝑛−1⟩κΔ𝑛
(𝑡) ∈ (𝐿2

𝜌),

входить до множини 𝐷ℎ
𝜌 ⊂ 𝐷I. Бiльш того, функцiя

⟨κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛−1

, ℎ𝑛−1⟩

є ℛ𝑎𝑛-вимiрною, а тому на пiдставi (2.45)

JI(𝑓) =
∫︁
[0,∞)

⟨κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛−1

, ℎ𝑛−1⟩κΔ𝑛
(𝑡)𝑑𝑀(𝑡)

= ⟨κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛−1

, ℎ𝑛−1⟩⟨κΔ𝑛
, ℎ1⟩.

(2.52)

З iншого боку, скориставшись припущенням щодо збiгу iнтегралу Iто з роз-

ширеним стохастичним iнтегралом, на пiдставi (2.41) одержимо

JI(𝑓) = Jℎ(𝑓) = Jℎ(⟨κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛−1

⊗ κΔ𝑛
(·), ℎ𝑛−1⟩)

= ⟨κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

, ℎ𝑛⟩.
(2.53)

Порiвнюючи (2.52) з (2.53), за iндукцiєю легко отримаємо (2.50).

Справедлива така теорема.
Теорема 2.6.4. Якщо

𝜕𝑛ℎ(𝑥, 𝑧1𝜙1 + · · ·+ 𝑧𝑛𝜙𝑛)

𝜕𝑧1 . . . 𝜕𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑧1=...=𝑧𝑛=0

=
𝜕

𝜕𝑧1
ℎ(𝑥, 𝑧1𝜙1)

⃒⃒⃒⃒
𝑧1=0

. . .
𝜕

𝜕𝑧𝑛
ℎ(𝑥, 𝑧𝑛𝜙𝑛)

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑛=0

(2.54)

для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑄 та довiльних функцiй 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 ∈ 𝒮 таких, що

supp𝜙𝑖 ∩ supp𝜙𝑗 = ∅ при 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, то у просторi (𝐿2
𝜌)

⟨κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

, ℎ𝑛⟩ = ⟨κΔ1
, ℎ1⟩ . . . ⟨κΔ𝑛

, ℎ1⟩, 𝑛 ∈ N1,

для довiльних пiвiнтервалiв Δ𝑗 = [𝑎𝑗, 𝑏𝑗) ⊂ R1, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, що попарно

не перетинаються.
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Доведення. Припустимо, що рiвнiсть (2.54) виконується. Тодi на основi

(1.24)

⟨𝜙1 ⊗̂ · · · ⊗̂ 𝜙𝑛, ℎ𝑛(𝑥)⟩ = ⟨𝜙1, ℎ1(𝑥)⟩ . . . ⟨𝜙𝑛, ℎ1(𝑥)⟩, 𝑛 ∈ N1, (2.55)

для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑄 та довiльних функцiй 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 ∈ 𝒮 таких, що

supp𝜙𝑖 ∩ supp𝜙𝑗 = ∅

при 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}.
Як вiдомо, для довiльних пiвiнтервалiв Δ1, . . . ,Δ𝑛 ⊂ R1, що попарно

не перетинаються, знайдуться функцiї 𝜙𝑗,𝜀, 𝜀 > 0, iз простору 𝒮 такi, що

supp𝜙𝑗,𝜀 ⊂ Δ𝑗 i 𝜙𝑗,𝜀 → κΔ𝑗
при 𝜀→ 0 за нормою простору 𝑆0. Тому

⟨κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

, ℎ𝑛⟩ = 𝐼ℎ𝜌 (κΔ1
⊗̂ · · · ⊗̂ κΔ𝑛

) = lim
𝜀→0

𝐼ℎ𝜌 (𝜙1,𝜀 ⊗̂ · · · ⊗̂ 𝜙𝑛,𝜀)

= lim
𝜀→0

⟨𝜙1,𝜀 ⊗̂ · · · ⊗̂ 𝜙𝑛,𝜀, ℎ𝑛⟩ = lim
𝜀→0

⟨𝜙1,𝜀, ℎ1⟩ . . . ⟨𝜙𝑛,𝜀, ℎ1⟩

= ⟨κΔ1
, ℎ1⟩ . . . ⟨κΔ𝑛

, ℎ1⟩.

Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi розроблено ортогональний пiдхiд (на основi бiорто-

гонального) до побудови теорiї узагальнених функцiй нескiнченного числа

змiнних. Отримано такi результати:
1. Встановлено необхiднi та достатнi умови того, що задана система ба-

зисних функцiй є ортогональною у просторi 𝐿2, побудованому за де-

якою фiксованою ймовiрнiсною мiрою.

2. З використанням операторiв знищення вивчено образи операторiв вто-

ринного квантування в термiнах вiдповiдного 𝐿2-простору.

3. В термiнах простору Фока та його оснащення введено поняття роз-

ширеного стохастичного iнтеграла i дослiджено його образ при вiдпо-

вiднiй функцiональнiй реалiзацiї цього простору.
Матерiали цього роздiлу опублiкованi в роботах [36, 37, 40].
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РОЗДIЛ 3

ПУАССОНIВ АНАЛIЗ БIЛОГО ШУМУ

Пуассонiв аналiз бiлого шуму, тобто теорiя основних та узагальнених

функцiй нескiнченного числа змiнних зi спарюванням, породженим iнтегру-

ванням вiдносно мiри Пуассона, був побудований у роботах Й. Iто та I. Кубо

[61, 62] i вивчався у роботах Г. Ф. Уса, Ю. Г. Кондратьєва, Ю. М. Березан-

ського, їх учнiв та багатьох iнших математикiв (див., наприклад, [63-70]).

У даному роздiлi показано, що пуассонiв аналiз вкладається в загальну

схему побудови нескiнченновимiрного аналiзу, викладену в другому роздi-

лi. Завдяки чому в цьому аналiзi одержано ряд нових фактiв. Потрiбно

вiдмiтити, що по сутi такий пiдхiд до побудови пуассонового аналiзу був

анонсований Ю. М. Березанським у роботi [28].

3.1. Один клас вагових посторiв Соболева

Вiдомо (див., наприклад, [42], роздiл 14, S 4, п. 3), що при кожному

𝑝 ∈ N1 соболевський простiр

𝑆𝑝 := 𝑊 2
𝑝 (R1, (1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡))

неперервно вкладається у банахiв простiр 𝐶b (R1) неперервних обмежених

функцiй на R1 (з нормою ‖𝑓‖𝐶b (R1) := sup𝑡∈R1 |𝑓(𝑡)|). Крiм того, вiдомо, що

соболевський простiр на обмеженiй областi є алгеброю (див., наприклад,

[71], роздiл 1, п. 1.7). Подiбний результат має мiсце i для 𝑆𝑝.

Теорема 3.1.1. Простiр 𝑆𝑝, 𝑝 ∈ N1, є банаховою алгеброю щодо звичайно-

го (поточкового) множення функцiй.

Доведення. Потрiбно показати, що

‖𝑓𝑔‖𝑆𝑝
≤ 𝑐‖𝑓‖𝑆𝑝

‖𝑔‖𝑆𝑝
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для довiльних 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑆𝑝 та деякої константи 𝑐 := 𝑐𝑝 > 0. Зрозумiло, що для

цього досить переконатися у справедливостi оцiнки

‖𝜙𝜓‖𝑆𝑝
≤ 𝑐‖𝜙‖𝑆𝑝

‖𝜓‖𝑆𝑝
, 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐶∞

fin (R1). (3.1)

Скориставшись (2.33), формулою Лейбнiца та очевидними нерiвностями

𝐶𝑘
𝑛 :=

𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
≤ 2𝑝, 𝑛 ∈ {0, . . . , 𝑝}, N0 ∋ 𝑘 ≤ 𝑛;

(𝑎1 + · · ·+ 𝑎𝑛)
2 ≤ 𝑛(𝑎21 + · · ·+ 𝑎2𝑛), 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ R1, 𝑛 ∈ N1,

для довiльних 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐶∞
fin (R1) отримаємо

‖𝜙𝜓‖2𝑆𝑝
=

𝑝∑︁
𝑛=0

∫︁
R1

|(𝐷𝑛(𝜙𝜓))(𝑡)|2(1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡)

=

𝑝∑︁
𝑛=0

∫︁
R1

|
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛(𝐷

𝑘𝜙)(𝑡)(𝐷𝑛−𝑘𝜓)(𝑡)|2(1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡)

≤ 4𝑝
𝑝∑︁

𝑛=0

(𝑛+ 1)

∫︁
R1

𝑛∑︁
𝑘=0

|(𝐷𝑘𝜙)(𝑡)(𝐷𝑛−𝑘𝜓)(𝑡)|2(1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡)

≤ (𝑝+ 1)4𝑝
𝑝∑︁

𝑘=0

Int𝑘,

(3.2)

де Int𝑘 :=
∑︀𝑝

𝑛=𝑘

∫︀
R1 |(𝐷𝑘𝜙)(𝑡)(𝐷𝑛−𝑘𝜓)(𝑡)|2(1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡).

Оцiнимо Int𝑘, 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑝}. Згiдно з [42] (роздiл 14, S 4, п. 3) для

кожного 𝑝 ∈ N1 iснує константа 𝑑 = 𝑑𝑝 > 0 така, що

|(𝐷𝑘𝜙)(𝑡)| ≤ 𝑑‖𝜙‖𝑆𝑝
, 𝜙 ∈ 𝐶∞

fin (R1), (3.3)

для всiх 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑝−1} та 𝑡 ∈ R1. Врахувавши останнє, для 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑝−
1} дiстанемо

Int𝑘 ≤ 𝑑2‖𝜙‖2𝑆𝑝

𝑝∑︁
𝑛=𝑘

∫︁
R1

|(𝐷𝑛−𝑘𝜓)(𝑡)|2(1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡) ≤ 𝑑2𝑝‖𝜙‖2𝑆𝑝
‖𝜓‖2𝑆𝑝

. (3.4)

Щодо Int𝑝, то

Int𝑝 =
∫︁
R1

|(𝐷𝑝𝜙)(𝑡)𝜓(𝑡)|2(1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡) ≤ 𝑑2‖𝜙‖2𝑆𝑝
‖𝜓‖2𝑆𝑝

. (3.5)

Оцiнки (3.2), (3.4) та (3.5) забезпечують справедливiсть (3.1).
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Зауваження 3.1.1. Теорема 3.1.1 залишається справедливою i для компле-

ксних просторiв Соболева 𝑆𝑝,C, 𝑝 ∈ N1.

3.2. Мiра Пуассона на просторi узагальнених функцiй

Далi скрiзь через ℬ(𝐸) будемо позначати 𝜎-алгебру борелевих множин

топологiчного простору 𝐸.

Мiрою Пуассона на ℬ(𝒮 ′
) з лебеговою мiрою iнтенсивностi 𝑚 називають

ймовiрнiсну мiру 𝜋, перетворення Фур’є якої має вигляд∫︁
𝒮 ′
𝑒𝑖⟨𝜆,𝑥⟩𝑑𝜋(𝑥) = exp

(︂∫︁
R1

(𝑒𝑖𝜆(𝑡) − 1)𝑑𝑚(𝑡)

)︂
, 𝜆 ∈ 𝒮. (3.6)

Зауваження 3.2.1. На пiдставi теореми Мiнлоса мiра 𝜋 однозначно визна-

чається своїм перетворенням Фур’є (3.6).
Iз теореми 3.1.1 випливає, що вiдображення

𝑆1 ∋ 𝜆 ↦→ 𝑒𝑖𝜆 − 1 =
∞∑︁
𝑛=1

(𝑖𝜆)𝑛

𝑛!
∈ 𝑆1,C,

а отже i вiдображення

𝑆1 ∋ 𝜆 ↦→ exp

(︂∫︁
R1

(𝑒𝑖𝜆(𝑡) − 1)𝑑𝑚(𝑡)

)︂
= exp⟨1, 𝑒𝑖𝜆 − 1⟩ ∈ C1

є неперервними. Тому, зважаючи на те, що вкладення 𝑆2 →˓ 𝑆1 квазiядерне,

на пiдставi теореми Мiнлоса–Сазонова мiру 𝜋 можна модифiкувати до бо-

релевої ймовiрнiсної мiри на 𝑆−2. Модифiковану мiру 𝜋 стосовно 𝑆−2 також

позначатимемо 𝜋 i називатимемо мiрою Пуассона. Перетворення Фур’є цiєї

мiри має вигляд∫︁
𝑆−2

𝑒𝑖⟨𝜆,𝑥⟩𝑑𝜋(𝑥) = exp⟨1, 𝑒𝑖𝜆 − 1⟩, 𝜆 ∈ 𝑆2. (3.7)

Нагадаємо, що розумiють пiд модифiкацiєю мiри (див., наприклад, [41],

роздiл 3, S 1, п. 9). Розглянемо вимiрнi простори (𝑅,ℛ) та (𝑅
′
,ℛ′

). Будемо

вважати, що простiр 𝑅 мiстить 𝑅′ i вiдображення

ℛ ∋ 𝛼 ↦→ 𝛼
′
= 𝛼 ∩𝑅′ ∈ ℛ′
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є вiдображенням всiєї 𝜎-алгебри ℛ на всю 𝜎-алгебру ℛ′.

Нехай 𝜇 — фiксована мiра на ℛ. Припустимо, що множина 𝑅′ має повну

зовнiшню мiру 𝜇 (тобто довiльна множина ℛ ∋ 𝛼 ⊃ 𝑅
′ має повну мiру 𝜇).

Тодi 𝜇 породжує мiру 𝜇′ на ℛ′ за правилом

ℛ′ ∋ 𝛼
′ ↦→ 𝜇

′
(𝛼

′
) = 𝜇

′
(𝛼 ∩𝑅′

) := 𝜇(𝛼) ∈ C1,

де 𝛼 деяка множина з ℛ, що визначається з рiвностi 𝛼′
= 𝛼 ∩ 𝑅

′. Мiру

𝜇
′ називають модифiкованою мiрою 𝜇 щодо 𝑅′. Якщо функцiя 𝑅 ∋ 𝑥 ↦→
𝑓(𝑥) ∈ C1 вимiрна щодо 𝜎-алгебри ℛ, то її звуження 𝑓 � 𝑅

′ вимiрне щодо

𝜎-алгебри ℛ′. Функцiя 𝑓 сумовна щодо мiри 𝜇 тодi i тiльки тодi, коли 𝑓 � 𝑅
′

сумовна щодо 𝜇′, причому∫︁
𝑅

𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) =

∫︁
𝑅′
𝑓(𝑥)𝑑𝜇

′
(𝑥).

3.3. Оснащення простору (𝐿2
𝜋)

Перейдемо до реалiзацiї загальної схеми побудови просторiв основних та

узагальнених функцiй викладеної в роздiлi 2 у випадку коли 𝑄 є соболев-

ським дiйсним простором 𝑆−2, а 𝜌 є мiрою Пуассона 𝜋 на ℬ(𝑄). Зазначимо,

що при дещо iншому виборi простору 𝑄 основнi результати даного пiдроз-

дiлу є вiдомими (див. [61-65, 70] та наведену там бiблiографiю). Новими тут

є результати, пов’язанi з розглядом поряд з полiномами Шарльє базисних

функцiй вiдмiнних вiд цих полiномiв.

З огляду на те, що 𝑄 = 𝑆−2, надалi будемо вважати, що

𝑁0 := 𝑆0 = 𝐿2(R1), 𝑁𝑝 := 𝑆𝑝+1 = 𝑊 2
𝑝+1(R1, (1 + 𝑡2)𝑝+1𝑑𝑚(𝑡)), 𝑝 ∈ N1.

Нехай

𝒰0 := {𝜆 ∈ 𝑁1,C | ‖𝜆‖𝑁1,C < 𝑅, 0 < 𝑅 < 1}.

Скориставшись теоремою 3.1.1, переконуємося, що при кожному 𝜆 ∈ 𝒰0 ряд

log(1 + 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1𝜆𝑛

𝑛
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збiгається за нормою простору 𝑁1,C. Тому визначена функцiя

𝑄× 𝒰0 ∋ {𝑥, 𝜆} ↦→ 𝐶(𝑥, 𝜆) := exp(⟨𝑥, log(1 + 𝜆)⟩ − ⟨1, 𝜆⟩) ∈ C1, (3.8)

яка, очевидно, є аналiтичною в нулi простору 𝑁1,C вiдносно змiнної 𝜆 i

неперервною та локально обмеженою вiдносно 𝑥 рiвномiрно по вiдношенню

до 𝜆 iз довiльної замкненої кулi з 𝒰0.

Покладемо ℎ(𝑥, 𝜆) := 𝐶(𝑥, 𝜆). У даному випадку базиснi функцiї

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ℎ𝑛(𝑥) := 𝐶𝑛(𝑥) ∈ ℱ𝑛(𝑁−2),

що визначаються iз розкладу

ℎ(𝑥, 𝜆) := 𝐶(𝑥, 𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝐶𝑛(𝑥)⟩, 𝑥 ∈ 𝑄, 𝜆 ∈ 𝒰𝐶 ,

прийнято називати полiномами Шарльє. Неважко бачити, що цi полiноми

задовольняють рекурентну рiвнiсть

⟨𝜙⊗𝑛, 𝐶𝑛(𝑥)⟩ =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘−1 (𝑛− 1)!

𝑘!
⟨𝜙𝑛−𝑘, 𝑥⟩⟨𝜙⊗𝑘, 𝐶𝑘(𝑥)⟩

− ⟨1, 𝜙⟩⟨𝜙⊗(𝑛−1), 𝐶𝑛−1(𝑥)⟩, 𝜙 ∈ 𝑁2,C, 𝑥 ∈ 𝑄,

яку легко отримати, скориставшись очевидною формулою

𝑑

𝑑𝑧
𝐶(𝑥, 𝑧𝜙) =

(︁⟨
𝑥,

𝜙

1 + 𝑧𝜙

⟩
−⟨1, 𝜙⟩

)︁
𝐶(𝑥, 𝑧𝜙), 𝑥 ∈ 𝑄, 𝜙 ∈ 𝑁2,C, (3.9)

де 𝑧 ∈ C1, |𝑧| — достатньо мале.

Вiдразу вiдзначимо, що використовуючи (3.9), нескладно переконатися

у справедливостi рiвностi

𝜕𝑛𝐶(𝑥, 𝑧1𝜙1 + · · ·+ 𝑧𝑛𝜙𝑛)

𝜕𝑧1 . . . 𝜕𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑧1=...=𝑧𝑛=0

=
𝜕

𝜕𝑧1
𝐶(𝑥, 𝑧1𝜙1)

⃒⃒⃒⃒
𝑧1=0

. . .
𝜕

𝜕𝑧𝑛
𝐶(𝑥, 𝑧𝑛𝜙𝑛)

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝑛=0

для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑄 та довiльних функцiй 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 ∈ 𝒮 таких, що

supp𝜙𝑖 ∩ supp𝜙𝑗 = ∅
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при 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}.
Для можливостi застосування результатiв роздiлу 2 залишилось пока-

зати, що функцiї

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ⟨𝜙𝑛, 𝐶𝑛(𝑥)⟩ ∈ C1, 𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ ⟨𝜓𝑘, 𝐶𝑘(𝑥)⟩ ∈ C1, (3.10)

𝜙𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩 ), 𝜓𝑘 ∈ ℱ𝑘(𝒩 ), 𝑛, 𝑘 ∈ N0,

задовольняють спiввiдношення ортогональностi∫︁
𝑄

⟨𝜙𝑛, 𝐶𝑛(𝑥)⟩⟨𝜓𝑘, 𝐶𝑘(𝑥)⟩𝑑𝜋(𝑥) = 𝛿𝑛,𝑘𝑛!⟨𝜙𝑛, 𝜓𝑛⟩, (3.11)

i їхня лiнiйна оболонка є щiльною у просторi (𝐿2
𝜋) := 𝐿2(𝑄, 𝑑𝜋(𝑥)).

Очевидно, що перетворення Лапласа

𝑙𝜋(𝜆) :=

∫︁
𝑄

exp⟨𝑥, 𝜆⟩𝑑𝜋(𝑥) = exp⟨1, 𝑒𝜆 − 1⟩, 𝜆 ∈ 𝑁1,C, (3.12)

мiри 𝜋 є аналiтичною функцiєю змiнної 𝜆 в нулi простору 𝑁1,C, тому на

пiдставi зауваження 2.1.1 лiнiйна оболонка функцiй (3.10) є щiльною у про-

сторi (𝐿2
𝜋). Щодо потрiбної ортогональностi (3.11), то справедливим є таке

твердження (в iншому викладi див. [62, 64]).
Твердження 3.3.1. Для функцiй (3.10) має мiсце спiввiдношення орто-

гональностi (3.11).

Доведення. Згiдно з теоремою 2.1.1 досить встановити оцiнку (2.4) та рiв-

нiсть (2.5).

Оскiльки перетворення Лапласа 𝑙𝜋 мiри 𝜋 є аналiтичною функцiєю змiн-

ної 𝜆 в нулi простору𝑁1,C, то на пiдставi зауваження 2.1.1 знайдеться 𝑝 ∈ N2

таке, що оцiнка (2.4) виконується.

Встановимо рiвнiсть (2.5). Скориставшись (3.8) та (3.12), отримуємо∫︁
𝑄

𝐶(𝑥, 𝜙)𝐶(𝑥, 𝜓)𝑑𝜋(𝑥) = exp(−⟨1, 𝜙+ 𝜓⟩)
∫︁
𝑄

exp⟨𝑥, log(1 + 𝜙)(1 + 𝜓)⟩𝑑𝜋(𝑥)

= exp(−⟨1, 𝜙+ 𝜓⟩) exp⟨1, (1 + 𝜙)(1 + 𝜓)− 1⟩

= exp⟨1, 𝜙𝜓⟩ = exp

∫︁
R1

𝜙(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑚(𝑡) = exp⟨𝜙, 𝜓⟩.
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Як висновок з властивостей, встановлених вище, можна сформулювати

таку теорему.

Теорема 3.3.1. Результати, викладенi у роздiлi 2, є справедливими для

пуассонового аналiзу з простором 𝑄 = 𝑆−2, мiрою Пуассона 𝜌 = 𝜋 та

функцiями

ℎ(𝑥, 𝜆) = 𝐶(𝑥, 𝜆) := exp(⟨𝑥, log(1 + 𝜆)⟩ − ⟨1, 𝜆⟩),

𝜅(𝑥, 𝜆) = 𝜒(𝑥, 𝜆) :=
𝐶(𝑥, 𝜆)

𝐶(𝑒, 𝜆)
= exp⟨𝑥− 𝑒, log(1 + 𝜆)⟩,

де 𝑒 – фiксований елемент iз простору 𝑄.

Зокрема, для всiх 𝑝, 𝑞 ∈ N3 простори ℋ𝐶(𝑝, 𝑞), ℋ𝜒(𝑝, 𝑞) збiгаються у

топологiчному сенсi i їх можна розглядати як позитивнi по вiдношенню

до нульового (𝐿2
𝜋) = 𝐿2(𝑄, 𝑑𝜋(𝑥)). Вiдповiднi оснащення мають вигляд:

(ℋ𝐶)
′ ⊃ · · · ⊃ ℋ𝐶(−𝑝,−𝑞) ⊃ · · · ⊃ (𝐿2

𝜋) ⊃ · · · ⊃ ℋ𝐶(𝑝, 𝑞) ⊃ · · · ⊃ ℋ𝐶

‖ ‖ ‖ ‖ ‖
(ℋ𝜒)

′ ⊃ · · · ⊃ ℋ𝜒(−𝑝,−𝑞) ⊃ · · · ⊃ (𝐿2
𝜋) ⊃ · · · ⊃ ℋ𝜒(𝑝, 𝑞) ⊃ · · · ⊃ ℋ𝜒.

Зауваження 3.3.1. Можна показати (вiдповiдний результат був анонсова-

ний в [28]), що унiтарний iзоморфiзм

𝐹 (𝑁0) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼𝐶𝜋 𝑓)(·) :=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, 𝐶𝑛(·)⟩ ∈ (𝐿2
𝜋) (3.13)

є перетворенням Фур’є за сумiсними власними векторами деякої сiм’ї

𝐴 = (𝐴(𝜙))𝜙∈𝑁1

комутуючих самоспряжених операторiв 𝐴(𝜙), що дiють у просторi Фока

𝐹 (𝑁0), 𝑁0 = 𝐿2(R1, 𝑑𝑚(𝑡)), i мають якобiєву структуру. Точнiше, сiм’я

𝐴 = (𝐴(𝜙))𝜙∈𝑁1
утворює так зване поле Пуассона (щодо визначення та

властивостей такого поля див. [8]).
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Зауваження 3.3.2. Неважко бачити, що сiм’я 𝑇 = (𝑇𝑥)𝑥∈𝑄 лiнiйних опера-

торiв

(𝑇𝑥𝑓)(𝑦) = 𝑓(𝑥+ 𝑦 − 𝑒), 𝑦 ∈ 𝑄, 𝑓 ∈ 𝐶(𝑄),

задовольняє умовам теореми 1.5.2. Тому на пiдставi цiєї теореми сiм’я 𝑇

збiгається з сiм’єю 𝜒̄(𝜕) = (𝜒̄𝑥(𝜕))𝑥∈𝑄 операторiв узагальненого зсуву, тобто

𝑇𝑥 = 𝜒̄𝑥(𝜕) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
𝜕(𝜒𝑛(𝑥)) : ℋ𝜒(𝑝, 𝑞) → ℋ𝜒(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3.

Зауваження 3.3.3. Далi зручно вважати, що 𝑒 = 0 i

𝜒(𝑥, 𝜆) :=
𝐶(𝑥, 𝜆)

𝐶(0, 𝜆)
= exp⟨𝑥, log(1 + 𝜆)⟩ =

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
⟨𝜆⊗𝑛, 𝜒𝑛(𝑥)⟩. (3.14)

Зрозумiло, що подiбно до (3.9) базиснi функцiї

𝑄 ∋ 𝑥 ↦→ 𝜒𝑛(𝑥) ∈ ℱ𝑛(𝑁−2)

визначаються з рекурентної рiвностi

⟨𝜙⊗𝑛, 𝜒𝑛(𝑥)⟩ =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘−1 (𝑛− 1)!

𝑘!
⟨𝜙𝑛−𝑘, 𝑥⟩⟨𝜙⊗𝑘, 𝜒𝑘(𝑥)⟩,

справедливої для всiх 𝜙 ∈ 𝑁2,C та 𝑥 ∈ 𝑄.

3.4. Явний вигляд образiв операторiв знищення

На функцiях 𝑓 iз простору 𝐶(𝑄) введемо лiнiйну рiзницеву операцiю

C (𝜙𝑛) з фiнiтним коефiцiєнтом 𝜙𝑛 = 𝜙𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) ∈ ℱ𝑛(𝒩 ), 𝑛 ∈ N1, по-

клавши

(C (𝜙𝑛)𝑓)(𝑥) :=

∫︁
R𝑛

(ℓ(𝛿𝑡1) . . . ℓ(𝛿𝑡𝑛)𝑓)(𝑥)𝜙𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛),

(3.15)

(ℓ(𝛿𝑡)𝑓)(𝑥) := 𝑓(𝑥+ 𝛿𝑡)− 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄 = 𝑆−2, 𝑡 ∈ R1, (3.16)

де 𝛿𝑡 — 𝛿-функцiя, зосереджена в точцi 𝑡.
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Очевидно, що при кожному 𝑥 ∈ 𝑄 функцiя

R𝑛 ∋ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} ↦→ 𝑓(𝑥+
𝑛∑︁

𝑚=1

𝛿𝑡𝑚) ∈ C1, 𝑛 ∈ N1, (3.17)

є неперервною та обмеженою. Тому при вказаних вище 𝑓 та 𝜙𝑛 права ча-

стина (3.15) визначена для всiх 𝑥 ∈ 𝑄.

Справдi, оскiльки 𝑓 ∈ 𝐶(𝑄) i вiдображення

R𝑛 ∋ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} ↦→
𝑛∑︁

𝑚=1

𝛿𝑡𝑚 ∈ 𝑄

є неперервним (див. [42], роздiл 14, S 4), то таким буде i вiдображення (3.17).

Обмеженiсть функцiї (3.17) забезпечує оцiнка

∃𝑐 > 0 : ‖𝛿𝑡‖𝑆−2
≤ 𝑐√

1 + 𝑡2
, 𝑡 ∈ R1, (3.18)

та локальна обмеженiсть функцiї 𝑓 ∈ 𝐶(𝑄).

Застосувавши рiзницеву операцiю (3.16) до функцiї 𝐶(𝑥, 𝜆) (3.8), для

𝑥 ∈ 𝑄, 𝜆 ∈ 𝒰𝐶 отримаємо

(ℓ(𝛿𝑡)𝐶(·, 𝜆))(𝑥) = 𝐶(𝑥+ 𝛿𝑡, 𝜆)− 𝐶(𝑥, 𝜆)

= (exp⟨𝑥+ 𝛿𝑡, log(1 + 𝜆)⟩ − ⟨1, 𝜆⟩)− (exp⟨𝑥, log(1 + 𝜆)⟩ − ⟨1, 𝜆⟩)

= (exp⟨𝑥, log(1 + 𝜆)⟩ − ⟨1, 𝜆⟩)(exp⟨𝛿𝑡, log(1 + 𝜆)⟩ − 1)

= (exp⟨𝑥, log(1 + 𝜆)⟩ − ⟨1, 𝜆⟩)𝜆(𝑡) = 𝜆(𝑡)𝐶(𝑥, 𝜆), 𝑡 ∈ R1.

Завдяки останньому

(C (𝜙𝑛)𝐶(·, 𝜆))(𝑥) = ⟨𝜆⊗𝑛, 𝜙𝑛⟩𝐶(𝑥, 𝜆), 𝑥 ∈ 𝑄, 𝜆 ∈ 𝒰𝐶 ,

для довiльної фiнiтної функцiї 𝜙𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩 ), 𝑛 ∈ N1.

Справедлива така лема.

Лема 3.4.1. Для кожної фiнiтної функцiї 𝜙𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩 ), 𝑛 ∈ N1, вiдобра-

ження

ℋ𝐶(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 ↦→ C (𝜙𝑛)𝑓 ∈ 𝐶(𝑄)

визначене для всiх 𝑝, 𝑞 ∈ N3 i є лiнiйним та неперервним.
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Доведення. Досить встановити оцiнку: для довiльної кулi 𝑈 ⊂ 𝑄 знайде-

ться константа 𝑐 = 𝑐(𝑈) > 0 така, що

|(C (𝜙𝑛)𝑓)(𝑥)| ≤ 𝑐‖𝑓‖ℋ𝐶(𝑝,𝑞), 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑓 ∈ ℋ𝐶(𝑝, 𝑞).

Оскiльки функцiя 𝜙𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩 ) фiнiтна, то досить показати, що для довiль-

ної кулi 𝑈 ⊂ 𝑄 знайдеться константа 𝑎 = 𝑎(𝑈) > 0 така, що

|(ℓ(𝛿𝑡1) . . . ℓ(𝛿𝑡𝑛)𝑓)(𝑥)| ≤ 𝑎‖𝑓‖ℋ𝐶(𝑝,𝑞), 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑓 ∈ ℋ𝐶(𝑝, 𝑞),

для будь-яких 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ R1.

Остання оцiнка безпосередньо випливає iз визначення простору

ℋ𝐶(𝑝, 𝑞), оцiнки (1.26) та тiєї обставини, що для довiльної кулi 𝑈 ⊂ 𝑄

знайдеться куля 𝑈
′ ⊂ 𝑄 така, що для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑈 та всiх

𝑡𝑘, . . . , 𝑡𝑛 ∈ R1, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} елемент 𝑥 +
∑︀𝑛

𝑚=𝑘 𝛿𝑡𝑚 належить до 𝑈
′

(iснування кулi 𝑈 ′ ⊂ 𝑄 забезпечує оцiнка (3.18)).

Використовуючи лему 3.4.1 та теорему 1.4.1, одержуємо таке твердже-

ння.

Теорема 3.4.1. Дiя оператора знищення

𝜕(𝜙𝑛) : ℋ𝐶(𝑝, 𝑞) → ℋ𝐶(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3,

з фiнiтним коефiцiєнтом 𝜙𝑛 ∈ ℱ𝑛(𝒩 ), 𝑛 ∈ N1, на довiльнiй функцiї 𝑓 ∈
ℋ𝐶(𝑝, 𝑞) задається формулою

(𝜕(𝜙𝑛)𝑓)(𝑥) = (C (𝜙𝑛)𝑓)(𝑥)

=

∫︁
R𝑛

(ℓ(𝛿𝑡1) . . . ℓ(𝛿𝑡𝑛)𝑓)(𝑥)𝜙𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑚(𝑡1) . . . 𝑑𝑚(𝑡𝑛),

(3.19)

справедливою для всiх 𝑥 ∈ 𝑄.

Перейдемо до розгляду операторiв вторинного квантування, що дiють у

просторi (𝐿2
𝜋). Як i ранiше, нехай 𝐴 — самоспряжений позитивний опе-

ратор в 𝑁0 = 𝐿2(R1) з областю визначення Dom (𝐴). Позначимо через
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𝐻𝐴
𝜋 := 𝐼𝐶𝜋 𝑑Exp𝐴(𝐼𝐶𝜋 )−1 образ оператора вторинного квантування 𝑑Exp𝐴

при вiдображеннi 𝐼𝐶𝜋 (3.13). Застосувавши до 𝐻𝐴
𝜋 теорему 2.5.1, отримаємо

добре вiдоме твердження (див., наприклад, [65, 70]).
Теорема 3.4.2. Припустимо, що 𝒩 = 𝒮(R1) ⊂ Dom 𝐴. Тодi симетрична

бiлiнiйна форма оператора 𝐻𝐴
𝜋 допускає зображення

(𝐻𝐴
𝜋 𝜙, 𝜓)(𝐿2

𝜋)
=

∫︁
𝑄

(𝐴𝜕𝑥𝜙, 𝜕𝑥𝜓)𝐿2
C(R1)𝑑𝜋(𝑥) (3.20)

для всiх 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐼𝜋(ℱ̊fin (𝒩 )).
Зауваження 3.4.1. Дiя оператора

𝜕𝑥 : 𝐻
𝐶(𝑝, 𝑞) → ℱ1(𝑁0) = 𝐿2

C(R1) 𝑝, 𝑞 ∈ N3,

легко пiдраховується: для майже всiх 𝑡 ∈ R1

(𝜕𝑥𝑓)(𝑡) = (ℓ(𝛿𝑡)𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝛿𝑡)− 𝑓(𝑥), 𝑓 ∈ ℋ𝐶(𝑝, 𝑞). (3.21)

Справдi, на пiдставi (2.26), для довiльної функцiї 𝜉1 ∈ ℱ1(𝑁0) = 𝐿2
C(R1)

(𝜕(𝜉1)𝑓)(𝑥) = (𝜕𝑥𝑓, 𝜉1)𝐿2
C(R1), 𝑓 ∈ ℋ𝐶(𝑝, 𝑞). (3.22)

З iншого боку, на основi (3.19), для будь-якої фiнiтної функцiї 𝜙1 ∈ ℱ1(𝒩 )

(𝜕(𝜙1)𝑓)(𝑥) =

∫︁
R1

(ℓ(𝛿𝑡)𝑓)(𝑥)𝜙1(𝑡)𝑑𝑚(𝑡), 𝑓 ∈ ℋ𝐶(𝑝, 𝑞). (3.23)

Порiвнюючи (3.22) з (3.23) та враховуючи, що множина фiнiтних функцiй iз

ℱ1(𝒩 ) = 𝒮C є щiльною у просторi 𝐿2
C(R1), переконуємося у справедливостi

рiвностi (3.21).

3.5. Простiр конфiгурацiй та мiра Лебега–Пуассона

Пiд простором конфiгурацiй Γ = Γ(R1) над R1 розумiють (див., напри-

клад, [70]) сукупнiсть усiх локально скiнченних пiдмножин (конфiгурацiй)

R1, тобто

Γ := {𝛾 ⊂ R1 | |𝛾 ∩ Λ| <∞ для довiльного компакту Λ ⊂ R1},
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де |𝑋| означає кiлькiсть точок множини 𝑋 ⊂ R1.

При кожному 𝑛 ∈ N1 розглянемо пiдмножину Γ(𝑛) = Γ(𝑛)(R1) простору

Γ, що складається з усiх 𝑛-точкових конфiгурацiй 𝜂 = {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛}, тобто

Γ(𝑛) := {𝜂 ⊂ R1 | |𝛾| = 𝑛}.

Нехай ̂︀R𝑛 := {(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) ∈ R𝑛 | 𝑡𝑘 ̸= 𝑡𝑗 якщо 𝑘 ̸= 𝑗}.

Вiдображення

̂︀R𝑛 ∋ (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) ↦→ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} = 𝜂 ∈ Γ(𝑛) (3.24)

визначає на Γ(𝑛) хаусдорфову топологiю (на ̂︀R𝑛 розглядається топологiя,

iндукована топологiєю R𝑛). Вiдповiдна до цiєї топологiї борелева 𝜎-алгебра

ℬ(Γ(𝑛)) є образом борелевої 𝜎-алгебри ℬ(̂︀R𝑛) при вiдображеннi (3.24).

Поряд з Γ розглянемо простiр скiнченних конфiгурацiй — диз’юнктну

суму топологiчних просторiв Γ(𝑛):

Γ0 = Γ0(R1) :=
∞⨆︁
𝑛=0

Γ(𝑛), Γ(0) := ∅.

Простiр Γ0 має звичайну топологiю диз’юнктного об’єднання i вiдповiдну

до цiєї топологiї борелеву 𝜎-алгебру ℬ(Γ0). Як множина

Γ0 =
∞⋃︁
𝑛=0

Γ(𝑛) = {𝛾 ∈ Γ | |𝛾| <∞}

є пiдмножиною простору Γ. Далi ми, як правило, скiнченнi конфiгурацiї,

тобто точки з Γ0, будемо позначати через 𝜂, а довiльнi точки з Γ — через 𝛾.

Виходячи з мiри Лебега 𝑚 на R1, побудуємо мiру на Γ0. Для довiльного

𝑛 ∈ N1 розглянемо продакт-мiру 𝑚⊗𝑛 на ℬ(R𝑛). Оскiльки 𝑚⊗𝑛(R𝑛∖̂︀R𝑛) = 0,

то 𝑚⊗𝑛 можна розглядати як 𝜎-скiнченну мiру на ℬ(̂︀R𝑛). Позначимо через

𝑚𝑛 борелеву 𝜎-скiнченну мiру на Γ(𝑛), що є образом мiри 𝜎⊗𝑛 при вiдобра-

женнi (3.24). Пiд мiрою Лебега–Пуассона на ℬ(Γ0) з мiрою iнтенсивностi 𝑚
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розумiють 𝜎-скiнченну мiру

𝜈𝑚 :=
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
𝑚𝑛, 𝑚0(∅) := 1.

Встановимо природний унiтарний iзоморфiзм мiж простором Фока

𝐹 (𝑁0), 𝑁0 = 𝐿2(R1), та гiльбертовим простором 𝐿2
𝜈(Γ0) := 𝐿2(Γ0, 𝑑𝜈𝑚(𝜂))

комплекснозначних функцiй, сумовних з квадратом за мiрою 𝜈𝑚.

Перш за все нагадаємо, що для кожної конфiгурацiї 𝜂 = {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} ∈
Γ(𝑛) порядок точок 𝑡𝑗 є несуттєвим. Тому означити деяку функцiю Γ(𝑛) ∋
𝜂 = {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} ↦→ 𝑓(𝜂) = 𝑓({𝑡1, . . . , 𝑡𝑛}) ∈ C1 — це те саме, що означити си-

метричну за змiнними 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 функцiю ̂︀R𝑛 ∋ (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) ↦→ 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) ∈
C1,

𝑓({𝑡1, . . . , 𝑡𝑛}) = 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛).

Оскiльки 𝑚⊗𝑛(R𝑛∖̂︀R𝑛) = 0, то для довiльної борелевої функцiї Γ(𝑛) ∋
𝜂 ↦→ 𝑓(𝜂) ∈ C1 (тобто для борелевої симетричної функцiї ̂︀R𝑛 ∋
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) ↦→ 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) ∈ C1) маємо∫︁

Γ(𝑛)

𝑓(𝜂)𝑑𝑚𝑛(𝜂) =

∫︁
̂︀R𝑛

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑚
⊗𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)

=

∫︁
R𝑛

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)𝑑𝑚
⊗𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛).

(3.25)

З огляду на (3.25) i ту обставину, що 𝑛-частинковий простiр Фока ℱ𝑛(𝑁0)

збiгається iз простором ̂︀𝐿2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)) усiх симетричних функцiй iз

𝐿2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)), можна записати

𝐿2(Γ(𝑛), 𝑑𝑚𝑛(𝜂)) = ̂︀𝐿2
C(R𝑛, 𝑑𝑚⊗𝑛(𝑡)) = ℱ𝑛(𝑁0).

Останнє дає змогу трактувати простiр 𝐿2
𝜈(Γ0) як образ простору Фока

𝐹 (𝑁0) при унiтарному вiдображеннi

𝐹 (𝑁0) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼𝜈𝑓)(·) := 𝐹 (·) =

∞∑︁
𝑛=0

𝐹𝑛(·) ∈ 𝐿2
𝜈(Γ0),
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де

Γ0 ∋ 𝜂 ↦→ 𝐹0(𝜂) :=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓0, якщо 𝜂 = ∅,

0 — у противному разi,

Γ0 ∋ 𝜂 ↦→ 𝐹𝑛(𝜂) :=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑛!𝑓𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛), якщо 𝜂 = {𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} ∈ Γ(𝑛),

0 — у противному разi,

для всiх 𝑛 ∈ N1. Зокрема, простiр 𝐿2
𝜈(Γ0) допускає зображення

𝐿2
𝜈(Γ0) =

∞⨁︁
𝑛=0

𝐿2(Γ(𝑛), 𝑑𝑚𝑛(𝜂))
1

𝑛!
.

Пiд дiєю вiдображення 𝐼𝜈 ядерне оснащення (1.4) переходить в ядерне

оснащення простору 𝐿2
𝜈(Γ0) (нагадаємо, що 𝑁0 = 𝑆0 = 𝐿2(R1), 𝑁𝑝 = 𝑆𝑝+1).

Точнiше,

(ℋ𝜈)
′ ⊃ ℋ𝜈(−𝑝,−𝑞) ⊃ 𝐿2

𝜈(Γ0) ⊃ ℋ𝜈(𝑝, 𝑞) ⊃ ℋ𝜈, (3.26)

ℋ𝜈 := pr lim
𝑝,𝑞∈N1

ℋ𝜈(𝑝, 𝑞), (ℋ𝜈)
′
:= ind lim

𝑝,𝑞∈N1

ℋ𝜈(−𝑝,−𝑞),

де ℋ𝜈(−𝑝,−𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N1, — негативний простiр по вiдношенню до нульового

𝐿2
𝜈(Γ0) та позитивного гiльбертового простору

ℋ𝜈(𝑝, 𝑞) := 𝐼𝜈(ℱ(𝑝, 𝑞))

= {𝐹 ∈ 𝐿2
𝜈(Γ0) | ∃(𝑓𝑛)∞𝑛=0 ∈ ℱ(𝑝, 𝑞) : 𝐹 = 𝐼𝜈(𝑓𝑛)

∞
𝑛=0}

з гiльбертовою нормою

‖𝐹‖2ℋ𝜈(𝑝,𝑞)
= ‖𝐼𝜈(𝑓𝑛)∞𝑛=0‖2ℋ𝜈(𝑝,𝑞)

:=
∞∑︁
𝑛=0

‖𝑓𝑛‖2ℱ𝑛(𝑁0)
𝐾𝑞𝑛, 𝐹 ∈ ℋ𝜈(𝑝, 𝑞).

Простори (𝐿2
𝜋) та 𝐿2

𝜈(Γ0) є рiзними функцiональними реалiзацiями про-

стору Фока 𝐹 (𝑁0), 𝑁0 = 𝐿2(R1). Вiдображення

𝐼𝐶𝜈𝜋 := 𝐼𝐶𝜋 𝐼
−1
𝜈 : 𝐿2

𝜈(Γ0) → (𝐿2
𝜋)

задає унiтарний iзоморфiзм мiж цими просторами.
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Зрозумiло, що реалiзувавши простiр Фока 𝐹 (𝑁0) як простiр 𝐿2
𝜈(Γ0), мо-

жна будувати оснащення простору (𝐿2
𝜋) як образ оснащення (3.26). При

цьому пiд дiєю унiтарного вiдображення

𝐼𝐶𝜈𝜋 := 𝐼𝐶𝜋 𝐼
−1
𝜈 : ℋ𝜈(𝑝, 𝑞) → ℋ𝐶(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N1,

отримаємо оснащення простору (𝐿2
𝜋), побудоване за полiномами Шарльє, а

пiд дiєю унiтарного вiдображення

𝐼𝜒𝜈 := 𝐼𝜒𝐼−1
𝜈 : ℋ𝜈(𝑝, 𝑞) → ℋ𝜒(𝑝, 𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N3,

— оснащення простору (𝐿2
𝜋), побудоване за базисними функцiями 𝜒𝑛(𝑥), де

ℱ(𝑝, 𝑞) ∋ 𝑓 = (𝑓𝑛)
∞
𝑛=0 ↦→ (𝐼𝜒𝑓)(·) :=

∞∑︁
𝑛=0

⟨𝑓𝑛, 𝜒𝑛(·)⟩ ∈ ℋ𝜒(𝑝, 𝑞)

— унiтарний оператор.

3.6. Пуассонiв аналiз на просторi конфiгурацiй

Нехай 𝒟(R1) := 𝐶∞
fin (R1) — простiр основних функцiй з класичною то-

пологiєю, 𝒟′
(R1) — спряжений до нього простiр узагальнених функцiй зi

слабкою топологiєю та 𝜎-алгеброю 𝐶𝜎(𝒟
′
) його пiдмножин, породженою

цилiндричними множинами

{𝑥 ∈ 𝒟′
(R1) | (⟨𝑥, 𝜙1⟩, . . . , ⟨𝑥, 𝜙1⟩) ∈ 𝛽}, 𝜙𝑖 ∈ 𝒟(R1), 𝛽 ∈ ℬ(R𝑛), 𝑛 ∈ N1.

Неважко бачити, що вiдображення

Γ ∋ 𝛾 ↦→ 𝑂𝛾 := 𝑥 =
∑︁
𝑡∈𝛾

𝛿𝑡 ∈ 𝒟′
(R1) (3.27)

визначене i є iн’єктивним (𝛿𝑡 — 𝛿-функцiя зосереджена в точцi 𝑡 ∈ R1).

Позначимо через ̃︀Γ = ̃︀Γ(R1) сукупнiсть усiх конфiгурацiй 𝛾 ∈ Γ, котрi при

вiдображеннi 𝑂 переходять в узагальненi функцiї iз простору 𝑆−2 ⊂ 𝒟′
(R1)

(тобто 𝑂𝛾 =
∑︀

𝑡∈𝛾 𝛿𝑡 ∈ 𝑆−2 при 𝛾 ∈ ̃︀Γ).
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Нехай ̃︀𝑄 — образ простору ̃︀Γ при вiдображеннi (3.27), тобто

̃︀𝑄 := {
∑︁
𝑡∈𝛾

𝛿𝑡 ∈ 𝒟′
(R1) | 𝛾 ∈ Γ} ∩ 𝑆−2 = {

∑︁
𝑡∈𝛾

𝛿𝑡 ∈ 𝑆−2 | 𝛾 ∈ ̃︀Γ}.
Норма в 𝑆−2 iндукує метрику в ̃︀𝑄 i перетворює ̃︀𝑄 в сепарабельний метри-

чний простiр. Множина ̃︀𝑄 ⊂ 𝑆−2 має повну зовнiшню мiру Пуассона 𝜋 (3.7)

(це випливає з того, що множини Γ ⊂ 𝒟′
(R1) та 𝑆−2(R1) ⊂ 𝒟′

(R1) мають

повну зовнiшню мiру продовженої з ℬ(𝑆−2) на 𝐶𝜎(𝒟
′
) мiри 𝜋; див., напри-

клад, [41, 65]), тому 𝜋 можна модифiкувати до борелевої ймовiрнiсної мiри

на ̃︀𝑄. Модифiковану мiру 𝜋 щодо ̃︀𝑄 також позначатимемо 𝜋 i називатимемо

мiрою Пуассона. Перетворення Фур’є цiєї мiри має вигляд∫︁
̃︀𝑄 𝑒

𝑖⟨𝜆,𝑥⟩𝑑𝜋(𝑥) = exp⟨1, 𝑒𝑖𝜆 − 1⟩, 𝜆 ∈ 𝑁1 = 𝑆2.

Зрозумiло, що результати, викладенi в пiдроздiлах 3.3 - 3.5, залиша-

ються справедливими для простору 𝑄 = ̃︀𝑄, мiри 𝜌 = 𝜋 та функцiй

ℎ(𝑥, 𝜆) := 𝐶(𝑥, 𝜆) (3.8) i 𝜅(𝑥, 𝜆) := 𝜒(𝑥, 𝜆) (3.14), котрi зараз допускають

зображення: для всiх 𝑥 ∈ ̃︀𝑄 та 𝜆 ∈ 𝒰𝜒

𝐶(𝑥, 𝜆) = exp(⟨𝑥, log(1 + 𝜆)⟩ − ⟨1, 𝜆⟩) = exp(−⟨1, 𝜆⟩)
∏︁
𝑡∈𝛾

(1 + 𝜆(𝑡)),

𝜒(𝑥, 𝜆) = exp⟨𝑥, log(1 + 𝜆)⟩ =
∏︁
𝑡∈𝛾

(1 + 𝜆(𝑡)),

де 𝛾 = 𝑂−1(𝑥) ∈ ̃︀Γ (тут i далi вiдображення 𝑂 (3.27) розглядаємо як обо-

ротне вiдображення 𝑂 : ̃︀Γ → ̃︀𝑄 з оберненим 𝑂−1 : ̃︀𝑄→ ̃︀Γ).

Згiдно з результатами пiдроздiлу 3.5 оснащення простору (𝐿2
𝜋) :=

𝐿2( ̃︀𝑄, 𝑑𝜋(𝑥)) можна будувати як образ оснащення (3.26) простору 𝐿2
𝜈(Γ0)

при вiдображеннi 𝐼𝐶𝜈𝜋 або 𝐼𝜒𝜈 . Виявляється, що унiтарний iзоморфiзм

𝐼𝜒𝜈 : ℋ𝜈(𝑝, 𝑞) → ℋ𝜒(𝑝, 𝑞)

має просте комбiнаторне тлумачення. Перш нiж переходити до форму-

лювання вiдповiдного твердження, нагадаємо визначення так званого K-
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перетворення мiж функцiями на Γ0 та ̃︀𝑄, введеного в [74] i дослiдженого в

[74, 75].

За визначенням

(K𝑓)(𝑥) :=
∑︁
𝜂⊂𝛾

𝑓(𝜂), 𝑥 ∈ ̃︀𝑄, (3.28)

де 𝛾 = 𝑂−1(𝑥) ∈ ̃︀Γ, 𝑓 : Γ0 → C1 — довiльна функцiя, для якої права ча-

стина (3.28) має сенс. Пiдсумування в останньому виразi проводиться за

всiма скiнченними пiдконфiгурацiями конфiгурацiї 𝛾 = 𝑂−1(𝑥) ∈ ̃︀Γ. Зазна-

чимо, що принаймi для векторiв 𝑓 iз щiльної у просторi 𝐿2
𝜈(Γ0) множини

𝐼𝜈(ℱ̊fin (𝒟(R1))) K-перетворення визначено (сума (3.28) є скiнченною).

Теорема 3.6.1. Для всiх 𝑝, 𝑞 ∈ N3 вiдображення

ℋ𝜈(𝑝, 𝑞) ⊃ 𝐼𝜈(ℱ̊fin (𝒟(R1))) ∋ 𝑓 ↦→ K𝑓 ∈ ℋ𝜒(𝑝, 𝑞)

визначене i є лiнiйним та неперервним. Пiсля замикання за неперервнi-

стю оператор K є унiтарним. Бiльш того, має мiсце операторна рiвнiсть

K = 𝐼𝜒𝜈 : ℋ𝜈(𝑝, 𝑞) → ℋ𝜒(𝑝, 𝑞).

Доведення. Твердження теореми безпосередньо випливає з того, що на ве-

кторах

e𝜈(𝜙) := 𝐼𝜈(e(𝜙)) = 𝐼𝜈

(︂
𝜙⊗𝑛

𝑛!

)︂∞

𝑛=0

∈ ℋ𝜈(𝑝, 𝑞), 𝜙 ∈ 𝒟C(R1)

(норма ‖𝜙‖ℱ1(𝑁𝑝) достатньо мала), K-перетворення визначено (сума (3.28) є

скiнченною) i

(Ke𝜈(𝜙))(𝑥) =
∑︁
𝜂⊂𝛾

(e𝜈(𝜙))(𝜂) =
∏︁
𝑡∈𝛾

(1 + 𝜙(𝑡))

= 𝜒(𝑥, 𝜙) = (𝐼𝜒𝜈 e𝜈(𝜙))(𝑥), 𝛾 = 𝑂−1(𝑥) ∈ ̃︀Γ,
для всiх 𝑥 ∈ ̃︀𝑄.
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Наслiдок 3.6.1. Якщо 𝜙 ∈ 𝒟C(R1), то

⟨𝜙⊗𝑛, 𝜒𝑛(𝑥)⟩ = (𝐼𝜒𝜈 (𝐼𝜈𝜙
⊗𝑛))(𝑥) = (K(𝐼𝜈𝜙

⊗𝑛))(𝑥) = 𝑛!
∑︁

{𝑡1,...,𝑡𝑛}⊂𝛾

𝑛∏︁
𝑖=1

𝜙(𝑡𝑖)

для всiх 𝑥 ∈ ̃︀𝑄, 𝑛 ∈ N1 з 𝛾 = 𝑂−1(𝑥) ∈ ̃︀Γ.

Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi надано застосування ортогонального пiдходу до ви-

вчення пуассонового аналiзу бiлого шуму. Отримано такi результати:

1. Встановлено, що ваговi простори Соболева

𝑊 𝑝
2 (R

1, (1 + 𝑡2)𝑝𝑑𝑚(𝑡)), 𝑝 ∈ N1,

є банаховою алгеброю.

2. З використанням цього факту показано, що пуассонiв аналiз вкладає-

ться в загальну схему побудови нескiнченновимiрного аналiзу, викла-

дену в другому роздiлi.

3. Знайдено явний вигляд образiв операторiв знищення.

4. Доведено, що так зване K-перетворення мiж функцiями на просторi

скiнченних конфiгурацiй Γ0 та просторi конфiгурацiй Γ можна iнтер-

претувати як унiтарний оператор, що дiє мiж певними просторами

основних функцiй на Γ0 та Γ.

Матерiали цього роздiлу опублiкованi в роботi [37].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi дослiджуються простори основних i узагальне-

них функцiй нескiнченного числа змiнних та оператори на них. Отримано

такi результати:

1. Побудовано i дослiджено клас операторiв на просторах Фока (опе-

ратори знищення та народження нескiнченного порядку) — аналог

диференцiальних операторiв нескiнченного порядку.

2. З використанням цих операторiв вивчено простори основних та уза-

гальнених функцiй i побудовано сiм’ю операторiв узагальненого зсуву.

3. Розроблено ортогональний пiдхiд до побудови теорiї узагальнених

функцiй нескiнченного числа змiнних i надано його застосування до

вивчення пуассонового аналiзу бiлого шуму.
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