Lista 4

Espacos e subespacos vetoriais

1. Determine quais dos conjuntos abaixo, com as operacoes usuais de adi¢do e de multiplicagdo por
escalar, formam um espago vetorial real. Justifique sua resposta.

a) O conjunto dos vetores v = (,y, 2) em R,
b) O conjunto M (2,2) das matrizes reais 2 x 2.
¢) O conjunto P3(R) dos polindmios de grau menor ou igual a 3.
d) O conjunto F(R) das fungdes reais.
e) O conjunto das matrizes 2 X 2 cujo trago € zero.
Obs. Para A = (a;;) € M,(R), o trago de A € definido por tr(A) = a1 + -+ + any.
f) O conjunto das matrizes 2 X 2 cujo determinante € zero.
g) O conjunto de todas as fungdes reais tais que f(0) = f(1).
h) O conjunto das fungdes reais tais que f(0) = 1 + f(1).
2. Seja V = R? o conjunto de pares ordenados reais (z,y). Em cada um dos itens abaixo, determine se

V' € um espaco vetorial real para as operagdes de adicdo & e de multiplicacdo por escalar ® dadas
por:

(@1,91) @ (22, 92) = (21 + 2,31 + y2); A® (z,y) = (z,\y).
(z1,91) @ (22, 92) = (21 +22,0); A (2,9) = (Az, Ay).

©) (z1,y1) ® (22,92) = (221 — 242, —T2 + 11); A® (z,y) = (A1, y).
(x1,91) ® (T2, 92) = (%1, Y1 + Y2); A® (z,y) = (Az, Ay).

3. Verifique se IV € um subespaco vetorial do espago vetorial V' nos seguintes casos:

a) V=R3eW = {(z,y,2) e R®| z =0}.

b) V=R3eW = {(z,y,2) € R® | z,y,2 € Q}.

c) V=»M(R)eW ={A € My(R) | Aéinvertivel}.

d) V = M,(R),dada B € M,(R), defina W = {A € M,(R) | BA = 0}.
&) V = M,(R)eW = {A e M,(R)| A= AT},

f) V=P(R)eW = {pe P3s(R)|p(t) >0 paratodo t € R}.

2 V= PuR) e W = {p € P(R) | p(0) = p(1)}.

h)y V=C*R)eW ={f € C*(R) | af” + bf' + ¢ = 0}, onde a, b, c € R.
DV =CR)eW={fecCR)| [ fx)dz=0}.
DV=CReW={feCR)| [ f(x)dr=0}.

4. Em cada item abaixo encontrar os subespagos U +W e UNW, onde U, W sado subespacos do espaco
vetorial V' indicado.

a) U={(z,y) eR2 |y =0}, W ={(z,y) e R2 |y =0}, V = R2.
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¢,d € R}, V = My(R).

o) U={p(t) e V[p'(t) =0}, W ={q(t) eV [q(t) =0}, V = P3(R).

5. Verifique em cada um dos itens abaixose V =U & .

a) V=RYU-={(z9) ER2|2x+3y—O}W {(z,y) e R? | x —y = 0}.

a
b) V = M3(R 0 c a,b,c,d e R »,
0
0 0 e
W = f g 0 e, f,g,h, 1 €R
h 1 0
©) V=P(R),U={pt) € P5R)|p0)=p(1) =0},
={q(t) € (]R)|q()—0paratodot€R}.
d) V=MR),U={Ac MyR)|A=AT}, W ={4ec M)(R)| A

Respostas

— _AT}.

1. a), b), ¢), d), e), g) s@o espagos vetoriais [para demonstrar, é preciso verificar que as operagdes de
adi¢do e multiplicacdo por escalar estdo bem definidas e que os 8 axiomas de espaco vetorial sdo
satisfeitos]; f) e h) ndo s@o espacos vetoriais [apesar dos 8 axiomas serem validos, as operacdes nao

estdo bem definidas].

2. Nenhum é espaco vetorial [pelo menos um dos 8 axiomas ndo € valido em cada caso.

(a) axioma 7 ndo € valido: (a + f)u # au + Pu.
(b) axioma 3 nao € valido: u + 0 = u.
(c) axioma 1 ndo é valido: u + v # v + u.

(d) axioma 1 nao é valido.

3. Para verificar, é preciso demonstrar que os axiomas de fechamento sdo satisfeitos ou nao.

4.

(a) Sim.

(b) Nio, pois (1,1,1) € W, mas v2- (1,1,1) = (v2,V2,V2) ¢ W
(c) Nao, pois 0 ¢ W.

(d) Sim.

(e) Sim.

(f) Nao, pois p(t) =t* € We —p(t) = —t* ¢ W.

(g) Sim.

(h) Observe que IV € subespaco se, e somente se, ¢ = 0.

(1) Sim.

(j) Sim. Dica: mostre primeiro que W = {f € C(R) | f(x) = 0 para todo x € (0,1)}.

@QU+W=U=W=UnNnW



(b)

U+W:{<a b) |a,b,cER}

0 ¢

UﬂW:{<O 0) \aeR}
0 a

(c) Observe que U = P (R) e W = R. Assim
U+W =P(R):={p(t)=at+b|a,beR}, unw =R.
5. (a) Observe que U, W sdo subespagos de V, U N W = (0, 0) e para qualquer (a,b) € R? tem-se

(a,b) = A\ (1, —%) + Ao(1,1)

onde

3
)\1 = g(CL—b)

1
Ao = = (20 +3))

(b) Similarmente U, W sdo subespacosde V, U NW =0e

a b ¢ a b 0 0 0 ¢
d e fl=100 f]+|d e 0
g h 1 0 0 2 g h O

(c) Observe que
U={at* +bt* +ct|a+b+c=0, ab,ccR}

W={a|laecR}=R
e além disso, p(t) =t € P3(R)masp ¢ U + W.
(d) Note que U, W sdo subespagosde V, UNW =0e
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