Lista 7

Transformacoes Lineares

1. Quais das transformacdes abaixo sao lineares?

a) T:R—>R, T(x)=]|z|

b) T:R3—=R3 T(x,y,2) = (x,3Y,3%).
) T:R¥—=R3 T(z,y,2)=(3z,2,52).
d) T:R*—=R3 T(z,y,2)=(32,0,52).
e) T:R*—=R?, T(z,y)=(x+y,x—7y).
HT:R2—>R, T(r,y)=uzy.

g) T:P,(R)— P,(R), T(p(t)) =p(t+ 1) para todo polindmio p(t) € P,(R).
h) T:M,(R) >R, T(A) = rago( ) para toda matriz A € M, (R).
i) T:M,(R) >R, T(A)=det(A) paratoda matriz A € M, (R).

2. Determine a transformacao linear 7' : V' — W conhecendo os valores de 7' em uma base de V.
a) Ache T : R? — R? tal que
T(2,1) = (1,0), T(0,1) = (1,-1).
b) Ache T : R? — RR? tal que
T(-1,1) =(3,2,1), 7(0,1) =(1,1,0).

Encontre v € R? tal que T'(u) = (—2,1, —3).

c) Ache T : R? — R? tal que
T(1,-1,0) = (1,1), 7(0,1,1) = (2,2), 7(0,0,1) = (3,3).

Encontre 7'(1,0,0) e 70, 1, 0).

d) Ache T : P2(R) — Po(R) tal que

T(1) =, T(r)=1-— 2% T(2?) = x + 22%

Nicleo e Imagem de uma Transformacao Linear

3. Para cada uma das transformagoes lineares 7' : V' — W, determine uma base e a dimensao do nucleo
e da imagem:
a) T:R? - R?%, T(x,y)= 3z —y, -3z +y).
b) T:R* =R T(r,y,2)=(z+y,2x+y,3z+y).
¢) T:Pi(R) = R3 T(at+b)=(a,2a,a—Db).
d) T:Po(R) = Pa(R),  T(p(t)) = p'(t) +p" (1)



4. Responda:

a) Ache uma transformagio linear 7' : R®* — R tal que Im(7") = [ (2,1,1), (1,-1,2)].
b) Ache uma transformagcdo linear 7" : R? — R? tal que Ker(T') = [ (1,0, —1) .

5. Seja a transformagdo linear 7' : M, (R) — R? tal que

(33 ])-00 o[22
(3] o([3 1)

Encontre a imagem e o ndcleo de 7" e exiba uma base de cada um desses subespacos.

Espacos Vetoriais Isomorfos

6. Seja a transformagcio linear 7' : R? — R? tal que
T(-2,3) = (-1,0,1),  T(1,—2) = (0, —1,0).
a) Ache T'(z,y).
b) Ache Ker(T) e Im(T).

c) T € injetora? E sobrejetora?
7. Seja a transformacio linear 7' : R? — R? tal que
T((1,0,0)) = (2,3,1), T((1,1,0)) = (5,2,7), T((1,1,1)) = (~2,0,7).

a) Ache T'(z,y, 2).
b) 7' é injetora? E sobrejetora? E bijetora?

8. Mostre que 7' : R®* — R3 definida por T'(z,y, z) = (x — 2y, z, z + y) é um isomorfismo e determine
uma regra para 7 1.

9. Para cada uma das transformagdes lineares 7' : V' — W, mostre que 7' é um isomorfismo e ache 7'~.
a) T:R—->R, T(zr)=2x.
b) T:R* = R?, T(x)=(v+2y,2x—vy).
¢) T:Pi(R) = Pi(R), T(at+b)=(b—a)— at.

10. Verifique se os espacos vetoriais U e V' sdo isomorfos. Caso eles sejam, encontre um isomorfismo
entre eles.

Q) U=R5, V =PyR)

b) U=RY, V= MR

o) U=R? V={(z,y,2) eR¥|z=0}.
d) U= szs(R)’ V= P4(R)~

) U=R3, V={AcMR)|AT = A).



11. Seja 7" : V — W uma transformacdo linear. Determine se cada uma das seguintes afirmagdes é
verdadeira ou falsa.

a) Sedim(V) =4edim(W) = 3, entdo T € injetora.

b) Se {v1,v2,v3,v4} éumabase de V e T'(vy) = T'(v4) = 0, entdo dim Im(7") < 2.
¢) Se T for injetora, entdao dim (V') < dim(W).

d) Se dim(V') > dim(W), entdo T" é sobrejetora.

Respostas

1. a), b), ¢) e f) ndo sdo — € possivel mostrar um contraexemplo nesses casos (em alguns deles, pode-se
mostrar que 7'(0) # 0). Os outros itens sdo transformagoes lineares: demonstre as duas propriedades
que definem um transformacao linear.

2. a) T(z,y) = (y,5 —v)
b) T'(z,y) = (2 +y,—x+y,—x)eu=(3,4).
¢) T(x,y,2) = (—y+32z,—y+32)eT(1,0,0) = (0,0), 7(0,1,0) = (—1,—1).
d) T(a+bx+ca?) =b+ (a+c)x + (—b+ 2c)a?
3. a) Ker(T) ={(z,3z) | z € R}, base= {(1,3)} e dim(Ker(7)) = 1;
Im(T) = [(1,—1)], base= {(1,—1)} e dim(Im(T")) = 1.

b) Ker(T) = {(0,0, 2) | = € R}, base= {(0,0,1)} e dim(Ker(T)) = 1;
Im(T) = [(1,2,3), (1,1,1)], base= {(1,2,3), (1,1,1)} e dim(Im(T)) =

¢) Ker(T) = {(0,0,0)} base= & e dim(Ker(T")) = 0;
Im(7T) =[(1,2,1),(0,0,—1)], base= {(1,2,1),(0,0,—1)} e dim(Im(7")) = 2.

d) Ker(T) ={a|a € R} =[1], base= {1} e dim(Ker(T)) = 1;
Im(T) = [1,t], base= {1,t} e dim(Im(7T")) = 2.

&) Ker(T):HS ?ZHc,deR},base:{ ; 8}{8 ?]}edim(Ker(T)):Z

Im(T) = R?, base= {(1,0), (0,1)} e dim(Im(T")) =

4. a) Escolha uma base de R? e pense qual deve ser a imagem de cada um dos vetores dessa base.
Depois disso, construa a transformacao linear. Existem infinitas possibilidades, por exemplo,

b) Escolha uma base de R? que contem o vetor (1,0, —1) e pense qual deve ser a imagem de cada
um dos vetores dessa base. Depois disso, construa a transformacgao linear. Existem infinitas
possibilidades, por exemplo,

T(z,y,2) = (z + z,y).

5. T<[z ZD — (a+6c—2d,—c +d).

i [(20) (3 1) e { (5 1)31))

Im(T) = R?, base= {(1,0), (0,1)}.



6. a) T(x,y) = 2z +y,3z+ 2y, —2z-y).
¢) T é injetora, mas ndo sobrejetora, pois Im(7") # R3.
7. Usando linearidade de T, obtemos
T(0,1,0) = (5,2,7) — (2,3,1) = (3,—1,6), T7(0,0,1) =(-2,0,7) — (5,2,7) = (=7,-2,0).
Entao

a) T(.CC,Z/,Z) = :IZ'(Z,B, 1) + y(37 _17 6) + Z(_77 _270) = (21’ + 33/ - 72733: — Y- 22,£L’ + Gy)

b) Ker(T) = {(0,0,0)}, assim T € injetora. Como V = W = R3, assim T também € sobrejetora
e, portanto, 1" € bijetora.

8. E ficil ver que Ker(T') = {(0,0,0)}, assim T é injetora. Como V' = W = R?, assim T também &
sobrejetora e, portanto, 7" é isomorfismo. Assim, dado (a, b, c) € R? existe um tnico (z,y, z) € R3

tal que
T(x,y,z) = (a,b,c) < T_l(a,b, ¢) = (z,y,2).

Logo,
rT—2y=a
(a,b,¢) = (x —2y,z,x+y) < z2=10
r+y=c
Assim,
a+ 2c c—a
r= , Y= , z=b.
3 3
Portanto, 5
a+2c c—a
T (a,b,0) = (5=, “5700)
(a,b,c) 3 3

9. a) T '(z)=ux/2.

b) T !(z,y) = (22, 220,

c) Temos que
pt)=at+beKer(T) & T(p(t))=(b—a)—at=0 < a=0b=0.

Logo, Ker(T') = {0} e T é injetora. Como V' = W = P;(R), assim 7" também €& sobrejetora e,
portanto, 7" € isomorfismo. Assim

T(at+y)=at+b << T 'at+0b)=uat+y.

Logo, como T'(zt + y) = —zt + (y — x) temos
at+b=—at+(y—z) <« {
Assim, z = —aey=b—a. Logo T !(at +b) = —at + (b — a).

10. a) U=TR?eV = Py(R) sdo isomorfos, pois dim(U) = dim(V') = 3. Um possivel isomorfismo é
T(a,b,c) = at® + bt + c.



1.

b) U =R*'e V = M,(R) sdo isomorfos, pois dim(U) = dim(V) = 4. Um possivel isomorfismo

éT(x,y,z,1) = [i ‘?

o) U=R3eV = {(x,y,2) € R¥| 2 = 0} sdo isomorfos, pois dim(U) = dim(V) = 2. Um
possivel isomorfismo é T'(z,y) = (x,y,0).

d) U = Myy3(R) eV = P,(R) ndo sdo isomorfos, pois dim(U) = 6 # 5 = dim(V').

e) U=R3 V ={A4e M(R)| AT = A}. sdo isomorfos, pois dim(U) = dim(V) = 3. Um

Y

possivel isomorfismo é T'(x,y, z) = y =

a) Nao, pois dim Ker(7) > 1 e, portanto, Ker(7') # {0}. De fato, pelo Teorema do nicleo e
da imagem, temos que dim (V) = dimIm(7) + dim Ker(7). Assim, como dim(V) = 4 e
dim Im(7") < dim(W) = 3 temos que dim Ker(7) > 1.

b) Sim, pois dim Ker(7") > 2, assim dim Im(7") = dim(V') —dim Ker(7") = 4 —dim Ker(7") < 2.
¢) Sim. Pois {0} = dim Ker(T") = dim(V) — dimIm(7") > dim(V') — dim(W).

d) Nio. Por exemplo, a transformagio linear 7' : R?* — R dada por T'(x,y) = 0 ndo é sobrejetora.



