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D � x = (x1, . . . , xn) �→ f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) ∈ f(D) !"#

�������� f : D → R
n

D ⊂ R
n �
  ��	��� ⇔ D �
 
����
��� �� ���� 
�� �� R

n

x

y=f(x)

D
n

f

D =f D( )
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����� � 
 �	
�� D
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γ : [a, b] → R
n, n � 2, ����� �
 ��� 
������� 	�

k∑
i=1

|γ(ti)− γ(ti−1)|

	��� �� ������	�
 a = t0 � t1 � . . . � tk = b 	� ��� ������� [a, b].

ρ : Rn → [0,∞],

ρ ∈ admΓ ⇔
∫
γ

ρ ds � 1 !$#

�	� �� !�	���� �����%&��# γ ∈ Γ�

%��� ������ 	
 �����������1,2� �������� �
 ��������1 �� �������������� �� ������� �� ������� ���� ��� �� ����!����� ���



����� ��� ������

p � 1, ��� p�	����� 	� Γ �


Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
Rn

ρ p(x) dm(x) . !'#

M(Γ) := Mn(Γ)

D

M ( )p

������ �� ��� 	����� 
� ��
� ������� � �
	��� � �
���
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Γ(E,F,D) : ��� ����� 	� �� �	�����	�
 �����
 γ : [0, 1] → R
n 
��� ���

γ(0) ∈ E, γ(1) ∈ F, �� γ(t) ∈ D �	� �� t ∈ (0, 1).

D

E

F ( )E, F, D

������ �� �
	����� � �
��� ������ �� ���� ����
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(�� x0 ∈ D, x0 �= ∞,

B(x0, r) = {x ∈ R
n : |x− x0| < r} , B

n = B(0, 1) , !)#

S(x0, r) = {x ∈ R
n : |x− x0| = r} , Si = S(x0, ri) , i = 1, 2 ,

A = A(x0, r1, r2) = {x ∈ R
n : r1 < |x− x0| < r2} .

(�� f : D → R
n, n � 2, �� ��� Q : Rn → [0,∞] &�  (�&�
��� ��
��*

&�� ������	� 
��� ��� Q(y) ≡ 0 �	� y ∈ R
n \ f(D). (�� A = A(y0, r1, r2).

(�� Γf (y0, r1, r2) ���	��
 ��� ����� 	� �� ���
 γ : [a, b] → D 
��� ���
f(γ) ∈ Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), A(y0, r1, r2)), ����� f(γ(a)) ∈ S(y0, r1), f(γ(b)) ∈
S(y0, r2), �� f(γ(t)) ∈ A(y0, r1, r2) �	� �� a < t < b. +� 
� ��� f ��������

��� ������� ������� ��������� � y0 ∈ f(D) �� ��� �����	�

M(Γf (y0, r1, r2)) �
∫
A

Q(y) · ηn(|y − y0|) dm(y) !,#

�	��
 �	� �� 0 < r1 < r2 < r0 := sup
y∈D ′

|y − y0| �� �� (�&�
��� ��
��&��
������	� η : (r1, r2) → [0,∞] 
��� ���

r2∫
r1

η(r) dr � 1 . !-#
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D

f(D)

r2

r1

f

y0

S y , r( )0 1

S y , r( )0 2

f ( , , )y r r0 1 2

������ �� �������
��� � ��� 
���� � 
 	
����� ���� ��� �������  ����!� ���"�
����

���� ������ 	
 �����������1,2� �������� �
 ��������1 �� �������������� �� ������� �� ������� ���� ��� �� ����!����� ���



��� ������� ������	 ��������	

�� f �
  .��������� ���� f 
��
%�
 !,# /��� Q = K ·N(f,D), /����

N(f,D) = sup
y∈Rn

N(y, f,D) , N(y, f,D) = card {x ∈ D : f(x) = y} ,

�� K � 1 �
 ��%��� 


K = ess supKO(x, f) , !0#

KO(x, f) = ‖f ′(x)‖n/J(x, f) !1#

�	� J(x, f) �= 0; KO(x, f) = 1 �	� f ′(x) = 0, �� KO(x, f) = ∞ �	�
f ′(x) �= 0, &�� J(x, f) = 0 �

�� f ∈ W 1,n
loc (D) /��� KO(x, f) ∈ Ln−1

loc (D), ���� f 
��
%�
 !,# /���
Q := KI(y, f

−1) :=
∑

x∈f −1(y)

KO(x, f)
�

����� ���� ������	 
�� � �������� ��� 	� 
������ ��� �� ����������� �������� ���
������������ 	������� � �� ����� ���� ��� ���� �� �� � �!"!� �#�$% �� ������	 "�&�'' �
�
������ 	�� (����������� 	������� # ��������)������ *���� ����� �!!
%

���� ���� �������� ��� �� 
�������� �� 	������ ��� �� �������� +����� � 	����
	����� �����,� � ������� ������ - *������ +����� ../� 0�1 2��3� �$$!%
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ω 2 	��� 
�� �� R
k� k = 1, . . . , n− 1�

k���	������� �����
�� σ : ω → R
n

�����
�� k = n− 1

������ �����
�� σ : ω → D, σ(z1) �= σ(z2) �	� z1 �= z2.

σ ∼ σ(ω) ⊂ R
n , σ ∼ σ(ω) , ∂σ ∼ σ(ω) \ σ(ω) !3#

���4 σ �
 5	��� 
����� /���� 
����
 D,

∂σ ∩D = ∅ , ∂σ ∩ ∂D �= ∅ . !"6#
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������ σ1, σ2, . . . , σm, . . .

!�# σi ∩ σj = ∅ �	� �� i �= j� i, j = 1, 2, . . .�

!��# σm−1 �� σm+1 �� �	������ �� ��7����� �	��	����
 	� D \ σm�

!���# ∩ dm = ∅� /���� dm �
  �	��	���� 	� D \ σm� �	������� σm+1�

1

2

m

dm

d2 d1

D

12
m

g1
g2gm

f

D f D= ( )

f( )

f( )2

f( )

f d( )1m

f d( )2

f d( )m

f( )
f( ) f( )f g( )1

f g( )2

f g( )m

m

1

1

2
m

������ #� $�
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���� ��� ����� ����

{σm} �� {σ ′
k} �� ��������� ⇔

"# dm �	����
 �� d
′
k �8���� %������ ���� ∀ m = 1, 2, . . . ,

$# d ′
k �	����
 �� d

′
k �8���� %������ ���� ∀ k = 1, 2, . . . ,

��� ≡ �.�������� ��

 	� ����
 	� ���
 	� D. ��� K �
  ���	� ��� ≡ K
�	����
 {σm} : �	� 
	�� �	������� C ⊂ D

lim
m→∞

M(Γ(C, σm, D)) = 0 !""#

D

C

( , , )C Dm

1

2

m

dm

d2

d1
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∂D �
 �
�� �����
�����	� ⇔ ∀ x0 ∈ ∂D ∃ U ⊃ {x0} ��  .�
��	��	���
������ ϕ 	� U 	��	 B

n : ϕ(∂D ∩ U) = B
n
+

U

x0

D

( )D U
( )x0

n
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D �
 ������ ⇔ D �
 &	����� �� D �� &� ����� .�
��	��	����� 	��	 
�	��� /���  �	���� .�
��	��	��� &	�����

g0

p1

p2

g0

-1
( )p1

g0

-1
( )p2

������ (� �� ��
	��� � 
 �����
� �	
��

DP �
 ��� �	������	� 	�  ������ �	��� D &� ��
 ����� ���
� g0 �
  .�
��	�*
�	��� ������ 	� D0 /��� �	���� .�
��	��	��� &	����� 	��	 D

ρ0(p1, p2) =
∣∣g̃0 −1(p1)− g̃0

−1(p2)
∣∣ !"$#

g̃0 �
 ��� �8���
�	� 	� g0 	��	 D0
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+� 
� ��� ∂D �
 ����� ��� �� � ����� x0 ∈ ∂D ��� �	� ����� �����&	��		� U
	� ��� �	��� x0 �� ����� ���&�� P > 0� ����� �
  �����&	��		� V ⊂ U 	� x0


��� ���
M(Γ(E,F,D)) � P !"'#

�	� �� �	����� E �� F �� D �����
������ ∂U �� ∂V �

x0

дDдD

F
D

E

X

V U

������ )� � �	
�� ���� ��
!�� *
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9���� �	���
 D,D ′ ⊂ R
n, n � 2, �	���
 a ∈ D, b ∈ D ′ ��  (�&�
���

��
��&�� ������	� Q : D ′ → [0,∞] ���	�� Sa,b,Q(D,D ′)  ����� 	� �� 	���
��
����� �� ��	
�� ������
 f 	� D 	��	 D ′, 
��
����� ��� �����	� !,# �	� ��
y0 ∈ D ′, /���� f(a) = b. :�� �	��	/��� 
������� �	��
�

:��	��� "

������ ����� D ��� � 	��
�� �� ��������� ��� ��������� �� 	���� ���� ���

���������� ���� � ������ �� Q ∈ L1(D ′) ��� D ′ �� �������� ���� ��� f ∈
Sa,b,Q(D,D ′) ��� � ���������� ��������� f : D → D ′

P , f(D) = D ′
P , ����

�� ��������� � ������ Sa,b,Q(D,D ′) 	���� �������� �� ��� �������� ��������

f : D → D ′
P , �� �������������� �� D.
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