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Необхідною і достатньою умовою того, щоб псевдоріманів простір Vn допускав нетривіальні
геодезичні відображення є існування в ньому розв’язків систем диференціальних рівнянь в коваріантних
похідних

aij,k = λigjk + λjgik (1)
відносно тензора aij(= aji ̸= cgij) та вектора λi ( ̸= 0).
Тут кома знак коваріантної похідної

aij,k = ∂kaij − aαjΓ
α
ik − aαiΓ

α
jk.

Систему (1) називають лінійною формою основних рівнянь теорії геодезичних відображень. При
відомих розв’язках системи (1) метричні тензори псевдоріманових просторів Vn та V̄n можуть
бути знайдені з рівнянь [1, 2]

aij = e2φḡαβgαigβj ;

λi = −e2φḡαβgαigβ .

Тут ḡij — елементи оберненої матриці до метричного тензору Vn.
Об’єкти псевдоріманового простору Vn, які визначені за допомогою метричного тензора gij ,

називають внутрішніми об’єктами псевдоріманового простору. Крім внутрішніх об’єктів вивчають
і об’єкти, які не є внутрішніми, зокрема тензор Dh

ijk такий, що

Dh
ijk = Rh

ijk −B(δhkgij − δhj gik),

де δhi — символи Кронекера, Rijk —тензор Рімана, а B — деякий інваріант.
Якщо тензор Dh

ijk = 0, то псевдоріманів простір Vn є простором сталої кривини і

B =
R

n(n− 1)
. (2)

Тут R — скалярна кривина, яка визначається за формулою
R = Rα

βγαg
βγ .

І навпаки, якщо виконується умова (2), то тензор Dh
ijk співпадає з тензором конциркулярної

кривини, який визначається за формулою

Y h
ijk = Rh

ijk −
R

n(n− 1)

(
δhkgij − δhj gik

)
.

Псевдоріманові простори, в яких існує тензор T i1i2...ir
j1j2...jm

такий, що

T i1i2...ir
j1j2...jn,k

= ρkT
i1i2...ir
j1j2...jm

(3)
називають T -рекурентними.
А якщо умови (3) виконуються для тензора Рімана, то такі простори називають рекурентними.
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Векторні поля uk ̸= 0, які задовольняють для ненульових тензорів T i1i2...ir
j1j2...jm

умові

ukT
i1i2...ir
j1j2...jm

+ uj1T
i1i2...ir
j2k...jm

+ uj2T
i1i2...ir
kj1...jn

= 0 (4)

називають векторними оболонками тензора T i1i2...ir
j1j2...jm

відносно індексів j1 та j2.
Якщо векторна оболонка задається відносно кососиметричної пари індексів тензора Рімана,

тобто
uiR

h
jkl + ukR

h
jli + ulR

h
jik = 0, (5)

то вона називається векторною оболонкою тензора Рімана.
Враховуючи властивість тензора Рімана

Rh
ijk,l +Rh

ikl,j +Rh
ilj,k = 0,

легко переконатись, що в рекурентних псевдоріманових просторах існує векторна оболонка тензора
Рімана. Тому псевдоріманові простори, в яких виконуються умови (5), називають слабо рекурентними
просторами. Якщо умові (4) буде задовольнять тензор Dh

ijk, тобто

uiD
h
jkl + ukD

h
jli + ulD

h
jik = 0,

то такі простори будемо називать D”=слабо рекурентними псевдорімановими просторами.
ЯкщоD”=слаборекурентний псевдоріманів простір Vn допускає нетривіальні геодезичні відображення,

то він або простір Ейнштейна, або
aαiu

α = τui.

Просторами Ейнштейна називають псевдоріманові простори, в яких виконуються умови

Rij =
R

n
gij .

Простори Ейнштейна, які характеризуються умовами на тензор Річчі мають велике значення,
як в рімановій геометрії, так і в її застосуваннях [3, 4].
Чотиривимірні простори Ейнштейна V4, відмінні від просторів стaлої кривини, не допускають

нетривіальні геодезичні відображення на псевдоріманові простори V̄4.
Таким чином, в чотирьохмірних D”=слаборекурентних псевдоріманових просторах, відмінних

від просторів сталої кривини, які допускають нетривіальні геодезичні відображення, вектор, що
задає векторну оболонку, є власним вектором тензора aij із лінійної форми основних рівнянь
теорії геодезичних відображень.
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