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Ìàòðè÷íi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Êëiôôîðäà (ïðî àëãåáðó Êëiôôîðäà äèâ., íàïðèêëàä, [1, 2])
ìàþòü âàæëèâi ïðèêëàäíi çàñòîñóâàííÿ ó ñó÷àñíié òåîðåòè÷íié ôiçèöi. Ïåðø çà âñå ó ðåëÿòèâiñò-
ñüêié êâàíòîâié ìåõàíiöi òà êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ.
Íàãàäà¹ìî, ùî îäíèì iç îñíîâíèõ îá'¹êòiâ öèõ âàæëèâèõ ñó÷àñíèõ ìîäåëåé ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi

¹ ðiâíÿííÿ Äiðàêà (ïðî ðiâíÿííÿ Äiðàêà òà ñïiíîðíå ïîëå äèâ., íàïðèêëàä, [3]), ÿêå îïèñó¹ äóáëåò
÷àñòèíêà-àíòè÷àñòèíêà ñïiíiâ s = (1/2, 1/2) àáî, iíøèìè ñëîâàìè, äóáëåò ôåðìiîí-àíòèôåðìiîí
çi ñïiíàìè îäíà äðóãà.
Íàéáiëüø âiäîìîþ i êîðèñíîþ (à òàêîæ iñòîðè÷íî ïåðøîþ) ¹ ôîðìà çàïèñó öüîãî ìàòðè÷íî-

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó çà äîïîìîãîþ ãàììà-ìàòðèöü Äiðàêà γµ, (µ =
0, 1, 2, 3), ÿêi ðåàëiçóþòü 16-âèìiðíå ìàòðè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Êëiôôîðäà ClÑ(1,3) íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ó ðîáîòàõ [4, 5] 16 åëåìåíòiâ ïðåäñòàâëåííÿ Êëiôôîðäà-Äiðàêà àë-
ãåáðè ClÑ(1,3) çâ'ÿçàíi ç îðòàìè àëãåáðè SO(3,3), à ó íàøèõ ðîáîòàõ [6�10] � ç îðòàìè àëãåáð
SO(1,5) òà SO(6). Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî, ùî îäíi i òi æ ñàìi 15 íåîäèíè÷íèõ åëåìåíòiâ çàäàþòü
ÿê ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè ClÑ(1,3), òàê i ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè SO(1,5) (àíàëîãi÷íî äëÿ SO(6)).
Ïðåäñòàâëåííÿ îïåðàòîðà ðiâíÿííÿ D ≡ iγµ∂µ −m, à òàêîæ áàãàòüîõ iíøèõ îïåðàòîðiâ êâàí-

òîâàíîãî ñïiíîðíîãî ïîëÿ, ó òåðìiíàõ ãàììà-ìàòðèöü Äiðàêà äîçâîëÿ¹ áåçïîñåðåäíüî âèêîðèñòî-
âóâàòè àíòèêîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îïåðàòîðàìè àëãåáðè Êëiôôîðäà-Äiðàêà äëÿ çíàõî-
äæåííÿ ñèìåòðié, ðîçâ'ÿçêiâ, çàêîíiâ çáåðåæåííÿ (iíòåãðàëiâ ðóõó), âèêîíàííÿ ïðîöåäóðè êàíî-
íi÷íîãî êâàíòóâàííÿ òà ðîçðàõóíêiâ ïðîöåñiâ âçà¹ìîäié ó êâàíòîâî-ïîëüîâèõ ìîäåëÿõ. Âàæëèâî,
ùî âèêîðèñòàííÿ àëãåáðè Êëiôôîðäà ñóòò¹âî ñïðîùó¹ ðîçðàõóíêè.
Îêðiì ðiâíÿííÿ Äiðàêà, ãàììà-ìàòðè÷íi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Êëiôôîðäà-Äiðàêà øèðîêî

âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äiðàêîïîäiáíèõ ðiâíÿííÿõ äëÿ ïîëiâ äîâiëüíèõ ñïiíiâ Áàáà [11], Áàðãìàíà-
Âiãíåðà [12], Ðàðiòè-Øâiíãåðà (äëÿ ïîëÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ñïiíó 3/2 [13]), äëÿ ðiâíÿííÿ Iâàíåíêî-
Ëàíäàó-Äiðàêà-Êåéëåðà, äèâ., íàïðèêëàä, [14], ÿêå îïèñó¹ ÿê ôåðìiîíè ñïiíó 1/2, òàê i áîçîíè
ñïiíó 1, à òàêîæ ó íîâèõ ðiâíÿííÿõ äëÿ ïîëiâ äîâiëüíèõ ñïiíiâ, çàïðîâàäæåíèõ ó ðîçãëÿä íåùî-
äàâíî [15�17]. Òàêèì ÷èíîì, ÿê áà÷èìî, âèêîðèñòàííÿ àëãåáðè Êëiôôîðäà ó êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ
çíà÷íî øèðøå, íiæ àíàëiç äîáðå âiäîìîãî ðiâíÿííÿ Äiðàêà òà âiäïîâiäíîãî éîìó 4-êîìïîíåíòíîãî
ñïiíîðíîãî ïîëÿ.
Î÷åâèäíî, ùî àêòóàëüíîþ ¹ çàäà÷à ïîøóêó áiëüø øèðîêèõ íiæ 16-âèìiðíà ClÑ(1,3) òà 15-

âèìiðíà SO(1,5) àëãåáðè, ìàòðè÷íi ïðåäñòàëåííÿ ÿêèõ ó òåðìiíàõ ãàììà-ìàòðèöü ìîãëè áè ìàòè
âèêîðèñòàííÿ ÿê ó âiäîìèõ ìîäåëÿõ êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ, òàê i äëÿ ïîáóäîâè ïðèíöèïîâî íîâèõ
ìîäåëåé. Òàêà çàäà÷à ñòàâèëàñü i âèðiøóâàëàñü ó íàøèõ ðîáîòàõ [6�10], äå áóëè çíàéäåíi íîâi
64-âèìiðíi ìàòðè÷íi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Êëiôôîðäà ClR(0,6) òà ClR(4,2), à òàêîæ 28-âèìiðíå
ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè SO(8), íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Íà âiäìiíó âiä âiäîìîãî ìàòðè÷íîãî ïðåä-
ñòàâëåííÿ àëãåáðè SO(1,5), 15 åëåìåíòiâ ÿêîãî ç òî÷íiñòþ äî êîåôiöi¹íòà 1/2 ñïiâïàäàþòü ç 15 íå-
îäèíè÷íèìè åëåìåíòàìè ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Êëiôôîðäà ClÑ(1,3) i çàäàþòü òàêîæ i 16-âèìiðíå
ïðåäñòàâëåííÿ öi¹¨ àëãåáðè Êëiôôîðäà, çíàéäåíi íàìè 64-âèìiðíi ìàòðè÷íi ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáð
Êëiôôîðäà ClR(0,6) òà ClR(4,2) íå ñïiâïàäàþòü ñóòò¹âî ç 28-âèìiðíèì ïðåäñòàâëåííÿì àëãåáðè
SO(8). Îðòè (28 íåîäèíè÷íèõ åëåìåíòiâ) àëãåáðè SO(8) íå óòâîðþþòü àëãåáðó Êëiôôîðäà íàâiòü
ÿêùî äîäàòè îäèíè÷íèé åëåìåíò. Äëÿ òîãî, ùîá îðòè çíàéäåíîãî íàìè ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè
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SO(8) ðåàëiçóâàëè òå ÷è iíøå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Êëiôôîðäà, iõ íåîáõiäíî ïðèíöèïîâî äî-
ïîâíèòè íîâèìè åëåìåíòàìè. Òàêèì ÷èíîì, ïðèõîäèìî äî 64-âèìiðíèõ ìàòðè÷íèõ ïðåäñòàâëåíü
àëãåáð Êëiôôîðäà ClR(0,6) òà ClR(4,2) íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, ùî áóëè çíàéäåíi íàìè ðàíiøå,
äèâ. [6�10].
Íà îñíîâi íîâèõ ïðåäñòàâëåíü çãàäàíèõ àëãåáð ó ðîáîòàõ [6�10] äîâåäåíî íàÿâíiñòü ó ñòàí-

äàðòíîãî ðiâíÿííÿ Äiðàêà íå ëèøå ôåðìiîííèõ, àëå i áîçîííèõ ñèìåòðié, ðîçâ'ÿçêiâ òà çàêîíiâ
çáåðåæåííÿ. Òîáòî äîâåäåíî Ôåðìi-Áîçå äóàëiçì öüîãî ðiâíÿííÿ. Äàëi, ó ðîáîòàõ [15�17] âêàçàíî
íà Ôåðìi-Áîçå äóàëiçì òàêîæ i äiðàêîïîäiáíèõ ðiâíÿíü äëÿ âèùèõ ñïiíiâ.
Ó ëåêöi¨, ÿêà ïðîïîíó¹òüñÿ, äà¹òüñÿ àâòîðñüêèé ðîçãëÿä íîâèõ ïðåäñòàâëåíü àëãåáðè Êëiô-

ôîðäà òà àëãåáðè SO(8), iñòîði¨ òà îñíîâíèõ ïðèíöèïiâ ¨õ çíàõîäæåííÿ, à òàêîæ ¨õ ïðàêòè÷íîãî
çàñòîñóâàííÿ äî àêòóàëüíèõ çàäà÷ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè òà êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ.
Ìàòåìàòè÷íèé ôîðìàëiçì òà ÿâíèé âèãëÿä ðåàëiçàöié ClR(0,6) òà ClR(4,2) ïðåäñòàâëåíü àëãåáð

Êëiôôîðäà íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, à òàêîæ äåòàëüíèé îïèñ ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè SO(8),
ëåãêî çíàéòè ó ðîáîòàõ [6�10, 15�17]. Âiäíîñíî íàñòóïíèõ çàñòîñóâàíü ïåâíèé iíòåðåñ âèêëèêà¹
àíàëîãi÷íèé ðîçãëÿä ñóïåð-àëãåáðè Êëiôôîðäà â ñóïåðïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî.
Òóò, äëÿ íàî÷íîñòi, ëèøå êîðîòêî íàãàäà¹ìî, ùî 7 γµ ìàòðèöü{

γ1, γ2, γ3, γ4 = γ0γ1γ2γ3, γ5 = γ1γ3Ĉ, γ6 = iγ1γ3Ĉ, γ7 = iγ0
}
, (1)

äå Ĉ � îïåðàòîð êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ, çàäîâîëüíÿþòü àíòêîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì

γAγB + γBγA = −2δAB, A,B = 1, 7. (2)

äëÿ ãåíåðàòîðiâ àëãåáðè Êëiôôîðäà. Îñêiëüêè ëiíiéíî íåçàëåæíèìè ¹ ëèøå 6 iç íèõ, γ4 =
−iγ7γ1γ2γ3, òî ìà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ ClR(0,6) ðîçìiðíîñòi 26 = 64.
Îïåðàòîðè (1) ïîðîäæóþòü òàêîæ 28 îðòiâ

sĀB̄ = {sAB =
1

4
[γA, γB], sA8 = −s8A =

1

2
γA}, Ā, B̄ = 1, 8, (3)

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì àëãåáðè SO(8)

[sĀB̄, sC̄D̄] = δĀC̄sB̄D̄ + δC̄B̄sD̄Ā + δB̄D̄sĀC̄ + δD̄ĀsC̄B̄. (4)

Çðîçóìiëî, ùî òàêå ïðåäñòàâëåííÿ SO(8) ¹ àëãåáðîþ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Çðîçóìiëî òàêîæ,
ùî 28 åëåìåíòiâ SO(8) íå óòâîðþþòü àëãåáðó Êëiôôîðäà i íå ÿâëÿþòüñÿ ïiäàëãåáðîþ æîäíî¨
àëãåáðè Êëiôôîðäà.
Ó íàøèõ ðîáîòàõ [6�10] iíòåðïðåòàöiÿ äàíîãî ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè SO(8) íå áóëà äîñêîíàëîþ,

îäíàê öåé íåäîëiê âèïðàâëåíî ó [15�17], îñîáëèâî ó [18, 19] i òóò, ó öüîìó êîðîòêîìó ïîâiäîìëåííi.
Àâòîð ùèðî âäÿ÷íèé ïðîô. À.Ê. Ïðèêàðïàòñüêîìó çà êîðèñíi çàóâàæåííÿ ùîäî êëàñèôiêàöi¨

àëãåáð Êëiôôîðäà íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ó ìèíóëîìó òà ñëóøíi ïðîïîçèöi¨ ùîäî ïîäàëüøîãî
çàñòîñóâàííÿ ðîçðîáëåíîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó íà ìàéáóòí¹.
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