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Îçíà÷åííÿ 1. Ìíîæèíà E ⊂ Rn íàçèâà¹òüñÿ m-îïóêëîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ Rn \E,
m > 0, ÿêùî çíàéäåòüñÿ m-âèìiðíà ïëîùèíà L, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó, x ∈ L, i íå
ïåðåòèíà¹ äàíó ìíîæèíó, L

⋂
E = ∅.

Ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ, ùî ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi m-îïóêëèõ ìíîæèí ¹ m-îïóêëîþ
ìíîæèíîþ. Òîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Rn ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè ìiíiìàëüíó m-îïóêëó
ìíîæèíó, ÿêà ìiñòèòü E, i íàçèâàòè ¨¨ m-îïóêëîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè E.

Îçíà÷åííÿ 2. m-îïóêëèé ïåðåòèí âñiõm-îïóêëèõ ìíîæèí, ÿêi ìiñòÿòü çàäàíó ìíîæèíó E ⊂ Rn,
íàçèâà¹òüñÿ m-îïóêëîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè E.

×àñòêîâèì âèïàäêîì íàëåæíîñòi òî÷êè 1-îïóêëié îáîëîíöi îá'¹äíàííÿ äåÿêîãî íàáîðó êóëü ¹
çàäà÷à ïðî òiíü, ïîñòàâëåíà Ã. Õóäàéáåðãàíîâèì ó 1982 ðîöi [4].
Çàäà÷à ïðî òiíü. Çíàéòè ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ çàìêíåíèõ (âiäêðè-

òèõ) êóëü â ïðîñòîði Rn ç öåíòðàìè íà ñôåði Sn−1 òà ðàäióñàìè, ìåíøèìè âiä ðàäióñà ñôåðè,
òàêèõ, ùîá äîâiëüíà ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ñôåðè, ïåðåòèíàëà õî÷à á îäíó ç öèõ
êóëü.
Iíøèìè ñëîâàìè öþ çàäà÷ó ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: ÿêà ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü ïîïàðíî íå-

ïåðåòèííèõ çàìêíåíèõ (âiäêðèòèõ) êóëü â ïðîñòîði Rn ç öåíòðàìè íà ñôåði Sn−1 òà ðàäióñàìè,
ìåíøèìè âiä ðàäióñà ñôåðè, çàáåçïå÷èòü íàëåæíiñòü öåíòðà ñôåðè 1-îïóêëié îáîëîíöi ñiì'¨ öèõ
êóëü?
Ïðè n = 2 öÿ çàäà÷à áóëà ðîçâ'ÿçàíà Ã. Õóäàéáåðãàíîâèì. Âií ïîêàçàâ, ùî äëÿ êîëà íà ïëîùèíi

äâîõ êðóãiâ íåîáõiäíî i äîñòàòíüî äëÿ ñòâîðåííÿ òiíi â öåíòði êîëà.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî ùîá öåíòð (n− 1)-ñôåðè â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði ïðè n > 2
íàëåæàâ 1-îïóêëié îáîëîíöi ñiì'¨ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ âiäêðèòèõ (çàìêíåíèõ) êóëü ç ðàäióñà-
ìè, âåëè÷èíè ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü (ìåíøi) ðàäióñà ñôåðè, òà ç öåíòðàìè íà ñôåði, íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî (n+ 1)-¨ êóëi.

Îçíà÷åííÿ 4. Ìíîæèíà E ⊂ Rn íàçèâà¹òüñÿ m-íàïiâîïóêëîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈
Rn \E, m > 0, ÿêùî çíàéäåòüñÿ m-âèìiðíà ïiâïëîùèíà L, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó, x ∈ L,
i íå ïåðåòèíà¹ äàíó ìíîæèíó, L

⋂
E = ∅.

Îñêiëüêè ïåðåòèí äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi m-íàïiâîïóêëèõ ìíîæèí ¹ m-íàïiâîïóêëîþ ìíîæèíîþ,
òî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Rn çàâæäè çíàéäåòüñÿ ìiíiìàëüíà m-íàïiâîïóêëà ìíîæèíà, ÿêà
¹ ïåðåòèíîì âñiõ m-íàïiâîïóêëèõ ìíîæèí, ÿêi ìiñòÿòü Å.

Îçíà÷åííÿ 5. m-íàïiâîïóêëèé ïåðåòèí âñiõ m-íàïiâîïóêëèõ ìíîæèí, ÿêi ìiñòÿòü çàäàíó ìíî-
æèíó E ⊂ Rn, íàçèâà¹òüñÿ m-íàïiâîïóêëîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè E.

Ðîçãëÿíåìî àíàëîã çàäà÷i ïðî òiíü äëÿ íàïiâîïóêëîñòi, ÿêà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì íàëåæíîñòi
òî÷êè 1-íàïiâîïóêëié îáîëîíöi äåÿêî¨ ñiì'¨ êóëü.

ßêà ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ çàìêíåíèõ (âiäêðèòèõ) êóëü ç öåíòðàìè íà
ñôåði Sn−1 òà ðàäióñàìè, ìåíøèìè (ÿêi íå ïåðåâèùóþòü) âiä ðàäióñà ñôåðè, äîñòàòíÿ äëÿ òîãî,
ùîá äîâiëüíèé ïðîìiíü, ÿêèé âèõîäèòü ç öåíòðà ñôåðè, ïåðåòèíàâ õî÷à á îäíó ç öèõ êóëü?
Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i äëÿ âèïàäêó n = 2.
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Òåîðåìà 6. Äëÿ òîãî, ùîá öåíòð êîëà S1 ⊂ R2 íàëåæàâ 1-íàïiâîïóêëié îáîëîíöi ñiì'¨ ïîïàðíî
íåïåðåòèííèõ âiäêðèòèõ (çàìêíåíèõ) êðóãiâ ç ðàäióñàìè, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü (ìåíøi) ðàäióñà
êîëà, òà ç öåíòðàìè íà öüîìó êîëi, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî òðüîõ êðóãiâ.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòi öåíòðà ñôåðè 1-ïiâîïóêëié îáîëîíöi ñiì'¨
êóëü ç öåíòðàìè íà öié ñôåði.

Òåîðåìà 7. Äëÿ òîãî, ùîá öåíòð äâîâèìiðíî¨ ñôåðè â òðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði
íàëåæàâ 1-íàïiâîïóêëié îáîëîíöi ñiì'¨ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ âiäêðèòèõ (çàìêíåíèõ) êóëü ç ðà-
äióñàìè, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü (ìåíøi) ðàäióñà ñôåðè, òà ç öåíòðàìè íà ñôåði, äîñòàòíüî äåñÿòè
êóëü.

Ðîçãëÿíåìî àíàëîãè m-îïóêëèõ ìíîæèí â êîìïëåêñíîìó òà ãiïåðêîìïëåêñíîìó ïðîñòîðàõ.

Îçíà÷åííÿ 8. Ìíîæèíà E ⊂ Cn (Hn) íàçèâà¹òüñÿm-êîìïëåêñíî (m-ãiïåðêîìïëåêñíî) îïóêëîþ,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ Cn \E(x ∈ Hn \E), m > 0, ÿêùî çíàéäåòüñÿ m-âèìiðíà êîìïëåêñíà
(ãiïåðêîìïëåêñíà) ïëîùèíà L, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó, x ∈ L, i íå ïåðåòèíà¹ äàíó ìíîæèíó,
L
⋂
E = ∅.

Àíàëîãi÷íî äiéñíîìó âèïàäêó äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Cn(Hn) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ìiíiìàëü-
íó m-êîìïëåêñíî (m-ãiïåðêîìïëåêñíî) îïóêëó ìíîæèíó, ÿêà ìiñòèòü E i íàçèâàòè ¨¨
m-êîìïëåêñíîþ (m-ãiïåðêîìïëåêñíîþ) îáîëîíêîþ ìíîæèíè Å.
Þ. Á. Çåëiíñüêèì [1] áóëà ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à ïðî òiíü â êîìïëåêñíîìó òà ãiïåðêîìïëåêñíî-

ìó ïðîñòîðàõ. ßêà ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ çàìêíåíèõ êóëü ç öåíòðàìè íà
ñôåði S2n−1 ⊂ Cn (S4n−1 ⊂ Hn) òà ðàäióñàìè, ìåíøèìè âiä ðàäióñà ñôåðè, äîñòàòíÿ, ùîá äîâiëü-
íà êîìïëåêñíà (ãiïåðêîìïëåêñíà) ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ñôåðè, ïåðåòèíàëà õî÷à á
îäíó ç öèõ êóëü (òîáòî äëÿ òîãî, ùîá öåíòð ñôåðè íàëåæàâ 1-êîìïëåêñíié ÷è 1-ãiïåðêîìïëåêñíié
îáîëîíöi öèõ êóëü)? I âñòàíîâëåíî, ùî â êîìïëåêñíîìó (ãiïåðêîìïëåêñíîìó) ïðîñòîði ïðè n = 2
äëÿ ñòâîðåííÿ òiíi íåîáõiäíî i äîñòàòíüî äâi êóëi.

Òåîðåìà 9. Äëÿ òîãî, ùîá öåíòð ñôåðè â n-âèìiðíîìó êîìïëåêñíîìó (ãiïåðêîìïëåêñíîìó) åâ-
êëiäîâîìó ïðîñòîði Cn (Hn), n ≥ 3, íàëåæàâ 1-êîìïëåêñíié (1-ãiïåðêîìïëåêñíié) îáîëîíöi ñiì'¨
ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ âiäêðèòèõ (çàìêíåíèõ) êóëü ç öåíòðàìè íà ñôåði
S2n−1 ⊂ Cn (S4n−1 ⊂ Hn) òà ç ðàäióñàìè, ìåíøèìè âiä ðàäióñà ñôåðè, äîñòàòíüî 2n (4n − 2)
êóëü.
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