
 

Національна академія наук України 

Інститут математики 

 

 

 

 

 

 

   
 

 

Т. В. Рибалкіна 
Топологічна класифікація 

афінних відображень 
 

 

 

 

 

 

 

 

Київ    •    2012 

 

 

 



 

 

ПРАЦІ 

Інституту математики  

НАН України 
 

 

 
Том 94 

 
 
 

 
Головний редактор   А. М. Самойленко 

 

Редакційна рада 
 
Ю. М. Березанський, М. Л. Горбачук, А. А. Дороговцев,  

Ю. А. Дрозд, Ю. Б. Зелінський, В. С. Королюк,  

А. Н. Кочубей, І. О. Луковський, В. Л. Макаров,  

А. Г. Нікітін, В. В. Новицький, М. В. Працьовитий,  

О. А. Ребенко, А. С. Романюк, Ю. С. Самойленко,  

С. Г. Солодкий, В. В. Шарко, О. М. Шарковський 

 

 
                            Засновано в 1994 році 

 

 



 

 

Т. В. Рибалкіна 
 

Топологічна 

класифікація 

афінних відображень 
 



 

УДК 515.126 

Т. В. Рибалкіна. Топологічна класифікація афінних відображень // 

Праці Інституту математики НАН України. (Proceedings of 

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine.) – Т.94.– Київ: Ін-т 

математики НАН України, 2012.–153 c. 
 

In this book we give topological classification of a wide class of affine 

mappings on unitary and Euclidean spaces, and all affine mappings 

over an algebraically closed field of characteristic zero and over the 

quaternions. Equivalent criteria of topological conjugacy of Möbius 

transformations are established. Chains of linear mappings on unitary 

or Euclidean spaces are classified up to topological isomorphism. 

     The book is useful to students, graduate students and researchers in 

the fields of topology, linear algebra, complex analysis, and dynamical 

systems. 

 

    В книзі дано топологічну класифікацію широкого класу афін-

них відображень на унітарних та евклідових просторах, а також 

всіх афінних відображень над алгебраїчно замкненим полем 

характеристики нуль та над тілом кватерніонів. Встановлено 

еквівалентні критерії топологічної спряженості мебіусових 

перетворень. Отримано класифікацію ланцюгів лінійних 

відображень на унітарних або евклідових просторах з точністю 

до топологічного ізоморфізму. 

     Книга буде корисною студентам, аспірантам та науковим 

працівникам, які працюють в галузях топології, лінійної алгебри, 

комплексного аналізу та динамічних систем. 

 

 

Рецензенти: 

д-р фіз.-мат. наук О. О. Пришляк 

д-р фіз.-мат. наук Ю. Б. Зелінський 

 

Затверджено до друку Вченою радою  

Інституту математики НАН України 

 

 

ISBN 966-02-2571-7                                      Інститут математики  

ISBN 978-966-02-6682-7                                  НАН України, 2012 

 



Передмова

Книга присвячена дослiдженню топологiчних властивостей
вiдображень, встановленню критерiїв їхньої топологiчної
спряженостi.

Питання класифiкацiї вiдображень на многовидах є
одним з важливих напрямкiв топологiї. Топологiчна класи-
фiкацiя лiнiйних вiдображень мiж скiнченновимiрними лi-
нiйними просторами давно привертала увагу математикiв.

Класифiкацiя лiнiйних вiдображень у комплексних та
дiйсних векторних просторах випливає з комплексних та
дiйсних канонiчних форм Жордана вiдносно подiбностi.

Дослiдження класифiкацiї лiнiйних вiдображень на Rn

з точнiстю до топологiчної спряженостi розпочали H. Poin-
caré [40] та G. de Rham [25]. У другiй половинi XX ст. цi
дослiдження були продовженi [26]. Нагадаємо, що два непе-
рервнi вiдображення f, g : M → M на топологiчному про-
сторi M називають топологiчно спряженими, якщо iснує го-
меоморфiзм h : M → M такий, що g = h−1fh. Якщо h –
лiнiйна бiєкцiя, то вiдображення f та g називають лiнiйно
спряженими.

Значний вклад у вирiшення проблеми класифiкацiї лi-
нiйних вiдображень на Rn з точнiстю до топологiчної спря-
женостi зробили N. H. Kuiper та J. W. Robbin [35, 42], якi
класифiкували лiнiйнi вiдображення, якi не мають власних
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6 Передмова

чисел, що є коренями з одиницi. Вони показали, що проб-
лема класифiкацiї всiх лiнiйних вiдображень з точнiстю до
топологiчної спряженостi зводиться до аналогiчної класи-
фiкацiї лише перiодичних вiдображень. У працях [35, 42]
було зроблено припущення, що для перiодичних лiнiйних
вiдображень топологiчна спряженiсть еквiвалентна лiнiйнiй
спряженостi, та доведено це припущення для лiнiйних вiдоб-
ражень з перiодом 1, 2, 3, 4 або 6.

Пiзнiше це припущення було доведено i для вiдображень
з деякими iншими перiодами, а також для вiдображень, якi
задовольняють деяким умовам. Задачу топологiчної кла-
сифiкацiї лiнiйних вiдображень, якi мають власнi числа,
що є коренями з одиницi, частково вирiшили N. H. Kui-
per та J. W. Robbin [35, 42], S. E. Cappell та J. L. Shaneson
[20, 21, 22, 23, 24], W. C. Hsiang та W. Pardon [33], I. Madsen
та M. Rothenberg [36], R. Schultz [43] та iншi.

Серед цих робiт видiлимо результати, що отримали
S. E. Cappell та J. L. Shaneson. Вони показали, що для перi-
одичних лiнiйних вiдображень, що дiють з Rn в Rn, n ⩽ 5,
топологiчна спряженiсть еквiвалентна лiнiйнiй спряженос-
тi, а також побудували [19] два перiодичнi лiнiйнi вiдобра-
ження, якi топологiчно спряженi, але не лiнiйно спряженi
(контрприклад до припущення, що зробили N. H. Kuiper та
J. W. Robbin).

Вiдмiтимо, що задача класифiкацiї довiльних лiнiйних
вiдображень з точнiстю до топологiчної спряженостi зали-
шається вiдкритою.

У данiй книзi наведено критерiї топологiчної спряжено-
стi лiнiйних вiдображень, що дiють не у дiйсних просторах.
Дана класифiкацiя з точнiстю до топологiчної спряжено-
стi широкого класу комплексних матриць та всiх лiнiйних
вiдображень на тiлi кватернiонiв H.

Нехай F = R, C або алгебраїчно замкненому полю харак-
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теристики нуль, A – n × n-матриця над полем F, b ∈ Fn –
фiксований вектор. Вiдображення вигляду f(x) = Ax + b
називають афiнним вiдображенням, а матрицю A – лiнiй-
ною частиною вiдображення f . Якщо F = H, то афiнним
вiдображенням на тiлi кватернiонiв H називають вiдобра-
ження вигляду x 7→ ax+ b або x 7→ xa+ b, де a, b, x ∈ H.

Задача класифiкацiї афiнних вiдображень є актуальною
в рiзних областях математики. Наприклад, у роботi [15]
описано спряженi класи бiєктивних афiнних вiдображень в
афiннiй групi Кремони; тобто в групi, елементами якої є пе-
ретворення, що мають такий вигляд:

xi 7→ fi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n,

де fi – полiноми над алгебраїчно замкненим полем характе-
ристики нуль. Обернене перетворення також визначене як
набiр полiномiв [16].

У данiй книзi ми узагальнили цей результат для довiль-
них афiнних вiдображень над алгебраїчно замкненим полем
характеристики нуль, а також отримали класифiкацiю ши-
рокого класу афiнних вiдображень на Rn та Cn з точнiстю
до топологiчної спряженостi (тобто спряженостi довiльним
гомеоморфiзмом).

Разом iз цими задачами сьогоднi досить актуальними
є проблеми класифiкацiї вiдображень, що дiють у розши-
рених лiнiйних просторах. Так, J. Milnor [37, 38] дослi-
джував класифiкацiю рацiональних вiдображень. Прикла-
дом бiєктивних рацiональних вiдображень на Ĉ є дробово-
лiнiйнi перетворення, якi ще називають мебiусовi перетво-
рення. Такi перетворення вiдiграють важливу роль в мо-
делi Пуанкаре простору Лобачевського, що реалiзується на
n-вимiрному крузi або, що еквiвалентно, на пiдпросторi Rn

+.
Зауважимо, що довiльний однозв’язний рiмановий многовид
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сталої вiд’ємної кривини iзометричний n-вимiрному кру-
гу з гiперболiчною метрикою Пуанкаре–Лобачевського. На
цьому шляху i виникає вийнятково змiстовна теорiя [1] з
рiзноманiтними застосуваннями в дифференцiальнiй геоме-
трiї, теорiї гармонiчних функцiй на симетричних просторах,
загальнiй теорiї гiперболiчних многовидiв, теорiї розривних
груп i в iнших областях математики.

У цiй книзi дана класифiкацiя дробово-лiнiйних перетво-
рень з точнiстю до топологiчної спряженостi. Класифiка-
цiю дробово-лiнiйних перетворень, з точнiстю до спряжено-
стi дробово-лiнiйним перетворенням, можна знайти в робо-
тi [14], де, використовуючи матричне представлення, було
побудовано iнварiант, що параметризує спряженi класи та-
ких перетворень.

Зауважимо, що дiю мебiусових перетворень простору R2

можна продовжити до дiї в верхнiй пiвплощинi

H3 = {x = (x1, x2, x3) |x3 > 0},

або й до дiї на всьому просторi R3. Для вивчення власти-
востей мебiусових перетворень у трьохвимiрному просторi
можна використовувати кватернiони.

У книзi використано роботи автора [3, 4, 5, 10, 17, 18, 41]
(“Будницька” – дiвоче прiзвище автора).

Книга складається з шести роздiлiв. У першому роздiлi
зроблено попереднiй огляд лiтератури та викладено основнi
результати, принципи та iдеї, на яких ґрунтуються отриманi
результати.

У другому роздiлi розглянуто проблему класифiкацiї
афiнних вiдображень на унiтарних та евклiдових просторах
з точнiстю до топологiчної спряженостi.

У третьому роздiлi дано класифiкацiю афiнних вiдобра-
жень над алгебраїчно замкненим полем характеристики
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нуль з точнiстю до бiрегулярної спряженостi.
Четвертий роздiл присвячений класифiкацiї з точнiстю

до топологiчної спряженостi афiнних вiдображень над тiлом
кватернiонiв.

У п’ятому роздiлi встановлено класифiкацiю дробово-
лiнiйних перетворень на розширенiй комплекснiй площинi з
точнiстю до топологiчної спряженостi. Доведено три еквiва-
лентних критерiї топологiчної спряженостi для таких вiдоб-
ражень.

Шостий роздiл присвячений класифiкацiї ланцюгiв лi-
нiйних вiдображень на унiтарних або евклiдових просторах
з точнiстю до топологiчного iзоморфiзму.

Подяки. Висловлюю щиру подяку М. Голосiнському,
В. В. Шарку та В. В. Сергейчуку за постановку задач, по-
стiйну увагу i допомогу в роботi. Особливу подяку вислов-
люю спiвробiтникам вiддiлу топологiї Iнституту математики
НАН України С. I. Максименку, Є. О. Полуляху та iншим
науковцям, якi брали участь у роботi семiнарiв вiддiлу то-
пологiї, висловили ряд важливих зауважень i порад пiд час
моїх доповiдей.

Т. В. Рибалкiна
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Роздiл 1

Попереднi вiдомостi

У цьому роздiлi наводяться необхiднi вiдомостi про об’єкти,
топологiчна класифiкацiя яких буде встановлена в iнших
роздiлах книги. А також викладаються основнi iдеї на яких
ґрунтуються отриманi результати.

Перший пiдроздiл присвячений класифiкацiї з точнiстю
до топологiчної спряженостi лiнiйних вiдображень на про-
сторi Rn. У ньому наводяться вiдомi результати, виписано
необхiднi та достатнi умови топологiчної спряженостi лiнiй-
них вiдображень, якi не мають власних чисел, що є кореня-
ми з одиницi.

У другому пiдроздiлi наводяться основнi визначення для
афiнних вiдображень, розглянуто вiдомi результати щодо
топологiчної класифiкацiї, якi далi будуть розширенi у роз-
дiлах 2, 3 та 4 . Так, у роздiлi 2 встановлено топологiчну
класифiкацiю афiнних вiдображень на унiтарних та евклi-
дових просторах, у роздiлi 3 – над алгебраїчно замкненим
полем характеристики нуль, у роздiлi 4 – над тiлом кватер-
нiонiв.

У третьому пiдроздiлi даються основнi вiдомостi про ква-
тернiони, їхнi загальнi властивостi, представлення через ма-

15



16 Роздiл 1. Попереднi вiдомостi

трицi.
У четвертому пiдроздiлi наводяться основнi властиво-

стi дробово-лiнiйних перетворень. Дослiджуються канонiчнi
форми таких перетворень при спряженостi та описується
їх геометричних змiст. Класифiкацiя дробово-лiнiйних пе-
ретворень з точнiстю до топологiчної спряженостi дана у
роздiлi 5.

1.1 Топологiчна класифiкацiя лiнiй-
них вiдображень на Rn

Для доведення результатiв в iнших роздiлах ми будемо ви-
користовувати класифiкацiю лiнiйних вiдображень на Rn з
точнiстю до топологiчної спряженостi, тому нагадаємо вiдо-
мi результати (див [35, 42]).

Нехай F - це R, C, Ĉ, алгебраїчно замкнене поле K ха-
рактеристики нуль або тiло кватернiонiв H. Ми будемо роз-
глядати F як метричний простiр з метрикою, породженою
скалярним добутком.

Неперервнi вiдображення f, g : Fn → Fn називають то-
пологiчно спряженими, якщо iснує гомеоморфiзм h : Fn →
Fn (тобто h та h−1 – неперервнi бiєктивнi вiдображення) та-
кий, що виконується рiвнiсть

g = h−1fh. (1.1)

Тобто має мiсце наступна комутативна дiаграма:

Fn g−−−→ Fn

h

y
yh

Fn f−−−→ Fn
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Iтерацiї fm та gm топологiчно спряжених вiдображень
f та g також топологiчно спряженi, тобто з рiвностi (1.1)
отримаємо

gm = h−1fmh для m > 1. (1.2)

Зауважимо, що умова (1.2) виконується для всiх цiлих m,
якщо f та g – гомеоморфiзми.

Якщо гомеоморфiзм h в рiвностi (1.1) – лiнiйне вiдобра-
ження, то вiдображення f та g називають лiнiйно спряже-
ними.

Нагадаємо, що двi n × n матрицi A та B над F назива-
ють подiбними матрицями, якщо iснує невироджена n × n
матриця Q над F така, що

B = Q−1AQ (1.3)

Очевидно, що подiбним матрицям вiдповiдають лiнiйно
спряженi лiнiйнi вiдображення. Будемо казати, що матрицi
топологiчно спряженi, якщо вiдповiднi лiнiйнi вiдображення
топологiчно спряженi.

Розглянемо випадок F = R та класифiкацiю лiнiйних
вiдображень на Rn з точнiстю до топологiчної спряженостi.

Нехай f : Rn → Rn – довiльне лiнiйне вiдображення.
Тодi простiр Rn можна розкласти в пряму суму своїх f -
iнварiантних пiдпросторiв [35, 42]:

Rn = W 0(f)⊕W 01(f)⊕W 1(f)⊕W 1∞(f).

Для власних чисел вiдображення

fα = f |W α(f), α = 0, 01, 1, 1∞, (1.4)

має мiсце наступна таблиця:
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Вiдображення
fα:

власнi числа λ цього
вiдображення:

f0 λ = 0
f01 0 < |λ| < 1
f1 |λ| = 1
f1∞ |λ| > 1

Тобто лiнiйне вiдображення f можна записати у виглядi
прямої суми

f = f0 ⊕ f01 ⊕ f1 ⊕ f1∞. (1.5)

Якщо розглянути простiр

W β(f) = W 01(f)⊕W 1(f)⊕W 1∞(f) ,

то W β(f) – найбiльший iнварiантний пiдпростiр, на яко-
му лiнiйне вiдображення f є автоморфiзмом. Для f -
iнварiантних пiдпросторiв W 01(f) та W 1∞(f) має мiсце така
лема.

Лема 1.1 ([42]). Для лiнiйного вiдображення f : Rn → Rn

виконуються наступнi твердження:

(a) x ∈ W 01(f) тодi i тiльки тодi, коли lim
m→∞

fm(x) = 0;

(b) x ∈ W 1∞(f) тодi i тiльки тодi, коли lim
m→∞

f−m(x) = 0.

Пiдпростiр W 0(f) є найбiльшим iнварiантним пiдпросто-
ром, на якому лiнiйне вiдображення f є нiльпотентним (тоб-
тоW 0(f) є множиною всiх точок x ∈ Rn таких, що fm(x) = 0
для деякого натурального числа m).

Приклад 1.1. Розглянемо бiєктивне лiнiйне вiдображення на
просторi R2

f(x1, x2) =

[
3 0
0 1

3

][
x1

x2

]
.
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Дiю даного вiдображення зображено на наступному рисун-
ку:

y

f(y)

z

f(z)

x f(x)

Використовуючи лему 1.1, неважко перевiрити, що у цьо-
му випадку

W 01(f) = 0× R ,

W 1∞(f) = R× 0 ,

а пiдпростори W 0(f), W 1(f) вiдсутнi.
Зауважимо, що гiпербола x1x2 = const є iнварiантною

при дiї даного вiдображення f .

Позначимо через dim(fα) – розмiрнiсть простору Wα(f),
а через o(f) – знак визначника матрицi, що вiдповiдає бiєк-
тивному вiдображенню f :

• якщо o(f) = 1, то f зберiгає орiєнтацiю;

• якщо o(f) = −1, то f змiнює орiєнтацiю.

Нагадаємо, що вiдображення f називають перiодичним,
якщо iснує натуральне число k таке, що fk – тотожне вiдоб-
раження. Найменше таке число k називають перiодом вi-
дображення f .
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Значний внесок у вирiшення питання класифiкацiї лiнiй-
них вiдображень на Rn з точнiстю до топологiчної спряже-
ностi зробили Kuiper та Robbin [35, 42]. Вони довели на-
ступну теорему про топологiчну класифiкацiю тих лiнiйних
вiдображень, якi не мають власних чисел, що є коренями з
одиницi.

Теорема 1.1 ([35, 42]). Нехай f та g – лiнiйнi вiдображе-
ння на Rn, якi не мають власних чисел, що є коренями з
одиницi; нехай вiдображення f0, . . . , f1∞ та g0, . . . , g1∞ ви-
значенi через f та g в (1.4). Вiдображення f та g топо-
логiчно спряженi тодi i тiльки тодi, коли виконуються
наступнi умови:

f0
ℓ∼ g0, f1

ℓ∼ g1,
dim(f01) = dim(g01), o(f01) = o(g01),
dim(f1∞) = dim(g1∞), o(f1∞) = o(g1∞).

(1.6)

Проблема класифiкацiї лiнiйних вiдображень з точнiстю
до топологiчної спряженостi еквiвалентна проблемi аналогi-
чної класифiкацiї їхнiх матриць.

Добре вiдомо [8], що для довiльного лiнiйного вiдображе-
ння f : Rn → Rn iснує базис простору Rn, в якому матриця
вiдображення f має наступний вигляд, який називають її
дiйсною жордановою формою:




Rn1(λ1) 0
. . .
Rnr(λr)

Rns(λs)
. . .

0 Rnt(λt)



, (1.7)
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де для власних чисел λi ∈ R

Rni
(λi) =




λi 0
1 λi

. . . . . .
0 1 λi


 , i = 1, . . . , r (1.8)

та для власних чисел λj ∈ C \ R

Rnj
(λj) =




Cj 0
I2 Cj

I2 Cj

. . . . . .
0 I2 Cj



, j = s, . . . , t, (1.9)

Cj =

[
αj −βj

βj αj

]
, λj = αj + iβj, αj, βj ∈ R

та I2 – одинична 2×2 матриця. Надалi m×m матрицiRm(λ)
з (1.8) та (1.9) називатимемо блоками дiйсної жорданової
форми з власним числом λ. Причому числа n1, n2, . . . , nt

(розмiри блокiв, що розмiщенi на головнiй дiагоналi дiй-
сної жорданової форми (1.7)), так само як i власнi числа
λ1, λ2, . . . , λt (яким вiдповiдають цi блоки), не обов’язково
всi рiзнi. Дiйсна жорданова форма визначена однозначно з
точнiстю до перестановки дiагональних блокiв

Rn1 , ...,Rnr ,Rns , ...,Rnt

та з точнiстю до замiни блока Rm(λ) блоком Rm(λ̄) (λ̄ –
комплексно спряжене число до λ).

Очевидно, що замiсть лiнiйних вiдображень можна роз-
глядати вiдповiднi матрицi. Тобто згiдно (1.5), кожна дiйсна
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квадратна матриця A подiбна

A0 ⊕ A01 ⊕ A1 ⊕ A1∞, (1.10)

де для матриць Aα, α = 0, 01, 1, 1∞, має мiсце наступна таб-
лиця:

Матриця: власнi числа λ цiєї
матрицi:

A0 λ = 0
A01 0 < |λ| < 1
A1 |λ| = 1
A1∞ |λ| > 1

Зауважимо, що для лiнiйного вiдображення f : Cn →
Cn, f(x) = Ax, матрицi Aα, α = 0, 01, 1, 1∞, визначаються
аналогiчно.

Необхiдною та достатньою умовою подiбностi двох дiй-
сних матриць є рiвнiсть їхнiх дiйсних жорданових форм.
Тому топологiчна класифiкацiя матриць, якi не мають вла-
сних чисел, що є коренями з одиницi, грунтується на порiв-
няннi рангiв та знакiв визначникiв вiдповiдних частин ма-
триць, якi мають власнi числа модулi яких бiльшi за 1 та,
вiдповiдно, власнi числа модулi яких меншi за 1, а також
подiбностi тих частин матриць, якi мають, вiдповiдно, ну-
льовi власнi числа та власнi числа, модулi яких дорiвнюють
1. Тобто, запишимо теорему 1.1 в наступному матричному
виглядi, який ми надалi будемо використовувати.

Теорема 1.2 ([35, 42]). Нехай f(x) = Ax та g(x) = Bx –
лiнiйнi вiдображення на Rn, якi не мають власних чисел,
що є коренями з одиницi; нехай матрицi A0, . . . , A1∞ та
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B0, . . . , B1∞ визначенi через A та B в (1.10). Вiдображен-
ня f та g топологiчно спряженi тодi i тiльки тодi, коли
виконуються наступнi умови:

A0 подiбна B0, A1 подiбна B1,
sizeA01 = sizeB01, det(A01B01) > 0,

sizeA1∞ = sizeB1∞, det(A1∞B1∞) > 0.
(1.11)

Ми позначаємо через

sizeA − розмiр матрицi A.

Використовуючи теорему 1.1 (або теорему 1.2), можна
класифiкувати лише тi лiнiйнi вiдображення, якi не мають
власних чисел, що є коренями з одиницi. Проблема топо-
логiчної класифiкацiї лiнiйних вiдображень, якi мають вла-
снi числа, що є коренями з одиницi, на сьогоднi залишає-
ться невирiшеною. Хоча значних успiхiв досягли Kuiper та
Robbin [35], якi довели, що проблема класифiкацiї всiх лi-
нiйних вiдображень з точнiстю до топологiчної спряжено-
стi зводиться до аналогiчної класифiкацiї лише перiодичних
лiнiйних вiдображень. Вони зробили припущення, що для
класу перiодичних лiнiйних вiдображень топологiчна спря-
женiсть еквiвалентна лiнiйнiй спряженостi.

Припущення 1.1 ([35, 42]). Лiнiйнi перiодичнi вiдображення
на Rn топологiчно спряженi тодi i тiльки тодi, коли вони
лiнiйно спряженi.

Kuiper та Robbin довели, що умови (1.6) будуть необ-
хiдними та достатнiми умовами топологiчної спряженостi
довiльних лiнiйних вiдображень на Rn, якщо вiрним є при-
пущення 1.1, iстиннiсть якого їм вдалося довести для пе-
рiодичних вiдображень з перiодом рiвним 1, 2, 3, 4 або 6.
Проблему топологiчної класифiкацiї лiнiйних вiдображень,
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якi мають власнi числа, що є коренями з одиницi, частко-
во вирiшили Cappell та Shaneson [20, 21, 22, 23], Hsiang та
Pardon [33], Madsen та Rothenberg [36], Schultz [43] та iн.,
якими були знайденi й iншi перiоди, а також умови, при
яких припущення 1.1 виконується.

Розглянемо результати, що отримали Cappell та
Shaneson. У роботi [19] вони побудували приклад, що
доводить хибнiсть припущення 1.1 для деяких перiоди-
чних вiдображень f(x) = A+1x та g(x) = A−1x на Rn з
наступними ортогональними матрицями:

Aε =




ε√
2

ε√
2

0
−ε√

2
ε√
2

ε√
2

ε√
2

−ε√
2

ε√
2

ε√
2

ε√
2

−ε√
2

ε√
2

ε√
2

ε√
2

−ε√
2

ε√
2

0 −1




, ε = ±1,

якi є топологiчно спряженими, але не лiнiйно спряженими.
У роботах [20, 21, 23] Cappell та Shaneson довели, що для

перiодичних лiнiйних вiдображень на Rn, n ⩽ 5, топологi-
чна спряженiсть еквiвалентна лiнiйнiй спряженостi. Тобто
перiодичнi лiнiйнi вiдображення

f(x) = Ax та g(x) = Bx

на Rn, n ⩽ 5, будуть топологiчно спряженими тодi i тiльки
тодi, коли A подiбна B, тобто тодi i тiльки тодi, коли для
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вiдповiдних матриць з (1.10) виконується така умова:

A1 подiбна B1.

Об’єднуючи результати, що отримали Kuiper та Robbin,
Cappell та Shaneson, маємо наступне твердження, яке ми
будемо використовувати у роздiлах 4 та 5.
Твердження 1.1 ([20, 21, 23, 35, 42]). Нехай f(x) = Ax та
g(x) = Bx – лiнiйнi вiдображення на Rn, n ⩽ 5; нехай ма-
трицi A0, . . . , A1∞ та B0, . . . , B1∞ визначенi через A та B
в (1.10). Вiдображення f та g топологiчно спряженi тодi
i тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови:

A0 подiбна B0, A1 подiбна B1,
sizeA01 = sizeB01, det(A01B01) > 0,

sizeA1∞ = sizeB1∞, det(A1∞B1∞) > 0.
(1.12)

Ще раз зауважимо, що класифiкацiя перiодичних лiнiй-
них вiдображень на Rn з точнiстю до топологiчної спряже-
ностi ще й сьогоднi залишається невирiшеною задачею.

1.2 Афiннi вiдображення
У цьому пiдроздiлi ми нагадаємо основнi визначення для
афiнних вiдображень та розглянемо вiдомi результати про
класифiкацiю таких вiдображень.

Ми розглядаємо проблему класифiкацiї афiнних вiдобра-
жень на просторi V з точнiстю до топологiчної спряженостi.

Нагадаємо, що афiнним вiдображенням f : V → V на-
зивають вiдображення вигляду f(x) = Ax+b, де A : V → V
– лiнiйне вiдображення та b ∈ V .

Ми розглядатимемо простiр V = Fn, де F – це C, R,
алгебраїчно замкнене поле K характеристики нуль або тiло
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кватернiонiв H, тодi афiнне вiдображення f : Fn → Fn має
вигляд

f(x) = Ax+ b, A ∈ Fn×n, b ∈ Fn. (1.13)

Афiннi вiдображення f , g : Fn → Fn називають спряже-
ними, якщо iснує бiєкцiя h : Fn → Fn, що перетворює f в g;
тобто

g = h−1fh. (1.14)

Вiдображення називають

(a) лiнiйно спряженими, якщо в (1.14) h – лiнiйне вiдоб-
раження;

(b) афiнно спряженими, якщо h – афiнне вiдображення;

(c) бiрегулярно спряженими, якщо h – бiрегулярне вiдоб-
раження, тобто h та h−1 мають вигляд



x1
...
xn


 7→



φ1(x1, . . . , xn)

...
φn(x1, . . . , xn)


 , (1.15)

де всi φi – полiноми над F;

(d) топологiчно спряженими, якщо h – гомеоморфiзм.

Спряженостi (a)–(c) є топологiними. Очевидно, що

(a)⇒ (b)⇒ (c)⇒ (d);

тобто з лiнiйної спряженостi випливає афiнна спряженiсть,
випливає бiрегулярна спряженiсть, випливає топологiчна
спряженiсть.

Ми коротко розглянемо вiдомi результати про класифi-
кацiю афiнних вiдображень з точнiстю до спряженостей (a)–
(d):
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(a) Кожному перетворенню лiнiйної спряженостi для
афiнного вiдображення f(x) = Ax+b над F вiдповiдає змiна
базису в просторi Fn; тобто перетворення лiнiйної спряже-
ностi має вигляд

(A, b) 7→ (S−1AS, S−1b), (1.16)

де S – невироджена n×n матриця над F. Канонiчну форму
афiнного вiдображення при перетвореннях лiнiйної спряже-
ностi легко побудувати: наприклад, у випадку F = C, згi-
дно умов (1.16), ми можемо розглядати замiсть матрицi A
її жорданову нормальну форму, а потiм зводити вектор b до
найпростiшого вигляду, при цьому використовуючи лише тi
перетворення лiнiйної спряженостi вигляду (1.16), якi зберi-
гають матрицю A; тобто перетворення, що мають наступний
вигляд:

b 7→ S−1b, S−1AS = A.

З останньої умови випливає, що матриця S комутує з жор-
дановою матрицею A, тобто вона має вигляд описаний в [29,
глава VIII, §1].

Афiнне вiдображення x 7→ Ax+ b над F називають неви-
родженим, якщо його матриця A, що задана над полем F,
невироджена.

(b) Кожному перетворенню афiнної спряженостi вiд-
повiдає афiнна замiна базису в просторi Fn. Blanc [15] до-
вiв, що невиродженi афiннi вiдображення x 7→ Ax + b та
x 7→ Cx+ d, заданi над алгебраїчно замкненим полем хара-
ктеристики нуль, афiнно спряженнi тодi i тiльки тодi, коли
їхнi матрицi A та C подiбнi.

(c) Blanc [15] встановив критерiй та канонiчну форму
для невиродженого афiнного вiдображення при бiрегуляр-
нiй спряженостi над алгебраїчно замкненим полем хара-
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ктеристики нуль. Данiй класифiкацiї присвячено роздiл 3,
в якому результати, що отримав Blanc, ми узагальнимо для
довiльних афiнних вiдображень над алгебраїчно замкненим
полем характеристики нуль.

(d) Класифiкацiя бiєктивних афiнних вiдображень на
просторi R2 з точнiстю до топологiчної спряженостi була
встановлена В. Єфремовичем [6]. У роздiлi 2 ми узагальни-
мо його результати до класифiкацiї афiнних вiдображень на
Rn та Cn. У пiдроздiлах 2.4 та 2.5 ми класифiкуємо афiн-
нi вiдображення наступних двох типiв вiдповiдно: афiннi
вiдображення, що мають нерухому точку та не мають вла-
сних чисел, що є коренями з одиницi; та афiннi вiдображе-
ння без нерухомих точок.

1.3 Кватернiони

1.3.1 Загальнi властивостi

Кватернiони – система гiперкомплексних чисел, яка була за-
пропонована У. Р. Гамiльтоном у 1843 роцi.

Кватернiон визначають як формальну суму

a1 + a2i+ a3j + a4k, де a1, a2, a3, a4 ∈ R

та i, j, k – "уявнi одиницi" з такою таблицею множення:

1 i j k
1 1 i j k
i i −1 k −j
j j −k −1 i
k k j −i −1
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наприклад, ij = k, а ji = −k та ijk = −1.
Множення кватернiонiв не комутативне, вони утворю-

ють тiло, яке позначають H. Тобто

H = {x | x = x1 + x2i+ x3j + x4k}

– тiло кватернiонiв, де xl ∈ R, l = 1, . . . , 4 та i, j, k – "уявнi
одиницi".

Тiло кватернiонiв H є векторним простором розмiрностi
чотири над полем дiйсних чисел або векторним простором
розмiрностi два над полем комплексних чисел. Розглядаючи
H як чотирьохвимiрний векторний простiр, довiльний ква-
тернiон

a+ bi+ cj + dk

можна представити як суму скалярної частини a i вектор-
ної частини bi + cj + dk. Таке представлення є досить зру-
чним i здобуло широке застосування в математицi, зокрема
в алгебрi та механiцi.

Тiло кватернiонiв H розглядають наступним чином [2, 7]:
пiдпростiр

R · 1 ⊂ H

ототожнюють з R, а пiдпростiр R3 вкладають в H як пiд-
простiр

R3 = Ri+ Rj + Rk ⊂ H

i називають простором уявних кватернiонiв.
Кватернiон

q̄ = a− (bi+ cj + dk)

називають спряженим до q = a+ bi+ cj + dk.
Нормою (модулем) кватернiона q = a + bi + cj + dk на-

зивають скаляр, що визначає довжину кватернiона та обчи-
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слюють наступним чином:

||q|| = √qq̄ =
√
a2 + b2 + c2 + d2. (1.17)

Обернений кватернiон до q задають формулою:

q−1 = ||q||−2 q̄.

1.3.2 Матричне представлення

Для встановлення певних властивостей кватернiонiв та для
практичних обчислень зручно користуватися матрицями,
що вiдповiдають кватернiонам. Причому додаванню та мно-
женню кватернiонiв вiдповiдає додавання та множення вiд-
повiдних матриць, тобто iснує гомоморфiзм мiж вiдповiдни-
ми множинами. Можна використовувати комплекснi 2 × 2
матрицi або дiйснi 4× 4 матрицi.

Так, використовуючи комплекснi 2 × 2 матрицi, кватер-
нiон

q = a+ bi+ cj + dk

можна представити у наступному матричному виглядi:
[
a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

]
=

[
u v
−v̄ ū

]
,

де u, v ∈ C. Дiйсно, якщо позначити

1 =

[
1 0
0 1

]
, i =

[
i 0
0 −i

]
, j =

[
0 1
−1 0

]
, k =

[
0 i
i 0

]

та u = a+ bi, v = c+ di, то отримаємо, що
[
u v
−v̄ ū

]
= a+ bi+ cj + dk = u+ vj . (1.18)
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Кватернiон записаний у такому виглядi iнколи називають
комплексним кватернiоном. Таке представлення (1.18) має
наступнi властивостi:

• норма кватернiона в квадратi дорiвнює визначниковi
вiдповiдної матрицi;

• спряженому кватернiону вiдповiдає спряжена транс-
понована матриця.

Використовуючи дiйсну 4× 4 матрицю, кватернiон

q = a+ bi+ cj + dk

можна записати у наступному виглядi:



a b c d
−b a −d c
−c d a −b
−d −c b a


 = a




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 + b




0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


 +

+c




0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0


 + d




0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0


 .

Таке представлення має наступнi властивостi:

• норма кватернiона в четвертому степенi дорiвнює ви-
значниковi вiдповiдної матрицi;

• спряженому кватернiону вiдповiдає транспонована ма-
триця.
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1.4 Квадратичнi рацiональнi вiдоб-
раження

Рацiональним вiдображенням степеня d (d – цiле додатне
число) називають вiдображення вигляду

f(z) =
p(z)

q(z)

на розширенiй комплекснiй площинi Ĉ := C ∪∞, де

p(x) = a0x
d + · · ·+ ad та q(z) = b0z

d + · · ·+ bd

– комплекснi полiноми, якi не мають однакових коренiв та
коефiцiєнти a0 та b0 одночасно не рiвнi нулю. Простiр усiх
рацiональних вiдображень степеня d на Ĉ позначають Ratd

(див. наприклад [37]). Зауважимо, що у випадку d = 1 прос-
тiр рацiональних вiдображень Rat1 складається з дробово-
лiнiйних перетворень, тобто вiдображень заданих на Ĉ, що
мають наступний вигляд:

f(z) =
az + b

cz + d
,

де a, b, c, d ∈ C такi, що ad − bc ̸= 0. Вивченню таких пере-
творень присвяченi пiдроздiл 1.5 та роздiл 5.

У цьому роздiлi ми розглянемо Rat2 – простiр всiх ква-
дратичних рацiональних вiдображень, тобто рацiональних
вiдображень степеня d = 2. Кожне вiдображення f , що на-
лежить простору Rat2, має такий вигляд:

f(z) =
p(z)

q(z)
=
a0z

2 + a1z + a2

b0z2 + b1z + b2
,
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де степiнь d цього вiдображення, що визначений наступним
чином:

d = max(deg(p), deg(q)),

рiвний 2.
Рацiональнi вiдображення f, g ∈ Rat2 називають голо-

морфно спряженими, якщо виконується g = h−1fh, для де-
якого мебiусового перетворення h : Ĉ→ Ĉ, тобто h ∈ Rat1.

Простiр всiх голоморфно спряжених класiв квадрати-
чних рацiональних вiдображень позначаютьM2. Щоб опи-
сати структуру цього простору, дослiдимо нерухомi точки
квадратичних рацiональних вiдображень.

Нагадаємо, що мультиплiкатор µ рацiонального вiдоб-
раження f , що має нерухому точку z, визначається насту-
пним чином (див. [37, 38]):

µ :=

{
f ′(z), якщо z ̸=∞,
lim
z→∞

1
f ′(z)

, якщо z =∞, .

Кожне рацiональне вiдображення f ∈ Rat2 має три не
завжди рiзнi нерухомi точки z1, z2, z3 ∈ Ĉ. Нехай µ1, µ2, µ3 –
мультиплiкатори вiдображення f , що вiдповiдають нерухо-
мим точкам z1, z2, z3, вiдповiдно; i нехай

σ1 = µ1 + µ2 + µ3,
σ2 = µ1µ2 + µ1µ3 + µ2µ3,
σ3 = µ1µ2µ3

(1.19)

– елементарнi симетричнi функцiї цих мультиплiкаторiв.
(Зауважимо, що µi = 1 тодi i тiльки тодi, коли zi – кратна
нерухома точка, тобто zi = zj для j ̸= i.)

Лема 1.2 ([37]). Мультиплiкатори µ1, µ2, µ3 визначають
квадратичне вiдображення f з точнiстю до голоморфного
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спряження, причому для µ1, µ2, µ3 виконується наступне
спiввiдношення:

µ1µ2µ3 − (µ1 + µ2 + µ3) + 2 = 0 (1.20)

або, використовуючи симетричнi функцiї (1.19),

σ3 = σ1 − 2.

Тобто,M2 канонiчно iзоморфний C2 з координатами σ1 та
σ2.

Iнколи використовують позначення

⟨f⟩ = ⟨µ1, µ2, µ3⟩

для спряженого класу вiдображення f , яке має мультиплi-
катори µ1, µ2, µ3. Якщо µ1µ2 ̸= 1, то з (1.20) ми можемо
знайти

µ3 =
2− µ1 − µ2

1− µ1µ2

. (1.21)

Якщо µ1µ2 = 1, то згiдно (1.20), отримаємо µ1 = µ2 = 1,
тобто z1 = z2 — кратна нерухома точка, а значення мульти-
плiкатора µ3 – може бути довiльним.

1.5 Дробово-лiнiйнi перетворення

1.5.1 Основнi властивостi

Дробово-лiнiйним перетворенням називають перетворення
вигляду

f(z) =
az + b

cz + d
,
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де a, b, c, d ∈ C такi, що ad− bc ̸= 0. Остання умова гарантує
те, що вiдображення f не є константою, а також, що числа
c та d одночасно не рiвнi нулю. Таким чином, f визначене
на всiй комплекснiй площинi C при c = 0, i на C\{−d

c
} при

c ̸= 0. Довизначивши

f(∞) =∞ при c = 0;
f(−d

c
) =∞ та f(∞) = a

c
при c ̸= 0,

отримаємо взаємно однозначне дробово-лiнiйне перетворен-
ня f на розширенiй комплекснiй площинi Ĉ = C ∪∞.

Нагадаємо деякi властивостi дробово-лiнiйних перетво-
рень (див. [12, 13]).

1. Довiльне дробово-лiнiйне перетворення є гомеомор-
фiзмом на Ĉ.

2. Кругова властивiсть дробово-лiнiйних перетворень:
довiльне дробово-лiнiйне перетворення вiдображає будь-яке
коло на Ĉ також в коло на Ĉ. При цьому колом на Ĉ будемо
називати коло чи пряму на комплекснiй площинi.

3. Якими б не були рiзнi точки z1, z2, z3 ∈ C та
w1, w2, w3 ∈ C, то завжди iснує, i причому єдине, дробово-
лiнiйне перетворення f таке, що

f(zk) = wk , k = 1, 2, 3.

Це дробово-лiнiйне перетворення f можна побудувати, ви-
користовуючи формулу:

z − z1

z − z2

· z3 − z2

z3 − z1

=
w − w1

w − w2

· w3 − w2

w3 − w1

.

4. Довiльне дробово-лiнiйне перетворення можна пред-
ставити як композицiю найпростiших перетворень:
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(i) f1(z) = z + d/c (перемiщення, зсув);

(ii) f2(z) = 1/z (iнверсiя, вiдбиття);

(iii) f3(z) = (−(ad − bc)/c2) · z (розширення чи стиск та
поворот);

(iv) f4(z) = z + a/c (перемiщення, зсув),

тобто
f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1(z) =

az + b

cz + d
.

Такий розклад є дуже зручним, оскiльки робить багато
властивостей дробово-лiнiйних перетворень очевидними.

1.5.2 Канонiчнi форми для спряженостi
Визначення канонiчних форм дробово-лiнiйних перетворень
та їх властивостей можна знайти у багатьох книгах, на-
приклад [12, 13, 14]. У цьому пунктi ми встановимо кано-
нiчнi форми дробово-лiнiйного перетворення

f(z) =
az + b

cz + d
(1.22)

для спряженостi та визначимо їх геометричний змiст.
Дробово-лiнiйнi перетворення f, g : Ĉ → Ĉ називають

спряженими, якщо iснує дробово-лiнiйне перетворення h :
Ĉ→ Ĉ таке, що g = h−1fh.

Точку z ∈ Ĉ називають нерухомою точкою вiдобра-
ження f : Ĉ→ Ĉ, якщо f(z) = z.

Довiльне нетотожне дробово-лiнiйне перетворення (1.22)
має 1 або 2 нерухомi точки, якi визначаються як коренi рiв-
няння

z =
az + b

cz + d
,
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тобто

z =
a− d±

√
(a− d)2 + 4bc

2c
. (1.23)

З цiєї рiвностi очевидно, що дробово-лiнiйне перетворення
f має одну нерухому точку тодi i тiльки тодi, коли викону-
ється наступна умова:

(a− d)2 + 4bc = 0.

Можливий випадок, коли нерухомою точкою буде ∞ – не-
скiнченно вiддалена точка комплексної площини. Очевидно,
що це буде тодi i тiльки тодi, коли c = 0, тобто у випадку,
коли f – афiнне перетворення. Випадок, коли двi нерухо-
мi точки будуть рiвними мiж собою та будуть дорiвнювати
∞ можливий лише коли c = 0 та d = a, тобто у випадку
паралельного переносу.

В залежностi вiд кiлькостi нерухомих точок у дробово-
лiнiйного перетворення, розглянемо можливi випадки.

Дробово-лiнiйнi перетворення, що мають по 2 рiз-
нi нерухомi точки.

Нехай дробово-перетворення w = f(z) з (1.22) має не-
рухомi точки z1 та z2, причому z1 ̸= z2. Для зручностi ми
будемо зображати z та w точками однiєї площини. Пере-
йдемо до допомiжної площини, в якiй ми будемо зображати
змiннi ν та ξ, де

ν =
w − z1

w − z2

= S(w), ξ =
z − z1

z − z2

= S(z) ,

якщо z2 ̸=∞ та будемо вважати, що

ν = w − z1 = S(w), ξ = z − z1 = S(z) .
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якщо z2 = ∞. Поєднуючи формули ν = S(w), w = f(z)
та z = S−1(ξ) (де S−1 – перетворення обернене до S), ми
отримаємо вiдображення ν = SfS−1(ξ).

Для дробово-лiнiйного перетворення SfS−1, що встанов-
лює залежнiсть мiж змiнними ν та ξ, нерухомими точками
є 0 та ∞, тому ця залежнiсть повинна мати вигляд ν = k ξ,
де k – деяке комплексне число. Звiдси випливає, що дане
дробово-лiнiйне перетворення f можна представити у тако-
му виглядi:

w − z1

w − z2

= k
z − z1

z − z2

, якщо z2 ̸=∞, (1.24)

або
w − z1 = k(z − z1), якщо z2 =∞. (1.25)

Канонiчною формою дробово-лiнiйного перетворення,
що має тiльки двi рiзнi нерухомi точки, називають пере-
творення вигляду:

w(z) = kz . (1.26)

Стала k легко може бути виражена через коефiцiєнти
дробово-лiнiйного перетворення f , якщо помiтити, що з умо-
ви (1.24)

k =
w − z1

w − z2

· z − z2

z − z1

, якщо z2 ̸=∞,

або з умови (1.25)

k =
w − z1

z − z1

, якщо z2 =∞,

та є величиною сталою, тобто не залежить вiд значень змiн-
ної z. Припускаючи, що z = 0 та w = b

d
, i враховуючи зна-

чення нерухомих точок z1 та z2 з умови (1.23), ми знайдемо
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значення сталої:

k =
a+ d−

√
(a− d)2 + 4bc

a+ d+
√

(a− d)2 + 4bc
, якщо z2 ̸=∞,

або k = a
d
, якщо z2 =∞.

Визначимо геометричний змiст перетворення w(z) = kz
з (1.26). Оскiльки ми розглядаємо дробово-лiнiйне перетво-
рення f , яке мае тiльки двi рiзнi нерухомi точки, а f та w
спряженi, то w теж має тiльки двi рiзнi нерухомi точки, а це
можливо тодi i тiльки тодi, коли k ∈ C\{0, 1}. В залежностi
вiд значення числа k розглянемо 3 можливi типи перетво-
рень:

1) k дiйсне та додатне;

2) k = eαi (α ̸= 2πl, l ∈ Z);

3) k = reαi (r ̸= 1, α ̸= 2πl, l ∈ Z).

У першому випадку дробово-лiнiйне перетворення f назива-
ють гiперболiчним, у другому – елiптичним, а в третьому
– локсодромiчним.

Канонiчнiй формi гiперболiчного перетворення вiдповi-
дає перетворення подiбностi, канонiчнiй формi елiптичного
перетворення – вiдображення повороту, а канонiчнiй формi
локсодромiчного перетворення – вiдображення, що поєднує
перетворення подiбностi та поворот.

Для канонiчних форм гiперболiчного та елiптичного пе-
ретворень особливу роль вiдiграють двi сiм’ї таких кривих:

• сiм’я прямих лiнiй, що проходять через точку 0,

• сiм’я кiл з центром у точцi 0,
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якi зображенi на наступному рисунку:

Цi двi сiм’ї лiнiй залишаються iнварiантними при перетво-
реннях цих двох типiв. Так, при дiї гiперболiчного перетво-
рення в канонiчнiй формi, кожна з вище згаданих прямих
переходить сама в себе, а вiдповiднi кола переставляються
мiж собою. У випадку дiї елiптичного перетворення в ка-
нонiчнiй формi, навпаки, кожне iз згаданих кiл переходить
саме в себе, а вiдповiднi прямi переставляються мiж собою.

Щоб розкрити геометричний змiст дробово-лiнiйного пе-
ретворення (1.24) гiперболiчного та елiптичного типiв, роз-
глянемо двi сiм’ї лiнiй, якi ми отримаємо в площинi z з ви-
щезгаданих кривих: сiм’ї прямих лiнiй та сiм’ї кiл, за допо-
могою перетворень, що мають вигляд:

ξ =
z − z1

z − z2

, якщо z2 ̸=∞

або
ξ = z − z1, якщо z2 =∞.

У випадку z2 ̸= ∞ це будуть двi сiм’ї лiнiй, зображенi на
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рисунку

z z
1 2

З яких перша сiм’я лiнiй складається з усiх кiл, що прохо-
дять через нерухомi точки z1 та z2, а друга сiм’я – з кiл, до
них ортогональних.

У випадку z2 =∞ перша сiм’я лiнiй складається з пучка
прямих з центром в z1, а друга – з кiл iз центром в z1.

На рисунку

z z
1 2

зображена стереографiчна проекцiя сфери Рiмана на пло-
щину i на нiй – двi рiзнi нерухомi точки z1 та z2 довiльного
дробово-лiнiйного перетворення.

При гiперболiчному перетвореннi кожне коло з першої
сiм’ї переходить саме в себе, також самi в себе переходять
i областi, що обмеженi цими колами, тобто вiдображення
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дiє як "розтяг та стиск по цим лiнiям з центрами у точках
z1 та z2, вiдповiдно". Схематичну дiю такого перетворення
зображено на наступному рисунку:

z z
1 2

При елiптичному перетвореннi така ж властивiсть має
мiсце по вiдношенню до кiл з другої сiм’ї, тобто вiдбува-
ються, умовно кажучи, "повороти навколо точок z1 та z2".
Приклад такого перетворення зображено на цьому рисунку:

z z
1 2

Зауважимо, що при локсодромiчному перетвореннi не
iснує прямих та кiл, якi б переходили самi в себе разом з
обмеженими ними областями.

Дробово-лiнiйнi перетворення, що мають тiльки
по однiй нерухомiй точцi.
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Довiльне дробово-лiнiйне перетворення, яке має тiльки
одну нерухому точку називають параболiчним.

Щоб знайти канонiчну форму при спряженнi для
дробово-лiнiйного перетворення, що має тiльки одну неру-
хому точку z0, будемо зображати z та w точками однiєї пло-
щини. Перейдемо до допомiжної площини зi змiнними ν та
ξ, де

ν =
1

w − z0

, ξ =
1

z − z0

,

якщо z0 ̸=∞, та будемо вважати, що

ν = w , ξ = z .

якщо z0 =∞.
Перетворення, що вiдображає ξ в ν, має єдину нерухому

точку в нескiнченностi, а тому воно має вигляд: ν = ξ + h,
де h – ненульове число.

Канонiчною формою параболiчного перетворення назива-
ють перетворення вигляду:

w(z) = z + h . (1.27)

(Оскiльки h ненульове, то вважатимемо, що h := 1.)
Отже, частинним випадком параболiчного пере-

творення, до якого зводиться загальний випадок, буде
перетворення паралельного переносу.

В площинi ξ важливу роль вiдiграють двi сiм’ї лiнiй: пря-
мi паралельнi вектору h та прямi до них ортогональнi. Ко-
жна пряма лiнiя, яка паралельна вектору h, переходить при
дiї параболiчного перетворення в канонiчнiй формi (1.27),
сама в себе, в той час як прямi ортогональнi до вектора h
переставляються мiж собою.

В площинi z роль щойно згаданих двох сiмей прямих лi-
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нiй приймають вiдповiднi їм двi ортогональнi сiм’ї кiл, що
проходять через точку z0. Кола з кожної сiм’ї, якi є зобра-
женнями паралельних прямих, повиннi мати один i той же
напрямок в точцi z0, тобто повиннi дотикатися до однiєї i
тiєї ж прямої, як зображено на наступному рисунку:

При параболiчному перетвореннi самi в себе переходять ко-
ла кожної з вказаних сiмей, причому обмеженi ними областi
теж переходять самi в себе.

1.5.3 Спряженi класи.
У цьому пунктi ми розглянемо класифiкацiю дробово-
лiнiйних перетворень на Ĉ з точнiстю до спряженостi. Для
цього використаємо матричне представлення таких вiдобра-
жень.

Кожна матриця A ∈ GL(2,C) визначає дробово-лiнiйне
перетворення gA наступним чином:

A =

[
a b
c d

]
7−→ gA(z) =

az + b

cz + d
.
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Надалi будемо казати, що матриця A визначає gA. Але й iн-
ша матриця, отримана множенням матрицi A на ненульове
комплексне число, теж визначає те саме дробово-лiнiйне пе-
ретворення, тобто дробово-лiнiйне перетворення однозначно
матрицю не визначає.

Позначимо через Φ вiдображення групи GL(2,C) на мно-
жину всiх дробово-лiнiйних перетворень. Легко перевiрити,
що

gAgB(z) = gAB(z), z ∈ Ĉ,

де AB – добуток двох матриць. Таким чином вiдображення
Φ є гомоморфiзмом. Ядро K цього гомоморфiзму складає-
ться з матриць таких, що gA(z) = z, z ∈ Ĉ. При послiдовнiй
пiдстановцi z = 0, 1,∞, отримаємо обмеження на коефiцiєн-
ти матрицi, тобто ядро K складається з матриць вигляду

[
a 0
0 a

]
, a ̸= 0.

Отже, мiж множиною дробово-лiнiйних перетворень та
GL(2,C)/K iснує iзоморфiзм, а це означає, що довiльне
дробово-лiнiйне перетворення gA визначає матрицю A з то-
чнiстю до ненульового множника.

У роздiлi 5 ми дослiджуватимемо зв’язок мiж квад-
ратними 2×2 комплексними матрицями з визначником рiв-
ним 1 та дробово-лiнiйними перетвореннями, тому нас цi-
кавить обмеження вiдображення Φ на множину SL(2,C).
Ядром цього обмеження є

K0 = K ∩ SL(2,C) = {I, −I},

де I – одинична матриця. Отже, множина дробово-лiнiйних
перетворень iзоморфна SL(2,C)/{I, −I}. Тобто довiльне
дробово-лiнiйне перетворення gA визначається тiльки дво-
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ма матрицями A та −A з множини SL(2,C).
Beardon [14] розглянув функцiю, яка є iнварiантною вiд-

носно перетворення A 7→ λA, λ ̸= 0, та визначив її на мно-
жинi дробово-лiнiйних перетворень наступним чином:

trace2(gA) =
tr2(A)

det(A)
(= tr2(gA)), (1.28)

де A – довiльна матриця, що визначає перетворення gA.
Використовуючи те, що tr2(gA) є iнварiантною вiдносно

спряження i, як зазначалося у пунктi 1.5.2, кожне дробово-
лiнiйне перетворення спряжене з однiєю iз канонiчних форм
(1.26) або (1.27), Beardon встановив наступний критерiй
спряженостi дробово-лiнiйних перетворень.

Теорема 1.3 ([14]). Нехай f та g – нетотожнi дробово-
лiнiйнi перетворення на Ĉ. Перетворення f та g спряженi
тодi i тiльки тодi, коли tr2(f) = tr2(g).

Зауважимо, що функцiя tr2(gA), визначена в (1.28), має
важливий геометричний змiст, оскiльки параметризує спря-
женi класи дробово-лiнiйних перетворень.



Роздiл 2

Класифiкацiя афiнних
вiдображень на унiтарних
та евклiдових просторах з
точнiстю до топологiчної
спряженостi

2.1 Основнi результати

У цьому роздiлi ми розглядаємо проблему класифiкацiї
афiнних вiдображень на унiтарному або евклiдовому про-
сторi V з точнiстю до топологiчної спряженостi.

Надалi ми розглядатимемо простiр V = Fn зi звичайним
скалярним добутком, де F дорiвнює C або R. Нагадаємо,
що скалярний добуток двох векторiв x = [x1, x2, . . . , xn]T

та y = [y1, y2, . . . , yn]T n-вимiрного евклiдового простору Rn

47
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дорiвнює сумi добуткiв координат цих векторiв:

x · y :=
n∑

i=1

xiyi = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Якщо x, y ∈ Cn, то скалярний добуток визначається насту-
пним чином:

x · y :=
n∑

i=1

xiȳi = x1ȳ1 + x2ȳ2 + · · ·+ xnȳn,

де ȳi – комплексно спряжене число до yi.
Афiнне вiдображення f : Fn → Fn має вигляд

f(x) = Ax+ b, A ∈ Fn×n, b ∈ Fn.

Для кожної квадратної матрицi A заданої над полем
F = C або R завжди iснує невироджена матриця A∗ та нiль-
потентна матриця A0, заданi над вiдповiдним полем F, такi,
що

A подiбна A∗ ⊕ A0, (2.1)

Основним результатом цього роздiлу є наступна теорема,
в якiй сформульовано необхiднi та достатнi умови тополо-
гiчної спряженостi афiнних вiдображень на унiтарному або
евклiдовому просторi.

Теорема 2.1 ([17]). Нехай f(x) = Ax+ b та g(x) = Cx+ d
– афiннi вiдображення над F = C або R.

• Якщо f та g мають нерухомi точки, то f та g то-
пологiчно спряженi тодi i тiльки тодi, коли лiнiйнi
вiдображення x 7→ Ax та x 7→ Cx топологiчно спря-
женi.
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• Якщо f має нерухому точку, а g не має нерухомої
точки, то f та g не топологiчно спряженi.

• Якщо f та g не мають нерухомих точок та

– нехай F = C, то f та g топологiчно спряженi
тодi i тiльки тодi, коли A0 подiбна B0,

– нехай F = R, то f та g топологiчно спряженi
тодi i тiльки тодi, коли визначники вiдповiд-
них матриць A∗ та C∗ мають однаковий знак
(тобто det(A∗C∗) > 0) та A0 подiбна C0.

2.2 Канонiчнi форми афiнних вiдоб-
ражень на R

Для кращого розумiння сутi задачi, що вивчається, роз-
глянемо випадок афiнних вiдображень на R та встановимо
необхiднi та достатнi умови їх топологiчної спряженостi, а
також пiдрахуємо точну кiлькiсть класiв топологiчно спря-
жених афiнних вiдображень.

Розглянемо спочатку частинний випадок афiнних вiдоб-
ражень – лiнiйнi вiдображення на R (тобто, афiннi вiдобра-
ження вигляду f(x) = ax + 0, a ∈ R). Якщо вiдображення
топологiчно спряженi, то вони мають однаковi топологiчнi
властивостi; тому, щоб довести, що деякi вiдображення f та
g не топологiчно спряженi, достатньо показати тi топологi-
чнi властивостi вiдображення f , яких не має g.

Приклад 2.1. (i) Лiнiйнi вiдображення f(x) = 3x та
g(x) = 27x, x ∈ R, топологiчно спряженi, бо iснує го-
меоморфiзм h : R → R, h(x) = x3 такий, що виконує-
ться f = h−1gh.



50 Роздiл 2. Класифiкацiя афiнних вiдображень

(ii) Лiнiйнi вiдображення f(x) = 3x та g(x) = −3x, x ∈ R,
не топологiчно спряженi, бо вiдображення f зберiгає
орiєнтацiю, а g не зберiгає.

(iii) Лiнiйнi вiдображення f(x) = 3x та g(x) = 1
3
x, x ∈ R,

не топологiчно спряженi, бо f та g мають рiзнi топо-
логiчнi властивостi:

lim
m→∞

fm(x) =∞ /∈ R для всiх x ̸= 0,

та
lim

m→∞
gm(x) = 0 ∈ R для всiх x ∈ R,

Класифiкацiю лiнiйних вiдображень на R з точнiстю до
топологiчної спряженостi дає наступне твердження.

Твердження 2.1 ([35]). Нехай f : R→ R, f(x) = ax, a ∈ R,
– лiнiйне вiдображення. Iснує 7 класiв топологiчно спряже-
них лiнiйних вiдображень. Три класи визначаються числа-
ми a = 0, 1, −1, а iншi – вiдкритими iнтервалами мiж
числами 0, 1 та −1 на R.

Тобто, лiнiйнi вiдображення

f(x) = ax та g(x) = cx,

a, c ∈ R, на R топологiчно спряженi тодi i тiльки тодi,
коли a та c або одночасно належать до одного iнтервалу з
R \ {0, 1,−1}, або одночасно дорiвнюють числу 0, 1 або −1.

Для афiнних вiдображень має мiсце аналогiчне твер-
дження.

Твердження 2.2 ([3]). Нехай f : R→ R, f(x) = ax + b, a,
b ∈ R, – афiнне вiдображення. Iснує 8 класiв топологiчно
спряжених афiнних вiдображень. Два класи визначаються
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числами a = 0, −1, два класи – парами чисел a = 1, b = 0
та a = 1, b ̸= 0, а iншi – вiдкритими iнтервалами мiж
числами 0, 1 та −1 на R.

Тобто, афiннi вiдображення

f(x) = ax+ b та g(x) = cx+ d,

a, b, c, d ∈ R, на R топологiчно спряженi тодi i тiльки то-
дi, коли a та c або одночасно належать до одного iнтер-
валу з R \ {0, 1,−1} або одночасно дорiвнюють 0, 1 або −1.
Якщо a = c = 1, то b та d або одночасно дорiвнюють 0 або
одночасно вiдмiннi вiд 0.

Доведення. Топологiчно спряженi вiдображення мають
однаковi топологiчнi властивостi. Для доведення умов твер-
дження ми перерахуємо тi топологiчнi властивостi, якi роз-
дiляють афiннi вiдобрадження f : R → R, f(x) = ax + b,
a, b ∈ R, на вiсiм топологiчно неспряжених класiв вiдобра-
жень:

(i) f – стале вiдображення (f(x) = b ≡ const) тодi i тiльки
тодi, коли a = 0;

(ii) f – тотожне вiдображення тодi i тiльки тодi, коли a = 1
та b = 0;

(iii) f не має нерухомих точок тодi i тiльки тодi, коли a = 1
та b ̸= 0;

(iv) f 2 – тотожне вiдображення, а f не є тотожним вiдоб-
раженням тодi i тiльки тодi, коли a = −1;

(v) f зберiгає орiєнтацiю тодi i тiльки тодi, коли a > 0;

(vi) lim
m→∞

fm(x) = b
1−a
∈ R для всiх x ∈ R тодi i тiльки тодi,

коли |a| < 1.
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Властивостi (v) та (vi) породжують розбиття прямої R
на чотири iнтервали, а властивостi (i)-(iv) – точки 0, 1 та
−1 мiж ними. Враховуючи те, що числу a = 1 при b = 0
та b ̸= 0 вiдповiдають два рiзнi класи топологiчно спряже-
них афiнних вiдображень (це випливає з властивостей (ii)
та (iii)), в результатi отримаємо вiсiм класiв топологiчно не-
спряжених афiнних вiдображень, якi вiдповiдають точкам
та iнтервалам на прямiй R.

Афiннi вiдображення

f(x) = ax+ b, a ∈ R\1, b ∈ R,

та
g(x) = cx+ d, c ∈ R\1, d ∈ R,

причому числа a та c

• або одночасно належать до одного iнтервалу з R \
{0, 1,−1},

• або одночасно дорiвнюють 0 або −1,

топологiчно спряженi, бо iснує гомеоморфiзм h : R → R,
визначений наступним чином:

h(x) =

{
d

1−c
, якщо x = b

1−a
,

(x− b
1−a

)|x− b
1−a
|l−1 + d

1−c
, , якщо x ̸= b

1−a
,

(де значення l визначається з умови |a|l = |c|) такий, що
f = h−1gh,

Афiннi вiдображення

f(x) = x+ b та g(x) = x+ d, b, d ∈ R\0,

топологiчно спряженi, бо iснує гомеоморфiзм φ : R → R,
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φ(x) = d
b
x такий, що f = φ−1gφ.

Зауваження 2.1. В монографiї [9] наведенi розв’язки фун-
кцiонального рiвняння hf = gh для широкого класу вiдоб-
ражень f, g : R→ R, де h – невiдоме вiдображення на R.

2.3 Канонiчнi форми В. Єфремови-
ча бiєктивних афiнних вiдобра-
жень на R2

Наведемо канонiчнi форми бiєктивних афiнних вiдображень
на R2 вiдносно топологiчної спряженостi, якi побудував
В. Єфремович [6]:

(i) Якщо вiдображення f має нескiнченно багато нерухо-
мих точок, то канонiчна форма f має один з наступних
виглядiв:

• коли f зберiгає орiєнтацiю, то

[x, y]T 7→ [x, y]T ,

[x, y]T 7→ [2x, y]T ,

[x, y]T 7→ [x, x+ y]T ;

• коли f змiнює орiєнтацiю, то

[x, y]T 7→ [x,−y]T ,
[x, y]T 7→ [x,−2y]T ,

(ii) Якщо вiдображення f має одну нерухому точку, то ка-
нонiчна форма f має один з наступних виглядiв:
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• коли f зберiгає орiєнтацiю, то

[x, y]T 7→ [2x, 2y]T ,

[x, y]T 7→ [−2x,−1

2
y]T ,

[x, y]T 7→ [2x,
1

2
y]T ,

[x, y]T 7→ [−2x,−y]T ,
[x, y]T 7→ [−x,−(x+ y)]T ,

[x, y]T 7→ [x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ]T , 0 < θ ⩽ π;

• коли f змiнює орiєнтацiю, то

[x, y]T 7→ [2x,−2y]T ,

[x, y]T 7→ [2x,−1

2
y]T ,

[x, y]T 7→ [2x,−y]T ;

(iii) Якщо вiдображення f не має нерухомих точок, то ка-
нонiчна форма f має один з наступних виглядiв:

• коли f зберiгає орiєнтацiю, то

[x, y]T 7→ [x+ 1, y]T ;

• коли f змiнює орiєнтацiю, то

[x, y]T 7→ [x+ 1,−y]T .

Використовуючи теорему 2.1 та твердження 1.1, резуль-
тати В. Єфремовича можна узагальнити на довiльнi афiннi
вiдображення на Rn при n ⩽ 5 та Cn при n ⩽ 2, а також на
тi афiннi вiдображення на Rn при n > 5 та Cn при n > 2,
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матрицi яких не мають власних чисел, що є коренями з оди-
ницi.

2.4 Афiннi вiдображення, якi мають
нерухому точку

У цьому пiдроздiлi ми розглядаємо афiнне вiдображення
f(x) = Ax+ b, яке має нерухому точку та матриця A якого
не має власних чисел, що є коренями з одиницi. Ми встано-
вимо канонiчний вигляд цього вiдображення вiдносно топо-
логiчної спряженостi.

Надалi у цьому пiдроздiлi ми будемо розглядати тiльки
лiнiйнi вiдображення, бо згiдно з наступною лемою пробле-
ма класифiкацiї афiнних вiдображень, що мають нерухому
точку зводиться до проблеми аналогiчної класифiкацiї лi-
нiйних вiдображень.

Лема 2.1 ([3]). Афiнне вiдображення f(x) = Ax + b над
C або R топологiчно спряжене зi своєю лiнiйною части-
ною flin(x) = Ax тодi i тiльки тодi, коли f має нерухому
точку.

Доведення. Якщо p – нерухома точка вiдображення f , то

flin = h−1fh, h(x) := x+ p,

бо виконується f(p) = p, тобто Ap+ b = p та

h−1fh(x) = h−1f(x+ p) = h−1(A(x+ p) + b)

= h−1(Ax+ (p− b) + b) = h−1(Ax+ p)

= Ax = flin(x).
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Навпаки, якщо вiдображення f та flin топологiчно спря-
женi, то f та flin мають однакову кiлькiсть нерухомих точок.
Оскiльки 0 – нерухома точка flin (тобто flin(0) = 0), то f та-
кож має нерухому точку.

Для довiльного афiнного вiдображення та вiдповiдного
лiнiйного вiдображення на Rn має мiсце наступна лема.

Лема 2.2 ([3]). Нехай f(x) = Ax+b – афiнне вiдображення
та g(x) = Ax – лiнiйне вiдображення на Rn.

Якщо вiдображення f та g топологiчно спряженi, то
завжди iснує гомеоморфiзм h : Rn → Rn такий, що g =
h−1fh та h(0) = p, де p – нерухома точка вiдображення f .

Доведення. Нехай вiдображення f та g топологiчно спряже-
нi, тодi iснує гомеоморфiзм ψ : Rn → Rn такий, що

g = ψ−1fψ (2.2)

(тобто ψg = fψ). Оскiльки топологiчно спряженi вi-
дображення мають однакову кiлькiсть нерухомих точок, а
лiнiйне вiдображення g(x) = Ax має нерухому точку 0, то-
му й афiнне вiдображення f теж має нерухому точку, яку
позначимо через p.

Визначимо шуканий гомеоморфiзм h : Rn → Rn насту-
пним чином:

h(x) := ψ(x+ ψ−1(p)). (2.3)

Якщо y = h(x), то обернений гомеоморфiзм має вигляд

h−1(y) = ψ−1(y)− ψ−1(p). (2.4)
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Згiдно (2.3) та (2.2), отримаємо, що вiдображення

h−1fh(x) = h−1fψ(x+ ψ−1(p))
= h−1ψg(x+ ψ−1(p))
= h−1 (ψg(x+ ψ−1(p))) .

(2.5)

Згiдно (2.4), вiдображення (2.5) запишемо у наступному ви-
глядi:

ψ−1
(
ψ[g(x+ ψ−1(p))]

)
− ψ−1(p). (2.6)

Використовуючи лiнiйнiсть вiдображення g та те, що p –
нерухома точка f (тобто f(p) = p), вiдображення (2.6) має
вигляд

g(x+ ψ−1(p))− ψ−1(p) = g(x) + gψ−1(p)− ψ−1(p)
= g(x) + ψ−1(f(p))− ψ−1(p)
= g(x) + ψ−1(p)− ψ−1(p) = g(x).

Тобто ми довели, що виконується рiвнiсть h−1fh(x) =
g(x) для довiльного x ∈ Rn, де h – гомеоморфiзм побудо-
ваний в (2.3) такий, що h(0) = p, де p – нерухома точка
вiдображення f .

Для кожного λ ∈ C визначимо n× n жордановий блок

Jn(λ) :=




λ 0
1 λ

. . . . . .
0 1 λ


 . (2.7)

Якщо кожен елемент n × n комплексної матрицi A =
[akl + bkli], akl, bkl ∈ R, замiнити на комплексно спряжений,
тобто

akl + bkli ←→ akl − bkli,
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то отримаємо матрицю

A = [akl − bkli]. (2.8)

Якщо кожен елемент akl+bkli матрицi A замiнити на 2×2
дiйсний блок

akl + bkli ←→ akl −bkl

bkl akl
(2.9)

то отримаємо 2n × 2n дiйсну матрицю, яку позначатимемо
AR.

У пiдроздiлi 1.1 ми розглядали лише дiйснi матрицi, для
яких виконувалася умова (1.10). Очевидно, що комплекснi
матрицi мають таку ж властивiсть. Отже, кожна квадратна
матриця A над F = R або C подiбна

A0 ⊕ A01 ⊕ A1 ⊕ A1∞, (2.10)

де всi власнi числа λ матрицi A0 (вiдповiдно, A01, A1 та A1∞)
задовольняють умовi

λ = 0 (вiдповiдно, 0 < |λ| < 1, |λ| = 1 та |λ| > 1).

Зауважимо, що A0 є тiєю ж матрицею, що й в (2.1), а

A01 ⊕ A1 ⊕ A1∞ подiбна A∗

в умовi (2.1).
У цьому пiдроздiлi ми доведемо наступну теорему, яка

доведена у [17]; її частину (a) у випадку F = R довели Kuiper
та Robbin [35, 42].

Теорема 2.2 ([17, 35, 42]). (a) Нехай f(x) = Ax та g(x) =
Bx – лiнiйнi вiдображення над F = R або C, якi не мають
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власних чисел, що є коренями з одиницi; нехай матрицi
A0, . . . , A1∞ та B0, . . . , B1∞ визначенi через A та B в умо-
вi (2.10).

(i) Якщо F = R, то f та g топологiчно спряженi тодi i
тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови:

A0 подiбна B0, A1 подiбна B1

sizeA01 = sizeB01, det(A01B01) > 0,
sizeA1∞ = sizeB1∞, det(A1∞B1∞) > 0.

(2.11)

(ii) Якщо F = C, то f та g топологiчно спряженi тодi i
тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови:

A0 подiбна B0, A1 ⊕ A1подiбна B1 ⊕B1,
sizeA01 = sizeB01, sizeA1∞ = sizeB1∞.

(2.12)

(b) Кожне лiнiйне вiдображення над F = R або C, яке
не має власних чисел, що є коренями з одиницi, топологi-
чно спряжене з лiнiйним вiдображенням, матриця якого є
прямою сумою, однозначно визначеною з точнiстю до пе-
рестановки доданкiв, що складається з

(i) у випадку F = R:

– довiльного числа доданкiв

Jk(0), [ 1/2 ], Jk(λ)R, [ 2 ] (2.13)

([ 1/2 ] та [ 2 ] – це 1 × 1 матрицi з елементами
1/2 та 2), де λ – комплексне число, модуль якого
рiвний 1, що визначене з точнiстю до замiни на
комплексно спряжене λ̄ та не є коренем з одини-
цi, Jk(λ)R – матриця, визначена в (2.7) та (2.9),
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– хоча б одного доданку [−1/2 ], та

– хоча б одного доданку [−2 ];

(ii) у випадку F = C:

Jk(0), [ 1/2 ], Jk(λ), [ 2 ], (2.14)

де λ – комплексне число, модуль якого рiвний 1, що
визначене з точнiстю до замiни на комплексно спря-
жене λ̄ та не є коренем з одиницi.

Доведення. Оскiльки у твердженнi (a) частину (i) довели
Kuiper та Robbin [35, 42], то ми будемо доводити тiльки час-
тину (ii).

Абелеву групу V = Cn вiдносно операцiї додавання мо-
жна розглядати i як n-вимiрний векторний простiр VC над
C, i як 2n-вимiрний векторний простiр VR над R. Бiльш того,
ми можемо розглядати VC як унiтарний простiр з ортонор-
мованим базисом

e1 = [1, 0, . . . , 0]T ,
e2 = [0, 1, . . . , 0]T ,

...
en = [0, 0, . . . , 1]T ,

(2.15)

та VR як евклiдовий простiр з ортонормованим базисом ви-
гляду

e1, ie1, e2, ie2, . . . , en, ien. (2.16)

Довжина довiльного вектора

v = (α1 + β1i)e1 + · · ·+ (αn + βni)en ∈ V, αk, βk ∈ R,

в просторах VC та VR однакова та визначається наступною
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формулою:

|v| = (α2
1 + β2

1 + · · ·+ α2
n + β2

n)1/2.

Тому для просторiв VC та VR виконується наступне твердже-
ння:

вiдображення h : V → V є гомеоморфiзмом
в VC тодi i тiльки тодi, коли h є гомеомор-
фiзмом в VR.

(2.17)

Добре вiдомо, що кожне лiнiйне вiдображення f : VC →
VC визначає лiнiйне вiдображення fR : VR → VR (f та fR

спiвпадають як вiдображення на абелевiй групi V ). Згiдно
умови (2.17),

лiнiйнi вiдображення f, g : VC → VC тополо-
гiчно спряженi тодi i тiльки тодi, коли лi-
нiйнi вiдображення fR, gR : VR → VR топо-
логiчно спряженi.

(2.18)

Нехай f(x) = Ax та g(x) = Bx – лiнiйнi вiдображення
на просторi VC , якi не мають власних чисел, що є коренями
з одиницi. Очевидно, що A та B – їхнi комплекснi матрицi
в ортонормованому базисi (2.15). Розглядаючи f та g як лi-
нiйнi вiдображення fR та gR на просторi VR, ми отримаємо,
що матрицi лiнiйних вiдображень fR та gR в ортонормова-
ному базисi (2.16) – це вiдповiднi дiйснi матрицi AR та BR

матриць A та B (див. (2.9)).
Оскiльки для комплексної матрицi A згiдно (2.10), вико-

нується умова

S−1AS = A0 ⊕ A01 ⊕ A1 ⊕ A1∞,

де S – деяка невироджена комплексна квадратна матриця,
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то для матрицi AR отримаємо аналогiчну умову:

(SR)−1ARSR = AR
0 ⊕ AR

01 ⊕ AR
1 ⊕ AR

1∞,

де SR – невироджена дiйсна квадратна матриця. Аналогi-
чнi мiркування проводимо для комплексної матрицi B та
отримаємо, що вiдповiдна дiйсна матриця

BR подiбна BR
0 ⊕BR

01 ⊕BR
1 ⊕BR

1∞.

Згiдно умови (2.18) та твердженню (i) теореми 2.2(a), лi-
нiйнi вiдображення f та g топологiчно спряженi тодi i тiльки
тодi, коли лiнiйнi вiдображення fR та gR топологiчно спря-
женi, тобто тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови:

AR
0 подiбна BR

0 , AR
1 подiбна BR

1 ,
sizeAR

01 = sizeBR
01, det(AR

01B
R
01) > 0,

sizeAR
1∞ = sizeBR

1∞, det(AR
1∞B

R
1∞) > 0.

(2.19)

Покажемо, що умови (2.19) та (2.12) еквiвалентнi.
Для кожної комплексної матрицi M , вiдповiдна дiйсна

матриця MR має наступну властивiсть:

MR подiбна M ⊕M (2.20)

(див. позначення (2.8)). Бо для кожного комплексного числа
та вiдповiдного дiйсного 2× 2 блоку

a+ bi ←→ a −b
b a

виконується таке спiввiдношення:
[

1 1
−i i

]−1 [
a −b
b a

] [
1 1
−i i

]
=

[
a+ bi 0

0 a− bi

]
.
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Оскiльки всi власнi числа матрицi A0 є нульовими, то
жорданова нормальна форма матрицi A0 – це нiльпотентна
жорданова матриця, для якої виконується наступна умова:

A0 подiбна A0. (2.21)

А для кожної з дiйсних матриць AR
0 та BR

0 виконується умо-
ва (2.20), тому умову "AR

0 подiбна BR
0 " з (2.19) можна замi-

нити на еквiвалентну

”A0 ⊕ A0 подiбна B0 ⊕B0”

яка, згiдно (2.21), еквiвалентна умовi "A0 подiбна B0".

Для кожної з дiйсних матриць AR
1 та BR

1 виконується
умова (2.20), тому "AR

1 подiбна BR
1 " з (2.19) еквiвалентна

умовi
”A1 ⊕ A1 подiбна B1 ⊕B1”

Очевидно, що згiдно (2.9), умови

” sizeAR
01 = sizeBR

01” та ” sizeA01 = sizeB01”

еквiвалентнi та умови

” sizeAR
1∞ = sizeBR

1∞” та ” sizeA1∞ = sizeB1∞”

еквiвалентнi, бо для довiльної комплексної n× n матрицi A
її вiдповiдна дiйсна матриця AR має розмiр 2n× 2n.

Наступнi умови з (2.19):

” det(AR
01B

R
01) > 0” та ” det(AR

1∞B
R
1∞) > 0”
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завжди виконуються, бо справедливi такi рiвностi:

det(AR
01B

R
01) = det(A01B01)

R

= det(A01B01 ⊕ A01B01) > 0.

та

det(AR
1∞B

R
1∞) = det(A1∞B1∞)R

= det(A1∞B1∞ ⊕ A1∞B1∞) > 0.

Отже, умови (2.19) еквiвалентнi (2.12), що доводить
твердження (ii) даної теореми.

(b) Ця частина теореми, в якiй описано вигляд канонi-
чного лiнiйного вiдображення при топологiчнiй спряжено-
стi, випливає з твердження (a) даної теореми та з теорем
про жорданову нормальну форму та дiйсну жорданову нор-
мальну форму матриць [31, теореми 3.1.11 та 3.4.5].

2.5 Афiннi вiдображення, якi не ма-
ють нерухомих точок

У цьому пiдроздiлi ми встановимо топологiчну класифiка-
цiю афiнних вiдображень на унiтарному або евклiдовому
просторi, якi не мають нерухомих точок. У наступнiй теоре-
мi сформульовано необхiднi та достатнi умови топологiчної
спряженостi та виписано канонiчну форму вiдносно тополо-
гiчної спряженостi для таких афiнних вiдображень.

Теорема 2.3 ([17]). (a) Нехай f(x) = Ax+b та g(x) = Cx+d
– афiннi вiдображення над F = C або R, якi не мають не-
рухомих точок; нехай матрицi A∗, A0 та C∗, C0 визначенi
через A та C в (2.1).
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• Якщо F = C, то f та g топологiчно спряженi тодi i
тiльки тодi, коли A0 подiбна B0.

• Якщо F = R, то f та g топологiчно спряженi тодi
i тiльки тодi, коли визначники матриць A∗ та C∗
мають однаковий знак (тобто det(A∗C∗) > 0) та A0

подiбна C0.

(b) Кожне афiнне вiдображення f над F = C або R, яке
не має нерухомої точки, топологiчно спряжене тiльки з
одним афiнним вiдображенням вигляду

x 7→ (Ik ⊕ J0)x+ [1, 0, . . . , 0]T (2.22)

або (тiльки для випадку F = R)

x 7→ (Ik ⊕ [−1 ]⊕ J0)x+ [1, 0, . . . , 0]T , (2.23)

де k ⩾ 1 та J0 – нiльпотентна жорданова матриця, яка
однозначно визначена через афiнне вiдображення f з точнi-
стю до перестановки блокiв (зауважимо, що матриця J0

буде вiдсутня, якщо f – бiєктивне афiнне вiдображення).

Ми будемо позначати афiнне вiдображення f(x) = Ax+b
парою (A, b) i писатимемо

f = (A, b). (2.24)

Для двох афiнних вiдображень

f : Fm → Fm та g : Fn → Fn

визначимо афiнне вiдображення

f ⊕ g : Fm+n → Fm+n
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наступним чином:

(f ⊕ g)(
[
x
y

]
) :=

[
f(x)
g(y)

]
;

тобто, використовуючи позначення (2.24), отримаємо

(A, b)⊕ (C, d) =

([
A 0
0 C

]
,

[
b
d

])
. (2.25)

Надалi ми будемо використувати позначення

f
F∼ g,

якщо два афiннi вiдображення f та g топологiчно спряженi
над полем F = C або R. Очевидно, що виконується наступна
спряженiсть:

f
F∼ f ′ та g

F∼ g′ =⇒ f ⊕ g F∼ f ′ ⊕ g′. (2.26)

2.5.1 Зведення до канонiчної форми

У цьому пунктi ми послiдовно зведемо афiнне вiдображен-
ня y = Ax + b, що задане над полем F = C або R та яке не
має нерухомих точок, до вигляду (2.22) або (2.23), викори-
стовуючи перетворення топологiчної спряженостi. Побудова
вiдповiдного гомеоморфiзму базується на шести наступних
кроках.

Крок 1: зводимо довiльне афiнне вiдображення y = Ax+b
без нерухомих точок до наступного вигляду:

p⊕

i=1

(Jmi
(1), ai)⊕

r⊕

i=p+1

(Jmi
(1), ai)⊕ (J0, s)⊕ (B, c), (2.27)
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де J0 – жорданова нормальна форма матрицi A0 (див. по-
значення (2.1) або (2.10)), Jm(λ) – жордановий m×m блок,
що вiдповiдає власному числу λ (див. (2.7)), 1 та 0 не є
власними числами матрицi B, кожен вектор a1, . . . , ap має
ненульову першу координату, а кожен вектор ap+1, . . . , ar

має нульову першу координату.
Зведення до вигляду (2.27) ми робимо використовуючи

перетворення лiнiйної спряженостi (1.16) над полем F = C
або R.

Крок 2: зводимо вiдображення (2.27) до наступного ви-
гляду:

p⊕

i=1

(Jmi
(1), ai)⊕

r⊕

i=p+1

(Jmi
(1), 0)⊕ (J0, 0)⊕ (B, 0), (2.28)

де кожне ai має ненульову першу координату.
Ми робимо це зведення, використовуючи твердження

(2.26) та такi спряженостi:

(Jm(1), a)
F∼ (Jm(1), 0),

(J0, s)
F∼ (J0, 0),

(B, c)
F∼ (B, 0),

(2.29)

де перша координата в векторi a є нульовою. Спряженостi
(2.29) виконуються згiдно умов леми 2.1, бо афiннi вiдобра-
ження

(Jm(1), a), (J0, s) та (B, c)

мають нерухомi точки. Доведемо це.

• Афiнне вiдображення (Jm(1), a) має нерухому точку
тодi i тiльки тодi, коли має розв’язок наступна систе-
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ма:
Jm(1)x+ a = x,

тобто система Jm(0)x = −a, яка має такий вигляд:



0 0
1 0

. . . . . .
0 1 0







x1

x2
...
xm


 =




−a1

−a2
...
−am


 .

У кроцi 1 ми зазначали, що перша координата вектора
a є нульовою (тобто a1 = 0), тому дана система суиiсна
та має розв’язок

[x1, x2, . . . xm−1, xm]T = [−a2,−a3, . . . ,−am, 0]T .

Отже, i афiнне вiдображення (Jm(1), a) має нерухому
точку.

• Афiнне вiдображення (J0, s), де J0 – жорданова нор-
мальна форма матрицi A0 (див. позначення (2.1) або
(2.10)) має нерухому точку тодi i тiльки тодi, коли має
розв’язок система рiвнянь J0x + s = x, тобто система
вигляду

(J0 − I)x = −s,
де I – одинична матриця. Оскiльки всi власнi числа
матрицi (J0 − I) рiвнi −1, то det(J0 − I) ̸= 0, а отже,
дана система має розв’язок x = −(J0 − I)−1s. Тобто
афiнне вiдображення (J0, s) має нерухому точку.

• Аналогiчно, афiнне вiдображення (B, c), де власнi чи-
сла матрицi B не рiвнi 1 або 0, має нерухому точку тодi
i тiльки тодi, коли має розв’язок система Bx + c = x,
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тобто система вигляду

(B − I)x = −c.

Оскiльки 1 не є власним числом невиродженої матрицi
B, то det(B−I) ̸= 0, тобто дана система має розв’язок
x = −(B − I)−1c.

Зауважимо, що в записi афiнного вiдображення (2.28)
число p ⩾ 1, бо iнакше (2.28) є лiнiйним вiдображенням,
яке має нерухому точку 0, що суперечить умовi теореми,
оскiльки топологiчно спряженi вiдображення мають одна-
кову кiлькiсть нерухомих точок, а афiнне вiдображення f
не має нерухомих точок згiдно умови теореми.

Крок 3: зводимо вiдображення (2.28) до наступного ви-
гляду:

p⊕

i=1

(Jmi
(1), e1)⊕ (C, 0)⊕ (J0, 0), (2.30)

де вектор e1 = [1, 0, . . . , 0]T , а матриця

C :=
r⊕

i=p+1

Jmi
(1)⊕B

є невиродженою.
Ми використовуємо спряженiсть над полем F наступного

вигляду:
(Jm(1), a)

F∼ (Jm(1), e1), (2.31)

де перша координата вектора a є ненульовою; тобто a зав-
жди можна представити у виглядi

a = b[1, a2, . . . , an]T , b ̸= 0.
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Афiннi вiдображення в умовi (2.31) лiнiйно спряженi, бо вiд-
повiдний гомеоморфiзм є лiнiйним, тобто виконується рiв-
нiсть (див. (1.16)):

(SJm(1)S−1, Se1) = (Jm(1), a),

де матриця

S = b




1 0
a2 1
a3 a2 1
. . . . . . . . . . . .
an

. . . a3 a2 1



.

Крок 4: зводимо вiдображення (2.30) до наступного вигля-
ду:

p⊕

i=1

(Imi
, e1)⊕ (C, 0)⊕ (J0, 0). (2.32)

У цьому кроцi для афiнних вiдображень ми використовуємо
спряженiсть

(Jm(1), e1)
F∼ (Im, e1), (2.33)

яку побудував Blanc [15]; вiн довiв, що виконується така рiв-
нiсть:

h(Jm(1), e1) = (Im, e1)h,

де гомеоморфiзм h : Fm → Fm є бiрегулярним (див. (1.15))
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та визначений наступним чином:



x1

x2

x3
...
xm



7−→




x1

x2 + P1

x3 + P2
...
xm + Pm−1,



,

де

Pk := (−1)k

(
x1 + k − 1

k + 1

)
k +

k−1∑

i=1

(−1)i

(
x1 + i− 1

i

)
xk+1−i

та (
φ

r

)
:=

φ(φ− 1)(φ− 2) · · · (φ− r + 1)

r!
,

для кожного многочлена φ ∈ F[x1]. (Нагадаємо, що n! =
1 · 2 · . . . · (n− 1) · n.)

Крок 5: зводимо вiдображення (2.32) до наступного ви-
гляду:

(I1, [1])⊕ (D, 0)⊕ (J0, 0), (2.34)

де D := I ⊕ C є невиродженою матрицею.

Для цього кроку ми використовуємо спряженостi, що ма-
ють такий вигляд:

p⊕

i=1

(Imi
, e1)

F∼ (Ip, [1, . . . , 1]T )⊕ (Iq, 0)

F∼ (I1, [1])⊕ (Iq+p−1, 0);

причому остання спряженiсть виконується, бо справедлива
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наступна умова:

(I2, [1, 1]T )
F∼ (I2, e1). (2.35)

Афiннi вiдображення в умовi (2.35) є лiнiйно спряженими
(див. (1.16)), бо вiдповiдний гомеоморфiзм є лiнiйним, тобто
виконується

(S−1I2S, S
−1

[
1
1

]
) = (I2, e1),

де матриця

S :=

[
1 0
1 1

]
.

Крок 6: зводимо вiдображення (2.34) до вигляду (2.22)
або (2.23).

У цьому кроцi ми розглянемо два можливi випадки, коли
поле F = R або C.

Випадок F = R. Для ε = ±1 та довiльної невиродженої
дiйсної m × m матрицi F , що має парну кiлькiсть дiйсних
жорданових блокiв вигляду (1.8) або (1.9) вiдповiдного роз-
мiру для кожного вiд’ємного власного числа, ми використа-
ємо наступну спряженiсть:

f
R∼ g,

f := (I1, [1])⊕ (εF, 0),
g := (I1, [1])⊕ (εIm, 0).

(2.36)

Доведемо, що для афiнних вiдображень f та g з (2.36) ви-
конується рiвнiсть g = h−1fh, де вiдповiдне вiдображення

h : Rm+1 → Rm+1
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визначимо таким чином:

h :

[
x
y

]
7→

[
x

εF xy

]
, x ∈ R, y ∈ Rm. (2.37)

Дiйсно,

hg

[
x
y

]
= h

[
x+ 1
εy

]
=

[
x+ 1
ε2F x+1y

]

= f

[
x

εF xy

]
= fh

[
x
y

]
.

Вiдображення h, що визначене в (2.37), є гомеоморфiзмом,
бо має наступнi властивостi:

• h неперервне, бо

F x = exG = I + xG+
(xG)2

2!
+

(xG)3

3!
+ · · · (2.38)

де G – дiйсна матриця така, що F = eG (вона iснує
згiдно [32, теорема 6.4.15(c)]: для дiйсної матрицi M
iснує дiйсна матриця N така, що M = eN тодi i тiль-
ки тодi, коли M невироджена i має парну кiлькiсть
жорданових блокiв вiдповiдного розмiру для кожного
вiд’ємного власного числа);

• використовуючи аналогiчнi мiркування очевидно, що
обернене вiдображення

h−1 :

[
x
y

]
7→

[
x

εF−xy

]
, x ∈ R, y ∈ Rm

також неперервне.

Отже, спряженiсть (2.36) виконується.
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Застосовуючи перетворення лiнiйної спряженостi (1.16)
до (2.34), ми зводимо матрицю D до вигляду

P ⊕ (−Q), (2.39)

де P – невироджена дiйсна p× p матриця без вiд’ємних дiй-
сних власних чисел, а Q – невироджена дiйсна q×q матриця
з додатними дiйсними власними числами. Використовуючи
розклад (2.39), афiнне вiдображення (2.34) має такий ви-
гляд:

(I1, [1])⊕ (P, 0)⊕ (−Q, 0)⊕ (J0, 0). (2.40)

Згiдно спряженостей (2.26) та (2.36), вiдображення (2.40)
топологiчно спряжене з афiнним вiдображенням, що має на-
ступний вигляд:

(I1, [1])⊕ (Ip, 0)⊕ (−Iq, 0)⊕ (J0, 0). (2.41)

Якщо ε = 1 та матриця F = −I2 в умовi (2.36), тобто ми
отримаємо

(I1, [1])⊕ (−I2, 0)
R∼ (I3, e1).

Застосовуючи це спряження декiлька разiв, ми зводимо
афiнне вiдображення (2.41) до вигляду (2.22) або (2.23).

Отже, ми довели, що довiльне афiнне вiдображення, яке
задане над полем R та не має нерухомої точки, топологiчно
спряжене з вiдображенням вигляду (2.22) або (2.23).

Випадок F = C. Доведемо, що виконується наступна
спряженiсть:

f
C∼ g,

f := (I1, [1])⊕ (D, 0),
g := (I1, [1])⊕ (Im, 0),

(2.42)

де D – невироджена комплексна m×m матриця з розкладу
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(2.34). Дiйсно, рiвнiсть g = h−1fh виконується для вiдобра-
ження h : Cm+1 → Cm+1, яке визначене наступним чином:

h :

[
x
y

]
7→

[
x
Dxy

]
, x ∈ C, y ∈ Cm.

Це вiдображення h є гомеоморфiзмом, бо Dx можна пред-
ставити у виглядi ряду (2.38) з F := D (матриця G iснує згi-
дно [32, теорема 6.4.15(a)]: якщо M невироджена матриця,
то завжди iснує комплексна матриця N така, що M = eN).

Тобто, афiннi вiдображення f та g в умовi (2.42) топо-
логiчно спряженi. Використовуючи цю спряженiсть, ми зво-
димо афiнне вiдображення (2.34) до вигляду (2.22). Отже,
ми довели, що довiльне афiнне вiдображення задане над по-
лем C, яке не має нерухомих точок, топологiчно спряжене
з афiнним вiдображенням вигляду (2.22).

2.5.2 Єдинiсть канонiчної форми

У цьому пунктi ми доведемо єдинiсть канонiчної форми
афiнного вiдображення, яке не має нерухомих точок, що бу-
ла визначена в теоремi 2.3(b).

Нехай f та g – афiннi вiдображення, що мають вигляд
(2.22) або (2.23); використаємо наступнi представлення: f =
f∗ ⊕ f0, де

f∗ = (I(ε), e1) : Fp → Fp,

f0 = (J0, 0) : Fn−p → Fn−p,

та g = g∗ ⊕ g0, де

g∗ = (I(δ), e1) : Fq → Fq,

g0 = (J ′
0, 0) : Fn−q → Fn−q.
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В цих рiвностях ми вважаємо, що числа ε та δ дорiвнюють
±1, а матрицi

I(1) := I, I(−1) := I ⊕ [−1 ],

та J0 i J ′
0 – нiльпотентнi жордановi матрицi.

Нехай афiннi вiдображення f та g топологiчно спряженi.
Для кожного i = 1, 2, . . . , образами вiдображень f i та gi є
множини

Vi := f iFn = Fp ⊕ J i
0Fn−p

та
Wi := giFn = Fq ⊕ J ′i

0 Fn−q,

вiдповiдно, тому вони є векторними пiдпросторами Fn, при-
чому їхнi розмiрностi рiвнi

dimVi = p+ rank J i
0, dimWi = q + rank J ′i

0 . (2.43)

Оскiльки, згiдно припущення, афiннi вiдображення f та
g топологiчно спряженi, то iснує гомеоморфiзм h : Fn → Fn

такий, що виконується рiвнiсть hf = gh. Тодi афiннi вiдоб-
раження f i та gi теж топологiчно спряженi та виконуються
наступнi умови:

hf i = gih,
hf iFn = gihFn = giFn,

h Vi = Wi.
(2.44)

Згiдно теореми про iнварiантнiсть розмiрностi [34], довiль-
нi два гомеоморфнi векторнi простори мають однакову роз-
мiрнiсть; тобто, остання рiвнiсть в умовах (2.44) означає, що
розмiрностi векторних пiдпросторiв Vi та Wi однаковi, тобто



2.5. Афiннi вiдображення 77

отримаємо:

dimVi = dimWi, i = 1, 2, . . .

Зафiксуємо будь-яке непарне цiле число m ⩾ max(n −
p, n − q). Тодi для нiльпотентних жорданових матриць J0 i
J ′

0 виконується наступна рiвнiсть:

Jm
0 = J ′m

0 = 0

i згiдно (2.43), отримаємо

p = dimVm = dimWm = q.

Таким чином, вiдображення

f∗ = (I(ε), e1) та g∗ = (I(δ), e1)

– афiннi бiєкцiї V∗ → V∗ на одному просторi

V∗ := Vm = Wm = Fp.

Згiдно умов (2.44), обмеження гомеоморфiзму h на простiр
V∗ – це деякий гомеоморфiзм h∗ : V∗ → V∗. Обмежуючи
рiвнiсть hf = gh на V∗, ми отримаємо

h∗f∗ = g∗h∗. (2.45)

Тобто, невиродженi афiннi вiдображення f∗ та g∗ топологi-
чно спряженi.

Якщо F = C, то ε = δ = 1.
Нехай F = R. Для довiльного гомеоморфiзму φ на евклi-

довому просторi, ми писатимемо o(φ) = 1 або −1, в зале-
жностi вiд того зберiгає φ орiєнтацiю чи змiнює. Зокрема,
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якщо розглядати, що φ – невироджене афiнне вiдображення
(A, b), то

o(φ) =

{
1, якщо detA > 0,

−1, якщо detA < 0.

Згiдно рiвностi (2.45), виконуються наступнi умови:

o(h∗f∗) = o(g∗h∗),

o(h∗) o(f∗) = o(g∗) o(h∗),
o(h∗)ε = δ o(h∗),

i тому ε = δ.
Нiльпотентнi жордановi матрицi J0 та J ′

0 спiвпадають з
точнiстю до перестановки блокiв, бо згiдно (2.43) виконую-
ться наступнi умови:

• кiлькiсть їхнiх жорданових блокiв рiвна n− dimV1,

• кiлькiсть їхнiх жорданових блокiв розмiру ⩾ 2 рiвна

(n− dimV2)− (n− dimV1),

• кiлькiсть їхнiх жорданових блокiв розмiру ⩾ 3 рiвна

(n− dimV3)− (n− dimV2),

i так далi.

Отже, ε = δ та афiннi вiдображення f та g спiвпадають
з точнiстю до перестановки блокiв в нiльпотентних жорда-
нових матрицях J0 та J ′

0.
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2.5.3 Висновки

Нехай f(x) = Ax+b – афiнне вiдображення над полем F = C
або R.

У пунктах 2.5.1 та 2.5.2 ми довели, що f топологiчно
спряжене тiльки з одним афiнним вiдображенням вигляду
(2.22) або (2.23). Цей результат ми сформульовали в частинi
(b) теореми 2.3.

Нехай A∗ та A0 – невироджена та нiльпотентна частини
вiдповiдної матрицi A, що визначенi в (2.1). У пунктi 2.5.1,
де описано зведення f до канонiчної форми, ми довели на-
ступне:

• f зводиться до (2.22), якщо F = R та detA∗ > 0, або
якщо F = C;

• f зводиться до (2.23), якщо F = R та detA∗ < 0,

а матриця J0 в вiдображеннях (2.22) та (2.23) – це жорда-
нова нормальна форма матрицi A0 з умови (2.1). Викори-
стовуючи цi мiркування, отримаємо доведення частини (a)
теореми 2.3.

Наслiдок 2.1. Афiнне вiдображення f(x) = Ax + b над C
або R не має нерухомої точки тодi i тiльки тодi, коли воно
лiнiйно спряжене з лiнiйним вiдображенням вигляду

g(x) = (Jk(1)⊕ C)x+ d, (2.46)

де d має ненульову першу координату.

Дiйсно, афiнне вiдображення (2.46) не має нерухомої то-
чки, бо першi координати векторiв g(v) та v є рiзними для
довiльного значення v.
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Навпаки, якщо f(x) = Ax + b не має нерухомої точки,
то воно лiнiйно спряжене з афiнним вiдображенням вигляду
(2.27), де p ⩾ 1 згiдно кроку 2.



Роздiл 3

Класифiкацiя афiнних
вiдображень над
алгебраїчно замкненим
полем характеристики
нуль з точнiстю до
бiрегулярної спряженостi

3.1 Основнi результати

У цьому роздiлi ми класифiкуємо афiннi вiдображення f :
Fn → Fn,

f(x) = Ax+ b, A ∈ Fn×n, b ∈ Fn

над алгебраїчно замкненим полем F характеристики нуль з
точнiстю до бiрегулярної спряженостi.

81
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Нагадаємо (див. (1.15)), що два вiдображення f , g : Fn →
Fn називають бiрегулярно спряженими, якщо виконується
рiвнiсть g = h−1fh для деякої бiєкцiї h : Fn → Fn, яка є
бiрегулярним вiдображенням, тобто h та h−1 мають насту-
пний вигляд:



x1
...
xn


 7−→



φ1(x1, . . . , xn)

...
φn(x1, . . . , xn)


 ,

де всi φi – полiноми над F. Групу бiрегулярних вiдображень
на Fn називають афiнною групою Кремони [16].

Надалi ми вважатимемо, що всi матрицi та вектори за-
данi над алгебраїчно замкненим полем F характеристики
нуль.

Афiнне вiдображення, що не має нерухомої точки, не є
бiрегулярно спряженим з афiнним вiдображенням з нерухо-
мою точкою, бо бiрегулярно спряженi вiдображення на Fn

мають однакову кiлькiсть нерухомих точок.
Jérémy Blanc [15] встановив класифiкацiю бiєктивних

афiнних вiдображень над F з точнiстю до бiрегулярної спря-
женостi.

Теорема 3.1 ([15]). Нехай F – алгебраїчно замкнене поле
характеристики 0.

(a) Два бiєктивнi афiннi вiдображення f, g : Fn → Fn,
f(x) = Ax + b та g(x) = Cx + d, якi мають нерухомi
точки, бiрегулярно спряженi тодi i тiльки тодi, коли
їхнi матрицi A та C подiбнi.

(b) Довiльне бiєктивне афiнне вiдображення f : Fn → Fn,
яке не має нерухомої точки, бiрегулярно спряжене
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з “майже-дiагональним” афiнним вiдображенням на-
ступного вигляду:




x1

x2
...
xn


 7−→




x1 + 1
α2x2

...
αnxn


 , (3.1)

де 1, α2, . . . , αn ∈ F \ 0 – всi власнi числа матрицi
вiдображення f , порахованi з урахуванням їхньої кра-
тностi. Афiнне вiдображення (3.1) однозначно визна-
чається через f , з точнiстю до перестановки вла-
сних чисел α2, . . . , αn.

Аналогiчно до умови (2.1), для довiльної матрицi A, за-
даної над полем F, виконується:

A подiбна A∗ ⊕ A0, (3.2)

де A∗ – невироджена матриця, а A0 – нiльпотентна.
Основним результатом цього роздiлу є наступна теорема,

де теорема 3.1 узагальнена на довiльнi афiннi вiдображення
над полем F.

Теорема 3.2 ([18]). Нехай F – алгебраїчно замкнене поле
характеристики 0.

(a) Критерiй бiрегулярної спряженостi афiнних вiдобра-
жень f(x) = Ax + b та g(x) = Cx + d над полем F є
таким:

(i) Якщо вiдображення f та g мають нерухомi то-
чки, то f та g бiрегулярно спряженi тодi i тiль-
ки тодi, коли їхнi матрицi A та C подiбнi.
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(ii) Якщо вiдображення f та g не мають нерухо-
мих точок, то f та g бiрегулярно спряженi то-
дi i тiльки тодi, коли невиродженi матрицi A∗
та C∗ (визначенi в (3.2)) мають однаковi вла-
снi числа з однаковими кратностями, а вiдповiд-
нi нiльпотентнi матрицi A0 та C0 подiбнi.

(b) Канонiчна форма афiнного вiдображення f(x) = Ax+b
при бiрегулярнiй спряженостi є такою:

(i) Якщо вiдображення f має нерухому точку, то f
бiрегулярно спряжене з лiнiйним вiдображенням
вигляду

x 7→ Jx,

де J – жорданова нормальна форма матрицi A,
що однозначно визначається через вiдображення
f , з точнiстю до перестановки блокiв.

(ii) Якщо вiдображення f не має нерухомої точки,
то f бiрегулярно спряжене з афiнним вiдображе-
нням вигляду




x1

x2
...
xn


 7→




x1 + 1
α2x2

...
αkxk

J0x̃



, x̃ :=




xk+1

xk+2
...
xn


 , (3.3)

де 1, α2, . . . , αk ∈ F \ 0 – всi власнi числа не-
виродженої матрицi A∗, порахованi з урахува-
нням їхньої кратностi, а J0 – жорданова нор-
мальна форма матрицi A0. Афiнне вiдображення
(3.3) однозначно визначається через вiдображен-
ня f , з точнiстю до перестановки власних чисел
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α2, . . . , αk та перестановки блокiв в нiльпотен-
тнiй матрицi J0.

3.2 Доведення теореми 3.2
Лема 3.1 ([15, 3]). Афiнне вiдображення f(x) = Ax+b над F
бiрегулярно спряжене зi своєю лiнiйною частиною flin(x) =
Ax тодi i тiльки тодi, коли f має нерухому точку.

Доведення. Аналогiчне до доведення леми 2.1. Якщо p – не-
рухома точка вiдображення f , то f та flin бiрегулярно спря-
женi через бiрегулярне перетворення h(x) := x+ p, тобто

flin = h−1fh.

Навпаки, нехай вiдображення

f(x) = Ax+ b та flin(x) = Ax

бiрегулярно спряженi. Очевидно, що flin(0) = 0, тобто flin
має нерухому точку. Оскiльки бiрегулярно спряженi вiдоб-
раження мають однакову кiлькiсть нерухомих точок, то f
також має нерухому точку.

Надалi ми будемо використовувати позначення (2.24) та
(2.25), тобто задавати афiнне вiдображення вiдповiдною па-
рою

f(x) = Ax+ b ←→ (A, b).

А пряму суму двох афiнних вiдображень f на Fm та g на
Fn визначатимемо як афiнне вiдображення f ⊕ g на Fm+n

наступним чином:

(f ⊕ g)(
[
x
y

]
) :=

[
f(x)
g(y)

]
.
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Тобто
(A, b)⊕ (C, d) =

([
A 0
0 C

]
,

[
b
d

])
.

Аналогiчно до (2.26), ми будемо використовувати наступне
позначення:

f ∼ g,

якщо вiдображення f та g бiрегулярно спряженi. Очевидно,
що виконується наступна спряженiсть:

f ∼ f ′ та g ∼ g′ =⇒ f ⊕ g ∼ f ′ ⊕ g′. (3.4)

Твердження (i) теореми 3.2(a) може бути доведене як
в [15, твердження 2]: згiдно леми 3.1, афiннi вiдображення
f(x) = Ax + b та g(x) = Cx + d, що мають нерухомi точки,
бiрегулярно спряженi тодi i тiльки тодi, коли бiрегулярно
спряженi їхнi лiнiйнi частини flin(x) = Ax та glin(x) = Cx,
тобто тодi i тiльки тодi, коли iснує бiрегулярне вiдображен-
ня φ : Fn → Fn таке, що

φflin = glinφ. (3.5)

Продиференцiювавши рiвнiсть (3.5), знайдемо її значення в
нулi, тобто отримаємо

Dφ(0)A = C Dφ(0). (3.6)

Рiвнiсть (3.6) означає, що матрицi A та C подiбнi. Нав-
паки, якщо матрицi A та C подiбнi, то має мiсце рiвнiсть
A = S−1CS, для деякої невиродженої матрицi S, тобто ви-
конується ψflin = glinψ, де ψ(x) := Sx.

Легко бачити, що твердження (i) теореми 3.2(b) випли-
ває з (i) теореми 3.2(a).

Далi у цьому роздiлi ми доведемо твердження (ii) теоре-
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ми 3.2(b), з якого безпосередньо випливає виконання твер-
дження (ii) теореми 3.2(a).

3.2.1 Зведення до канонiчної форми
Нехай f(x) = Ax + b – афiнне вiдображення, що не має
нерухомих точок, задане над алгебраїчно замкненим полем
F характеристики нуль. Нехай A∗ та A0 – матрицi, визна-
ченi в умовi (3.2). Ми зведемо афiнне вiдображення f до
вигляду (3.3) через перетворення бiрегулярної спряженостi
наступним чином:

• Зводимо вiдображення f до вигляду

(A∗, c)⊕ (J0, s), (3.7)

де J0 – жорданова нормальна форма матрицi A0. Ми
робимо це перетворення використовуючи вiдображен-
ня лiнiйної спряженостi

f 7→ h−1fh,

де h(x) = Sx – гомеоморфiзм на Fn з невиродженою
матрицею S. Тобто має мiсце перетворення наступного
вигляду:

(A, b) 7→ (S−1AS, S−1b);

ми завжди зможемо пiдiбрати матрицю S такою, щоб
виконувалася умова

S−1AS = A∗ ⊕ J0.

• Зводимо вiдображення (3.7) до вигляду

(A∗, c)⊕ (J0, 0). (3.8)
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Ми можемо зробити це перетворення згiдно умови
(3.4) та наступної спряженостi:

(J0, s) ∼ (J0, 0). (3.9)

Умова (3.9) виконується згiдно леми 3.1, бо афiнне
вiдображення (J0, s) має нерухому точку, оскiльки сис-
тема J0x+ s = x, записана в наступному виглядi:

(J0 − I)x = −s (3.10)

має розв’язок, бо всi власнi числа матрицi (J0−I) рiвнi
−1, тобто

det(J0 − I) ̸= 0.

Тому система (3.10) має розв’язок x = −(J0 − I)−1s, i
отже, спряженiсть (3.9) виконується.

Зауважимо, що бiєктивне афiнне вiдображення (A∗, c)
не має нерухомих точок, бо якщо (x1, . . . , xk) – неру-
хома точка (A∗, c), то

(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)

– нерухома точка афiнного вiдображення (3.8), що
суперечить умовi теореми, бо бiрегулярно спряженi
вiдображення мають однакову кiлькiсть нерухомих то-
чок, а афiнне вiдображення f не має нерухомих точок
згiдно умови.

• Зводимо вiдображення (3.8) до вигляду

(Dα, e1)⊕ (J0, 0), (3.11)
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де

Dα :=




1 0
α2

. . .
0 αk


 , e1 :=




1
0
...
0


 ,

та 1, α2, . . . , αk – всi власнi числа невиродженої ма-
трицi A∗, порахованi з урахуванням їхньої кратностi
(зауважимо, що (3.11) – це iнша форма запису афiн-
ного вiдображення (3.3)). Для доведення цього кроку
ми використовуємо перетворення (3.4) та спряженiсть

(A∗, c) ∼ (Dα, e1),

яка виконується згiдно теореми 3.1(b).

3.2.2 Єдинiсть канонiчної форми

Розглянемо довiльнi афiннi вiдображення f та g у виглядi
прямої суми, тобто f = f∗ ⊕ f◦, де

f∗ = (Dα, e1) : Fp → Fp,

f◦ = (J0, 0) : Fn−p → Fn−p,

та g = g∗ ⊕ g◦, де

g∗ = (Dβ, e1) : Fq → Fq,

g◦ = (J ′
◦, 0) : Fn−q → Fn−q,

якi мають вигляд (3.11) на Fn та вiдображення f∗, g∗ не ма-
ють нерухомих точок.

Нехай афiннi вiдображення f та g бiрегулярно спряженi.
Для кожного i = 1, 2, . . . , розглянемо образи вiдображень f i
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та gi, якi мають вигляд:

Vi := f iFn = Fp ⊕ J i
0Fn−p

та
Wi := giFn = Fq ⊕ J ′i

0 Fn−q,

вiдповiдно, та є векторними пiдпросторами Fn, розмiрностi
яких рiвнi, вiдповiдно,

dimVi = p+ rank J i
0, dimWi = q + rank J ′i

0 . (3.12)

Оскiльки, згiдно припущення, афiннi вiдображення f та
g бiрегулярно спряженi, то iснує бiрегулярне вiдображення
h : Fn → Fn таке, що виконується рiвнiсть

f = h−1gh.

Тодi афiннi вiдображення f i та gi теж бiрегулярно спряженi
та виконуються наступнi умови:

hf i = gih,
hf iFn = gihFn = giFn,

h Vi = Wi.
(3.13)

Згiдно теореми про iнварiантнiсть розмiрностi [30, гла-
ва 1, наслiдок 3.7], гомеоморфнi векторнi простори мають
однакову розмiрнiсть, тобто остання рiвнiсть в (3.13) озна-
чає

dimVi = dimWi, i = 1, 2, . . .

Якщо позначити m := max(n− p, n− q), то для вiдповiд-
них нiльпотентних матриць J0 та J ′

0 виконується умова

Jm
0 = J ′m

0 = 0
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i тому
p = dimVm = dimWm = q.

Таким чином, невиродженнi афiннi вiдображення f∗ та g∗ є
афiнними бiєкцiями V∗ → V∗ на одному просторi

V∗ := Vm = Wm = Fp.

Згiдно умов (3.13), обмеження бiрегулярного вiдображення
h на просторi V∗ визначає деяке бiрегулярне вiдображення
h∗ : V∗ → V∗. Обмежуючи рiвнiсть hf = gh на V∗, отримаємо
наступну умову:

h∗f∗ = g∗h∗,

яка означає, що невиродженi афiннi вiдображення f∗ та g∗
бiрегулярно спряженi. Згiдно теореми 3.1, їхнi вiдповiднi ма-
трицi Dα та Dβ спiвпадають з точнiстю до перестановки
власних чисел.

Нiльпотентнi жордановi матрицi J0 та J ′
0 спiвпадають з

точнiстю до перестановки блокiв, бо згiдно умов (3.12) для
вiдповiдних жорданових блокiв виконуються наступнi умо-
ви:

• кiлькiсть їхнiх жорданових блокiв рiвна n− dimV1,

• кiлькiсть жорданових блокiв розмiру ⩾ 2 рiвна

(n− dimV2)− (n− dimV1),

• кiлькiсть жорданових блокiв розмiру ⩾ 3 рiвна

(n− dimV3)− (n− dimV2),

i так далi.

Отже, для канонiчних афiнних вiдображень f та g, опи-
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саних вище, матрицi Dα та Dβ спiвпадають з точнiстю до
перестановки власних чисел та нiльпотентнi жордановi ма-
трицi J0 та J ′

0 спiвпадають з точнiстю до перестановки бло-
кiв, тобто теорему 3.2 доведено.



Роздiл 4

Класифiкацiя афiнних
вiдображень на H з
точнiстю до топологiчної
спряженостi

У цьому роздiлi встановлена топологiчна класифiкацiя лi-
нiйних та афiнних вiдображень на тiлi кватернiонiв H, який
розглядається як векторний простiр над R.

Оскiльки чотирьохвимiрний векторний простiр R4 мо-
жна ототожнити з H, то для вивчення властивостей лiнiй-
них вiдображень на H дослiджуються властивостi кватер-
нiонiв через їхнє матричне представлення.

93
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4.1 Лiнiйнi вiдображення на H

Ми розглядаємо R-лiнiйнi вiдображення на H спецiального
вигляду:

x 7→ ax або x 7→ xa для a ∈ H.

Для топологiчно спряжених вiдображень f та g на H будемо
використовувати наступне позначення:

f
H∼ g.

Основним результатом цього пiдроздiлу є наступне твер-
дження, у якому сформульованi необхiднi та достатнi умови
топологiчної спряженостi таких лiнiйних вiдображень на тi-
лi кватернiонiв H.

Твердження 4.1 ([4]). Нехай

f(x) = ax, g(x) = cx, f̃(x) = xa, g̃(x) = xc

– лiнiйнi вiдображення на H, де

a = a1 + a2i+ a3j + a4k, c = c1 + c2i+ c3j + c4k ∈ H;

нехай ∥a∥ та ∥c∥ – норми кватернiонiв a та c, якi визначенi
в (1.17). Наступнi спряженостi:

f
H∼ g ⇔ f̃

H∼ g̃ ⇔ f
H∼ g̃

виконуються тодi i тiльки тодi, коли виконуються одна з
наступних умов:
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(i) ∥a∥, ∥c∥ ∈ (0, 1) або
(ii) ∥a∥, ∥c∥ ∈ (1,∞), або
(iii) a1 = c1 та a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24.

Доведення даного твердження ми розiб’ємо на декiлька
пунктiв.

4.1.1 Топологiчно спряженi вiдображення
x 7→ ax, a ∈ H.

Використовуючи класифiкацiю лiнiйних вiдображень на R4

з точнiстю до топологiчної спряженостi, доведемо наступну
лему.

Лема 4.1 ([4]). Нехай f(x) = ax та g(x) = cx – лiнiйнi
вiдображення на H, a, c ∈ H; нехай ∥a∥ та ∥c∥ – норми
кватернiонiв a та c визначенi в (1.17). Вiдображення f та
g топологiчно спряженi тодi i тiльки тодi, коли виконую-
ться умови (i)− (iii) твердження 4.1.

Доведення. Лiнiйному вiдображенню f(x) = ax, a = a1 +
a2i + a3j + a4k ∈ H, на H вiдповiдає лiнiйне вiдображен-
ня fR(x) = Ax на R4, де дiйсна матриця A має наступний
вигляд: 



a1 −a2 −a3 −a4

a2 a1 −a4 a3

a3 a4 a1 −a2

a4 −a3 a2 a1


 , (4.1)

Для доведення даної леми ми використаємо те, що лiнiй-
нi вiдображення f, g : H→ H,

f(x) = ax та g(x) = cx,
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де a, c ∈ H, топологiчно спряженi тодi i тiльки тодi, коли
топологiчно спряженi вiдповiднi дiйснi лiнiйнi вiдображення
fR, gR : R4 → R4,

fR(x) = Ax та gR(x) = Cx, (4.2)

(де матрицi A та C мають вигляд (4.1)), тобто тодi i тiльки
тодi, коли виконуються умови (1.12) твердження 1.1.

Використовуючи властивостi матриць вiдображень (4.2),
ми доведемо, що умови (1.12) еквiвалентнi умовам (i)–(iii)
твердження 4.1.

Матриця A лiнiйного вiдображення fR(x) = Ax має такi
властивостi:

(i) вона має власнi числа

λA = a1 ± i
√
a2

2 + a2
3 + a2

4 (4.3)

кратностi 2;

(ii) |λA| = ∥a∥, де a = a1 + a2i+ a3j + a4k ∈ H;

(iii) дiйсна жорданова форма RA матрицi A має наступний
вигляд:




a1 −
√

a2
2+a2

3+a2
4 0 0√

a2
2+a2

3+a2
4 a1 0 0

0 0 a1 −
√

a2
2+a2

3+a2
4

0 0
√

a2
2+a2

3+a2
4 a1


 . (4.4)

(iv) A подiбна тiльки однiй матрицi Aα, α = 0, 01, 1, 1∞ з
умов (1.10). Бо A подiбна RA, яка має вигляд (4.4) i
рiвна лише однiй матрицi з цього перелiку;

(v) sizeA = sizeRA = 4, коли A – ненульова матриця;
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(vi) detA = detRA = (a2
1 + a2

2 + a2
3 + a2

4)
2 > 0, коли A –

ненульова матриця;

(vii) λA = 0 = a тодi i тiльки тодi, коли A – нульова матри-
ця.

Використовуючи властивостi (i)–(vii) матриць A та C лi-
нiйних вiдображень вiдображень (4.2), ми доведемо, що умо-
ви (1.12) твердження 1.1, тобто

A0 подiбна C0, A1 подiбна C1,
sizeA01 = sizeC01, det(A01C01) > 0,

sizeA1∞ = sizeC1∞, det(A1∞C1∞) > 0.
(4.5)

(матрицi A0, . . . , A1∞ та C0, . . . , C1∞ визначенi через A та B
в (1.10)) еквiвалентнi умовам (i)–(iii) твердження 4.1, тобто

(i) ∥a∥, ∥c∥ ∈ (0, 1) або
(ii) ∥a∥, ∥c∥ ∈ (1,∞), або
(iii) a1 = c1 та a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24.

Згiдно властивостi (iv), матриця A подiбна A0, або A01,
або A1, або A1∞, тобто власнi числа (4.3) задовольняють
умовам:

λA = 0, або |λA| ∈ (0, 1), або |λA| = 1, або |λA| ∈ (1,∞).

Згiдно властивостi (ii), цi умови можна виразити в термiнах
кватернiонiв, тобто вони еквiвалентнi

a = 0, або ∥a∥ ∈ (0, 1), або ∥a∥ = 1, або ∥a∥ ∈ (1,∞).

З технiчних причин ми розглянемо лише тi випадки для
власних чисел матриць A та C, коли лiнiйнi вiдображен-
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ня f, g : H → H, f(x) = ax та g(x) = cx, a, c ∈ H, топо-
логiчно спряженi та вiдповiднi дiйснi лiнiйнi вiдображення
fR, gR : R4 → R4, fR(x) = Ax та gR(x) = Cx, теж топологiчно
спряженi.

Випадок 1: λA = λC = 0. Умови (4.5) виконуються, бо згi-
дно властивостi (vii), A та C – нульовi матрицi. Умо-
ви (i)–(iii) твердження 4.1 теж виконуються, бо згiдно
властивостi (ii), a = c = 0. Тому умова

“A0 подiбна C0” еквiвалентна “a = c = 0”. (4.6)

Випадок 2: 0 < |λA| < 1 та 0 < |λB| < 1. Умови (4.5) вико-
нуються, бо згiдно властивостi (iv), A подiбна A01 та
C подiбна C01. За властивiстю (v), розмiри матриць
A01 та C01 спiвпадають, бо

sizeA01 = sizeC01 = 4.

За властивiстю (vi), виконуються умови detA =
detA01 > 0 та, аналогiчно, detC01 > 0, тобто визначни-
ки вiдповiдних матриць мають однаковi знаки, тобто
det(A01C01) > 0. Умови (i)–(iii) твердження 4.1 теж ви-
конуються, бо згiдно властивостi (ii), ∥a∥, ∥c∥ ∈ (0, 1).
Тобто умови

“ size(A01) = size(C01)
та det(A01C01) > 0”

еквiвалентнi ”∥a∥, ∥c∥ ∈ (0, 1)”
(4.7)

Випадок 3: |λA| = |λB| = 1. Згiдно властивостi (ii), для ква-
тернiонiв a та c виконується умова ∥a∥ = ∥c∥ = 1. У
цьому випадку, згiдно властивостi (iv), A подiбна A1
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та C подiбна C1. Доведемо, що при таких умовах ви-
конується наступне:

“A1 подiбна C1” еквiвалентна “a1 = c1”. (4.8)

Дiйснi матрицi A1 та C1 подiбнi тодi i тiльки тодi, ко-
ли рiвнi їхнi дiйснi жордановi форми, тобто RA = RC .
З вигляду матрицi (4.4) випливає, що з рiвностi дiй-
сних жорданових форм, отримаємо a1 = c1. Та навпа-
ки, якщо

∥a∥ = ∥c∥ = 1 та a1 = c1,

то виконується

a2
2 + a2

3 + a2
4 = c22 + c23 + c24,

i згiдно (4.4), отримаємо рiвнiсть вiдповiдних матриць
RA = RC i мiркування необхiдностi повторюємо в зво-
ротному порядку. Отже, (4.8) доведено.

Випадок 4: |λA| > 1 та |λB| > 1. Аналогiчно до випадку 2,
умови (4.5) виконуються, бо згiдно властивостi (iv),
A подiбна A1∞ та C подiбна C1∞. За властивiстю (v),
розмiри матриць A1∞ та C1∞ спiвпадають, бо

sizeA1∞ = sizeC1∞ = 4.

За властивiстю (vi), виконуються умови detA =
detA1∞ > 0 та, аналогiчно, detC1∞ > 0, тобто вико-
нується така умова:

det(A1∞C1∞) > 0.

Умови (i)–(iii) твердження 4.1 теж виконуються, бо згi-
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дно властивостi (ii), ∥a∥, ∥c∥ ∈ (1,∞). Тобто умови

“ size(A1∞) = size(C1∞)
та det(A1∞C1∞) > 0”

еквiвалентнi ”∥a∥, ∥c∥ ∈ (1,∞)”.
(4.9)

Iншi випадки на власнi числа матриць A та C розглядаю-
ться аналогiчно, але умови (1.12) та умови (i)–(iii) твердже-
ння 4.1 виконуватися не будуть.

Умови a = c = 0 з (4.6) та a1 = c1 при ∥a∥ = ∥c∥ = 1 з
(4.8) еквiвалентнi наступним:

a1 = c1 та a2
2 + a2

3 + a2
4 = c22 + c23 + c24, (4.10)

де ∥a∥ та ∥c∥ дорiвнюють 0 або 1.
Пiдсумовуючи (4.7), (4.9) та (4.10), отримаємо, що умови

(1.12) твердження 1.1 еквiвалентнi умовам (i)–(iii) твердже-
ння 4.1, що доводить iстиннiсть леми.

4.1.2 Топологiчна спряженiсть вiдобра-
жень x 7→ ax та x 7→ xa, a ∈ H.

Оскiльки H тiло, то вiдображення x 7→ ax та x 7→ xa на
H, a ∈ H, – це рiзнi вiдображення, топологiчну спряженiсть
яких доводить наступна лема.

Лема 4.2 ([4]). Лiнiйнi вiдображення f(x) = ax та f̃(x) =
xa на H, a ∈ H, топологiчно спряженi.

Доведення. Вiдображення f, f̃ : H→ H, f(x) = ax та f̃(x) =
xa, де a = a1 +a2i+a3j+a4k ∈ H, топологiчно спряженi тодi
i тiльки тодi, коли топологiчно спряженi вiдповiднi дiйснi
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лiнiйнi вiдображення fR, f̃R : R4 → R4,

fR(x) = Ax та f̃R(x) = Cx,

де A має вигляд (4.1), а матриця C рiвна



a1 −a2 −a3 −a4

a2 a1 a4 −a3

a3 −a4 a1 a2

a4 a3 −a2 a1


 . (4.11)

Дiйснi канонiчнi форми матриць A та C мають вигляд
(4.4) i є рiвними, тобто A та C подiбнi. Тому вiдображення
fR(x) = Ax та f̃R(x) = Cx лiнiйно спряженi, а отже й топо-
логiчно спряженi, а тому топологiчно спряженими є лiнiйнi
вiдображення f(x) = ax та f̃(x) = xa, a ∈ H.

4.1.3 Висновки

Нехай f(x) = ax, g(x) = cx, f̃(x) = xa, g̃(x) = xc – лiнiйнi
вiдображення на H, a, c ∈ H. Еквiвалентнiсть умов (i)–(iii)
твердження 4.1 та спряженостей

f
H∼ g ⇔ f̃

H∼ g̃ ⇔ f
H∼ g̃

випливає з наступних випадкiв:
(a) f(x) = ax та g(x) = cx, a, c ∈ H, топологiчно спряженi

тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови (i)–(iii) твердже-
ння 4.1. Доведено у лемi 4.1.

(b) f̃(x) = xa та g̃(x) = xc, a, c ∈ H, топологiчно спряже-
нi тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови (i)–(iii) твер-
дження 4.1.

Доведення. Аналогiчне до доведення леми 4.1. Оскiльки за-
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мiсть лiнiйних вiдображень вигляду x 7→ ax, a ∈ H, ми роз-
глядаємо x 7→ xa, a ∈ H, то у доведеннi замiсть матрицi (4.1)
треба розглядати матрицю вигляду (4.11). Оскiльки дiйснi
жордановi форми та властивостi цих матриць спiвпадають,
то iдея доведення буде такою ж.

(c) f(x) = ax та g̃(x) = xc, a, c ∈ H, топологiчно спряженi
тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови (i)–(iii) твердже-
ння 4.1.

Доведення. Згiдно леми 4.2, лiнiйнi вiдображення g̃(x) = xc
та g(x) = cx, c ∈ H, топологiчно спряженi; згiдно леми 4.1,
лiнiйнi вiдображення f(x) = ax та g(x) = cx, a, c ∈ H, топо-
логiчно спряженi тодi i тiльки тодi коли виконуються умови
(i)–(iii) твердження 4.1.

4.2 Геометрична iнтерпретацiя топо-
логiчно спряжених лiнiйних вi-
дображень на H

Як вже зазначалося у доведеннi леми 4.1, два довiльнi лi-
нiйнi вiдображення f та g на H топологiчно спряженi тодi
i тiльки тодi, коли топологiчно спряженi вiдповiднi лiнiй-
нi вiдображення fR(x) = Ax та gR(x) = Cx на R4 (матри-
цi A та C мають вигляд (4.1) або (4.11)). Оскiльки лiнiйна
спряженiсть вiдображень означає топологiчну спряженiсть,
то можемо вважати, що матрицi A та C, вiдповiдних лiнiй-
них вiдображень на R4, заданi своїми дiйсними жордано-
вими формами, тобто мають вигляд (4.4). Представимо цю
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матрицю у виглядi добутку двох вiдповiдних матриць:



a1 −
√

a2
2+a2

3+a2
4 0 0√

a2
2+a2

3+a2
4 a1 0 0

0 0 a1 −
√

a2
2+a2

3+a2
4

0 0
√

a2
2+a2

3+a2
4 a1


 =

=




∥a∥ 0 0 0
0 ∥a∥ 0 0
0 0 ∥a∥ 0
0 0 0 ∥a∥


×

×




a1

∥a∥ −
√

a2
2+a2

3+a2
4

∥a∥ 0 0√
a2
2+a2

3+a2
4

∥a∥
a1

∥a∥ 0 0

0 0 a1

∥a∥ −
√

a2
2+a2

3+a2
4

∥a∥

0 0

√
a2
2+a2

3+a2
4

∥a∥
a1

∥a∥



.

Для бiєктивних лiнiйних вiдображень f(x) = ax та
f̃(x) = xa, a ∈ H, на H введемо наступнi позначення:

r := ∥a∥, φ := arccos a1

∥a∥ при a ̸= 0,

r := 0, φ := 0 при a = 0.
(4.12)

де ∥a∥ – норма кватернiона a, що визначена в (1.17).
Використовуючи позначення (4.12), запишемо жордано-

ву матрицю A у наступному виглядi:



r 0 0 0
0 r 0 0
0 0 r 0
0 0 0 r







cosφ − sinφ 0 0
sinφ cosφ 0 0

0 0 cosφ − sinφ
0 0 sinφ cosφ


 .
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Тобто пiд дiєю лiнiйного вiдображення fR(x) = Ax про-
стiр R4 можна розкласти в пряму суму R4 = R2 ⊕ R2 fR-
iнварiантних 2-вимiрних пiдпросторiв. На кожному з додан-
кiв вiдображення fR обертає кожен вектор проти годинни-
кової стрiлки на кут φ (визначений в (4.12)), при цьому
розтягуючи або стискаючи його довжину в r разiв. Вико-
ристовуючи позначення (4.12), твердження 4.1 запишемо у
наступному виглядi.

Твердження 4.2 ([4]). Нехай f(x) = ax, g(x) = cx, f̃(x) =
xa, g̃(x) = xc – лiнiйнi вiдображення на H, де a = a1 + a2i+
a3j + a4k, c = c1 + c2i + c3j + c4k ∈ H; нехай r, φ та ρ, θ
визначенi для вiдображень f, f̃ та g, g̃, вiдповiдно, в (4.12).
Наступнi спряженостi:

f
H∼ g ⇔ f̃

H∼ g̃ ⇔ f
H∼ g̃

виконуються тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з
наступних умов:

(i) r, ρ ∈ (0, 1) або
(ii) r, ρ ∈ (1,∞), або
(iii) φ = θ, або φ = −θ.

Доведення. Згiдно (4.12), для бiєктивних вiдображень
f(x) = ax та f̃(x) = xa визначенi

r = ∥a∥, φ = arccos
a1

∥a∥ ,

а для бiєктивних вiдображень g(x) = cx та g̃(x) = xc визна-
ченi

ρ = ∥c∥, θ = arccos
c1
∥c∥ .
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Доведемо, що умови (i)–(iii) твердження 4.1 еквiвалентнi
умовам (i)–(iii) твердження 4.2. Оскiльки ∥a∥ = r та ∥c∥ =
ρ, то пункти (i) та (ii) тверджень 4.1 та 4.2 еквiвалентнi.
Очевидно, що при a = c = 0, згiдно (4.12), r = ρ = 0,
φ = θ = 0 i умови тверджень виконуються. Залишилось
розглянути випадок ∥a∥ = ∥c∥ = 1, де умови

a1 = c1, a2
2 + a2

3 + a2
4 = c22 + c23 + c24

з твердження 4.1 еквiвалентнi a1 = c1. Доведемо, що при
∥a∥ = ∥c∥ = 1 умова

“a1 = c1” еквiвалентна “φ = θ або φ = −θ ”, (4.13)

де φ = arccos a1, θ = arccos c1 визначенi вище. Необхiднiсть:
якщо a1 = c1, то виконуються наступнi рiвностi:

a1 = cos(arccos a1) = cos(arccos c1) = cos(± arccos c1),

бо cosx = cos(−x). Звiдки arccos a1 = ± arccos c1, тобто
φ = ±θ. Достатнiсть випливає з мiркувань необхiдностi, за-
стосованих у зворотному порядку.

4.3 Топологiчно спряженi афiннi
вiдображення на H

Ми вивчаємо афiннi вiдображення на H вигляду f(x) = ax+

b або f̃(x) = xa+ b, де a, b, x ∈ H.
Необхiднi та достатнi умови топологiчної спряженостi

афiнного вiдображення та вiдповiдного лiнiйного дає насту-
пна лема.
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Лема 4.3 ([4]). Афiнне вiдображення f(x) = ax + b (або
f̃(x) = xa+b) на H топологiчно спряжене зi своєю лiнiйною
частиною flin(x) = ax (або f̃lin(x) = xa, вiдповiдно) тодi i
тiльки тодi, коли f має нерухому точку.

Доведення. Аналогiчно до доведення леми 2.1.

Основним результатом цього пiдроздiлу є наступна тео-
рема.

Теорема 4.1 ([4]). Нехай f(x) = ax + b, g(x) = cx + d,
f̃(x) = xa + b, g̃(x) = xc + d – афiннi вiдображення на H,
a, b, c, d ∈ H. Наступнi спряженостi:

f
H∼ g ⇔ f̃

H∼ g̃ ⇔ f
H∼ g̃

виконуються тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з
наступних умов:

(i) ∥a∥, ∥c∥ ∈ (0, 1) або
(ii) ∥a∥, ∥c∥ ∈ (1,∞), або
(iii) a1 = c1 та a2

2 + a2
3 + a2

4 = c22 + c23 + c24, та якщо
a = c = 1, то b = d = 0 або b ̸= 0 та d ̸= 0,

де a = a1 + a2i+ a3j + a4k, c = c1 + c2i+ c3j + c4k ∈ H.

Доведення. Доведемо, що афiннi вiдображення f(x) = ax+b
та g(x) = cx+ d на H топологiчно спряженi тодi i тiльки то-
дi, коли виконуються умови (i)-(iii) теореми 4.1. Топологiчна
спряженiсть iнших афiнних вiдображень з теореми доводи-
ться аналогiчно.

Позначимо через

n(f) та n(g) – кiлькiсть нерухомих точок f та g. (4.14)
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Зауважимо, що довiльне афiнне вiдображення f або не має
нерухомих точок, або має тiльки одну нерухому точку, або є
тотожним вiдображенням, тобто n(f) дорiвнює 0, або 1, або
∞. Причому довiльне афiнне вiдображення f(x) = ax + b
на H не має нерухомих точок тодi i тiльки тодi, коли a = 1
та b ̸= 0; має тiльки одну нерухому точку тодi i тiльки тодi,
коли a ̸= 1; має багато нерухомих точок тодi i тiльки тодi,
коли a = 1 та b = 0.

Розглянемо можливi випадки.

Випадок 1: n(f) ̸= n(g). Вiдображення f та g не топологi-
чно спряженi, бо мають рiзну кiлькiсть нерухомих то-
чок. Доведемо, що умови (i)-(iii) теореми 4.1 також не
виконуються. Припустимо, що n(f) < n(g).

Якщо n(g) = ∞, то g – тотожне вiдображення (c = 1
та d = 0), а n(f) ∈ {0, 1}, тобто f(x) = x + b (a = 1 та
b ̸= 0) або f(x) = ax+ b (a ̸= 1).

Якщо n(g) < ∞. Тодi n(f) = 0 та n(g) = 1, тобто
f(x) = x + b (a = 1 та b ̸= 0) або f(x) = ax + b
(a ̸= 1). Очевидно, що в обох випадках умови (i)-(iii)
теореми 4.1 не виконуються.

Випадок 2: n(f) = n(g) = 0. Вiдображення f(x) = x + b та
g(x) = x+d (b ̸= 0 та d ̸= 0) топологiчно спряженi через
гомеоморфiзм h(x) = bd−1x. Умови (i)-(iii) теореми 4.1
теж виконуються, бо a = c = 1 та b ̸= 0, d ̸= 0.

Випадок 3: n(f) = n(g) = 1. Тобто для вiдображень f(x) =
ax + b та g(x) = cx + d виконується a ̸= 1 та c ̸= 1.
Згiдно леми 4.3, афiннi вiдображення f та g топологi-
чно спряженi з вiдповiдними лiнiйними вiдображення-
ми flin та glin. Використовуючи твердження 4.1, вiдоб-
раження flin та glin топологiчно спряженi тодi i тiльки
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тодi, коли виконуються умови (i)-(iii) теореми 4.1 (бо
a ̸= 1 та c ̸= 1).

Випадок 4: n(f) = n(g) > 1. Умови теореми виконуються,
бо f та g – тотожнi вiдображення i a = c = 1 та
b = d = 0.



Роздiл 5

Класифiкацiя
дробово-лiнiйних
перетворень на Ĉ з
точнiстю до топологiчної
спряженостi

Класифiкацiя дробово-лiнiйних перетворень з точнiстю до
спряженостi була дана у роботi [14], де, використовуючи го-
моморфiзм мiж множиною дробово-лiнiйних перетворень та
групою GL(2,C), був побудований iнварiант, в термiнах яко-
го було знайдено необхiднi та достатнi умови спряженостi
дробово-лiнiйних перетворень.

У цьому роздiлi буде дана класифiкацiя дробово-
лiнiйних перетворень з точнiстю до топологiчної спряжено-
стi. Використовуючи нерухомi точки дробово-лiнiйних пе-
ретворень, буде встановлено критерiй топологiчної спря-
женостi таких перетворень, а також дано геометричну iн-

109
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терпретацiю отриманого результату. Також будуть встанов-
ленi необхiднi та достатнi умови топологiчної спряженостi
дробово-лiнiйних перетворень в термiнах матриць з множи-
ни SL(2,C).

5.1 Введення

Дробово-лiнiйне перетворення

f(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc ̸= 0, a, b, c, d ∈ C. (5.1)

на розширеннiй комплекснiй площинi Ĉ = C ∪∞ також на-
зивають перетворенням Мебiуса (див. [14]), тому ми будемо
використовувати цей термiн також.

З пункту 1.5.3 вiдомо, що iснує взаємнооднозначна вiдпо-
вiднiсть мiж перетвореннями (5.1) та невиродженими ком-
плексними 2× 2 матрицями

[
a b
c d

]
,

якi визначенi з точнiстю до множення на ненульове компле-
ксне число. Зокрема, перетворення (5.1) може бути задане
матрицею

Mf :=
1√

ad− bc

[
a b
c d

]
∈ SL(2,C), (5.2)

яка визначена з точнiстю до множення на −1 та має визна-
чник рiвний 1.

Композицiї дробово-лiнiйних перетворень f та g вiдпо-
вiдає добуток їхнiх вiдповiдних матриць, тобто виконується
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наступна умова:
Mfg = MfMg. (5.3)

Слiд матрицi A позначатимемо trA.
Мебiусовi перетворення вивчалися у [14, роздiли 3 та 4].

Два мебiусових перетворення f та g називають

• спряженими, якщо g = h−1fh, для деякого мебiусово-
го перетворення h;

• топологiчно спряженими, якщо g = h−1fh, для де-
якого гомеоморфiзму h : Ĉ→ Ĉ.

Очевидно, що якщо два мебiусовi перетворення спряженi,
то вони топологiчно спряженi, бо кожне мебiусове перетво-
рення є гомеоморфiзмом.

Наступний критерiй спряженостi легко отримати з тео-
реми 1.3:

нетотожнi мебiусовi перетворення f та g
спряженi тодi i тiльки тодi, коли trMf =
± trMg.

Нехай мебiусовi перетворення f та g спряженi, тобто ви-
конується рiвнiсть g = h−1fh, для деякого мебiусового пе-
ретворення h : Ĉ → Ĉ. Тодi згiдно умови (5.3), для вiдпо-
вiдних матриць з множини SL(2,C) виконується наступне
спiввiдношення:

Mg = ±M−1
h MfMh (5.4)

i тому спряженi мебiусовi перетворення задаються подi-
бними матрицями (див. (1.3)), визначеними з точнiстю до
множення на −1. Невироджену матрицю Mh в рiвностi (5.4)
завжди можна вибрати такою, щоб Mg була жордановою
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формою матрицi Mf . Оскiльки матрицi Mf ,Mg ∈ SL(2,C),
тобто

detMf = detMg = 1,

то Mg має вигляд
[
λ 0
0 1/λ

]
, λ ̸= ±1, 0, (5.5)

або [
λ 1
0 λ

]
, λ = ±1. (5.6)

Очевидно, що матриця Mg визначена через мебiусове пере-
творення f з точнiстю до множення на −1 та з точнiстю
до перестановки дiагональних елементiв λ та 1/λ у першiй
матрицi. Таким чином, f спряжене з одним iз наступних
перетворень:

z 7→ λ2z, або z 7→ (1/λ2)z,
або z 7→ z + 1.

Тобто ми отримали наступнi канонiчнi форми мебiусового
перетворення для спряженостi [14, §4.3], їх властивостi було
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вивчено у пунктi 1.5.2:

Кожне мебiусове перетворення спряжене
з тiльки одним мебiусовим перетворенням
наступного вигляду:

mµ(z) = µz (µ ̸= 0, 1)

або
m1(z) = z + 1 (µ := 1),

де µ визначене з точнiстю до замiни на
1/µ.

(5.7)

5.2 Додатковi вiдомостi
Нагадаємо, що згiдно пiдроздiлу 2.4 (див. (2.10)) для до-
вiльної комплексної матрицi A iснує невироджена матриця
S така, що

S−1AS = A0 ⊕ A01 ⊕ A1 ⊕ A1∞

де всi власнi числа λ матрицi A0 (вiдповiдно, A01, A1 та A1∞)
задовольняють умову

λ = 0 (вiдповiдно, 0 < |λ| < 1, |λ| = 1 та |λ| > 1).

Для довiльної матрицi A = [aij], ми розглядатимемо ма-
трицю Ā = [āij], де āij – комплексно спряжене число до aij.

Наступна теорема складається з двох частин, де в части-
нi (i) сформульовано твердження 1.1, а частина (ii) доводи-
ться аналогiчно до твердження (ii) теореми 2.2(a).

Теорема 5.1. Нехай f(x) = Ax та g(x) = Bx – лiнiйнi вi-
дображення на V = Rm або Cm; нехай матрицi A0, . . . , A1∞
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та B0, . . . , B1∞ визначенi через A та B в умовi (2.10).

(i) Якщо V = Rm, де m ⩽ 5, то f та g топологiчно спря-
женi тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi
умови:

A0 подiбна B0, A1 подiбна B1

sizeA01 = sizeB01, det(A01B01) > 0
sizeA1∞ = sizeB1∞, det(A1∞B1∞) > 0.

(ii) Якщо V = Cm, де m ⩽ 2, то f та g топологiчно спря-
женi тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi
умови:

A0 подiбна B0, A1 ⊕ Ā1 подiбна B1 ⊕ B̄1,
sizeA01 = sizeB01, sizeA1∞ = sizeB1∞.

(5.8)

Наступний наслiдок буде використаний при доведеннi
наслiдку 5.2.

Наслiдок 5.1. Нехай f(x) = Ax та g(x) = Bx – нетото-
жнi лiнiйнi вiдображення на C2, матрицi A та B мають
визначники рiвнi 1 та подiбнi до дiагональних матриць.
Нехай λ та λ′ – власнi числа матриць A та B, вiдповiдно.
Вiдображення f та g топологiчно спряженi тодi i тiльки
тодi, коли виконуються одна з наступних умов:

|λ|, |λ′| ̸= 1, або λ = λ′, або λ = λ̄′.

Доведення. Лiнiйна спряженiсть вiдображень означає їхню
топологiчну спряженiсть, тому ми можемо припустити, що
матрицi лiнiйних вiдображень f(x) = Ax та g(x) = Bx зада-
нi своїми жордановими формами. Оскiльки ми розглядаємо
нетотожнi лiнiйнi вiдображення та за умовою матрицi A та
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B мають визначники рiвнi 1 та подiбнi до дiагональних ма-
триць, то отримаємо:

A =

[
λ 0
0 λ−1

]
, B =

[
λ′ 0
0 λ′−1

]
, λ, λ′ ̸= ±1, 0.

Для власних чисел цих матриць розглянемо наступнi мо-
жливi 4 випадки:
Випадок 1: |λ| ̸= 1 та |λ′| ̸= 1. Для матриць A та B, вико-

ристовуючи позначення (2.10), отримаємо

A01 ⊕ A1∞ = [λ]⊕ [λ−1],

B01 ⊕B1∞ = [λ′]⊕ [λ′−1].

Згiдно теореми 5.1(ii), лiнiйнi вiдображення f та g то-
пологiчно спряженi.

Випадок 2: |λ| = |λ′| = 1. Тодi матрицi A та B мають такий
вигляд:

A1 ⊕ Ā1 = [λ]⊕ [λ̄],

B1 ⊕ B̄1 = [λ′]⊕ [λ̄′].

Згiдно теореми 5.1(ii), лiнiйнi вiдображення f та g то-
пологiчно спряженi тодi i тiльки тодi, коли виконує-
ться одна з наступних умов:

λ = λ′ або λ = λ̄′.

Випадок 3: |λ| = 1 та |λ′| ̸= 1. Тодi матрицi A та B мають
такий вигляд:

A1 ⊕ Ā1 = [λ]⊕ [λ̄],

B01 ⊕B1∞ = [λ′]⊕ [λ′−1].
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Згiдно теореми 5.1(ii), лiнiйнi вiдображення f та g не
топологiчно спряженi.

Випадок 4: |λ| ̸= 1 та |λ′| = 1. Аналогiчно до попереднього
випадку лiнiйнi вiдображення f та g не топологiчно
спряженi.

Лема 5.1 ([10]). Нехай f(z) = az та g(z) = bz – мебiусо-
вi перетворення на Ĉ. Перетворення f та g топологiчно
спряженi тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з на-
ступних умов:

|a|, |b| ̸= 1, або a = b, або a = b̄. (5.9)

Доведення. ⇐=. Припустимо, що мебiусовi перетворення f
та g задовольняють умови (5.9).

Якщо для перетворень f та g виконується одна з насту-
пних умов:

|a|, |b| < 1, або |a|, |b| > 1, або a = b, або a = b̄, (5.10)

то згiдно теореми 5.1(ii) лiнiйнi вiдображення z 7→ az та
z 7→ bz на C топологiчно спряженi через деякий гомеомор-
фiзм η : C→ C, i тому мебiусовi перетворення f та g тополо-
гiчно спряженi через гомеоморфiзм h : Ĉ → Ĉ, визначений
наступним чином:

h(z) =:

{
η(z), якщо z ∈ C;
∞, якщо z =∞.

Якщо f та g не задовольняють (5.10) (але задовольняють
(5.9)), то для чисел виконується одна з наступних умов:

|a| < 1 та |b| > 1 або |a| > 1 та |b| < 1.
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Припустимо, що виконуються такi обмеження: |a| < 1 та
|b| > 1. Тодi |1/b| < 1 i згiдно (5.10), мебiусове перетворення
f топологiчно спряжене з g−1(z) = (1/b)z, яке топологiчно
спряжене з перетворенням g через гомеоморфiзм z 7→ 1/z

на Ĉ.
=⇒. Нехай мебiусовi перетворення f(z) = az та g(z) = bz

на Ĉ топологiчно спряженi; тобто iснує гомеоморфiзм h :
Ĉ→ Ĉ такий, що виконується рiвнiсть

hg(z) = fh(z), для всiх z ∈ Ĉ. (5.11)

Оскiльки гомеоморфiзм h вiдображає всi нерухомi точки
вiдображення g у всi нерухомi точки вiдображення f , а їхнi-
ми нерухомими точками є 0 та ∞, то можливi наступнi два
випадки.

Випадок 1: h(∞) =∞ та h(0) = 0. Згiдно рiвностi (5.11),
лiнiйнi вiдображення z 7→ az та z 7→ bz на C (якi є
обмеженнями мебiусових перетворень f та g на C) то-
пологiчно спряженi через гомеоморфiзм, який є обме-
женням гомеоморфiзму h на C, i тому з теореми 5.1(ii)
випливає, що виконується одна з наступних умов:

|a|, |b| < 1, або |a|, |b| > 1, (5.12)

або a = b, або a = b̄. (5.13)

Випадок 2: h(∞) = 0 та h(0) =∞. Мебiусовi перетворення
вигляду

f−1(z) = (1/a)z та g(z) = bz

топологiчно спряженi через гомеоморфiзм h1 := φh, де
φ(z) := 1/z, а h визначений в умовi (5.11). Оскiльки
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h1(∞) = ∞, то ми маємо (5.12)–(5.13), де a замiнено
на 1/a.

В обох цих випадках a та b задовольняють умови (5.9).

5.3 Основнi результати
Числа µ1 := µ та µ2 := 1/µ з перетворень (5.7) називають
мультиплiкаторами мебiусового перетворення f . Для не-
тотожнього перетворення f , що має нерухомi точки z1 та
z2, порахованi з урахуванням кратностi, вони можуть бути
порахованi як для довiльного рацiонального вiдображення
в пiдроздiлi 1.4, тобто наступним чином (див. [37, 38]):

µi :=

{
f ′(zi), якщо zi ̸=∞,
lim

zi→∞
1

f ′(zi)
, якщо zi =∞, i = 1, 2.

Основним результатом цього роздiлу є наступна теорема,
в якiй сформульовано 3 критерiї топологiчної спряженостi
для мебiусових перетворень; критерiй (iv) був опублiкова-
ний в [5].

Теорема 5.2 ([10]). Нехай f, g : Ĉ→ Ĉ – довiльнi нетото-
жнi мебiусовi перетворення; Mf та Mg – матрицi, визна-
ченi через f та g в (5.2), µ та ν – мультиплiкатори пере-
творень f та g, вiдповiдно. Наступнi чотири твердження
еквiвалентнi:

(i) f та g топологiчно спряженi;

(ii) trMf , trMg /∈ [−2; 2] або trMf = ± trMg (де [−2; 2]
– це множина всiх a ∈ R, що задовольняють умову
−2 ⩽ a ⩽ 2);
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(iii) нехай λ – власне число матрицi Mf та λ′ – власне чи-
сло матрицi Mg, тодi виконується одна з наступних
умов:

|λ|, |λ′| ̸= 1, або λ = ±λ′, або λ = ±λ̄′;

(iv) нехай µ – мультиплiкатор перетворення f та ν –
мультиплiкатор перетворення g, тодi виконується
одна з наступних умов:

|µ|, |ν| ̸= 1, або µ = ν, або µ = ν̄.

Доведення. Позначатимемо через f та g два нетотожнi ме-
бiусовi перетворення, через λ та λ′ – довiльнi власнi числа
матриць Mf та Mg, вiдповiдно, та аналогiчно до умов (4.14)
через

n(f) та n(g) – кiлькiсть нерухомих точок f та g. (5.14)

Зауважимо, що кожне нетотожне мебiусове перетворення
має 1 або 2 нерухомi точки.

(i)⇐⇒ (iv). Припустимо, що твердження (i) виконується,
тобто мебiусовi перетворення f та g топологiчно спряженi.
Оскiльки топологiчно спряженi вiдображення мають одна-
кову кiлькiсть нерухомих точок, то

n(f) = n(g).

За умовою теореми f та g – нетотожнi мебiусовi перетворе-
ння, тому можливi два наступних випадки.

Випадок 1: n(f) = n(g) = 1. Тодi перетворення f та g є па-
раболiчними та згiдно (5.7), вони спряженi з m1(z) =
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z + 1, мультиплiкатор якого рiвний 1, тобто твердже-
ння (iv) виконується.

Випадок 2: n(f) = n(g) = 2. Нехай µ, ν /∈ {0, 1} – мульти-
плiкатори f та g, вiдповiдно. Згiдно умов (5.7), ме-
бiусовi перетворення f та g спряженi з вiдповiдними
перетвореннями вигляду

mµ(z) = µz та mν(z) = νz,

якi мають нерухомi точки 0 та ∞. Використовуючи
лему 5.1 для вiдображень mµ та mν , отримаємо твер-
дження (iv).

Тобто ми довели (i) =⇒ (iv). Повторюючи цi мiркування в
зворотньому порядку, отримаємо (i)⇐= (iv).

(iii)⇐⇒ (iv). Згiдно умов (5.7) та (5.2), якщо µ – мульти-
плiкатор нетотожного мебiусового перетворення f , то в за-
лежностi вiд кiлькостi нерухомих точок, f спряжене з одним
з наступних вiдображень:

mµ(z) = µz (µ ̸= 0, 1)

або
m1(z) = z + 1 (µ = 1).

Оскiльки матрицi спряжених мебiусових перетворень подi-
бнi та визначенi з точнiстю до множення на −1, то матриця
Mf подiбна Mmµ , яка в залежностi вiд мебiусового перетво-
рення mµ, має один з наступних виглядiв:

Mmµ = ± 1√
µ

[
µ 0
0 1

]
= ±

[√
µ 0

0 1/
√
µ

]
(µ ̸= 0, 1) (5.15)
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або
Mmµ = ±

[
1 1
0 1

]
(µ = 1). (5.16)

Отже,
λ :=

√
µ або −√µ, (µ ̸= 0) (5.17)

– власне число матрицi Mf . Аналогiчно, якщо ν – мульти-
плiкатор мебiусового перетворення g, то

λ′ =
√
ν або −√ν, (ν ̸= 0)

– власне число матрицi Mg. Це доводить еквiвалентнiсть
тверджень (iii) та (iv).

(ii) ⇐⇒ (iii). Для доведення еквiвалентностi цих твер-
джень, доведемо спочатку наступне:

|λ| = 1 ⇐⇒ trMf = ± trMmµ ∈ [−2; 2], (5.18)

де матриця Mmµ має вигляд (5.15) або (5.16). Рiвнiсть
± trMf = trMmµ виконується, бо матрицi Mf та Mmµ подi-
бнi. Необхiднiсть в твердженнi (5.18) випливає з наступних
мiркувань: якщо |λ| = 1, то згiдно вигляду матриць (5.5) та
(5.6)

trMmµ = λ+ λ−1 = λ+ λ̄ ∈ [−2; 2].

Достатнiсть доведемо вiд супротивного. Якщо |λ| ̸= 1, то
виконується λ−1 ̸= λ̄ тодi, очевидно, що trMmµ = λ+ λ−1 /∈
[−2; 2]; тобто твердження (5.18) доведено.

Розглянемо три можливi випадки для власних чисел λ
та λ′ матриць Mf та Mg мебiусових перетворень f та g, вiд-
повiдно.

Випадок 1: |λ| ̸= 1 та |λ′| ̸= 1. Тодi твердження (iii) вико-
нується. Використовуючи критерiй (5.18), твердження
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(ii) теж виконується.

Випадок 2: |λ| = 1 та |λ′| ̸= 1, або |λ| ̸= 1 та |λ′| = 1. Тодi
твердження (ii) та (iii) одночасно не виконуються.

Випадок 3: |λ| = |λ′| = 1. Розглянемо вiдповiднi матрицi та
їхнi власнi числа: Mf подiбна Mmµ та Mg подiбна Mmν ,
тому умова trMf = ± trMg еквiвалентна trMmµ =
± trMmν , еквiвалентна λ + λ−1 = ±(λ′ + λ′−1), еквi-
валентна λ+ λ̄ = ±(λ′ + λ̄′), еквiвалентна λ = ±λ′ або
λ = ±λ̄′.

5.4 Канонiчнi форми для топологi-
чної спряженостi

Нагадаємо типи мебiусових перетворень, що були визначенi
у пунктi 1.5.2: в залежностi вiд вигляду канонiчної форми
(5.7) довiльне нетотожне мебiусове перетворення називають

• гiперболiчним, якщо воно спряжене з z 7→ µz, де 1 ̸=
µ ∈ R,

• локсодромiчним, якщо воно спряжене з z 7→ µz, де
µ /∈ R та |µ| ̸= 1,

• елiптичним, якщо воно спряжене з z 7→ µz, де |µ| = 1
та µ ̸= 1,

• параболiчним, якщо воно спряжене з z 7→ z + 1.

Використовуючи еквiвалентнiсть умов (i) та (iv) теоре-
ми 5.2, ми отримаємо наступне твердження, в якому випи-
сано канонiчну форму мебiусового перетворення для топо-
логiчної спряженостi.
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Твердження 5.1 ([10]). (a) Кожне гiперболiчне або локсо-
дромiчне мебiусове перетворення топологiчно спряжене з
z 7→ 2z.

(b) Кожне елiптичне мебiусове перетворення тополо-
гiчно спряжене тiльки з одним мебiусовим перетворенням
вигляду z 7→ µz, де |µ| = 1 та µ визначене з точнiстю до
замiни на його комплексно спряжене µ̄.

(c) Кожне параболiчне мебiусове перетворення тополо-
гiчно спряжене з z 7→ z + 1.

5.5 Мебiусовi перетворення та лiнiй-
нi вiдображення

Iснує взаємооднозначна вiдповiднiсть

мебiусовi пе-
ретворення на
Ĉ

←→
лiнiйнi вiдображення на
C2 з визначником рiвним
1, що визначенi з точнiстю
до множення на −1

визначена наступним чином: мебiусовому перетворенню f
вiдповiдає лiнiйне вiдображення x 7→ Mfx (x ∈ C2), що
визначене з точнiстю до множення на −1. Згiдно з насту-
пним наслiдком, ця вiдповiднiсть зберiгає топологiчну спря-
женiсть.

Твердження 5.2 ([10]). Нехай f, g : Ĉ → Ĉ довiльнi мебi-
усовi перетворення; матрицi Mf та Mg визначенi через f
та g в (5.2). Наступнi два твердження еквiвалентнi:

(i) f та g топологiчно спряженi;

(ii) лiнiйне вiдображення x 7→ Mfx на C2 топологiчно
спряжене з x 7→Mgx або x 7→ −Mgx.
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Доведення. Для довiльних мебiусових перетворень f та g, в
залежностi вiд кiлькостi нерухомих точок, розглянемо чо-
тири можливi випадки. При доведеннi будемо використову-
вати позначення (5.14).

Випадок 1: n(f) ̸= n(g). Тобто мебiусовi перетворення f та
g мають рiзну кiлькiсть нерухомих точок, тому f та g
не топологiчно спряженi, отже, умова (i) даного твер-
дження не виконується. Доведемо, що твердження (ii)
також не виконується. Припустимо, що виконується
умова

n(f) < n(g).

Якщо n(g) = ∞, то n(f) ∈ {1, 2}, тобто g – тотожне
вiдображення, а f – нетотожне вiдображення, тому ви-
конуються наступнi умови:

Mg = ±I та Mf ̸= ±I,

де I – одинична 2× 2 матриця. Згiдно теореми 2.2(ii),
вiдповiднi лiнiйнi вiдображення на C2 з такими матри-
цями не топологiчно спряженi, тобто твердження (ii)
не виконується.

Якщо n(g) <∞, то n(f) = 1 та n(g) = 2. Тобто мебiу-
сове перетворення f має одну нерухому точку, а g – двi
нерухомi точки. Згiдно (5.7) та (5.17), перетворення f
спряжене з m1(z) = z + 1, а g спряжене з mµ(z) = λ2z,
де µ – мультиплiкатор мебiусового перетворення g, а
λ – власне число вiдповiдної матрицi Mg. Тому лiнiйнi
вiдображення

x 7→Mfx, x 7→Mgx (5.19)

на C2 спряженi з вiдповiдними вiдображеннями вигля-
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ду
x 7→ ±Mm1x, x 7→ ±Mmµx,

де матрицi

Mm1 =

[
1 1
0 1

]
, Mmµ =

[
λ 0
0 λ−1

]
, λ ̸= 0, 1.

Покажемо, що такi лiнiйнi вiдображення мають рiзну
кiлькiсть нерухомих точок. Вектор [0, 0]T – єдина не-
рухома точка вiдображення x 7→ Mmµx. Всi вектори
вигляду [a, 0]T , a ∈ C – нерухомi точки вiдображення
x 7→ Mm1x. Оскiльки вiдображення, якi мають рiзну
кiлькiсть нерухомих точок, не є топологiчно спряже-
ними, тому лiнiйнi вiдображення (5.19) не топологiчно
спряженi, тобто твердження (ii) не виконується.

Випадок 2: n(f) = n(g) = 1. Тобто f та g мають по однiй не-
рухомiй точцi. Тому згiдно умов (5.7), перетворення
f та g спряженi з вiдображенням z 7→ z + 1. Згiдно
умов (5.6), вiдповiднi матрицi Mf та Mg з множини
SL(2,C) подiбнi однiй з наступних матриць:

[
1 1
0 1

]
або

[
−1 1
0 −1

]
.

Тобто Mf подiбна Mg або −Mg. Тому вiдображення
x 7→ Mfx лiнiйно спряжене з одним з таких вiдобра-
жень:

x 7→Mgx або x 7→ −Mgx.

Оскiльки лiнiйна спряженiсть означає топологiчну
спряженiсть, то лiнiйнi вiдображення x 7→ Mfx та
x 7→ ±Mgx топологiчно спряженi.
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Випадок 3: n(f) = n(g) = 2. Тобто мебiусовi перетворення f
та g мають по двi нерухомi точки. Згiдно умов (5.7) та
(5.17), перетворення f спряжене з z 7→ λ2z, а перетво-
рення g спряжене з z 7→ λ′2z, де λ та λ′ – власнi числа
матриць Mf та Mg, вiдповiдно. Жордановi нормальнi
форми матриць Mf та Mg – це матрицi ±Jf та ±Jg,
вiдповiдно, якi мають наступний вигляд:

Jf :=

[
λ 0
0 λ−1

]
, λ /∈ {0,±1}

та
Jg :=

[
λ′ 0

0 λ′−1

]
, λ′ /∈ {0,±1}.

Згiдно теореми 5.2(iii), перетворення f та g топологi-
чно спряженi тодi i тiльки тодi, коли виконується одна
з наступних умов:

|λ|, |λ′| ̸= 1, або λ = ±λ′, або λ = ±λ̄′,

тобто, тодi i тiльки тодi, коли (див. наслiдок 5.1) лi-
нiйнi вiдображення x 7→ Jfx та x 7→ ±Jgx топологiчно
спряженi, тобто тодi i тiльки тодi, коли лiнiйнi вiдобра-
ження x 7→Mfx та x 7→ ±Mgx топологiчно спряженi.

Випадок 4: n(f) = n(g) > 2. Твердження (i) та (ii) викону-
ються, бо f та g – тотожнi вiдображення i для вiдпо-
вiдних матрицьMf таMg виконується наступна умова:

Mf = ±Mg = ±I,

де I – одинична 2× 2 матриця.



Роздiл 6

Класифiкацiя ланцюгiв
лiнiйних вiдображень з
точнiстю до топологiчного
iзоморфiзму

6.1 Введення та основнi результати

Ланцюгом лiнiйних вiдображень називають систему лiнiй-
них вiдображень A1, . . . , At−1 вигляду

A : U1
A1 U2

A2 U3
A3 · · · At−1

Ut, (6.1)

де кожна лiнiя – це стрiлка −→ або ←−. У цьому роздiлi
ми вважатимемо, що всi U1, . . . , Ut – унiтарнi (або евклiдовi)
простори. Основнi результати цього роздiлу опублiковано в
[41].

127
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Будемо казати, що система бiєкцiй

φ := {φi : Ui → Vi}ti=1

перетворює ланцюг A з (6.1) в ланцюг

B : V1
B1

V2
B2

V3
B3 · · · Bt−1

Vt (6.2)

з однаковою орiєнтацiєю стрiлок (ми будемо позначати φ :
A ∼−→ B), якщо всi квадрати в наступнiй дiаграмi:

U1
A1

φ1

��

U2
A2

φ2

��

U3
A3

φ3

��

· · · At−2
Ut−1

At−1

φt−1

��

Ut

φt

��
V1

B1
V2

B2
V3

B3 · · · Bt−2
Vt−1

Bt−1
Vt

комутативнi; тобто

Biφi = φi+1Ai, якщо Ai : Ui → Ui+1

φiAi = Biφi+1, якщо Ai : Ui ← Ui+1.

Означення 6.1. Перетворення φ : A ∼−→ B називають

(i) iзометрiєю, якщо кожне φi : Ui → Vi – лiнiйна бiєкцiя,
що зберiгає скалярний добуток; тобто кожне φi – унi-
тарне вiдображення (або ортогональне вiдображення,
якщо всi простори евклiдовi);

(ii) лiнiйним iзоморфiзмом, якщо кожне φi : Ui → Vi – лi-
нiйна бiєкцiя (в цьому визначеннi ми забуваємо, що Ui

та Vi – метричнi простори та розглядаємо їх як лiнiйнi
простори);

(iii) топологiчним iзоморфiзмом, якщо кожне φi : Ui →
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Vi – гомеоморфiзм (в цьому визначеннi ми забуваємо,
що Ui та Vi – лiнiйнi простори та розглядаємо їх як
метричнi простори).

Очевидно, що кожна лiнiйна бiєкцiя унiтарних (або
евклiдових) просторiв є гомеоморфiзмом, тому

перетворення φ : A ∼−→ B – iзометрiя
=⇒ φ – лiнiйний iзоморфiзм

=⇒ φ – топологiчний iзоморфiзм.

Основним результатом цього роздiлу є наступна теорема,
яку ми доведемо у пiдроздiлi 6.4.

Теорема 6.1 ([41]). Два ланцюги лiнiйних вiдображень на
унiтарних (або евклiдових) просторах топологiчно iзомор-
фнi тодi i тiльки тодi, коли вони лiнiйно iзоморфнi.

6.2 Iзометрiя ланцюгiв
У цьому пiдроздiлi ми розглядаємо ланцюги лiнiйних вiд-
ображень, що мають вигляд (6.1), на унiтарних просторах.
Досить природною є задача класифiкацiї таких ланцюгiв з
точнiстю до iзометрiї.

На жаль, проблему класифiкацiї ланцюгiв лiнiйних вi-
дображень з точнiстю до iзометрiї можна вважати без-
надiйною задачею навiть для випадку t = 3 (а отже, i для
кожного t ⩾ 3). Бо дана задача мiстить задачу класифiкацiї
довiльної системи лiнiйних вiдображень на унiтарних про-
сторах, яка задана орiєнтовним графом, вершинами яко-
го є унiтарнi простори, а стрiлками – лiнiйнi вiдображення
(тобто унiтарним представленням сагайдака; див. [44]). Це
твердження було коротко доведено у [44, пiдроздiл 2.3]; для
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зручностi читача ми детальнiше доведемо наступну бiльш
слабку теорему.

Теорема 6.2 ([41]). Проблема класифiкацiї ланцюгiв лiнiй-
них вiдображень вигляду

U1
A1−→ U2

A2←− U3, (6.3)

де U1, U2, U3 – унiтарнi простори, з точнiстю до iзоме-
трiї мiстить проблему класифiкацiї лiнiйних операторiв
на унiтарних просторах з точнiстю до унiтарної подiбно-
стi.

Доведення. Будемо казати, що матрицi X та Y унiтарно
подiбнi, якщо iснує унiтарна матриця S (тобто S−1 = S∗,
де S∗ = (S)T – ермiтово-спряжена матриця до матрицi S)
така, що

S−1XS = Y.

Розглянемо два ланцюги лiнiйних вiдображень
наступного вигляду:

U1
A1−→ U2

A2←− U3 та V1
B1−→ V2

B2←− V3, (6.4)

що заданi в деякому ортогональному базисi парою матриць
(M,NX) та (M,NY ), де

M :=



I 0 0
0 2I 0
0 0 3I




та

NX :=



I 0
I I
I X


 , NY :=



I 0
I I
I Y
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та кожен блок в цих матрицях M , NX та NY має розмiр
m×m.

Достатньо довести наступне твердження:

ланцюги (6.4) iзоморфнi тодi i тiльки тодi,
коли матрицi X та Y унiтарно подiбнi. (6.5)

Дiйсно, припустимо, що ми знаємо множину канонiчних пар
матриць для ланцюгiв (6.3). Ми розглянемо тi з них, якi зво-
дяться до вигляду (M,NX) та зведемо їх до цього вигляду.
Згiдно твердження (6.5), отриманi блоки X утворюють мно-
жину канонiчних матриць для унiтарної подiбностi.

Доведемо (6.5).
“=⇒” Нехай ланцюги (6.4) iзометричнi; тобто iснують

унiтарнi матрицi S1, S2, S3 такi, що виконуються наступнi
умови:

S−1
2 MS1 = M, S−1

2 NXS3 = NY . (6.6)

Згiдно першої рiвностi в (6.6),

S∗1 M∗S2 = M∗, MM∗S2 = MS1M
∗ = S2MM∗.

Тобто

MM∗ = Im ⊕ 4Im ⊕ 9Im, S2 = C1 ⊕ C2 ⊕ C3,

для деяких m×m матриць C1, C2 та C3.
Згiдно другої рiвностi в умовах (6.6), для матриць S2

та NX виконується рiвнiсть S2NY = NXS3. Прирiвнюючи
вiдповiднi горизонтальнi смуги, ми отримаємо такi спiввiд-
ношення для матриць:

[
C1 0

]
=

[
I 0

]
S3,[

C2 C2

]
=

[
I I

]
S3,[

C3 C3Y
]

=
[
I X

]
S3.

(6.7)
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Нехай матриця S3 = [Rij]
2
i,j=1. Перша рiвнiсть в умовах (6.7)

означає, що
R11 = C1 та R12 = 0.

Оскiльки S3 унiтарна матриця, то R21 = 0 i тому викону-
ється умова S3 = C1 ⊕ R22. Друга рiвнiсть в (6.7) означає
рiвнiсть наступних матриць:

C1 = C2 = R22.

Згiдно третьої рiвностi в (6.7), ми отримаємо такi спiввiдно-
шення:

C3 = C2 = R22 та C3Y = XC3.

З останньої рiвностi випливає, що матрицi X та Y унiтарно
подiбнi.

“⇐=” Навпаки, якщо матрицi X та Y унiтарно подiбнi,
тобто виконується рiвнiсть

C−1XC = Y

для деякої унiтарної матрицi C, то умови (6.6) виконується
для матриць

S1 = S2 = C ⊕ C ⊕ C та S3 = C ⊕ C

i тому ланцюги (6.4) iзометричнi.
Твердження (6.5) доведено.

Зауваження 6.1. Якщо t = 2, то класифiкацiя ланцюгiв лi-
нiйних вiдображень (6.1) з точнiстю до iзометрiї добре вiдо-
ма: iснує ортогональний базис в U1 та U2, в якому матриця
вiдображення A1 : U1 → U2 має дiагональний вигляд:

diag(a1, . . . ar)⊕ 0,
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де a1 ⩾ . . . ⩾ ar > 0 – дiйснi числа, однозначно визначенi
через A1.

6.3 Лiнiйний iзоморфiзм ланцюгiв

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо ланцюги лiнiйних вiдоб-
ражень

A : U1
A1

U2
A2

U3
A3 · · · At−1

Ut (6.8)

на векторних просторах (без скалярного добутку) над до-
вiльним полем F. В теоремi 6.3 ми нагадаємо вiдому класи-
фiкацiю таких ланцюгiв з точнiстю до лiнiйного iзоморфi-
зму (див. означення 6.1(ii)). Потiм ми зафiксуємо деякi пiд-
простори в U1, . . . , Ut та в теоремi 6.4 доведемо, що множи-
на розмiрностей цих пiдпросторiв – це повна система iнва-
рiантiв для ланцюгiв лiнiйних вiдображень з точнiстю до
лiнiйного iзоморфiзму. У пiдроздiлi 6.4 ми доведемо, що ця
множина є також повною системою iнварiантiв для ланцю-
гiв лiнiйних вiдображень з точнiстю до лiнiйного iзомор-
фiзму, тобто доведемо теорему 6.1.

6.3.1 Класифiкацiя ланцюгiв з точнiстю до
лiнiйного iзоморфiзму

Напрямки
Ui → Ui+1 або Ui ← Ui+1

усiх лiнiйних вiдображень Ai в ланцюзi (6.8) можуть бути
заданi наступним орiєнтованим графом (сагайдаком):

G : 1
α1 2

α2 3
α3 · · · αt−1

t (6.9)
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де кожна стрiлка αi має такий самий напрям як i лiнiй-
не вiдображення Ai. (Таким чином, кожен ланцюг лiнiйних
вiдображень вигляду (6.8) визначає представлення сагайда-
ка (6.9) та лiнiйний iзоморфiзм ланцюгiв означає iзоморфiзм
вiдповiдних представлень; див., наприклад, [28].) Надалi ми
писатимемо

A(k) := Uk, k = 1, . . . , t. (6.10)

Прямою сумою ланцюгiв A з (6.8) та

B : V1
B1

V2
B2

V3
B3 · · · Bt−1

Vt

що мають однаковий орiєнтований граф (6.9) називають на-
ступний ланцюг:

A⊕B : U1⊕V1
A1⊕B1

U2⊕V2
A2⊕B2 · · · At−1⊕Bt−1

Ut⊕Vt.

Для кожної пари цiлих чисел (i, j) таких, що задоволь-
няють умову

1 ⩽ i ⩽ j ⩽ t,

ми визначимо ланцюг Lij наступним чином:

Lij : 0 · · · 0 F
1

F
1 · · · 1

F 0 · · · 0,

де “1” – одинична бiєкцiя, простори F, . . . ,F розмiщенi в вер-
шинах i, i+1, . . . , j сагайдака (6.9) (поле F розглядається як
одновимiрний векторний простiр).

Наступна теорема добре вiдома спецiалiстам з теорiї
представлень сагайдакiв; Gabriel [27] класифiкував пред-
ставлення, що мають вигляд (6.9), та всiх iнших сагайдакiв,
якi мають скiнченну кiлькiсть неiзоморфних нерозкладних
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представлень.

Теорема 6.3. Кожен ланцюг лiнiйних вiдображень A лi-
нiйно iзоморфний прямiй сумi ланцюгiв вигляду Lij. Ця
пряма сума однозначно визначається через A з точнiстю
до перестановки доданкiв.

Алгоритм побудови канонiчної форми ланцюга лiнiйних
вiдображень над полем C, що був одержаний в [45, роздiл
4], використовує тiльки перетворення унiтарної еквiвален-
тностi матриць, тобто перетворення вигляду

M 7→ S1MS2,

де матрицi S1 та S2 унiтарнi.

Оскiльки лiнiйний iзоморфiзм означає топологiчний iзо-
морфiзм, то має мiсце наступний наслiдок.

Наслiдок 6.1. Кожен ланцюг лiнiйних вiдображень A на
унiтарних (або евклiдових) просторах топологiчно iзомор-
фний прямiй сумi ланцюгiв вигляду Lij. Ця пряма сума
однозначно визначається через A з точнiстю до переста-
новки доданкiв.

Нехай A – довiльний ланцюг лiнiйних вiдображень, що
має вигляд (6.8). У кожному його просторi Ui, i = 1, . . . , t,
ми визначимо набори пiдпросторiв, що мають наступний ви-
гляд:

0 = Ui0 ⊂ Ui1 ⊂ Ui2 ⊂ · · · ⊂ Uii = Ui, (6.11)

за допомогою iндукцiї:

• 0 = U10 ⊂ U11 = U1;
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• якщо набiр пiдпросторiв (6.11) побудований для i < t,
то визначимо

(Ui+1,1, . . . , Ui+1,i)

:=





(AiUi1, . . . , AiUii), якщо Ai : Ui → Ui+1,

(KerAi, A
−1
i Ui1, . . . , A

−1
i Ui,i−1),

якщо Ai : Ui ← Ui+1.

(6.12)

(через A−1
i Uij ми позначаємо прообраз пiдпростору

Uij).

6.3.2 Приклад

Кожен ланцюг лiнiйних вiдображень, що має наступний ви-
гляд:

A : U1
A1−→ U2

A2←− U3 (6.13)

задається вiдповiдною парою матриць (M1,M2) в деякому
базисi просторiв U1, U2, U3. Змiнюючи базис, ми можемо пе-
ретворювати цю пару матриць, використовуючи наступне
правило:

(M1,M2) 7→ (S−1
2 M1S1, S

−1
2 M2S3), (6.14)

де S1, S2, S3 – невиродженi матрицi. Зручно задавати таку
пару матриць (M1,M2) блочною матрицею, що має насту-
пний вигляд:

[M1|M2],

бо рядки матриць M1 та M2 змiнюються множенням на одну
i ту ж матрицю S−1

2 . Згiдно умови (6.14), ми можемо змiню-
вати блочну матрицю [M1|M2], використовуючи елементарнi
перетворення над рядками (однаковi елементарнi перетво-
рення над рядками матрицi M1 та рядками матрицi M2), та
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використовуючи елементарнi перетворення над стовпчика-
ми (окремо для кожної з матриць M1 та M2).

Використовуючи елементарнi перетворення над рядками
та стовпчиками, кожна блочна матриця [M1|M2] може бути
зведена до наступного канонiчного вигляду:

N1 N2 =

0 Ip
0 Ir
0 0

0
0

0 0
0
0

Iq
0

(6.15)

наступним чином (див. [45, роздiл 4]). Спочатку, використо-
вуючи елементарнi перетворення над рядками i стовпчика-
ми, ми зводимо матрицю M1 до наступного блочного вигля-
ду:

0 I
0 0

(6.16)

та отриману матрицю позначимо через [N1|M ′
2]. Розбиття

матрицi N1 на двi горизонтальнi смуги ми продовжимо на
M ′

2 та, використовуючи елементарнi перетворення над ряд-
ками та стовпчиками, ми зведемо другу горизонтальну сму-
гу матрицi M ′

2 до вигляду (6.16):

0 Ip M11 M12

0 0
0
0

Iq
0

Ми зробимо матрицю M12 нульовою, використовуючи дода-
вання лiнiйної комбiнацiї рядкiв матрицi Iq. Потiм, викори-
стовуючи елементарнi перетворення, ми зведемо матрицю
M11 до вигляду (6.16); цi перетворення можуть "зiпсувати"
матрицю Ip, але ми вiдновимо її, використовуючи елемен-
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тарнi перетворення над стовпчиками. В результатi, ми отри-
маємо блочну матрицю, яка має вигляд (6.15).

Розглянемо приклад, в якому ланцюг лiнiйних вiдобра-
жень (6.13) заданий наступною канонiчною блочною матри-
цею:

e1 e2 e3 e4 e5 g1 g2 g3 g4 g5

f1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
f2 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
f3 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
f4 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
f5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
f6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

що має вигляд (6.15) в деяких базисах {ei}5i=1, {fi}6i=1 та
{gi}5i=1 просторiв U1, U2 та U3, вiдповiдно. Тодi, згiдно кано-
нiчного вигляду блочної матрицi, ланцюг A – це пряма сума
9 ланцюгiв, що визначаються дiєю вiдображень на базисних
векторах наступним чином:

e1
� // 0 0�oo

e2
� // 0 0�oo

0 � // 0 g1
�oo

e3
� // f1 g2

�oo

e4
� // f2 g3

�oo

e5
� // f3 0�oo

0 � // f4 g4
�oo

0 � // f5 g5
�oo

0 � // f6 0�oo
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Зауважимо, що для спрощення позначень ми пишемо

0 � // fi замiсть 0 � // 0 .

Таким чином, ланцюг лiнiйних вiдображень A лiнiйно
iзоморфний прямiй сумi

L11 ⊕ L11 ⊕ L33 ⊕ L13 ⊕ L13 ⊕ L12 ⊕ L23 ⊕ L23 ⊕ L22.

Тобто пiдпростори Uij, що визначенi в умовах (6.11) та
(6.12), мають наступний вигляд:

U10 = 0, U11 = U1;

U20 = 0, U21 = ⟨f1, f2, f3⟩, U22 = U2;

U30 = 0, U31 = ⟨g1⟩, U32 = ⟨g1, g2, g3⟩, U33 = U3;

(через ⟨x, y, . . . , z⟩ позначаємо пiдпростiр, породжений
x, y, . . . , z).

Зауважимо, що

U32 = U31 ⊕ ⟨g2⟩ ⊕ ⟨g3⟩, (6.17)

де ⟨g2⟩ та ⟨g3⟩ – векторнi простори ланцюгiв, що заданi та-
ким чином:

e3
� // f1 g2

�oo та e4
� // f2 g3

�oo

6.3.3 Система iнварiантiв

Теорема 6.4. Кожен ланцюг лiнiйних вiдображень A пов-
нiстю визначається з точнiстю до лiнiйного iзоморфiзму
множиною чисел

{nij}1⩽j⩽i⩽t, де nij := dimUij (6.18)
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де пiдпростори Uij визначенi в умовi (6.12).

Доведення. Згiдно теореми 6.3, ланцюг лiнiйних вiдобра-
жень A має наступний канонiчний розклад:

A :=
s⊕

ℓ=1

Aℓ, Aℓ ≃ Lpℓqℓ
, (6.19)

де всi доданки визначенi з точнiстю до лiнiйних iзоморфi-
змiв i перенумерацiї. Таким чином, ланцюг лiнiйних вiдобра-
женьA визначається сiм’єю пар {(pℓ, qℓ)}sℓ=1 з точнiстю до
лiнiйного iзоморфiзму та ця сiм’я визначена черезA з точнi-
стю до перенумерацiї (тобто {(pℓ, qℓ)}sℓ=1 – невпорядкована
множина, в якiй елементи можуть повторюватися).

З технiчних причин ми доведемо наступне твердження,
яке є бiльш сильнiшим нiж умови теореми:

(i) числа {nij}1⩽j⩽i⩽t однозначно визначає сiм’я пар
{(pℓ, qℓ)}sℓ=1 з точнiстю до перенумерацiї,

(ii) iснують iндекси ℓ(i, j) ∈ {1, . . . , s} такi, що кожен про-
стiр Ut1, . . . , Utt визначений в умовi (6.11) можна роз-
класти в пряму суму

Uti = Ut,i−1 ⊕Aℓ(i,1)(t)⊕ · · · ⊕ Aℓ(i,ri)(t) (6.20)

(див. (6.10); ми вважатимемо, що ri := 0, якщо Ut,i−1 =
Uti).1

(iii) у всiх ланцюгiв Aℓ(i,1), . . . ,Aℓ(i,ri) перший ненульовий
простiр розташований в тому ж самому мiсцi, тобто

1Прикладом такого розкладу є (6.17), де t = 3, i = ri = 2,
Aℓ(2,1)(3) = ⟨g2⟩ та Aℓ(2,2)(3) = ⟨g3⟩,
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виконується

pℓ(i,1) = · · · = pℓ(i,ri) =: ai,

(iv) ai ̸= aj, якщо i ̸= j.

Для доведення цього твердження ми використаємо
iндукцiю по t. Iндукцiйна база є тривiальною: умови (i)–
(iv) цього твердження виконуються для ланцюгiв з двома
векторними просторами; тобто для

U1
A1−→ U2 та U1

A1←− U2.

Припустимо, що умови (i)–(iv) виконуються для ланцю-
гiв з t− 1 векторними просторами, зокрема, для обмеження
ланцюга лiнiйних вiдображень A на першi t − 1 простори,
тобто для ланцюга

A′ : U1
A1

U2
A2

U3
A3 · · · At−2

Ut−1.

Ми можемо припустити, що доданки в умовi (6.19) зануме-
рованi так, що

max(p1, . . . , ps′) < t = ps′+1 = · · · = ps. (6.21)

Канонiчний розклад ланцюга A′ може бути отриманий з
(6.19) наступним чином:

A′ :=
s′⊕

ν=1

A′
ν , A′

ν ≃ Lpνq′
ν

q′
ν := min(t− 1, qν),

де s′ визначене в умовi (6.21) та кожний ланцюг A′
ν – це
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обмеження ланцюга Aν на першi t− 1 векторнi простори.
Згiдно iндукцiйної гiпотези,

• числа {nij}1⩽j⩽i⩽t−1 однозначно визначає сiм’я пар
{(pν , q

′
ν)}s

′
ν=1 з точнiстю до перенумерацiї,

• iснують iндекси ν(i, j) ∈ {1, . . . , s′} такi, що кожен з
просторiв

Ut−1,1, . . . , Ut−1,t−1

розкладається в пряму суму

Ut−1,i = Ut−1,i−1 ⊕A′
ν(i,1)(t− 1)⊕ . . .

⊕A′
ν(i,r′

i)
(t− 1)

= Ut−1,i−1 ⊕Aν(i,1)(t− 1)⊕ . . .
⊕Aν(i,r′

i)
(t− 1),

(6.22)

• pν(i,1) = · · · = pν(i,r′
i)

=: bi,

• bi ̸= bj, якщо i ̸= j.

Ми припустимо, що доданки в прямiй сумi (6.19) зану-
мерованi так, що виконуються наступнi умови:

Aν(i,1)(t) ̸= 0, . . . , Aν(i,ki)(t) ̸= 0,
Aν(i,ki+1)(t) = · · · = Aν(i,r′

i)
(t) = 0.

(6.23)

Доведемо умови (i)–(iv). Розглянемо два можливi випад-
ки, якi вiдрiзняються напрямком останньої стрiлки в орiєн-
тованому графi (6.9).

Випадок 1: αt−1 : (t− 1) −→ t. Згiдно (6.12), пiдпростори
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будуть такими:

Ut1 = At−1Ut−1,1,

...
Ut,t−1 = At−1Ut−1,t−1,

Utt = Ut.

Згiдно умов (6.22), (6.23) та (6.21), ми отримаємо бажаний
розклад (6.20) простiру Uti:

Uti =

{
Ut,i−1 ⊕Aν(i,1)(t)⊕ · · · ⊕ Aν(i,ki)(t), якщо i < t,

Ut,t−1 ⊕As′+1(t)⊕ · · · ⊕ As(t), якщо i = t.

Випадок 2: αt−1 : (t− 1)←− t. Згiдно (6.12), пiдпростори
будуть такими:

Ut1 = KerAt−1,

Ut2 = A−1
t−1Ut−1,1,

...
Utt = A−1

t−1Ut−1,t−1 = Ut.

Згiдно (6.21), (6.22) та (6.23), ми отримаємо бажаний роз-
клад (6.20) простору Uti:

Uti =





As′+1(t)⊕ · · · ⊕ As(t), якщо i = 1,
Ut,i−1 ⊕Aν(i−1,1)(t)⊕ . . .

⊕Aν(i−1,ki−1)(t), якщо i > 1.

В обох випадках сiм’я пар {(pν , qν)}sν=1 (яка визначе-
на з точнiстю до перенумерацiї) може бути отримана з
{(pν , q

′
ν)}s

′
ν=1 замiною ki пар (ai, t − 1) парами (ai, t) для ко-
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жного i = 1, . . . , t − 1 та приєднанням kt := s − s′ пар (t, t).
Це доводить твердження (i), бо k1, . . . , kt виражаються через
nij наступним чином:

ki = dimUti − dimUt,i−1 = nti − nt,i−1,

де i = 1, . . . , t (ми вважаємо, що nt0 := 0).
Твердження (ii)–(iv) випливають з iндукцiйної гiпотези

i вже розглянутих випадкiв 1 та 2.

6.4 Топологiчний iзоморфiзм ланцю-
гiв

У цьому пiдроздiлi ми доведемо теорему 6.1.
Нехай φ : A ∼−→ B – топологiчний iзоморфiзм ланцюгiв

лiнiйних вiдображень (6.1) та (6.2). Згiдно теореми 6.4 до-
статньо довести, що їхнi множини (6.18) спiвпадають; тобто

dimUij = dimVij, для всiх i, j,

де Uij – векторнi пiдпростори Ui, що були побудованi в умо-
вi (6.12), та Vij – векторнi пiдпростори Vi, що аналогiчно
будуються для ланцюга B. Згiдно означення 6.1(iii), тополо-
гiчний iзоморфiзм φ : A ∼−→ B складається з гомеоморфiзмiв

φi : Ui → Vi.

Достатньо показати, що кожен гомеоморфiзм φi вiдображає
Uij на Vij, бо тодi кожний пiдпроcтiр Uij є гомеоморфним
Vij, а згiдно [34], всi гомеоморфнi векторнi простори мають
однакову розмiрнiсть. Тобто достатньо довести наступну ле-
му.
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Лема 6.1. Якщо φ : A ∼−→ B – топологiчний iзоморфiзм
ланцюгiв лiнiйних вiдображень (6.1) та (6.2), то

φiUij = Vij, (6.24)

для всiх i = 1, . . . , t та j = 1, . . . , i.

Доведення. Для доведення леми використаємо метод мате-
матичної iндукцiї.

• Умова (6.24) виконується для i = 1, бо φ1 : U1 → V1 –
бiєкцiя.

• Припустимо, що умова(6.24) виконується для i = k (та
для всiх j = 1, . . . , k).

• Доведемо, що умова (6.24) виконується для i = k + 1.
Достатньо довести, що виконується наступне вкладен-
ня:

φk+1Uk+1,j ⊂ Vk+1,j, (6.25)

для всiх j = 1, . . . , k+1, бо тодi ми зможемо використа-
ти умову (6.25) для iзоморфiзму φ−1 : B ∼−→ A замiсть
φ, та отримаємо, що виконується

φ−1
k+1Vk+1,j ⊂ Uk+1,j

для всiх j = 1, . . . , k + 1, тобто

φk+1Uk+1,j ⊃ Vk+1,j.

У випадку вiдображення Ak : Uk → Uk+1 вкладення
(6.25) виконується, бо якщо y ∈ Uk+1,j та x ∈ A−1

k y ⊂



146 Роздiл 6. Ланцюги лiнiйних вiдображень

Ukj, то мають мiсце наступнi дiаграми:

Ukj
Ak

on
//

φk biect
��

Uk+1,j

φk+1

��

x � //
_

��

y
_

��
Vkj

Bk // Vk+1 φkx
� // Bkφkx

Тому
φk+1y = Bkφkx ∈ BkVkj = Vk+1,j.

У випадку вiдображення Ak : Uk ← Uk+1 вкладення
(6.25) виконується, бо якщо y ∈ Uk+1,j, то мають мiсце
наступнi комутативнi дiаграми:

Ukj

φk

��

Uk+1,j
Akoo

φk+1

��

Aky_

��

y
_

��

�oo

Vk Vk+1
Bkoo φkAky φk+1y

�oo

Тому φkAky ∈ Vkj i виконується φk+1y ∈ Vk+1,j.
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Перелiк умовних позначень

Rn n-вимiрний простiр дiйсних чисел
Cn n-вимiрний простiр комплексних чисел
Ĉ розширена комплексна площина
H тiло кватернiонiв
RA дiйсна жорданова форма матрицi A
Rk(λ) дiйсний жордановий блок розмiру k × k,

що вiдповiдає власному числу λ
JA жорданова форма матрицi A
Jk(λ) жордановий блок розмiру k × k, що

вiдповiдає власному числу λ
GL(n,F) сукупнiсть невироджених n× n матриць,

заданих над F
SL(n,F) сукупнiсть n× n матриць, заданих над F,

визначник яких рiвний 1
Wα(f) f -iнварiантний векторний пiдпростiр Rn

fα обмеження вiдображення f на пiдпростiр Wα(f)
dim(fα) розмiрнiсть Wα(f)
o(f) знак визначника матрицi, що вiдповiдає

бiєктивному лiнiйному вiдображенню f
A0 матриця, у якої всi власнi числа дорiвнюють 0

151



152 Позначення

A01 матриця, у якої модулi всiх власних чисел
належать промiжку (0; 1)

A1 матриця, у якої модулi всiх власних чисел
дорiвнюють 1

A1∞ матриця, у якої модулi всiх власних чисел
належать промiжку (1;∞)

A∗ невироджена матриця
A∗ ермiтово-спряжена матриця до матрицi A
A матриця утворена замiною елементiв матрицi A

на комплексно спряженi
AR матриця утворена замiною елементiв матрицi A

на вiдповiднi дiйснi жордановi 2× 2 блоки
(A, b) афiнне вiдображення x 7→ Ax+ b

f
F∼ g вiдображення f та g топологiчно спряженi над F

f ∼ g вiдображення f та g бiрегулярно спряженi
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