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Про класифiкацiю унiтрикутних
зображень скiнченних груп

У цiй статтi ми розглядаємо задачу про опис зображень скiнченних
груп унiтрикутними матрицями над полем.

В этой статье мы рассматриваем задачу об описании представлений
конечных групп унитреугольными матрицами над полем.

In this paper we consider the problem of classifying representations of finite
groups by unitriangular matrices over a field.

Групу верхнiх унiтрикутних матриць розмiру n× n над
поле k будемо позначати через UTUTUTn(k). унiтрикутне зоб-
раження групи G над полем k — це гомоморфiзм

S : G→ UTUTUTn(k),

де n — деяке натуральне число. Два унiтрикутнi зобра-
ження S та S ′ назвемо унiтрикутно еквiвалентними, якщо
iснує унiтрикутна матрицяM , така, що S(g) = MS ′(g)M−1

для довiльного елементу g ∈ G. Якщо характеристика по-
ля k дiлить порядок групи G, то унiтрикутне зображення
назвемо модулярним.

Прямою сумою унiтрикутних зображень S та S ′ групи
G назвемо зображення T , таке, що T (g) = S(g)⊕S ′(g) для
довiльного елементу g ∈ G. унiтрикутне зображення T на-
звемо (унiтрикутно) розкладним, якщо воно унiтрикутно

c© В.В.Бондаренко, 2006



8 В.В.Бондаренко

еквiвалентне прямiй сумi двох унiтрикутних зображень, i
нерозкладним в iншому разi.

У цiй статтi ми вказуємо повну класифiкацiю модуляр-
них унiтрикутних зображень циклiчної групи другого по-
рядку. Окрiм того, ми покажемо, що задача про опис унi-
трикутних зображень бiльшостi скiнченних груп мiстить в
собi задачу про унiтрикутну подiбнiсть пари матриць (по-
дiбнiсть за допомогою унiтрикутних матриць). Такi групи
ми називаємо унiтрикутно дикими.

1. Модулярнi унiтрикутнi зображення циклiчної
групи другого порядку. У цьому параграфi ми опишемо
модулярнi унiтрикутнi зображення циклiчної групи друго-
го порядку.

Через k позначаємо довiльне поле характеристики 2 i
покладемо k∗ = k \ 0. E(n) буде позначати одиничну мат-
рицю розмiру n × n, а Iij(n) — матрицю розмiру n × n, в
якiй на мiсцi (i, j) стоїть одиничний елемент, а на рештi
мiсць стоять нульовi елементи. Часто замiсть E(n) будемо
писати просто E.

Для натуральних чисел p i q, таких, що p ≥ q, покладемо
[p, q] = {p, p + 1, . . . , q}, [p, q]2 = [p, q]× [p, q] та позначимо
через [p, q]2< пiдмножину всiх елементiв (i, j) iз [p, q]2, та-
ких, що i < j.

Нехай P — пiдмножина в [1, n]2<. Елемент

x = (i, j) ∈ [1, n]2<

назвемо P -iзольованим, якщо для довiльного елемента

y = (p, q) ∈ P

, y 6= x, множина {i, j} ∩ {p, q} порожня. Позначимо через
In сукупнiсть всiх пiдмножин P ⊂ [1, n]2<, P 6= ∅, таких,
що кожний елемент x ∈ P є P -iзольованим.



Про класифiкацiю унiтрикутних зображень... 9

Прямою сумою X
∐
Y множин X ∈ In i Y ∈ Im на-

звемо наступну множину Z ∈ In+m: Z = X ∪ Y (n), де
Y (n) = {(i+n, j+n) | (i, j) ∈ Y }. Множину X ∈ In назвемо
розкладною, якщо вона є прямою сумою деяких множин
X ′ ∈ Ip i X ′′ ∈ Iq, де p, q— натуральнi числа. В iншому разi
множину X назвемо нерозкладною. Очевидно, що X ∈ In
є розкладною тодi i лише тодi, коли iснує 1 ≤ r < n, таке,
що (p, q) /∈ X для будь-яких p > r i q ≤ r.

Множину всiх пар (X, λ), де X ∈ In i λ — вiдображення
iз X в k∗, будемо позначати через Pn; замiсть λ((i, j)) буде-
мо писати λ(i, j). Для (X, λ) ∈ Pn i (Y, γ) ∈ Pm покладемо

(X, λ)
∐

(Y, γ) = (X
∐

Y, λ ◦ γ),

де
[λ ◦ γ](i, j) = λ(i, j)

для (i, j) ∈ X i

[λ ◦ γ](i+ n, j + n) = γ(i, j)

для (i+ n, j + n) ∈ Y (n).
Спiвставимо кожнiй парi (X, λ) ∈ Pn матрицю

M(X, λ) ∈ UTUTUTn(k)

наступним чином:

M(X, λ) = E(n) +
∑

(i,j)∈X

λ(i, j)Iij(n).

Легко бачити, що (M(X, λ))2 = E(n).
Модулярне унiтрикутне зображення K циклiчної групи

другого порядку G = {a | a2 = 1}, таке, що

K(a) = M(X, λ),

позначимо через K(X,λ). Зауважимо, що

K(X1,λ1) ⊕K(X2,λ2) = K(X1
∐
X2,λ1◦λ2).
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Модулярнi унiтрикутнi зображення циклiчної групи дру-
гого порядку описуються (з точнiстю до унiтрикутної еквi-
валентностi) наступною теоремою.

Теорема 1. 1) Будь-яке модулярне унiтрикутне зоб-
раження циклiчної групи другого порядку унiтрикутно
еквiвалентне зображенню виду K(X,λ).

2) Зображення K(X,λ) i K(X′,λ′) не є унiтрикутно еквi-
валентними, якщо (X, λ) 6= (X ′, λ′).

3) Зображення K(X,λ) нерозкладне тодi i лише тодi, ко-
ли нерозкладною є множина X.

Твердження 1) i 2) теореми 1 безпосередньо випливають
iз основного результату статтi [2], в якiй описано повну
систему представникiв класiв спряжених елементiв групи
UTUTUTn(k), що складаються iз елементiв порядку 2.

Переходимо до твердження 3).
Якщо множина X розкладна, то, очевидно, що зобра-

ження K(X,λ) є розкладним. Покажемо, що зображення
K(X,λ) нерозкладне, якщо нерозкладним є множина X. До-
пустимо, що це не так. Тодi K(X,λ) унiтрикутно еквiва-
лентне прямiй сумi (унiтрикутних) зображень T1 i T2. Згiд-
но твердження 1) теореми T1 = K(X1,λ1) i T2 = K(X2,λ2) для
деяких X1, X2, λ1, λ2. Значить

T1 ⊕ T2 = K(X1,λ1) ⊕K(X2,λ2) = K(X1
∐
X2,λ1◦λ2).

А це протирiчить твердженню 2) теореми, тому що згiдно
викладеного K(X,λ) унiтрикутно еквiвалентне

K(X1
∐
X2,λ1◦λ2)

i при цьому

X 6= X1

∐
X2

(бо X нерозкладне). Теорема 1 доведена.
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2. Означення унiтрикутно диких груп. У цьому па-
раграфi матрицi розглядаються над довiльним полем.

Доведемо спочатку наступне твердження (яке для скiн-
ченного поля розглянуто в [1]).

Твердження 1. Задача про приведення однiєї (навiть
унiтрикутної) матрицi над полем за допомогою унiтри-
кутних подiбних перетворень мiстить в собi задачу про
приведення пари матриць за допомогою (однакових) унi-
трикутних подiбних перетворень.

Доведення. Наше доведення незалежне вiд доведення в
[1].

Розглянемо матрицi вигляду

X(A1, A2) =




E E 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 E 0 0 0 0 0
0 0 E 0 E 0 0 0 0
0 0 0 E 0 0 E A1 0
0 0 0 0 E 0 E A2 0
0 0 0 0 0 E E E 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E E
0 0 0 0 0 0 0 0 E




,

де A1, A2 — довiльнi матрицi (всi клiтини мають однаковий
розмiр).

Розглядаючи рiвнiсть X(A1, A2)C = CX(B1, B2), де C
— унiтрикутна матриця з невизначеними коефiцiєнтами,
покажемо, що X(A1, A2) i X(B1, B2) унiтрикутно подiб-
нi тодi i лише тодi, коли унiтрикутно подiбними є пари
(A1, A2) i (B1, B2). При цьому клiтини матриць X(A1, A2) i
X(B1, B2) можна вважати однакового розмiру, iнакше во-
ни не можуть бути подiбними як матрицi рiзного розмiру.
Розiб’ємо матрицю C на блоки у вiдповiдностi з розбиттям
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матриць X(A1, A2) та X(B1, B2):

C =




C11 C12 C13 C14 C15 C16 C17 C18 C19

0 C22 C23 C24 C25 C26 C27 C28 C29

0 0 C33 C34 C35 C36 C37 C38 C39

0 0 0 C44 C45 C46 C47 C48 C49

0 0 0 0 C55 C56 C57 C58 C59

0 0 0 0 0 C66 C67 C68 C69

0 0 0 0 0 0 C77 C78 C79

0 0 0 0 0 0 0 C88 C89

0 0 0 0 0 0 0 0 C99




,

де C11, . . . , C99 — унiтрикутнi матрицi; перемноживши по-
блоково матрицi, якi стоять в лiвiй i правiй частинах рiвно-
стi X(A1, A2)C = CX(B1, B2), та прирiвнявши вiдповiднi
матрицi, отримаємо наступну систему лiнiйних матричних
рiвнянь вiдносно ненульових клiтин матрицi C (тотожнi
рiвняння ми не вказуємо):

C22 = C11,(1)

C23 = 0,(2)

C24 = C12,(3)

C25 = C13,(4)

C26 = 0,(5)

C27 = C14 + C15 + C16,(6)

C28 = C14B1 + C15B2 + C16,(7)

C29 = C18,(8)

C44 = C22,(9)

C45 = C23,(10)

C46 = 0,(11)
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C47 = C24 + C25 + C26,(12)

C48 = C24B1 + C25B2 + C26,(13)

C49 = C28,(14)

C55 = C33,(15)

C56 = 0,(16)

C57 = C34 + C35 + C36,(17)

C58 = C34B1 + C35B2 + C36,(18)

C59 = C38,(19)

C77 = C44 + C45 + C46,(20)

C78 + A1C88 = C44B1 + C45B2 + C46,(21)

C79 + A1C89 = C48,(22)

C77 = C55 + C56,(23)

C78 + A2C88 = C55B2 + C56,(24)

C79 + A2C89 = C58,(25)

C77 = C66,(26)

C78 + C88 = C66,(27)

C79 + C89 = C68,(28)

0 = C78,(29)

C99 = C88.(30)

Проаналiзуємо цю систему. Iз рiвнянь (1), (9), (15), (20),
(10), (2), (11), (23), (16), (26), (30), (27), (29) випливає,
що C11 = C22 = C33 = C44 = C55 = C66 = C77 = C88 =
C99, а iз рiвнянь (21), (29), (10), (2), (11), (24), (16) — що
A1C88 = C44B1 i A2C88 = C55B2; значить A1C88 = C88B1 i
A2C88 = C88B2 або (C88)

−1A1C88 = B1 i (C88)
−1A2C88 = B2

(зауважимо, що матриця C88 унiтрикутна).
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Отже, якщо матрицi X(A1, A2) i X(B1, B2) унiтрикутно
подiбнi, тобто має мiсце рiвнiсть X(A1, A2)C = CX(B1, B2)
для деякої унiтрикутної матрицi C, то матрицi A i B є
унiтрикутно подiбними.

Навпаки, якщо матрицi A i B є унiтрикутно подiбними,
тобто AX = XB для деякої унiтрикутної матрицi X, то
X(A1, A2)C = CX(B1, B2) для блоково-дiагональної мат-
рицi C iз дiагональними блоками Cii = X, а значить мат-
рицi X(A1, A2) та X(B1, B2) унiтрикутно подiбнi.

Твердження 1 доведено.
Зауважимо, що виходячи iз твердження 1 легко показа-

ти, що задача про приведення однiєї унiтрикутної матрицi
над полем за допомогою унiтрикутних подiбних перетво-
рень мiстить в собi аналогiчну задачу не лише для пари
матриць, а i для m > 2 матриць.

Усе вищесказане є мотивом для наступного означення.
Групу G назвемо унiтрикутно дикою над полем k, якщо

задача про опис (iз точнiстю до унiтрикутної еквiвалент-
ностi) її унiтрикутних зображень мiстить в собi задачу про
опис квадратних матриць над k з точнiстю до унiтрикут-
них подiбних перетворень.

3. Теореми про унiтрикутно дикi скiнченнi групи.
Розглянемо спочатку випадок модулярних зображень p-
груп.

У цьому параграфi ми доведемо наступну теорему.

Теорема 2. Будь-яка скiнченна p-група G порядку n > 2
є унiтрикутно дикою над полем k характеристики p.

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, коли G є цик-
лiчною групою порядку n = ps > 3; у цьому випадку ви-
конана одна iз таких умов:

а) p = 2 i n = 2s, де s ≥ 2,



Про класифiкацiю унiтрикутних зображень... 15

б) p = 3 i n = 3s, де s ≥ 2,
в) p > 3 i n = ps, де s ≥ 1.
Твiрний елемент групи G позначимо через a.
Позначимо через TA, де A — довiльна квадратна мат-

риця над полем k, унiтрикутне зображення групи G, таке,
що

TA(a) = X1(A) =




E E 0 0 0 0
0 E 0 E A 0
0 0 E E E 0
0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 E E
0 0 0 0 0 E



.

Матриця X(A) задає зображення групи G, оскiльки

X1(A)n = [(X1(A)− E) + E]n

= [(X1(A)− E) + E]p
s

=

= (X1(A)− E)p
s

+ Eps

=

= 0 + E = E,

(вiдмiтимо, що (X1(A) − E)p
s

= 0, бо (X1(A) − E)4 = 0 i
ps > 3).

Покажемо, що зображення TA та TB групи G унiтри-
кутно еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли матрицi A i B
унiтрикутно подiбнi (це й буде означати, що G є унiтри-
кутно дикою над полем k). Для цього треба показати, що
матрицi X1(A) та X1(B) унiтрикутно подiбнi тодi i лише
тодi, коли унiтрикутно подiбними є матрицi A та B. При
цьому можна вважати, матрицi X1(A) та X1(B) мають од-
наковий розмiр (iнакше вони не можуть бути подiбними
як матрицi рiзного розмiру).
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Розглянемо рiвнiсть X1(A)C = CX1(B), де C — унiтри-
кутна матриця з невизначеними коефiцiєнтами. Розiб’ємо
матрицю C на блоки у вiдповiдностi з розбиттям матриць
X1(A) та X1(B):

C =




C11 C12 C13 C14 C15 C16

0 C22 C23 C24 C25 C26

0 0 C33 C34 C35 C36

0 0 0 C44 C45 C46

0 0 0 0 C55 C56

0 0 0 0 0 C66



,

де C11, . . . , C66 — унiтрикутнi матрицi; перемноживши по-
блоково матрицi, якi стоять в лiвiй та правiй частинах
рiвностi X1(A)C = CX1(B), та прирiвнявши вiдповiднi
матрицi, отримаємо наступну систему лiнiйних матричних
рiвнянь вiдносно ненульових клiтин матрицi C (тотожнi
рiвняння ми не вказуємо):

C22 = C11,(31)

C23 = 0,(32)

C24 = C12 + C13,(33)

C25 = C12B + C13,(34)

C26 = C15,(35)

C44 = C22 + C23,(36)

C45 + AC55 = C22B + C23,(37)

C46 + AC56 = C25,(38)

C44 = C33,(39)

C45 + C55 = C33,(40)

C46 + C56 = C35,(41)
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0 = C45,(42)

C66 = C55.(43)

Проаналiзуємо цю систему. З рiвнянь (31), (32), (36), (39),
(40), (42), (43) випливає, що

C11 = C22 = C33 = C44 = C55 = C66,

а з рiвнянь (32), (37), (42) — що

AC55 = C22B.

Тому AC22 = C22B або (C22)
−1AC22 = B (зауважимо, що

матриця C22 унiтрикутна). I тому якщо матрицi X1(A)
та X1(B) унiтрикутно подiбнi, тобто має мiсце рiвнiсть
X1(A)C = CX1(B) для деякої унiтрикутної матрицi C, то
матрицi A та B є унiтрикутно подiбними.

Навпаки, якщо матрицi A та B є унiтрикутно подiбними,
тобто AX = XB для деякої унiтрикутної матрицi X, то
X1(A)C = CX1(B) для блоково-дiагональної матрицi C iз
дiагональними блоками Cii = X, а значить матрицi X1(A)
та X1(B) — унiтрикутно подiбнi.

Отже, ми довели, що циклiчна група порядку n = ps > 3
є унiтрикутно дикою.

Розглянемо тепер випадок, коли G — циклiчна група по-
рядку 3: G = {a | a3 = 1} (тодi, нагадаємо, характеристика
поля дорiвнює 3). Позначимо через TA, де A — довiль-
на квадратна матриця (над k), унiтрикутне зображення
групи G наступного вигляду:
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TA(a) =




E E 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 E 0 0 0
0 0 E 0 E A 0 0
0 0 0 E E E E 0
0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 E E
0 0 0 0 0 0 0 E




(всi клiтини мають однаковий розмiр).
Розглядаючи рiвнiсть TA(a)C = CTB(a), де C — унiтри-

кутна матриця з невизначеними коефiцiєнтами, покажемо,
що TA(a) та TA(b) унiтрикутно подiбнi тодi i лише тодi, ко-
ли унiтрикутно подiбними є матрицi A та B (можна вважа-
ти, що клiтини матриць TA(a) та TB(a) мають однаковий
розмiр, iнакше вони не можуть бути подiбними як матри-
цi рiзного розмiру). Розiб’ємо матрицю C на блоки Cij у
вiдповiдностi iз розбиттям матриць TA(a) та TB(a):

C =




C11 C12 C13 C14 C15 C16 C17 C18

0 C22 C23 C24 C25 C26 C27 C28

0 0 C33 C34 C35 C36 C37 C38

0 0 0 C44 C45 C46 C47 C48

0 0 0 0 C55 C56 C57 C58

0 0 0 0 0 C66 C67 C68

0 0 0 0 0 0 C77 C78

0 0 0 0 0 0 0 C88




.
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Перемноживши поблоково матрицi, якi стоять в лiвiй та
правiй частинах рiвностi TA(a)C = CTB(a), та прирiвняв-
ши вiдповiднi матрицi, отримаємо наступну систему лiнiй-
них матричних рiвнянь вiдносно ненульових клiтин матри-
цi C (тотожнi рiвняння ми не вказуємо):

C22 = C11,(44)

C23 = 0,(45)

C24 = 0,(46)

C25 = C12 + C13 + C14,(47)

C26 = C13B + C14,(48)

C27 = C14,(49)

C28 = C17,(50)

C55 = C22 + C23 + C24,(51)

C56 = C23B + C24,(52)

C57 = C24,(53)

C58 = C27,(54)

C55 = C33 + C34,(55)

C56 + AC66 = C33B + C34,(56)

C57 + AC67 = C34,(57)

C58 + AC68 = C37,(58)

C55 = C44,(59)

C56 + C66 = C44,(60)

C57 + C67 + C77 = C44,(61)

C58 + C68 + C78 = C47,(62)

0 = C57,(63)

0 = C67,(64)

C88 = C77.(65)
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Проаналiзуємо цю систему.
З рiвнянь (44), (45), (46), (51), (52), (55), (57), (59), (60),

(61), (63), (64), (65) випливає, що

C11 = C22 = C33 = C44 = C55 = C66 = C77 = C88,

а з рiвнянь (45), (46), (52), (56), (57), (63), (64) — що

AC66 = C33B.

Тому AC33 = C33B або (C33)
−1AC33 = B (зауважимо, що

матриця C33 унiтрикутна). Таким чином, якщо матрицi
TA(a) та TB(a) — унiтрикутно подiбнi, тобто має мiсце рiв-
нiсть TA(a)C = CTB(a) для деякої унiтрикутної матрицi
C, то матрицi A та B є унiтрикутно подiбними.

Навпаки, якщо матрицi A та B є унiтрикутно подiбними,
тобто AX = XB для деякої унiтрикутної матрицi X, то

TA(a)C = CTB(a)

для блоково-дiагональної матрицi C з дiагональними бло-
ками Cii = X, а значить матрицi TA(a) i TB(a) — унiтри-
кутно подiбнi.

Отже, ми довели, що зображення TA та TB унiтрикутно
еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли унiтрикутно подiбними
є матрицi A та B. А значить група G унiтрикутно дика.

Таким чином, теорема 2 має мiсце, якщо група G цик-
лiчна.

Нехай, нарештi, група G нециклiчна. Оскiльки в цьому
випадку фактор-група по комутанту H = G/G′ не може
бути циклiчною групою, то H (а значить i G) має фактор-
групу H0, що є прямим добутком двох циклiчних пiдгруп
порядку p. Звiдси випливає, що для p > 2 група G має
циклiчну фактор-групу порядку p, а значить (згiдно вже
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доведеного) є унiтрикутно дикою. Таким чином, щоб за-
вершити доведення теореми, залишилося розглянути ви-
падок, коли група G є прямим добутком двох циклiчних
пiдгруп порядку 2:

G = {a, b | a2 = 1, b2 = 1, ab = ba}.

Покладемо

TA(a) =

(
E E
0 E

)
, TA(b) =

(
E A
0 E

)
.

Легко бачити, що два такi зображення TA та TB унiтри-
кутно еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли матрицi A та B
унiтрикутно подiбнi. Отже G — унiтрикутно дика.

Теорему 2 доведено.
Розглянемо тепер випадок довiльних скiнченних груп.
Для скiнченної групи G та цiлого числа m ≥ 0 по-

значимо через G(n) нормальний дiльник G, породжений
елементами, порядки яких взаємно простi з n (зокрема,
G(0) = G). Очевидно, що коли число n просте, то фактор-
група G/G(n) є n-групою.

Твердження 2. Нехай G — скiнченна група i k — поле
характеристики p ≥ 0. Тодi будь-яке унiтрикутне зобра-
ження T : G → UTUTUTn(k) iндукується зображенням фак-
тор-групи G/G(p) (тобто T = φS, де S — унiтрикутне
зображення G/G(p) i φ : G → G/G(p) — проекцiя G на
G/G(p)).

Твердження випливає iз того, що якщо Am = E для
унiтрикутної матрицi A i до того ж m взаємно просте з p,
то A = E.

Безпосередньо з теореми 2 та твердження 2 (з урахуван-
ням того факту, що G/G(p) — p-група) випливає наступна
теорема.
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Теорема 3. Нехай G — скiнченна група i k — поле ха-
рактеристики p > 0. Тодi

a) якщо p 6= 2 i [G : G(p)] > 1, то група G унiтрикутно
дика;

b) якщо p = 2 i [G : G(p)] > 2, то група G унiтрикутно
дика.

Зауважимо, що якщо G = G(p) (зокрема, коли p вза-
ємно просте з порядком групи), то унiтрикутнi зображен-
ня групи G вичерпуються одиничними зображеннями (це
випливає iз твердження 2); якщо ж p = 2 i [G : G(p)] = 2,
то унiтрикутнi зображення групи G описує теорема 2 ра-
зом iз твердженням 2.
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О бесконечности типа бесконечных
полугрупп, порождённых
идемпотентами с частичным
нулевым умножением

У статтi вивчається зв’язок мiж нескiнченнiстю (зображувального) ти-
пу та нескiнченнiстю порядка для одного природного класу напiвгруп,
породжених iдемпотентами.

В статье изучается связь между бесконечностью (представленческо-
го) типа и бесконечностью порядка для одного естественного класса
полугрупп, порождённых идемпотентами.

In this paper we study a connection between infiniteness of (representation)
type and infiniteness of order for a natural class of semigroups generated
by idempotents.

Введение
В теории конечномерных представлений объект иссле-

дования называют объектом конечного (представленчес-
кого) типа, если он имеет, с точностью до изоморфизма,

c© В.М.Бондаренко, Е.Н. Тертичная, 2006
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конечное число (конечномерных) неразложимых представ-
лений; в противном случае его называют объектом беско-
нечного типа. Описание объектов конечного и бесконечно-
го типов является одной из основных задач любой теории
конечномерных представлений (в частности, представле-
ний групп [1], колчанов [2], частично упорядоченных мно-
жеств [3, 4] и т.д.). Если говорить о представлениях групп,
то полностью описаны лишь конечные группы конечного
типа, а (конечномерные) представления бесконечных кол-
чанов и бесконечных частично упорядоченных множеств
тривиальным образом сводиться к конечному случаю.

В этой статье рассматриваются (конечномерные) пред-
ставления полугрупп, порождённых идемпотентами с ча-
стичным нулевым умножением. Мы устанавливаем связь
между бесконечностью типа и бесконечностью порядка
для таких полугрупп.

1. Формулировка основных результатов. Мы рас-
сматриваем полугруппы с нулем, которые порождены эле-
ментами ei и задаются определяющими соотношениями
e2i = ei для всех i и некоторыми соотношениями вида
eiej = 0.

Дадим точные определения.
Пусть I — (конечное или бесконечное) множество, не

содержащее элемента 0, и J — подмножество в I × I без
диагональных элементов (т. е. без элементов вида (i, i)).
Обозначим через S(I, J) полугруппу с образующими эле-
ментами ei, где i ∈ I ∪ 0, и следующими определяющими
соотношениями:

1) e0 = 0;

2) e2i = ei для любого i ∈ I;

3) eiej = 0 для любой пары (i, j) ∈ J .
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Множество всех таких полугрупп обозначим через I.
В этой статье мы изучаем конечномерные представле-

ния полугрупп из I над произвольным полем k.
Говорят, что полугруппа имеет конечный (представлен-

ческий) тип над k, если число ее неразложимых представ-
лений над k конечно (с точностью до эквивалентности); в
противном случае говорят, что S имеет бесконечный тип
над k. Далее, будем говорить, что полугруппа имеет огра-
ниченный тип (над k), если размерности ее неразложимых
представлений ограничены сверху; в противном случае бу-
дем говорить, что полугруппа имеет неограниченный тип
(над k).

Основными результатами статьи являются следующие
теоремы.

Теорема 1. Всякая бесконечная полугруппа S(I, J) име-
ет бесконечный тип над произвольным полем k.

Теорема 2. Всякая бесконечная полугруппа S(I, J), где
I — конечное множество, имеет неограниченный тип
над произвольным полем k.

2. Критерий конечности для полугрупп S(I, J).
Сопоставим каждой полугруппе S = S(I, J) (или, что то
же самое, паре (I, J)) следующий ориентированный граф
Λ = (Λ0,Λ1) с множеством вершин Λ0 и множеством стре-
лок Λ1: Λ0 = E(I) = {ei | i ∈ I}, а Λ1 состоит из стрелок
ei → ej , где (i, j) пробегает множество J . Обозначим этот
граф через Λ(I, J) = Λ(S).

Однако, в дальнейшем более важную роль будет играть
ориентированный граф Λ = Λ(I, J) = Λ(S) с множеством
вершин Λ0 и множеством стрелок Λ1, который определя-
ется следующим образом: Λ0 = Λ0, а ei → ej принадлежит
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Λ1 тогда и только тогда, когда ei → ej не принадлежит Λ1

и при этом i 6= j.
Поскольку оба графа не содержат кратных стрелок, то

стрелку i→ j будем также обозначать через (i, j); заметим
еще, что эти графы не содержат петель.

Очевидно, что полугруппа S однозначно восстанавлива-
ется по каждому из введенных ориентированных графов.

Теорема 3. Полугруппа S = S(I, J) является конечной
тогда и только тогда, когда I — конечное множество и
граф Λ(S) не содержит ориентированных циклов.

Очевидно, что полугруппа S(I, J) является бесконеч-
ной, если бесконечным является множество I. Строгое до-
казательство следует из того, что ее гомоморфным обра-
зом является бесконечная полугруппа, состоящая из всех
(бесконечных) диагональных I × I-матриц ранга 1, нену-
левые элементы которых являются единичными.

Пусть I конечно и граф Λ(S) не имеет ориентирован-
ных циклов. Покажем, что в этом случае полугруппа S
конечна.

Напомним, что через E = E(I) мы обозначаем множе-
ство {ei | i ∈ I}.

Рассмотрим в S некоторый элемент x = x1x2 . . . xm, где
xi ∈ E. Очевидно, что x = 0, если (xi, xi+1) не являет-
ся стрелкой в графе Λ(S) (для некоторого 1 ≤ i < m).
Значит, чтобы элемент x не было нулевым, необходимо,
чтобы в графе Λ(S) существовал ориентированный путь
из вершины x1 в вершину xm, проходящий через вершины
x2, . . . , xm−1; при этом элементы x = x1x2 . . . xm попарно
различны (поскольку граф Λ(S) не имеет ориентирован-
ных циклов). Отсюда следует, что число ненулевых слов
конечно, причем |S| ≤ 1+|Λ0|+|Λ1|+|P |, где P обозначает
(конечное) множество всех ориентированных путей в Λ(S)
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длины r ≥ 2 (слагаемому 1 соответстует нулевой элемент
полугруппы).

Итак, доказано, что полугруппа S конечна.
Заметим, что на самом деле в последней формуле имеет

место равенство.
Чтобы доказать указанный факт, нужно показать, что

элемент x = x1x2 . . . xm является ненулевым всякий раз,
когда в графе Λ существует ориентированный путь из вер-
шины x1 в вершину xm, проходящий через вершины

x2, . . . , xm−1.

Мы докажем это с помощью рассмотрения матричных
представлений. Матрицу размера m×m, в которой на ме-
сте (i, j) стоит единичный элемент, а на остальных местах
— нулевые элементы, будем обозначать через Eij(m).

Рассмотрим следующее матричное M = (M(x) | x ∈ S)
представление полугруппы S над произвольным фиксиро-
ванным полем k:

M(x1) = E11(m) + E12(m) =




1 1 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0



,

M(x2) = E22(m) + E23(m) =




0 0 0 . . . 0 0
0 1 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0



,
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

M(xm−1) = Em−1,m−1(m) +

+ Em−1,m(m) =




0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 1
0 0 0 . . . 0 0



,

M(xm) = Emm(m) =




0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 1



,

и M(ei) = 0 для любого ei 6= x1, x2, . . . , xm (в том числе
M(e0) = 0).

Заметим, что поскольку граф Λ(S) не содержит ориен-
тированных циклов, то xixj = 0 всякий раз, когда i > j.
Кроме того, могут выполняться равенства xixj = 0 для
некоторых (и даже всех) i и j, таких, что j > i + 1. Но
поскольку, как легко видеть, [M(xi)]

2 = M(xi) для лю-
бого i и M(xi)M(xj) = 0 для любых i и j, таких, что
либо j > i + 1, либо i > j, то указанное отображение
{ei | i ∈ I ∪ 0} → Mm(k) действительно задает представ-
ление полугруппы S.



О бесконечности типа бесконечных полугрупп... 29

Так как

M(x) = M(x1x2 . . . xm) = M(x1)M(x2) . . .M(xm) =

= E1m(m) =




0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0



6= 0,

то x1x2 . . . xm 6= 0 (иначе M(e0) = M(0) 6= 0, что противо-
речит определению представления M).

Продолжаем доказательство теоремы 3.
Нам осталось доказать, что в случае, когда I конечно и

граф Λ(S) содержит ориентированных цикл, полугруппа
S является бесконечной.

Зафиксируем в графе Λ(S) ориентированный цикл:

(x1, x2), (x2, x3), . . . , (xm−1, xm), (xm, x1),

где m ≥ 2 и xi 6= xj при i 6= j. Доказательство будем про-
водить тем же методом, что и доказательство равенства

|S| = 1 + |Λ0|+ |Λ1|+ |P |,

(см. выше).
Рассмотрим следующее T = (T (x) | x ∈ S) представле-

ние полугруппы S над произвольным фиксированным по-
лем k (используя введенные выше обозначения для мат-
риц): T (ei) = 0 для любого ei 6= x1, x2, . . . , xm (в том числе
T (e0) = 0),

T (x1) = M(x1),

T (x2) = M(x2), . . . , T (xm−1) = M(xm−1)
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и

T (xm) = Emm(m) + cEm1(m) =




0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 0
c 0 0 . . . 0 1



,

где c 6= 0 — фиксированный элемент поля k, не являю-
щийся корнем из единицы (тогда степени c, c2, c3, . . . эле-
мента c попарно различны). Поскольку, как легко видеть,
[T (xi)]

2 = T (xi) для любого i и T (xi)T (xj) = 0 для любых i
и j, кроме j = i и j = i+1 (при этом m+1 отождествляется
с 1), то указанное отображение

{ei | i ∈ I ∪ 0} −→ Mm(k)

действительно задает представление полугруппы S.
Положим x = x1x2 . . . xm. Поскольку

T (x) = T (x1 . . . xm) = T (x1) . . . T (xm) = cE11(m) + E1m(m),

то
[T (x)]s = csE11(m) + cs−1E1m(m)

для любого натурального s, то в силу выбора элемента
c ∈ k матрицы T (x), [T (x)]2, [T (x)]3, . . . , попарно различ-
ны. Следовательно элементы x, x2, x3, . . . , полугруппы S
попарно различны и значит S — бесконечная полугруппа.

Теорема 3 доказана.

3. Доказательство теоремы 1. Предположим, что по-
лугруппа S = S(I, J) является бесконечной.

Если множество I бесконечное, то (бесконечная) полу-
группа S(I, J) имеет следующее бесконечное семейство

{Tj | j ∈ I}
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неразложимых попарно неэквивалентных представлений:
Tj(ei) = 0 для i 6= j и Tj(ej) = 1 (i ∈ I ∪ 0).

Будем теперь предполагать, что множество I конечное.
В силу теоремы 3 граф Λ(S) содержит ориентированный

цикл. Зафиксируем среди таких циклов некоторый цикл Γ
наименьшей длины, состоящий из стрелок

(p1, p2), (p2, p3), . . . , (pm−1, pm), (pm, p1),

гдеm ≥ 2. В силу выбора цикла Γ все его вершины и стрел-
ки попарно различны и между вершинами p1, p2, . . . , pm
нет иных стрелок, кроме тех, что принадлежат циклу Γ.
Это означает, что epi

epj
= 0, если i 6= j и

(i, j) 6= (p1, p2), (p2, p3), . . . , (pm−1, pm), (pm, p1).

Заметим, что для подполугруппы S ′ полугруппы

S = S(I, J),

порождённой образующими e0, p1, . . . , pm, граф Λ(S ′) сов-
падает с Γ.

Поскольку любое представление подполугруппы S ′ про-
должается естественным образом до представления полу-
группы S = S(I, J) (образующему элементу x /∈ S ′ сопо-
ставляется нулевая матрица), то достаточно показать, что
бесконечный тип имеет полугруппа S ′.

Таким образом, для доказательства теоремы 1 достаточ-
но показать, что бесконечный тип имеет полугруппа Sm
(m > 1), состоящая из образующих элементов e0, e1, . . . , em
и соотношений e0 = 0, eiej = 0, если i 6= j и

(i, j) 6= (1, 2), (2, 3), . . . , (m− 1, m), (m, 1).

Пусть сначала m = 2.
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Рассмотрим следующее представление Ma (a ∈ k) полу-
группы S2:

Ma(e1) =

(
1 0
0 0

)
, Ma(e2) =

(
a 1

a− a2 1− a

)
.

Покажем, что представления Ma и Mb не эквивалентны,
если a 6= b.

Предположим противное. Тогда существует обратимая
матрица T = (tij), ij = 1, 2, такая, что выполняются мат-
ричные равенства Ma(e1)T = TMb(e1), Ma(e2)T = TMb(e2)
или

(66)

(
1 0
0 0

)(
t11 t12
t21 t22

)
=

(
t11 t12
t21 t22

)(
1 0
0 0

)
,

(67)

(
a 1

a− a2 1− a

)(
t11 t12
t21 t22

)
=

=

(
t11 t12
t21 t22

)(
b 1

b− b2 1− b

)
.

Из равенства (66) следует, что t12 = t21 = 0. Тогда равен-
ство (67) эквивалентно следующей системе (скалярных)
равенств: 




at11 = t11b;

t11 = t22;

(a− a2)t11 = t22(b− b
2);

(1− a)t22 = t22(1− b).

В силу равенства t11 = t22 матрица T имеет вид

T =

(
t11 0
0 t11

)
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и поскольку она невырождена, то t11 6= 0. Тогда из равен-
ства at11 = t11b имеем a = b, и мы приходим к противоре-
чию.

Итак, представления Ma и Mb не эквивалентны, если
a 6= b.

Из приведенного доказательства следует, что матрица
T является скалярной даже в том случае, когда a = b,
причем без требования невырожденности. Отсюда следует,
что алгебра эндоморфизмов представления Ma является
локальной и значит это представление неразложимо.

Таким образом, полугруппа S2 имеет бесконечный тип.
Пусть теперь m = 3.
Рассмотрим следующее представление Ma (a ∈ k) полу-

группы S3:

Ma(e1) =




1 0 0
0 0 0
0 0 0


 , Ma(e2) =




0 1 0
0 1 0
0 0 0


 ,

Ma(e3) =




0 0 0
−a a 1

−a+ a2 a− a2 1− a


 .

Покажем, что представления Ma и Mb не эквивалентны,
если a 6= b.

Предположим противное. Тогда существует обратимая
матрица T = (tij), ij = 1, 2, 3, такая, что выполняются мат-
ричные равенства

Ma(e1)T = TMb(e1),

Ma(e2)T = TMb(e2),

Ma(e3)T = TMb(e3),
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то есть

(68)




1 0 0
0 0 0
0 0 0





t11 t12 t13
t21 t22 t23
t31 t32 t33


 =

=



t11 t12 t13
t21 t22 t23
t31 t32 t33






1 0 0
0 0 0
0 0 0


 ,

(69)




0 1 0
0 1 0
0 0 0





t11 t12 t13
t21 t22 t23
t31 t32 t33


 =

=



t11 t12 t13
t21 t22 t23
t31 t32 t33






0 1 0
0 1 0
0 0 0


 ,

(70)




0 0 0
−a a 1

−a + a2 a− a2 1− a






t11 t12 t13
t21 t22 t23
t31 t32 t33


 =

=




t11 t12 t13
t21 t22 t23
t31 t32 t33






0 0 0
−b b 1

−b+ b2 b− b2 1− b


 .

Перемножая матрицы в равенстве (68), получаем равен-
ство 


t11 t12 t13
0 0 0
0 0 0


 =




t11 0 0
t21 0 0
t31 0 0


 ,
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из которого имеем, что t12 = t13 = t21 = t31 = 0. Подстав-
ляя это в равенство (69), получим равенство



0 1 0
0 1 0
0 0 0





t11 0 0
0 t22 t23
0 t32 t33


 =



t11 0 0
0 t22 t23
0 t32 t33






0 1 0
0 1 0
0 0 0


 ,

которое после умножения матриц имеет следующий вид:



0 t22 t23
0 t22 t23
0 0 0


 =




0 t11 0
0 t22 0
0 t32 0


 .

Из последнего равенства следует, что

t11 = t22 и t23 = t32 = 0.

Таким образом, матричное равенство (70) имеет вид




0 0 0
−a a 1

−a + a2 a− a2 1− a






t11 0 0
0 t11 0
0 0 t33


 =

=




t11 0 0
0 t11 0
0 0 t33






0 0 0
−b b 1

−b+ b2 b− b2 1− b


 ,

или (после перемножения матриц)




0 0 0
−at11 at11 t33

(−a + a2)t11 (a− a2)t11 (1− a)t33


 =

=




0 0 0
−t11b t11b t11

t33(−b+ b2) t33(b− b
2) t33(1− b)


 .
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Последнее равенство эквивалентно следующей системе
равенств: 




at11 = t11b;

t11 = t33;

(a− a2)t11 = t33(b− b
2);

(1− a)t33 = t33(1− b).

В силу равенства t11 = t33 матрица T имеет вид

T =




t11 0 0
0 t11 0
0 0 t11




и поскольку она невырождена, то t11 6= 0. Тогда из равен-
ства at11 = t11b имеем a = b, и мы приходим к противоре-
чию.

Итак, представления Ma и Mb не эквивалентны, если
a 6= b.

Далее доказательство аналогично случаю m = 2.
Рассмотрим, наконец, общий случай.
Рассмотрим следующее представление Ma (a ∈ k) полу-

группы Sm:

Ma(e1) =




1 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0



,

Ma(e2) =




0 1 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0



,
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Ma(e3) =




0 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0



,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Ma(em−1) =




0 . . . 0 0 0
...

. . .
...

...
...

0 . . . 0 1 0
0 . . . 0 1 0
0 . . . 0 0 0



,

Ma(em) =

=




0 . . . 0 0 0 0
...

. . .
...

...
...

...
0 . . . 0 0 0 0
0 . . . 0 0 0 0

(−1)ma . . . a −a a 1
(−1)m(a− a2) . . . a− a2 −(a− a2) a− a2 1− a



.

Покажем, что представления Ma и Mb не эквивалентны,
если a 6= b.

Предположим противное. Тогда существует обратимая
матрица T = (tij), ij = 1, 2, . . . , m, такая, что выполняются
матричные равенства

Ma(e1)T = TMb(e1),

Ma(e2)T = TMb(e2),

Ma(e3)T = TMb(e3), . . . ,Ma(em)T = TMb(em)
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или следующие матричные равенства:



1 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0







t11 t12 t13 . . . t1m
t21 t22 t23 . . . t2m
t31 t32 t33 . . . t3m
...

...
...

. . .
...

tm1 tm2 tm3 . . . tmm




=

=




t11 t12 t13 . . . t1m
t21 t22 t23 . . . t2m
t31 t32 t33 . . . t3m
...

...
...

. . .
...

tm1 tm2 tm3 . . . tmm







1 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0



,




0 1 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0







t11 t12 t13 . . . t1m
t21 t22 t23 . . . t2m
t31 t32 t33 . . . t3m
...

...
...

. . .
...

tm1 tm2 tm3 . . . tmm




=

=




t11 t12 t13 . . . t1m
t21 t22 t23 . . . t2m
t31 t32 t33 . . . t3m
...

...
...

. . .
...

tm1 tm2 tm3 . . . tmm







0 1 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0



,




0 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0







t11 t12 t13 . . . t1m
t21 t22 t23 . . . t2m
t31 t32 t33 . . . t3m
...

...
...

. . .
...

tm1 tm2 tm3 . . . tmm




=
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=




t11 t12 t13 . . . t1m
t21 t22 t23 . . . t2m
t31 t32 t33 . . . t3m
...

...
...

. . .
...

tm1 tm2 tm3 . . . tmm







0 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0



,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




0 . . . 0 0 0 0
...

. . .
...

...
...

...
0 . . . 0 0 0 0
0 . . . 0 0 0 0

(−1)ma . . . a −a a 1
(−1)m(a− a2) . . . a− a2 −(a− a2) a− a2 1− a



·

·




t11 t12 t13 . . . t1m
t21 t22 t23 . . . t2m
t31 t32 t33 . . . t3m
...

...
...

. . .
...

tm1 tm2 tm3 . . . tmm




=




t11 t12 t13 . . . t1m
t21 t22 t23 . . . t2m
t31 t32 t33 . . . t3m
...

...
...

. . .
...

tm1 tm2 tm3 . . . tmm



·

·




0 . . . 0 0 0 0
...

. . .
...

...
...

...
0 . . . 0 0 0 0
0 . . . 0 0 0 0

(−1)ma . . . a −a a 1
(−1)m(a− a2) . . . a− a2 −(a− a2) a− a2 1− a



.

Занумеруем эти равенства соответственно

(6), (7), (8), . . . , (m+ 5).
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Перемножая матрицы в равенстве (6), получаем равен-
ство




t11 t12 . . . t1m
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0


 =




t11 0 . . . 0
t21 0 . . . 0
...

...
. . .

...
tm1 0 . . . 0


 ,

из которого имеем, что
{
t12 = 0, . . . , t1m = 0;

t21 = 0, . . . , tm1 = 0.

Подставляя это в равенство (7), получим равенство




0 1 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0







t11 0 0 . . . 0
0 t22 t23 . . . t2m
0 t32 t33 . . . t3m
...

...
...

. . .
...

0 tm2 tm3 . . . tmm




=

=




t11 0 0 . . . 0
0 t22 t23 . . . t2m
0 t32 t33 . . . t3m
...

...
...

. . .
...

0 tm2 tm3 . . . tmm







0 1 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0



,

которое, после умножения матриц, имеет следующий вид:



0 t22 t23 . . . t2m
0 t22 t23 . . . t2m
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0




=




0 t11 0 . . . 0
0 t22 0 . . . 0
0 t32 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 tm2 0 . . . 0



.
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Из последнего равенства вытекают следующие равенства:





t22 = t11;

t23 = 0, . . . , t2m = 0;

t32 = 0, . . . , tm2 = 0.

Подставляя эти скалярные равенства в матричное равен-
ство (8), получаем равенство




0 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0







t11 0 0 . . . 0
0 t11 0 . . . 0
0 0 t33 . . . t3m
...

...
...

. . .
...

0 0 tm3 . . . tmm




=

=




t11 0 0 . . . 0
0 t11 0 . . . 0
0 0 t33 . . . t3m
...

...
...

. . .
...

0 0 tm3 . . . tmm







0 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0




или (после перемножения матриц) равенство




0 0 0 0 . . . 0
0 0 t33 t34 . . . t3m
0 0 t33 t34 . . . t3m
0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 0




=




0 0 0 0 . . . 0
0 0 t11 0 . . . 0
0 0 t33 0 . . . 0
0 0 t43 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 tm3 0 . . . 0



,



42 В.В.Бондаренко, Е.Н.Тертичная

которое эквивалентно следующей системе равенств:





t33 = t11;

t34 = 0, . . . , t3m = 0;

t43 = 0, . . . , tm3 = 0.

Продолжая этот процесс (рассматривая матричные ра-
венства (9), . . ., (m + 4)), получим в результате, что мат-
рица T имеет вид

T =




t11 0 0 . . . 0 0
0 t11 0 . . . 0 0
0 0 t11 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . t11 0
0 0 0 . . . 0 tmm



.

Тогда уравнение (m+ 5) будет иметь следующий вид:




0 . . . 0 0 0
...

. . .
...

...
...

0 . . . 0 0 0
(−1)mat11 . . . −at11 at11 tmm

(−1)m(a − a2)t11 . . . −(a − a2)t11 (a − a2)t11 (1 − a)tmm




=

=




0 . . . 0 0 0
...

. . .
...

...
...

0 . . . 0 0 0
(−1)mt11b . . . −t11b t11b t11

(−1)mtmm(b − b2) . . . −tmm(b − b2) tmm(b − b2) tmm(1 − b)




.
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Последнее матричное равенство эквивалентно следую-
щей системе скалярных равенств:





at11 = t11b;

tmm = t11;

(a− a2)t11 = tmm(b− b2);

(1− a)tmm = tmm(1− b).

В силу равенства tmm = t11 матрица T имеет вид

T =




t11 0 . . . 0
0 t11 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . t11




и поскольку она невырождена, то t11 6= 0. Тогда из равен-
ства at11 = t11b имеем a = b, и мы приходим к противоре-
чию.

Итак, представления Ma и Mb не эквивалентны, если
a 6= b.

Дальше доказательство проводится так же, как и для
m = 2.

Теорема 1 доказана.

3. Доказательство теоремы 2. Теорема 2 доказыва-
ется по той же схеме, что и теорема 1. Различие состо-
ит лишь и том, что в определении представлений Ma в
матрице Ma(em) вместо элемента a следует взять клет-
ку Жордана Js(a) размера s× s с собственным числом a,
где s — любое (фиксированное) натуральное число. При
этом, естественно, нулевые и единичные элементы матриц
Ma(e1),Ma(e2), . . . ,Ma(em) нужно заменить соответствен-
но на нулевые и единичные матрицы размера s × s. От-
метим еще, что в конце доказательств (при m = 2, 3 и в
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общем случае) вместо равенства at11 = t11b будем иметь
матричное равенство Js(a)T11 = T11Js(b), из которого сле-
дует (в силу a 6= b), что T11 = 0.
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Пример неблуждающего множества,
не имеющего рекуррентных и
предельных точек1

Строятся примеры гладких потоков и каскадов на бесконечномерных
многообразиях, таких, что все их точки неблуждающие, но множество
их предельных, а тем более рекуррентных точек пусто.

1. Вступление

Как известно, для типичной C1-гладкой динамической
системы ее множество неблуждающих точек совпадает с
множеством предельных точек и с замыканием множества
рекуррентных точек. Поэтому примеры гладких динами-
ческих систем с отличающимся поведением не так часты.

В этой работе строятся примеры гладких динамических
систем на компактных многообразиях с различающимися
граничным, неблуждающим и цепно-рекуррентным мно-
жествами, а также пример динамической системы, такой,

1Работа выполнена в рамках целевой программы НАН Украины “Со-
временные методы иследования математических моделей в задачах при-
родоведения и общественных науках” НИР № 0107U00233

c© И.Ю.Власенко, Е.А. Полулях, 2006
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что все ее точки неблуждающие, но множество ее предель-
ных, а тем более рекуррентных точек пусто. Надеемся, что
подобные примеры, кроме новизны, послужат хорошей ил-
люстрацией различия свойств предельных и неблуждаю-
щих точек. Для полноты изложения, не претендуя на но-
визну, здесь также приводится простой пример потока, у
которого все точки цепно-рекуррентны, но нет неблужда-
ющих точек (пример 2.4).

Множество неблуждающих точек, не являющихся пре-
дельными, изучалось в работах авторов [4, 14]. Исполь-
зуя разработанную там теорию, мы строим последователь-
ность компактных многообразий все возрастающей раз-
мерности и динамических систем на них, таких, что у каж-
дой системы — элемента этой последовательности — мно-
жество неблуждающих точек состоит из подмногообразия
меньшей размерности, а множество предельных точек од-
но и то же и состоит из двух точек. Полученное в ин-
дуктивном пределе пространство (того же класса, что и
R∞, T∞, CP∞) является некомпактным неполным метри-
ческим пространством. Полученные в индуктивном преде-
ле динамические системы на этом пространстве — поток
и каскад — обладают следующим интересным свойством:
все их точки являются неблуждающими, но не являют-
ся предельными (кроме двух точек, которые можно вы-
колоть — пространство при этом топологически не ухуд-
шится и останется некомпактным неполным метрическим
пространством).

Полученный таким образом пример позволяет положи-
тельно ответить на поставленный в книге [7] вопрос о су-
ществовании потоков без блуждающих и устойчивых по
Пуассону траекторий, в частности, дает пример гладкого
потока на неполном метрическом пространстве с центром
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Биркгофа, не совпадающим с замыканием множества ре-
куррентных точек.

2. Предварительные сведения

2.1. Множества траекторий. Пусть X — топологиче-
ское пространство и f : X → X — гомеоморфизм.

Обозначим через Of(x) траекторию точки x под дей-
ствием f , т.е. множество {fn(x)| n ∈ Z}. Пусть также

O+
f (x) = {fn(x)| n ∈ Z+} и O−

f (x) = {fn(x)| n ∈ Z−}

обозначают положительную и отрицательную полутраек-
тории точки x соответственно.

2.1.1. Множество неблуждающих точек динамической
системы.

Определение 2.1. Точка x ∈ X называется неподвиж-
ной (фиксированной) точкой f если f(x) = x. Множе-
ство всех неподвижных точек f обозначим через Fix(f).

Определение 2.2. Точка x называется периодической
периода n для гомеоморфизма f , если

fn(x) = x

и
fk(x) 6= x для k = 1, . . . , n− 1.

Множество всех периодических точек f обозначается че-
рез Per(f).

Для каждой точки x ∈ X определим ее ω-предельное
ωf(x) и α-предельное αf(x) множества относительно f с
помощью следующих формул:

ωf (x) =
⋂

N∈N

+∞⋃

n=N

fn(x) и αf(x) =
⋂

N∈N

+∞⋃

n=N

f−n(x).
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Другими словами, y ∈ ωf(x) тогда и только тогда, когда
найдется такая последовательность {Ni} ⊂ N, что

lim
i→∞

Ni = +∞ и lim
i→∞

fNi(x) = y.

Аналогично, y ∈ αf(x) тогда и только тогда, для неко-
торой последовательности {Ni} ⊂ N, такой, что

lim
i→∞

Ni = +∞ и lim
i→∞

f−Ni(x) = y.

Ясно, что ωf(x) = αf−1(x).
Зачастую, когда понятно о каком гомеоморфизме идет

речь, мы будем опускать индекс f и обозначать множества
ωf(x) и αf (x) через ω(x) и α(x) соответственно.

Следующая лемма очевидна.

Лемма 2.1. Множества α(x) и ω(x) — замкнуты, инва-
риантны относительно f и содержащиеся в замыкании
Of(x) орбиты точки x. В частности, если y ∈ ω(x), то

α(y) ∪ ω(y) ⊂ Of(y) ⊂ ω(x).

Обозначим

Lim−(f) =
⋃

x∈M

α(x), Lim+(f) =
⋃

x∈M

ω(x),

Lim(f) = Lim−(f) ∪ Lim+(f).

Множество Lim(f) называется предельным множеством
f .

Определение 2.3. Точка x называется рекуррентной
для гомеоморфизма f , если x ∈ α(x) ∪ ω(x).

Если x ∈ α(x) то мы будем называть эту точку α-
рекуррентной или α-рекуррентной. Аналогично опреде-
ляется ω-рекуррентность.
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Заметим, что возможен случай, когда x ∈ α(x) ∩ ω(x).
Такая точка является одновременно α- и ω-рекуррентной.

Обозначим через Rec+(f) и Rec−(f) соответственно мно-
жества всех ω- и α-рекуррентных точек f . Их объединение

Rec(f) = Rec+(f) ∪ Rec−(f)

является множеством всех рекуррентных точек f . Оче-
видно, что

Rec(f) ⊂ Lim(f).

Следующее определение было дано Биркгофом в [8].

Определение 2.4. Точка x ∈ X называется блуждаю-
щей точкой f , если найдется такая ее окрестность U ,
что

fm(U) ∩ U = ∅ для всех m > 0.

Все остальные точки называют неблуждающими. Та-
ким образом, точка x ∈ X является неблуждающей для
f , если для любой ее окрестности V найдется такое це-
лое число m ∈ Z, что fm(V ) ∩ V 6= ∅.

Множество блуждающих точек f обозначим черезW (f).
Поскольку каждая блуждающая точка входит в блужда-
ющее множество вместе со своей окрестностью, то W (f)
открыто в X.

Множество неблуждающих точек f обозначается Ω(f).
Оно замкнуто в X как дополнение к W (f).

Так как периодическая точка является частным случаем
неблуждающей точки, то множество Per(f) периодических
точек содержится в Ω(f).

Пример 2.1. Всякая изолированная точка пространства
X является либо периодической, либо блуждающей.
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Лемма 2.2. Если X хаусдорфово пространство, то чис-
ло m в определении 2.4 неблуждающей точки можно вы-
брать сколь угодно большим по модулю.

Доказательство. Пусть для некоторой окрестности V не-
блуждающей точки x ∈ X найдется только конечное мно-
жество чисел m1, . . . , mk ∈ Z \ {0} таких, что

fmi(V ) ∩ V 6= ∅.

Мы получим противоречие, показав, что тогда x неблужа-
ющая точка для f .

Отметим, что x не может быть периодической, так как
если p — период x, то x ∈ f pk(V ) ∩ V 6= ∅ для каждого
k ∈ Z \ {0}.

Далее, так как X хаусдорфово, то точки

x, fm1(x), . . . , fmk(x)

имеют попарно непересекающиеся окрестности

U0, U1, . . . , Uk,

соответственно. Рассмотрим следующую окрестность

U = V
⋂ k
∩
i=0

f−mi(Ui)

точки x.
Мы утверждаем, что тогда fk(U)∩U = ∅ для всех k 6= 0.

Действительно, если k 6∈ {m1, . . . , mk}, то по предположе-
нию об окрестности V

fk(U) ∩ U ⊂ fk(V ) ∩ V = ∅.

Если же k = mi, то

fmi(U) ∩ U ⊂ fmif−mi(Ui) ∩ U0 = Ui ∩ U0 = ∅.

Следовательно, x — блуждающая точка для f . �
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Отметим, что неблуждающее множество, в отличие от
множества периодических точек, зависит от того, на каком
пространстве действует динамическая система.

Утверждение 2.1. Пусть (Y, g) — динамическая систе-
ма и Y1 — ее инвариантное подпространство. Положим
g1 = g|Y1. Тогда Ω(g1) ⊆ Ω(g).

Доказательство. Утверждение следует из того, что для
каждого y ∈ Y1 все открытые окрестности точки y в про-
странстве Y1 — это в точности пересечения открытых ок-
рестностей точки y в пространстве Y с подпространством
Y1. �

Заметим, что f -инвариантного подпространства A ⊆ X
выполнено неравенство Ω(f |A) ⊆ Ω(f), но при этом множе-
ства Ω(f |A) и Ω(f), вообще говоря, не обязаны совпадать,
даже если Ω(f) ⊆ A.

Это замечание приводит к понятию центра динамиче-
ской системы, которое было введено Биркгофом в [8].

2.1.2. Центр Биркгофа динамической системы. Рассмот-
рим динамическую систему (X, f). Наивное определение
ее центра Биркгофа состоит в том, чтобы максимально
проитерировать конструкцию неблуждающего множества.
Положим Ω1(f) = Ω(f) и по индукции определим

Ωn+1(f) = Ω(f |Ωn(f)).

Пересечение полученной последовательности вложенных
друг в друга замкнутых инвариантных множеств

Ω(f) = Ω1(f) ⊃ Ω2(f) ⊃ · · · ⊃ Ωn(f) ⊃ · · ·

обозначим через Ωω(f). Используя трансфинитную индук-
цию можно определить множества Ωλ(f) для всех поряд-
ковых чисел λ. Тогда, согласно лемме Цорна, убывающая
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цепочка множеств {Ωλ(f)} должна остановиться на неко-
тором счетном ординале α, для которого

Ωγ(f) = Ω(f |Ωγ(f)).

Полученное замкнутое инвариантное множество и назы-
вается центром (Биркгофа). Будем обозначать его через
BC(f).

Опишем построение BC(f) более детально.

База индукции. Положим Ω1(f) = Ω(f).

Шаг индукции. Пусть λ — некоторое порядковое чис-
ло. Предположим, что множества Ωα(f) уже определены
для всех ординалов α < λ.

Для того, чтобы определить множество Ωλ(f), рассмот-
рим два случая:

(i) λ имеет предшествующий элемент (λ−1) < λ в классе
Ξ всех ординалов. Это означает, что для любого β ∈ Ξ либо
β ≤ (λ− 1), либо β ≥ λ.

Положим
Ωλ(f) = Ω

(
f |Ωλ−1(f)

)
.

Тогда, в частности, имеем, что Ωn+1(f) = Ω
(
f |Ωn(f)

)
для

всех n ∈ N.
(ii) λ не имеет непосредственно предшествующего ему

порядкового числа. Тогда положим

Ωλ(f) =
⋂

α<λ

Ωα(f) ,

в частности, Ωω(f) = ∩n∈NΩn(f).

Таким образом, мы получили набор замкнутых инва-
риантных подмножеств {Ωλ(f)}λ∈Ξ пространства X. При
этом, по построению, соотношения

Ωα(f) ⊇ Ωβ(f) и α ≤ β
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равносильны. Таким образом, порядок, индуцированный
отношением включения на семействе множеств {Ωλ(f)},
является полным порядком.

Лемма 2.3. Существует порядковое число γ такое, что

Ωγ+1(f) = Ωγ(f)

(следовательно, и Ωα(f) = Ωγ(f) для всех α > γ).

Доказательство. Заметим, что для каждого ординала λ
существует порядковое число (λ+1), следующее непосред-
ственно за λ. Действительно, пусть Aλ = {α ∈ Ξ | α > λ}.
Тогда Aλ вполне упорядочено и содержит наименьший эле-
мент λ+ 1. Поэтому для каждого ординала α либо α ≤ λ,
либо α ≥ λ+ 1.

Предположим, что Ωλ+1(f) $ Ωλ(f) для всех λ ∈ Ξ.
Обозначим

Bλ = Ωλ(f) \ Ωλ+1(f), λ ∈ Ξ.

Тогда Bλ ∩ Bλ′ = ∅ для λ 6= λ′ ∈ Ξ. Воспользуемся тео-
ремой Цермело (см. [12, 13]) и выберем из каждого Bλ по
точке xλ ∈ Bλ, λ ∈ Ξ (напомним, что Bλ ∈ 2X для всех
λ ∈ Ξ). Множество всех ξ < α, ξ ∈ Ξ, обозначим через
Γ(α).

Тогда для каждого α ∈ Ξ получим инъективное отобра-
жение Φα : Γ(α)→ X, заданное формулой: Φα(β) = xβ .

Пусть ℵµ — кардинальное число, соответствующее мощ-
ности множества X. По определению,

ℵα = card(Γ(ωα)) ,

где ωα — порядковое число, соответствующее предельному
порядковому типу.

Напомним (см. [13]), что порядковый тип ξ вполне упо-
рядоченного множества Z называется предельным, если он
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является наименьшим порядковым числом среди всех по-
рядковых чисел, соответствующих всем возможным упо-
рядочениям множества Z, превращающим его во вполне
упорядоченное множество. (Предельные порядковые типы
принято индексировать по возрастанию элементами Ξ.)

Таким образом получаем неравенство

cardX = ℵµ < ℵµ+1 = card(Γ(ωµ+1)) ,

которое, очевидно, противоречит существованию инъек-
тивного отображения

Φωµ+1 : Γ(ωµ+1)→ X .

Следовательно, найдется такое γ ∈ Ξ, что

Bγ = Ωγ(f) \ Ωγ+1(f) = ∅.

Но тогда Ωγ(f) = Ωγ+1(f). �

Используя лемму, дадим следующее определение.

Определение 2.5. Пусть γ ∈ Ξ — наименьший орди-
нал, удовлетворяющий утверждению леммы 2.3 (он су-
ществует, так как Ξ вполне упорядочено).

Замкнутое инвариантное подмножество

BC(f) = Ωγ(f)

динамической системы (X, f) называется ее центром,
порядковое число γ называется глубиной центра дина-
мической системы (X, f).

Замечание 2.1. Применяя теорему Бэра – Хаусдорфа
(см. [1]) для топологических пространств со счетной ба-
зой (в частности, для сепарабельных метрических про-
странств), легко показать, что глубина центра произволь-
ной динамической системы с таким фазовым простран-
ством является счетным трансфинитом.
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Заметим, что множество рекуррентных точек всегда со-
держится в центре Биркгофа. Поэтому, если множество
рекуррентных точек всюду плотно в неблуждающем мно-
жестве, то стабилизация наступает уже на первом шаге.

2.1.3. Цепно-рекуррентные множества. Такие множест-
ва являются своего рода метрическим аналогом неблужда-
ющих множеств. Они введены Конли [9] для описания ди-
намики типичных гомеоморфизмов и оказались удобным
способом для описания динамики произвольных систем.

Определение 2.6. Пусть f : X → X — непрерывное
отображение метрического пространства (X, d) в себя
и ε > 0. Непустая конечная последовательность точек
x0, x1, . . . , xn из X называется ε-цепью, относительно f ,
если

d(f(xi−1), xi) < ε

для всех i = 1, . . . , n.

Будем говорить, что такая ε-цепь начинается в x0, за-
канчивается в xn и имеет длину n.

Обозначим через Cε(x, f) множество концов всевозмож-
ных ε-цепей с началом в x. Очевидно, что при ε < ε′

каждая ε-цепь от x к y также является ε′-цепью, поэтому
Cε(x, f) ⊆ Cε′(x, f) при ε < ε′. В действительности верно
более сильное утверждение:

Лемма 2.4. Каждое множество Cε(x, f) открыто и

Cε(x, f) ⊆ Cε′(x, f) при ε < ε′.

Доказательство. Пусть y ∈ Cε(x, f) и

x, x1, . . . , xn−1, y

— ε-цепь с началом в x и концом в y. Так как

d(f(xn−1), y) < ε,
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то d(f(xn−1), y) + δ < ε для некоторого достаточно ма-
лого δ > 0. Поэтому для произвольной точки y′ из δ-
окрестности точки y последовательность

x0 = x, x1, . . . , xn−1, y
′

является ε-цепью от x к y′, т.е. y′ ∈ Cε(x, f). Таким обра-
зом множество Cε(x, f) содержит δ-окрестность точки y и
поэтому оно открыто.

Предположим, что y ∈ Cε(x, f). Тогда найдется такая
точка y′ ∈ Cε(x, f), что d(y′, y) < ε′ − ε. Пусть

x, x1, . . . , xn−1, y
′

произвольная ε-цепь с началом в x и концом в y′. Тогда

x, x1, . . . , xn−1, y

является ε′-цепью между x и y. Действительно,

d(f(xi), xi+1) < ε < ε′

и

d(f(xn−1), y) < d(f(xn−1), y
′) + d(y′, y) < ε+ ε′ − ε = ε′.

Следовательно, y ∈ Cε′(x, f). �

Обозначим

C(x, f)
def
==

⋂

ε>0

Cε(x, f).

Из леммы 2.4 вытекает, что C(x, f) =
⋂
ε>0

Cε(x, f), а значит

C(x, f) замкнуто в X.

Определение 2.7. Точка x ∈ X называется цепно-ре-
куррентной для f , если x ∈ C(x, f). Множество цепно-
рекуррентных точек f обозначается через C(f).
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Несложно видеть, что каждая неблуждающая точка яв-
ляется цепно-рекуррентной, поэтому имеют место следую-
щие включения:

Fix(f) ⊂ Per(f) ⊂ Rec(f) ⊂ Lim(f) ⊂ Ω(f) ⊂ C(f).

Лемма 2.5. Если f : X → X равномерно непрерывный
гомеоморфизм, то C(f) замкнуто и C(f−1) ⊂ C(f). В
частности, если f−1 также равномерно непрерывен, то
C(f−1) = C(f).

Доказательство. (1) Вначале докажем, что

C(f−1) ⊂ C(f).

Действительно, равномерная непрерывность f означает,
что для произвольного ω > 0 найдется такое δ(ω) > 0,
что из d(x, y) < δ(ω) вытекает, что d(f(x), f(y)) < ω.

Пусть x ∈ C(f−1) и ω > 0. Необходимо найти ω-цепь
относительно f с началом и концом в x. По определению,
существует δ(ω)-цепь относительно f−1 с началом и кон-
цом в x:

x = x0, x1, . . . , xn−1, xn = x,

т.е. d(f−1(xi), xi+1) < δ(ω). Но тогда

d(f ◦ f−1(xi), f(xi+1)) = d(f(xi+1), xi) < ω.

Таким образом, обратная последовательность

x = xn, xn−1, . . . , x1, x0 = x

является искомой ω-цепью относительно f .
(2) Покажем теперь, что C(f) замкнуто. Пусть x — пре-

дельная точка C(f) и ε > 0. Нужно построить ε-цепь от-
носительно f с началом и концом в x.

Выберем произвольным образом три числа ω, δ, ε′ > 0
так, чтобы

ω + ε′ < ε, ε′ + δ < ε, δ < δ(ω),
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где δ(ω) — константа в определении равномерной непре-
рывности f .

Так как x предельная точка для C(f), то найдется точка
y ∈ C(f) такая, что d(x, y) < δ. Тогда d(f(x), f(y)) < ω.

Так как y цепно-рекуррентна для f , то существует ε′-
цепь

y, y1, . . . , yk, y

с началом и концом в точке y ∈ X и d(x, y) < ω. Мы
утверждаем, что последовательность

x, y1, . . . , yk, x

является ε-цепью с началом и концом в x. Действительно

d(f(x), y1) ≤ d(f(x), f(y)) + d(f(y), y1) < ω + ε′ < ε,

d(f(yi), yi+1) < ε′ < ε, для i = 1, . . . , k − 1,

d(f(yk), x) ≤ d(f(yk), y) + d(y, x) < ε′ + δ < ε.

Лемма доказана. �

Следствие 2.1. Пусть f : X → X — гомеоморфизм мет-
рического компакта X. Тогда C(f) — замкнутое непустое
множество, причем C(f−1) = C(f).

Доказательство. Так как X компактно, то Lim(f), а зна-
чит и C(f), непусты. Замкнутость C(f) и равенство

C(f−1) = C(f)

следует из равномерной непрерывности f и f−1 согласно
лемме 2.5. �
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2.2. Неблуждающее множество корней гомеомор-
физмов. Заметим, что неблуждающее множество может
измениться при переходе от гомеоморфизма к его степени.
Покажем, что при таком переходе оно не увеличивается.

Лемма 2.6. Пусть g : X → X — гомеоморфизм. Тогда
для каждого n ∈ N

Ω(gn) ⊆ Ω(g).

Обратное включение, вообще говоря, не верно. Приме-
ры итерационно неустойчивых неблуждающих множеств
приведены, например, в [10]. Один из приведенных здесь
примеров также будет обладать этим свойством.

В работе [3] была доказана следующая теорема.

Теорема 2.1. Предположим, что пространство X хау-
сдорфово. Тогда для каждого гомеоморфизма g : X → X и
n ≥ 2 множество Ω(g) \ Ω(gn) нигде не плотно в X.

Было показано, что отсюда достаточно просто следует
итерационная устойчивость центра Биркгофа.

Следствие 2.2. Если Ω(g) = X, то Ω(gn) = Ω(g) = X
для всех n ≥ 2.

Доказательство. Так как Ω(gn) замкнуто, то множество

Ω(g) \ Ω(gn) = X \ Ω(gn)

открыто в X. Но по теореме 2.1 оно также нигде не плотно
в X. Следовательно, X \ Ω(gn) = ∅, т.е. Ω(gn) = X. �

Более слабая форма этого следствия была ранее опуб-
ликована в [15].

Для доказательства теоремы 2.1 была разработана тео-
рия K-зацепленных точек динамической системы. По су-
ти, определение зацепленных точек является частным слу-
чаем определения точек, соединяемых для произвольно
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малого ε с помощью ε-цепей (см. определение 2.6), когда
все сдвиги между траекториями, кроме двух, равны ну-
лю. K-зацепленные точки также, по сути, являются неко-
торым специальным классом цепно-рекуррентных точек.

Напомним эти определения, поскольку они существенно
понадобятся нам для построения и понимания приведен-
ных здесь примеров.

Определение 2.8. Скажем, что точка x зацеплена с
точкой y под действием гомеоморфизма g : X → X, если
для любых сколь угодно малых окрестностей Vx и Vy то-
чек x и y соответственно найдется сколь угодно большое
по модулю число t ∈ Z \ {0}, такое, что

gt (Vx) ∩ Vy 6= ∅.

Другими словами, g-орбита любой окрестности точки x
пересекается с любой окрестностью точки y.

Если при этом число t всегда можно выбрать положи-
тельным (отрицательным), то будем называть точку x
ω-зацепленной (α-зацепленной) с y.

Пример 2.2. Неблуждающая точка зацеплена сама с со-
бой.

Пример 2.3. Пусть g — диффеоморфизм Морса-Смейла
многообразия M и x, y — две периодические точки g. На-
помним, что каждая точка, принадлежащая пересечению
неустойчивого многообразия W u(x) точки x и устойчиво-
го многообразия W s(y) точки y, называется гетероклини-
ческой. Пусть γ ∈ W u(x) ∩ W s(y) — гетероклиническая
точка. Тогда γ является ω-зацепленной со всеми точка-
ми неустойчивого многообразия W u(y) и α-зацепленной со
всеми точками устойчивого многообразия W s(x).

Этот пример изображен на рис. 1a).
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Лемма 2.7. Предположим, что пространство X хау-
сдорфово, g : X → X — гомеоморфизм и пусть

x ∈ Ω(g) \ Ω(gn).

Тогда для некоторого k ∈ {1, . . . , n−1} точка x зацеплена
с точкой gk(x) под действием gn.

Замечание 2.2. Для зацепленности под действием g то-
чек одной орбиты, например x и gk(x), достаточно тре-
бовать, чтобы для произвольной окрестности U точки x
нашлось сколь угодно большое по модулю число N такое,
что

U ∩ gk−N(U) 6= ∅.

2.3. K-зацепленность. Пусть g : X → X гомеоморфизм,
n ≥ 2 и K = {k1, . . . kl} — конечная последовательность
чисел, таких, что каждое ki ∈ {0, . . . , n−1}. Мы допускаем,
что некоторые из ki, возможно даже все, могут совпадать
друг с другом.

Определение 2.9. Скажем, что точка x ∈ X — K-
зацеплена под действием гомеоморфизма gn, если для
произвольно малой окрестности U точки x найдутся как
угодно большие по модулю числа N1, . . . , Nl ∈ Z такие,
что

U ∩ gk1−nN1(U) ∩ gk2−nN2(U) ∩ · · · ∩ gkl−nNl(U) 6= ∅.

Замечание 2.3. Таким образом K-зацепленность точки
x под действием gn означает, что x “одновременно зацеп-
лена” со всеми точками gk1(x), . . . , gl(x), см. замечание 2.2.
Так как числа Ni можно выбирать сколь угодно больши-
ми по модулю, то можно также считать, что если ki = kj
для некоторых i 6= j, то Ni 6= Nj и, поэтому, gki−nNi(U) и
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gkj−nNj(U) представляют собой разные множества. Други-
ми словами, зацепление точки x с точкой gki(x) = gkj(x)
производится разными итерациями гомеоморфизма gn.

Замечание 2.4. Если 0 ∈ K, то x зацеплена под действи-
ем gn с собой и, следовательно, является неблуждающей
точкой для gn, т.е. x ∈ Ω(gn).

Лемма 2.8. Пусть точка x ∈ Int [Ω(g) \ Ω(gn)] — K-за-
цеплена под действием gn, где

K = {k1, . . . , kl}

и каждое ki = 0, . . . , n− 1. Тогда найдется такое

k′ ∈ {1, . . . , n− 1},

что x — также K ′-зацеплена относительно gn, где

K ′ = {k1, . . . , kl, k
′, k1 + k′, . . . , kl + k′} (mod n)

и все суммы берутся по модулю n.

Подчеркнем, что в формулировке леммы k′ 6= 0 (mod n).

x

y

a)

A B

D C

b)

Рис. 1. Примеры зацепленных точек.
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На рис. 1b) изображен пример потока на сегменте ци-
линдра. В этом примере точки отрезка AB зацеплены с
точками отрезка CD, и наоборот, точки отрезка CD зацеп-
лены с точками отрезка AB. Появление такого цикла из
зацепленных точек приводит к тому, что все точки сег-
мента являются циклически зацепленными.

Пример 2.4. Если на рис. 1b) выбросить граничные ок-
ружности, то оставшаяся система на открытом ци-
линдре является простейшим примером потока, у ко-
торого нет неблуждающих точек, а все точки цепно-
рекуррентны.

Этот пример является ключом к пониманию дальней-
ших рассуждений, которые будут использоваться для по-
строения основных примеров данной работы. Именно, из
системы можно выделить две части, если разрезать ее по
отрезкам AB и CD. Мы получим два диска, один из ко-
торых дает зацепление от AB к CD, другой — от CD к
AB, см. рис. 2a). На каждом диске отрезки AB и CD зер-
кально повернуты друг относительно друга, а между ни-
ми траектории потока закручены специальным образом,
чтобы зацеплять точки соответствующих отрезков. Строго
структура потоков на этих дисков описывается с помощью
так называемого косого произведение потоков относитель-
но функции на декартовом произведении многообразий,
которое вводится в разделе 4.2.

Теперь перекомпонуем эти диски таким образом, чтобы
получить пример на другом многообразии. Склеивая дис-
ки на рис. 2a), получим большой диск, как на рис. 2b).
Если еще дополнительно отождествить противоположные
стороны, то получим систему на бутылке Клейна.
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Рис. 2. К описанию примера на цилиндре.

Эту бутылку Клейна можно интерпретировать как ре-
зультат операции умножения на отрезок с перекручива-
нием, примененный к окружности ABCD, с последующей
склейкой противоположных сторон. (Далее в этой рабо-
те выражению “умножение на отрезок с перекручиванием”
будет дан точный смысл). При этом цепно-рекуррентные
точки окружности ABCD, бывшие ранее не зацепленны-
ми, становятся циклически зацепленными.

На рис. 3 изображен следующий шаг: бутылка Клейна
умножается на отрезок с перекручиванием, и противопо-
ложные бутылки Клейна склеиваются в одну. При этом
все точки бутылки Клейна становятся циклически зацеп-
ленными, а точки окружности ABCD становятся зацеп-
ленными сами с собой, то есть неблуждающими.

Если к полученному многообразию применить эту же
конструкцию, то уже его точки станут циклически зацеп-
ленными, а все точки бутылки Клейна станут неблуждаю-
щими, и т. д. В основных примерах данной работы исполь-
зуется достаточно похожее построение, которое индуктив-
но продолжается бесконечности. Отличие только в том,
что мы получаем неблуждающее множество уже на пер-
вом шаге.
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Рис. 3. Надстройка над бутылкой Клейна.

3. Построение примеров.

Наша цель — построить (неполное) метрическое про-
странство M и гомеоморфизм F : M → M такие, что
Ω(F ) = M и Rec(F ) = {a}, где a ∈ M — единственная
неподвижная точка динамической системы (M,F ).

3.1. Построение пространства M . Построим сначала
по индукции топологическое пространство M , на котором
потом будет задана наша динамическая система.

Построение начнем с единичной окружности комплекс-
ной плоскости

M1 = {z ∈ C | |z| = 1} .

Зададим на M1 инволюцию

T1(z) = z̄ = ℜ(z)− ℑ(z), z ∈M1.

Это отображение представляет собой зеркальное отраже-
ние окружности относительно вещественной оси. Иначе
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его можно записать еще и так:

T1(exp(iϕ)) = exp(−iϕ) , ϕ ∈ [0, 2π) .

Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 3.1. Пусть X — компактное хаусдорфово
топологическое пространство, на котором задана непре-
рывная инволюция TX : X → X.

Пусть заданы вложение

ĵ : X → X × I , ĵ : x 7→ (x, 0) , x ∈ X ,

и инволюция

T̂ : X×I → X×I , T̂ : (x, t) 7→ (x, 1−t) , (x, t) ∈ X×I .

Пусть еще заданы разбиение

f =
⋃

x∈X
t∈(0,1)

{(x, t)} ∪
⋃

x∈X

{(x, 1), (TX(x), 0)}

пространства X×I и проекция на фактор-пространство

p̂r : X × I → Y = (X × I)/f .

Тогда корректно определено фактор-отображение

TY = fact T̂ : Y → Y .

Это отображение является инволюцией на простран-
стве Y и удовлетворяет соотношению

(71) TY ◦ j = j ◦ TX : X → Y ,

где j = p̂r ◦ ĵ : X → Y .
Отображение j является вложением. Пространство

Y хаусдорфово и компактно.
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Доказательство. Начнем с того, что отображение j явля-
ется вложением. Действительно, образ вложения

ĵ(X) = X × {0}

пересекается с каждым элементом разбиения f не более
чем в одной точке. Следовательно, отображение pr |ĵ(X)

инъективно, а вместе с ним инъективно и отображение j.
Так как пространство X — компактно и хаусдорфово по
условию (следовательно, и пространство X× I — хаусдор-
фово), то j является гомеоморфизмом на свой образ.

Проверим, что отображение T̂ сохраняет разбиение f.

a) Пусть t ∈ (0, 1). Тогда T̂ (x, t) = (x, 1− t) ∈ f.
b) T̂ ({(x, 1), (TX(x), 0)}) = {(x, 0), (TX(x), 1)} =

= {TX((TX(x)), 0), (TX(x), 1)} ∈ f (напомним, что
TX ◦ TX = IdX по условию).

Значит, отображение TY = fact T̂ : Y → Y корректно
определено и является инволюцией:

TY ◦ TY = fact(T̂ ◦ T̂ ) = fact IdX×I = IdY .

Проверим равенство (71).

TY ◦ j(x) = TY ◦ p̂r ◦ ĵ(x) = TY ◦ p̂r(x, 0) =

= TY ◦ p̂r(T−1
X (x), 1) = TY ◦ p̂r(TX(x), 1) =

= p̂r ◦ T̂ (TX(x), 1) = p̂r(TX(x), 0) =

= p̂r ◦ ĵ ◦ TX(x) = j ◦ TX(x) .

Пространство Y компактно как фактор-пространство ком-
пактного пространства X × I. Хаусдорфовость простран-
ства Y следует из того, что пространство X хаусдорфово
и Y есть локально-тривиальное расслоение над окружно-
стью со слоем X (это проверяется непосредственно). �
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Пусть для некоторого n ≥ 1 уже построен компакт Mn,
на котором задана инволюция Tn.

Обозначим через T̂n+1 : Mn × I → Mn × I инволюцию

T̂n+1(y, t) = (y, 1− t) , (y, t) ∈Mn × I .

Рассмотрим последовательность пространств и отобра-
жений

(72) Mn
ĵn
−−→ Mn × I

prn+1
−−−−→Mn+1 = (Mn × I)/fn+1 .

Здесь ĵn : y 7→ (y, 0), y ∈ Mn, — вложение. Разбиение fn+1

задается соотношением

(73) fn+1 =
⋃

x∈Mn

t∈(0,1)

{(x, t)} ∪
⋃

x∈Mn

{(x, 1), (Tn(x), 0)} ,

а prn+1 — отображение проекции.
Согласно предложению 3.1 отображение

jn = prn+1 ◦ĵn : Mn →Mn+1

является вложением, пространство Mn+1 хаусдорфово и
компактно, и на этом пространстве корректно определе-
на инволюция

Tn+1 = fact T̂n+1

такая, что Tn+1 ◦ jn = jn ◦ Tn.
Следовательно, по индукции получаем цепочку прост-

ранств и отображений, все пространства в ней компактные
и Хаусдорфовы, а все отображения — вложения:

(74) S1 = M1
j1
−→ M2 −→ · · · −→Mn

jn
−→ Mn+1 −→ · · · .
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Кроме того, для всех n ∈ N имеем коммутативные диа-
граммы

(75)

Mn −−−→
jn

Mn+1

Tn

y
yTn+1

Mn −−−→
jn

Mn+1

Обозначим
M = lim

−→
(Mn, jn) .

3.2. Построение потока f пространства M . Напом-
ним, что потоком (или однопараметрической группой ав-
томорфизмов) на топологическом пространстве X назы-
вается непрерывное отображение

f : X ×R→ X,

удовлетворяющее свойствам

(i) f(·, 0) = IdX : X → X;
(ii) f(f(·, t), τ) = f(·, t+τ) : X → X для любых t, τ ∈ R.

Наша цель построить
построим по индукции семейство потоков

fn : Mn ×R→Mn, n ∈ N ,

потребуем, чтобы семейство {fn}n∈N удовлетворяло сле-
дующим требованиям:

(1′) jn−1 ◦ fn−1 = fn ◦ (jn−1 × IdR), если n > 1;
(2′) Fix(fn) = Rec(fn) = {an}, an = jn−1 ◦ . . . ◦ j1(a);
(3′) при n > 1 для каждого x ∈ jn−1(Mn−1) и для любой

открытой окрестности U = U(x) точки x в Mn най-
дется T = T (U) > 0 такое, что fn(U, t) ∩ U 6= ∅ для
всех t > T ;
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(4′) Tn ◦ fn = f−
n ◦ (Tn× IdR), f−

n (x, t) = fn(x,−t), (x, t) ∈
Mn × R;

(5′) Tn(Ofn
(x)) = Ofn

(x) для каждого x ∈Mn.

Заметим, что свойство (3′) можно переформулировать в
таком виде:

(3′′) jn−1(Mn−1) ⊆ Ω(Fn), если n > 1.

3.2.1. База индукции. Поток f1 на пространстве M1. На-
ша цель — построить на пространстве M1 поток f1, кото-
рый бы удовлетворял требованиям (2′), (4′) и (5′), которые
сформулированы выше.

Начнем построение с потока h : I ×R→ I,
(76)

h(x, t) =





0 , x = 0 ;

1

2
+

1

π
arctg(t+ tg(π(x−

1

2
))) , x ∈ (0, 1) ;

1 , x = 1 .

То, что h задает непрерывное действие аддитивной груп-
пы R на отрезке, проверяется непосредственно. Простая
проверка показывает также, что

(77) h(x, t) + h(1− x,−t) = 1 .

Динамика потока h очень простая: концы отрезка явля-
ются положениями равновесия, интервал (0, 1) = Oh(1/2)
является траекторией, выходящей из 0 и входящей в 1.

Обозначим f̂1 = h : I × R→ I.
Очевидно, что пространство M1 можно представить как

фактор-пространство M1 = I/f1, где

f1 = {0, 1} ∪
⋃

x∈(0,1)

{x} .

Пусть pr1 : I → I/f1 = M1 — отображение проекции.
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Рассмотрим разбиение

f̃1 =
⋃

x∈(0,1)
t∈R

{x, t} ∪
⋃

t∈R

{(0, t), (1, t)}

пространства I ×R. Легко видеть, что отображение f̂1 пе-
реводит элементы разбиения f̃1 в элементы разбиения f1,
поэтому определено непрерывное фактор-отображение

fact f̂1 = f1 : (I × R)/̃f1 → I/f1 .

Воспользуемся здесь следующим полезным утверждени-
ем о произведении проекций. Доказательство этого утвер-
ждения приведено в разделе 4.1.

Утверждение (Утверждение 4.1). Пусть X и Y — хау-
сдорфовы пространства, f — разбиение пространства X
на компактные подмножества, i — разбиение простран-
ства Y на одноточечные подмножества.

Пусть проекция prX : X → X/f является замкнутым
отображением.

Пусть, кроме того, разбиение f̃ пространства X × Y
является произведением разбиений f и i.

Тогда отображение

π = prX ×IdY : X × Y → X/f× Y

факторно, и следовательно, пространства (X × Y )/̃f и
X/f× Y канонически гомеоморфны.

Очевидно, разбиение f̃1 является произведением разби-
ения f1 и разбиения i пространства R на одноточечные
множества. Так как пространство I хаусдорфово и ком-
пактно, а пространства I/f1 ∼= S1 и R хаусдорфовы, то мы
находимся в условиях предложения 4.1 (см. также замеча-
ние 4.1) и можно считать, что отображение f1 задано на
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пространстве I/f1 × R = M1 × R. Пусть

π = pr1× IdR : I × R→M1 × R

— проекция (см. предложение 4.1). Тогда имеем коммута-
тивную диаграмму

I × R
f̂1
−−−→ I

π

y
ypr1

M1 ×R −−−→
f1

M1

Используя эту диаграмму, для любых x ∈M1 и t, τ ∈ R
получим соотношения:

f1(x, 0) = pr1 ◦f̂1(π
−1(x, 0)) = pr1 ◦f̂1(pr−1

1 (x), 0) =

= pr1(pr−1
1 (x)) = x ,

f1(f1(x, t), τ) = f1(pr1 ◦f̂1(π
−1(x, t)), τ) =

= f1(pr1 ◦f̂1(pr−1
1 (x), t), τ) =

= pr1 ◦f̂1(π
−1(pr1 ◦f̂1(pr−1

1 (x), t), τ)) =

= pr1 ◦f̂1(f̂1(pr−1
1 (x), t), τ) =

= pr1 ◦f̂1(pr−1
1 (x), t+ τ) =

= pr1 ◦f̂1(π
−1(x, t+ τ)) =

= f1(x, t+ τ) .

Следовательно, отображение f1 задает непрерывный по-
ток на M1.

Представим M1 как единичную окружность в комплекс-
ной плоскости

M1 = {z ∈ C | |z| = 1} .



Пример неблуждающего множества... 73

Отображение проекции принимает вид

pr1(x) = exp(2πix) , x ∈ [0, 1] .

Ясно, что в таком представлении

f1(exp(2πix), t) = exp(2πih(x, t)) , x ∈ I .

Далее, учитывая соотношения (77), получаем

T1 ◦ f1(exp(2πix), t) = T1 ◦ exp(2πih(x, t)) =

= exp(2πi(1− h(x, t))) =

= exp(2πih(1− x,−t)) =

= f−
1 (exp(2πi(1− x)), t) =

= f−
1 ◦ (T1 × IdR)(exp(2πix), t) .

Здесь f−
1 (z, t) = f1(z,−t), (z, t) ∈ M1 × R. Поэтому требо-

вание (4′) для M1 выполнено.
Обозначим a = pr1(0) = exp(0). Тогда M1 состоит из

неподвижной точки, Fix(f1) = {a}, и блуждающей траек-
тории

{exp(2πix) | x ∈ (0, 1)} = Of1(exp(πi)),

которая выходит из точки a и входит в эту же точку с дру-
гой стороны. Значит, требование (2′) для M1 выполнено.

Динамическая система (M1, f1) состоит всего из двух
траекторий, мощности которых как множеств различны
(одна равна 1, другая — continuum). Так как инволюция
T1 переводит траектории динамической системы (M1, f1) в
траектории (это немедленно следует из свойства (4′)), то
свойство (5′) выполнено.

3.2.2. Вспомогательное построение. Для дальнейших по-
строений нам понадобится конструкция “косого произведе-
ния” потоков, которая детально рассматривается отдель-
но в разделе 4.2. Именно, пусть X и Y — топологические



74 И.Ю.Власенко, Е.А.Полулях

пространства, f : X × R → X и h : Y × R → Y — пото-
ки на X и Y соответственно. Пусть prX : X × Y → X и
prY : X × Y → Y — проекции.

В разделе 4.2 вводится отображение

f̂ : X × Y × R→ X × Y

потоков f и h (“косое произведения” потоков f и h), кото-
рое задает поток на X × Y и удовлетворяет таким свой-
ствам.

(1) движение точки (x, y) ∈ X × Y под действием f̂
проектируется в движение точки y = prY (x, y) под
действием потока h, т. е. выполняется равенство
prY ◦f̂ = h ◦ (prY ×IdR) : X × Y ×R→ Y ;

(2) траектории потока f̂ проектируются в траектории
потока f , т. е. выполняется включение
prX(Of̂ (x, y)) ⊆ Of (prX(x, y)) = Of(x);

(3) ϕ не зависит от выбора x, т. е. для любых x1, x2 ∈ X,
y ∈ Y и t ∈ R выполняется равенство

ϕ(x1, y, t) = ϕ(x2, y, t),

где через ϕ(x, y, t) обозначена такая величина, что

prX ◦f̂(x, y, t) = f(x, ϕ(x, y, t))

(эта величина корректно определена в силу преды-
дущего требования).

3.2.3. Шаг индукции. Поток fn на пространстве Mn. Бу-
дем считать, что на пространстве Mn−1 уже задан непре-
рывный поток (Mn−1, fn−1), удовлетворяющий требовани-
ям (1′)–(5′).

Рассмотрим пространство (Mn−1)× I и функцию

α : I → R ,

α(y) = 1− 2y , y ∈ I .
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Воспользуемся леммой 4.1 и построим по динамическим
системам (Mn−1, fn−1), (I, h) (см. равенство 76) и функции
α поток

f̂n : Mn−1 × I × R→ Mn−1 × I,

f̂n(x, y, t) =

(
fn−1

(
x,

t∫
0

(1− 2h(y, s)ds)

)
, h(y, t)

)
=

=

(
fn−1

(
x, t− 2

t∫
0

h(y, s)ds

)
, h(y, t)

)
,(78)

(x, y, t) ∈Mn−1 × I × R .

Так как 0 и 1 — неподвижные точки динамической систе-
мы (I, h), то

f̂n(x, 0, t) = (fn−1(x, t), 0) ,(79)

f̂n(x, 1, t) = (fn−1(x,−t), 1) = (f−
n−1(x, t), 1) .

Напомним (см. раздел 3.1), что Mn = (Mn−1 × I)/fn и
разбиение fn задается при помощи формулы (73). Кроме
того (см. предложение 4.1 и замечание 4.1), имеется кано-
нический гомеоморфизм

Ψ : (Mn−1× I×R)/(fn× iR)→ (Mn−1× I)/fn×R = Mn×R.

Здесь iR — разбиение прямой R на одноточечные множе-
ства.

Рассмотрим проекции

π̂n : Mn−1 × I × R→ (Mn−1 × I ×R)/(fn × iR),

πn = Ψ ◦ π̂n : Mn−1 × I × R→Mn × R,

prn : Mn−1 × I → (Mn−1 × I)/fn = Mn.

Проверим, что отображение f̂n переводит элементы раз-
биения zer πn = fn× iR в элементы разбиения fn. Для этого
нам достаточно проверить, что для любых x ∈ Mn−1 и
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t ∈ R пара точек { (x, 1, t) , (Tn−1(x), 0, t) } переходит под
действием f̂n в какой-нибудь элемент разбиения fn (инво-
люция Tn−1 определена в разделе 3.1).

Справедливы равенства (см. соотношения 79)

f̂n(Tn−1(x), 0, t) = (fn−1(Tn−1(x), t), 0) =

= (Tn−1 ◦ Tn−1 ◦ fn−1(Tn−1(x), t), 0) =

= (Tn−1(Tn−1 ◦ fn−1(Tn−1(x), t)), 0) .

Здесь мы воспользовались тем, что Tn−1 — инволюция
(T 2

n−1 = Id). Обозначим x′ = Tn−1(x), очевидно

x = Tn−1 ◦ Tn−1(x) = Tn−1(x
′).

Тогда

f̂n(Tn−1(x), 0, t) = (Tn−1(Tn−1 ◦ fn−1(x
′, t)), 0) .

С другой стороны,

f̂n(x, 1, t) = (fn−1(x,−t), 1) = (f−
n−1(x, t), 1) =

= (f−
n−1(Tn−1(x

′), t), 1) = (Tn−1 ◦ fn−1(x
′, t), 1) .

Последнее равенство следует из условия (4′). Обозначим
x̂ = Tn−1 ◦ fn−1(x

′, t). Тогда

f̂n(Tn−1(x), 0, t) = (Tn−1(x̂), 0) ,

f̂n(x, 1, t) = (x̂, 1) .

Из произвольности выбора точек x ∈ Mn−1 и t ∈ R за-
ключаем, что отображение f̂n переводит элементы разби-
ения zer πn в элементы разбиения fn, следовательно, кор-
ректно определено непрерывное фактор-отображение

fn : Mn × R→Mn ,
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которое замыкает коммутативную диаграмму

(80)

Mn × I × R
f̂n
−−−→ Mn × I

πn

y
yprn

Mn ×R
fn
−−−→ Mn

Утверждение 3.2. Для каждого (x, t) ∈ Mn×R справед-
ливо соотношение

prn ◦f̂n(pr−1
n (x), t) = fn(x, t) .

Доказательство. Из предложения 4.1 вытекает, что

(81) πn = prn× IdR ,

Поэтому

prn ◦f̂n(pr−1
n (x), t) = fn ◦ πn(pr−1

n (x), t) =

= fn(prn(pr−1
n (x)), t) = fn(x, t)

для любого (x, t) ∈Mn × R. �

Применяя это утверждение, установим групповые свой-
ства отображения fn. Пусть x ∈Mn. Тогда

fn(x, 0) = prn ◦f̂n(pr−1
n (x), 0) = prn(pr−1

n (x)) = x ,

значит, fn(·, 0) = Id : Mn →Mn.
Пусть, кроме того, t, τ ∈ R. Справедливы равенства

fn(fn(x, t), τ) = fn(prn ◦f̂n(pr−1
n (x), t), τ)

= prn ◦f̂n(f̂n(pr−1
n (x), t), τ)

= prn ◦f̂n(pr−1
n (x), t+ τ) = fn(x, t+ τ).

Итак, из того, что f̂n является потоком, следует, что fn
является непрерывным потоком с фазовым пространством
Mn.
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Проверим, что поток (Mn, fn) удовлетворяет свойствам
(1′) – (5′) (см. начало раздела 3.2).

Для проверки требования (1′) покажем сначала, что

(82) ĵn−1 ◦ fn−1 = f̂n ◦ (ĵn−1 × IdR) .

Напомним, что отображение ĵn−1 : Mn−1 → Mn−1 × I

задается формулой ĵn−1(y) = (y, 0), y ∈ Mn−1 (см. раз-
дел 3.1).

Пусть y ∈Mn−1, t ∈ R. Тогда

ĵn−1 ◦ fn−1(y, t) = (fn−1(y, t), 0) .

С другой стороны, из соотношения (79) получим

f̂n ◦ (ĵn−1 × IdR)(y, t) = f̂n(y, 0, t) =

= (fn−1(y, t), 0) = ĵn−1 ◦ fn−1(y, t) .

Вспомним теперь, что по определению jn−1 = prn ◦ĵn−1.
Это вместе с формулой (82) приводит нас к цепочке ра-
венств

jn−1 ◦ fn−1 = prn ◦ĵn−1 ◦ fn−1 = prn ◦f̂n ◦ (ĵn−1 × IdR) =

= fn ◦ (prn× IdR) ◦ (ĵn−1 × IdR) =

= fn ◦ ((prn ◦ĵn−1)× IdR) = fn ◦ (jn−1 × IdR) .

И значит, fn удовлетворяет требованию (1′).
Приступим к проверке свойства (2′).
Согласно предложению 3.1 пространство Mn−1 — ком-

пакт, и отображение jn−1 : Mn−1 → Mn — вложение. Из
этого замечания и свойства (1′) заключаем, что jn−1(Mn−1)
— замкнутое инвариантное подмножество динамической
системы (Mn, fn), и потоки (Mn−1, fn−1) и
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(jn−1(Mn−1), fn|jn−1(Mn−1)) топологически сопряжены. По-
этому для каждой точки x ∈ Mn−1 справедливо следую-
щее утверждение: α-предельное (ω-предельное) множество
точки jn−1(x) относительно потока fn совпадает с образом
α-предельного (ω-предельного) множества точки x отно-
сительно потока fn−1 под действием jn−1. Следовательно,

Recfn ∩ jn−1(Mn−1) = jn−1(Recfn−1) =

= jn−1(jn−2 ◦ . . . ◦ j1(a)) = jn−1 ◦ . . . ◦ j1(a) .

Для завершения проверки на выполнимость свойства
(2′) докажем, что каждая точка множества

Un = Mn \ jn−1(Mn−1)

является блуждающей точкой потока (Mn, fn).
Мы уже установили, что Un — открытое подмножество

пространства Mn.
По построению, jn−1(Mn−1) = prn(Mn−1 × {0}), поэтому

pr−1
n (jn−1(Mn−1)) = Mn × {0, 1} и

pr−1
n (Un) = pr−1

n (Mn \ jn−1(Mn−1)) = Mn−1 × (0, 1) = Ûn .

Заметим, что проекция prn взаимно-однозначно отобра-
жает открытое подмножество Ûn пространства Mn−1 × I
на открытое подмножество Un пространства Mn. Так как,
по определению отображения проекции, открытые множе-
ства в образе — это в точности те множества, полный про-
образ которых открыт, то отображение

p̂rn = prn |Ûn
: Ûn → Un

открыто и является гомеоморфизмом.
Пусть x ∈ Un, x̂ = pr−1

n (x) ∈ Ûn. Тогда

x̂ = (y, τ), y ∈Mn−1, τ ∈ (0, 1).
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Фиксируем a, b ∈ (0, 1) так, чтобы

0 < a < τ < b < 1 .

Множество V̂a,b = Mn−1× (a, b) является открытой окрест-
ностью точки x̂ в пространстве Mn−1 × I.

Найдем теперь такое T > 0, чтобы

f̂n(V̂a,b, t) ⊆Mn−1 × (0, a)

при всех t < −T и

f̂n(V̂a,b, t) ⊆Mn−1 × (b, 1)

— при всех t > T .
Пусть prI : Mn−1 × I → I — проекция на второй сомно-

житель. Тогда по построению

prI ◦f̂n = h ◦ (prI × IdR) : Mn−1 × I × R→ I

(см. лемму 4.1). Следовательно, для каждого t ∈ R име-
ем f̂n(V̂a,b, t) ⊆ Mn−1 × h((a, b), t) и нам достаточно найти
такое T > 0, что h((a, b), t) ⊆ (0, a) при любом t < −T , и
h((a, b), t) ⊆ (b, 1) для всех t > T .

Найдем сначала такое tα ∈ R, что h(b, tα) < a.
Предположим, что

1
2

+ 1
π

arctg(tα + tg(π(b− 1
2
))) = h(b, tα) < a ,

то есть
arctg(tα + tg(π(b− 1

2
))) < π(a− 1

2
) .

Так как по условию a ∈ (0, 1), то обе части неравенства
лежат в интервале (−π/2, π/2). В этом интервале функция
tg определена и монотонно возрастает. Поэтому последнее
неравенство равносильно такому:

tα + tg(π(b− 1
2
)) < tg(π(a− 1

2
)) .
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Значит, неравенство h(b, tα) < a эквивалентно следую-
щему:

tα <
[
tg(π(a− 1

2
))− tg(π(b− 1

2
))
]
.

Аналогично устанавливается эквивалентность неравенств
b < h(a, tω) и

[
tg(π(b− 1

2
))− tg(π(a− 1

2
))
]
< tω .

Заметим, что функция h(·, t) : I → I при каждом фик-
сированном t ∈ R монотонно возрастает. Поэтому,

h((a, b), t) ⊆ (0, a), если t < −T ,

и
h((a, b), t) ⊆ (b, 1), если t > T ,

где
T =

∣∣tg(π(b− 1
2
))− tg(π(a− 1

2
))
∣∣ .

Из этого вытекает, что f̂n(V̂a,b, t)∩V̂a,b = ∅, если t /∈ [−T, T ].
Множество Ûn является инвариантным подмножеством

потока f̂n, поэтому f̂n(V̂a,b, t) ⊆ Ûn при любом t ∈ R. Обо-
значим Va,b = prn(V̂a,b). Тогда множество Va,b является от-
крытой окрестностью точки x = prn(x̂), так как отобра-
жение p̂rn = prn |Ûn

открыто (см. выше); кроме того, для
каждого t ∈ R выполняется равенство

fn(Va,b, t) = prn ◦f̂n(V̂a,b, t).

Напомним, что отображение prn |Ûn
взаимно-однозначно,

поэтому

fn(Va,b, t) ∩ Va,b = prn(f̂n(V̂a,b, t)) ∩ prn(V̂a,b) =

= prn(f̂n(V̂a,b, t) ∩ V̂a,b) = ∅

при t /∈ [−T, T ] и точка x является блуждающей точкой
потока (Mn, fn).
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Из произвольности выбора точки x ∈ Mn \ jn−1(Mn−1)
заключаем, что Mn \ jn−1(Mn−1) ⊆ W (fn), и требование
(2′) выполнено.

Приступим к проверке требования (3′).
Заметим сначала, что если свойство (3′) выполняется в

какой-нибудь точке x ∈ jn−1(Mn−1), то этому свойству удо-
влетворяют и все точки траектории Ofn

(x) ⊆ jn−1(Mn−1).
Действительно, пусть x′ ∈ Ofn

(x). Тогда x′ = fn(x, τ) для
некоторого τ ∈ R. Пусть V ′ ∋ x′ — открытая окрестность
точки x′. Тогда V = fn(V

′,−τ) — открытая окрестность
точки x (напомним, что из определения потока следует,
что отображение fn(·, t) : Mn → Mn является гомеомор-
физмом при каждом t ∈ R). Существует T = T (V ) > 0
такое, что fn(V, t) ∩ V 6= ∅ для всех t > T . Значит,

fn(V
′, t) ∩ V ′ = fn(fn(V, τ), t) ∩ fn(V, τ) =

fn(V, τ + t) ∩ fn(V, τ) = fn(fn(V, t), τ) ∩ fn(V, τ) ⊇

⊇ fn(fn(V, t) ∩ V, τ) 6= ∅

при t > T .
Докажем, что каждая траектория потока (Mn−1, fn−1)

содержит неподвижную точку инволюции Tn−1. Действи-
тельно, пусть x ∈Mn−1. Из свойства (5′) для потока
(Mn−1, fn−1) вытекает, что Tn−1(x) = fn−1(x, τ) для неко-
торого τ ∈ R. Обозначим x′ = fn−1(x, τ/2). Воспользуемся
свойством (4′) для потока (Mn−1, fn−1), и тогда получим
следующие равенства:

Tn−1(x
′) = Tn−1 ◦ fn−1(x, τ/2) = fn−1(Tn−1(x),−τ/2) =

= fn−1(fn−1(x, τ),−τ/2) = fn−1(x, τ/2) = x′ .

Итак, из свойства (1′) (которое мы уже проверили) и из
сказанного выше следует, что нам достаточно установить
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свойство (3′) только для тех точек из jn−1(Mn−1), которые
являются образами под действием jn−1 неподвижных то-
чек инволюции Tn−1.

Пусть x0 ∈ jn−1(Mn−1), z0 = j−1
n−1(x0) ∈ Mn−1 и пусть

Tn−1(z0) = z0. Тогда

pr−1
n (x0) = {(Tn−1(z0), 0), (z0, 1)} =

= {(z0, 0), (z0, 1)} ⊆Mn−1 × I .

Чтобы проверить справедливость свойства (3′) в точке
x0, нам достаточно доказать, что для каждой окрестности
W множества pr−1

n (x0) в Mn−1 × I существует T = T (W )

такое, что f̂n(W, t) ∩W 6= ∅ для всех t > T . Действитель-
но, если мы это установим, то отсюда будет вытекать, что
для любой окрестности V точки x0 ∈ Mn найдется T > 0

такое, что pr−1
n (V ) ∩ f̂n(pr−1

n (V ), t) 6= ∅ для любого t > T .
Следовательно (см. соотношения (80) и (81)),

fn(V, t) ∩ V = fn(prn(pr−1
n (V )), t) ∩ V =

= prn ◦f̂n(pr−1
n (V ), t) ∩ prn(pr−1

n (V )) ⊇

⊇ prn

[
f̂n(pr−1

n (V ), t) ∩ pr−1
n (V )

]
6= ∅

для всех t > T .
Докажем, что для множества pr−1

n (x0) в Mn−1×I выпол-
няется свойство (3′). Воспользуемся следующей леммой.

Лемма 3.1. Пусть (x, y) ∈Mn−1 × (0, 1). Тогда за время

(83) τ = 2 tg(π(1/2− y))

точка (x, y) сместится под действием потока f̂n в точку
(x, 1− y), то есть

(84) f̂n((x, y), τ) = (x, 1− y) .
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Доказательство. Как показывает формула (78), соотно-
шение (84) справедливо, если одновременно выполняются
два следующих равенства:

h(y, τ) = 1− y ,(85)
τ∫
0

(1− 2h(y, s))ds = 0 .(86)

Простая непосредственная проверка показывает, что фор-
мула (83) дает решение уравнения

1
2

+ 1
π

arctg(τ + tg(π(y − 1
2
))) = 1− y ,

которое эквивалентно уравнению (85), так как по условию
леммы y ∈ (0, 1).

Покажем, что полученное решение удовлетворяет равен-
ству (86).

Сначала заметим, что согласно равенству (77)

1− y = h(y, τ) = 1− h(1− y,−τ) ,

поэтому h(1− y,−τ) = y. Далее,

h(y, τ − s) = 1− h(1− y,−τ + s) =

= 1− h(h(1− y,−τ), s) = 1− h(y, s)

для каждого s ∈ R. Значит
τ∫

τ/2

(1− 2h(y, s))ds =
τ∫

τ/2

(1− 2 + 2h(y, τ − s))ds =

= −
τ∫

τ/2

(1− 2h(y, τ − s))ds =

= −
τ∫

τ/2

(1− 2h(y, u))d(τ − u) = −
τ/2∫
0

(1− 2h(y, u))du .

Здесь осуществлена замена параметра u = τ − s.
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Окончательно,

τ∫
0

(1− 2h(y, s))ds =

=
τ/2∫
0

(1− 2h(y, s))ds+
τ∫

τ/2

(1− 2h(y, s))ds =

=
τ/2∫
0

(1− 2h(y, s))ds−
τ/2∫
0

(1− 2h(y, u))du = 0 .

Лемма полностью доказана. �

Итак, пусть W — открытая окрестность множества

pr−1
n (x0) = {(z0, 0), (z0, 1)}

в пространстве Mn−1 × I.
Так как произведения открытых множеств составляют

базу топологии пространства-произведения, то найдутся
такие δ > 0 и открытое V ⊆Mn−1, что

V × ([0, δ) ∪ (1− δ, 1]) ⊆ W.

Для нас здесь важно то, что

{z0} × ((0, δ) ∪ (1− δ, 1)) ⊆W .

Далее мы будем считать, что δ < 1/2.
Рассмотрим функцию

ξ : R→ I ,

ξ(t) = 1
2
− 1

π
arctg t

2
, t ∈ R .(87)

Функция ξ непрерывна, монотонно убывает и ξ(t) → +0
при t→ +∞.
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Легко видеть, что эта функция подобрана так (см. лем-
му 3.1 выше), чтобы для каждого t ∈ R выполнялось ра-
венство

f̂n((z, ξ(t)), t) = (z, 1− ξ(t)) , z ∈Mn−1 .

Пусть T = 2 tg(π(1/2 − δ)). Тогда ξ(T ) = δ. Так как
функция ξ монотонно убывает, то для каждого t > T вы-
полняется неравенство ξ(t) ∈ (0, δ). Следовательно,

f̂n((z0, ξ(t)), t) = (z0, 1− ξ(t)) ∈ {z0} × (1− δ, 1) ⊆W ,

и f̂n(W, t) ∩W 6= ∅.
В силу произвольности выбора окрестности W , свойство

(3′) выполняется в точке x0.
Таким образом, доказано, что поток (Mn, fn) удовлетво-

ряет свойству (3′).
Пусть

f̂−
n : Mn−1 × I × R→Mn−1 × I ,

f̂−
n (z, y, t) = f̂n(z, y,−t) , (z, y, t) ∈Mn−1 × I × R .

Перед тем, как доказывать, что свойство (4′) выполнено,
проверим равенство

T̂n ◦ f̂n = f̂−
n ◦ (T̂n × IdR) .

Действительно, производя замену параметра u = −s, по-
лучаем

−t∫
0

(1− 2h(1− y, s))ds =
−t∫
0

(1− 2h(1− y,−u))d(−u) =

= −
t∫

0

(1− 2h(1− y,−u))du = −
t∫

0

(1− 2 + 2h(y, u))du =

=
t∫

0

(1− 2h(y, u))du
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для всех y ∈ I и t ∈ R. Это следует из равенства (77).
Пусть теперь z ∈Mn−1, y ∈ I, t ∈ R. Тогда

T̂n ◦ f̂n(z, y, t) = T̂n

(
fn−1

(
z,

t∫
0

(1− 2h(y, s))ds

)
, h(y, t)

)
=

=

(
fn−1

(
z,

t∫
0

(1− 2h(y, s))ds

)
, 1− h(y, t)

)
=

=

(
fn−1

(
z,

−t∫
0

(1− 2h(1− y, s))ds

)
, h(1− y,−t)

)
=

= f̂n(z, 1− y,−t) = f̂−
n (z, 1− y, t) =

= f̂−
n ◦ (T̂n × IdR)(z, y, t) .

Пусть, наконец, x ∈Mn и t ∈ R. Используя коммутатив-
ную диаграмму (80) и следующее за ней утверждение 3.2,
получим цепочку равенств

Tn ◦ fn(x, t) = Tn ◦ prn ◦f̂n(pr−1
n (x), t)

= prn ◦ T̂n ◦ f̂n(pr−1
n (x), t)

= prn ◦ f̂
−
n ◦ (T̂n × IdR)(pr−1

n (x), t)

= prn ◦ f̂n(T̂n(pr
−1
n (x)),−t)

= fn ◦ (prn× IdR)(T̂n(pr
−1
n (x)),−t)

= fn(prn ◦T̂n(pr
−1
n (x)),−t)

= fn(Tn(x),−t)

= f−
n ◦ (Tn × IdR)(x, t).

Из произвольности выбора точки (x, t) ∈ Mn × R заклю-
чаем, что свойство (4′) выполнено.

Приступим к проверке свойства (5′) для потока (Mn, fn).
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Пусть сначала x ∈ jn−1(Mn−1). Из свойства (1′) заклю-
чаем, что

Ofn
(x) = jn−1

(
Ofn−1(j

−1
n−1(x))

)
.

Используем коммутативную диаграмму 75 и тот факт,
что свойство (5′) справедливо для потока (Mn−1, fn−1), и
получаем цепочку равенств

Tn(Ofn
(x)) = Tn ◦ jn−1(Ofn−1(j

−1
n−1(x))) =

= jn−1 ◦ Tn−1(Ofn−1(j
−1
n−1(x))) =

= jn−1(Ofn−1(j
−1
n−1(x))) = Ofn

(x) .

Пусть теперь x ∈Mn \ jn−1(Mn−1). Тогда pr−1
n (x) = (z, y)

для некоторых z ∈ Mn−1 и y ∈ (0, 1). Как следует из свой-
ства (4′), которое мы уже проверили, потоки (Mn, fn) и
(Mn, f

−
n ) топологически сопряжены посредством инволю-

ции Tn. Эти потоки имеют одинаковые траектории, поэто-
му инволюция Tn отображает траектории потока fn на це-
лые траектории этого же потока. Таким образом, для за-
вершения доказательства нам осталось только проверить,
что Tn(x) ∈ Ofn

(x).
Из леммы 3.1 вытекает, что

(z, 1− y) = T̂n(z, y) ∈ Of̂n
(z, y) .

Однако из формул (80) и (81) следует, что поток (Mn, fn)

является фактор-системой потока (Mn−1 × I, f̂n), поэтому

Ofn
(x) = Ofn

(prn(z, y)) = prn

(
Of̂n

(z, y)
)
.

И значит,

Tn(x) = prn ◦T̂n(pr−1
n (x)) = prn ◦T̂n(z, y) =

= prn(z, 1− y) ∈ prn(Of̂n
(z, y)) = Ofn

(x) .
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Таким образом, полностью доказана справедливость свой-
ства (5′) для потока (Mn, fn).

3.2.4. Поток f пространства M . Далее будем рассмат-
ривать пространство M как объединение подпространств
Mn, n ∈ N. В частности, в последующих выкладках будем
опускать отображения вложения jn, n ∈ N.

Пусть {fn |n ∈ N} — последовательность потоков, по-
строенная в предыдущем подразделе. Из свойства (1′) (см.
начало раздела 3.2) следует, что отображение

f = lim
−→

fn : M × R→M ×R ,

f(x) = fn(x) , если x ∈ Mn ,

определено корректно. Непрерывность отображений f и
f−1 следует непосредственно из их определения. И так как
все отображения fn являются потоками, то и f — поток.

Итак, мы построили поток f пространства M .
Найдем теперь множество неблуждающих точек дина-

мической системы (M, f).
Пусть x ∈ Mn. Тогда x ∈ Ω(fn+1) согласно условию (3′′).

Следовательно, x ∈ Ω(f) (см. утверждение 2.1). Так как по
определению для любого x ∈ M существует n ∈ N такое,
что x ∈Mn, то M = Ω(f).

Подсчитаем теперь множество рекуррентных точек ди-
намической системы (M, f).

Пусть x ∈ Mn. По построению Mn — замкнутое ин-
вариантное подмножество динамической системы (M, f),
поэтомуOf(x) = Ofn

(x) ⊆Mn, и точка x является α-рекур-
рентной (ω-рекуррентной) точкой динамической системы
(M, f) тогда и только тогда, когда она лежит в множе-
стве α-рекуррентных (ω-рекуррентных) точек динамиче-
ской системы (Mn, fn) = (Mn, f |Mn

).
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Из свойства (2′) теперь следует, что если x ∈ Rec(f), то
x = a.

Итак построен пример динамической системы (M, f) на
бесконечномерном неполном пространстве M . Она удовле-
творяет одновременно следующим свойствам:

(i) M = Ω(f);
(ii) Rec(f) = Per(f) = {a}.

Пример 3.1. Выбрасывая из пространства M неподвиж-
ную точку a потока (M, f), получим новое бесконечно-
мерное неполное пространство M ′ и поток (M ′, f ′) на
нем, у которого все траектории неблуждающие, но мно-
жество предельных, а тем более рекуррентных точек пу-
сто.

Получаем искомый пример.

3.3. Построение каскада F на пространстве M . По-
строим теперь пример 3.1 для динамической системы с
дискретным временем на M (каскада).

В качестве искомого примера можно было бы взять отоб-
ражение последования F = f( · , 1) : M → M потока f
из предыдущего примера. Однако мы слегка усложним
этот пример, чтобы он дополнительно обладал свойством,
невозможным для потоков, именно, чтобы последователь-
ность каскадов имела итерационно неустойчивое неблуж-
дающее множество.

Начнем построение.

3.3.1. Последовательность {Fn |n ∈ N}. Наша цель по-
строить последовательность автоморфизмов

Fn : Mn → Mn , n ∈ N ,
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которые бы удовлетворяли некоторому дискретному ана-
логу требований (1′)–(5′) для последовательности потоков
(см. начало раздела 3.2).

Таким образом, по индукции построено семейство пото-
ков (Mn, fn), n ∈ N, которые удовлетворяют требованиям
(1′)–(5′).

Возьмем единичные сдвиги вдоль траекторий этих по-
токов

Fn = fn( · , 1) : Mn → Mn , n ∈ N .

Так как все fn — непрерывные потоки, то все отобра-
жения Fn являются гомеоморфизмами (F−1

n = fn(· ,−1),
n ∈ N).

Убедимся, что для всех n ∈ N отображения Fn удовле-
творяют требованиям

(1◦) jn−1 ◦ Fn−1 = Fn ◦ jn−1, если n > 1;
(2◦) существует точка a ∈M1, такая что

{an} = Rec(Fn) = Fix(Fn), an = jn−1 ◦ . . . ◦ j1(a);

(3◦) jn−1(Mn−1) ⊆ Ω(Fn), если n > 1.

Доказательство.

(1◦) Пусть n > 1 и x ∈ Mn−1. Тогда из свойства (1′)
получаем

jn−1 ◦ Fn−1(x) = jn−1 ◦ fn−1(x, 1) =

= fn(jn−1(x), 1) = Fn ◦ jn−1(x) ,

и так как x — произвольная точка, то свойство (1◦) вы-
полнено.

(2◦) Заметим, что для любого x ∈Mn имеет место нера-
венство

OFn
(x) =

⋃

k∈Z

fn(x, k) ⊆ Ofn
(x) ,
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поэтому αFn
(x) ⊆ αfn

(x) и ωFn
(x) ⊆ ωfn

(x). Отсюда немед-
ленно следует, что

Rec(Fn) ⊆ Rec(fn) .

С другой стороны, так как Mn — компактное хаусдор-
фово топологическое пространство, то по теореме Биркго-
фа динамическая система (Mn, Fn) имеет по крайней ме-
ре одно непустое минимальное множество. Следовательно,
Rec(Fn) 6= ∅.

Так как согласно свойству (2′) мощность Rec(fn) равна
единице, то

Rec(Fn) = Rec(fn) = {an} = {jn−1 ◦ . . . ◦ j1(a)} .

Кроме того, очевидно, что

{an} = Fix(fn) ⊆ Fix(Fn) ⊆ Rec(Fn),

поэтому Fix(Fn) = {an}.

(3◦) Пусть n > 1 и x ∈ jn−1(Mn−1). Пусть U ⊆ Mn —
открытая окрестность точки x. Согласно свойству (3′) су-
ществует T > 0 такое, что fn(U, t)∩U 6= ∅ для всех t > T .
Найдем N > T , N ∈ N. Тогда

F k
n (U) ∩ U = fn(U, k) ∩ U 6= ∅

для каждого k > N и x ∈ Ω(Fn), так как окрестность
U ∋ x выбрана произвольно.

Значит, jn−1(Mn−1) ⊆ Ω(Fn). �

3.3.2. Автоморфизм F пространства M . Будем рассмат-
ривать пространство M как объединение подпространств
Mn, n ∈ N. В частности, в последующих выкладках будем
опускать отображения вложения jn, n ∈ N.

Пусть {Fn |n ∈ N} — последовательность автоморфиз-
мов, построенная в предыдущем подразделе. Из свойства
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(1◦) (см. начало раздела 3.3.1) следует, что отображение

F = lim
−→

Fn : M →M ,

F (x) = Fn(x) , если x ∈Mn ,

определено корректно. И так как все отображения Fn об-
ратимы, то и F — обратимое отображение . Обратное отоб-
ражение задается формулой

F−1 = lim
−→

F−1
n : M →M ,

F−1(x) = F−1
n (x) , если x ∈Mn .

Непрерывность отображений F и F−1 следует непосред-
ственно из их определения.

Итак, мы построили автоморфизм F пространства M .
Найдем теперь множество неблуждающих точек дина-

мической системы (M,F ).
Пусть x ∈ Mn. Тогда x ∈ Ω(Fn+1) согласно условию (3◦).

Следовательно, x ∈ Ω(F ) (см. утверждение 2.1). Так как
по определению для любого x ∈ M существует n ∈ N та-
кое, что x ∈Mn, то M = Ω(F ).

Подсчитаем теперь множество рекуррентных точек ди-
намической системы (M,F ).

Пусть x ∈Mn. По построению Mn — замкнутое инвари-
антное подмножество динамической системы (M,F ), по-
этому OF (x) = OFn

(x) ⊆ Mn, и точка x является α-рекур-
рентной (ω-рекуррентной) точкой динамической системы
(M,F ) тогда и только тогда, когда она лежит в множе-
стве α-рекуррентных (ω-рекуррентных) точек динамиче-
ской системы (Mn, Fn) = (Mn, F |Mn

).
Из свойства (2◦) теперь следует, что если x ∈ Rec(F ), то

x = a.
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Итак построен пример динамической системы (M,F ) на
бесконечномерном неполном пространстве M . Она удовле-
творяет одновременно следующим свойствам:

(i) M = Ω(F );
(ii) Rec(F ) = Per(F ) = {pt}.

4. Дополнения.

4.1. Одно полезное утверждение о произведении
проекций.

Утверждение 4.1. Пусть X и Y — хаусдорфовы прост-
ранства, f — разбиение пространства X на компактные
подмножества, i — разбиение пространства Y на одно-
точечные подмножества.

Пусть проекция prX : X → X/f является замкнутым
отображением.

Пусть, кроме того, разбиение f̃ пространства X × Y
является произведением разбиений f и i.

Тогда отображение

π = prX ×IdY : X × Y → X/f× Y

факторно, и следовательно, пространства (X × Y )/̃f и
X/f× Y канонически гомеоморфны.

Для доказательства этого предложения нам будет ну-
жен ряд приведенных ниже определений и результатов
(см. [5]).

Определение 4.1 (см. [6]). Пусть f : X → Y — непре-
рывное отображение топологического пространства X в
пространство Y . Если его взаимно-однозначный фактор

fact f : X/ zer f → Y
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является гомеоморфизмом, то f называется факторным
(zer f — разбиение пространства X, элементами которо-
го являются прообразы точек пространства Y под дей-
ствием отображения f).

Равносильно можно сказать, что отображение f фак-
торно, если f(X) = Y и для произвольного подмножества
B ⊆ Y его прообраз f−1(B) открыт в X тогда и только
тогда, когда само множество B открыто в Y .

Определение 4.2. Разбиение f топологического прост-
ранства X называется непрерывным, если и только ес-
ли для каждого F из f и любого открытого множества
U , содержащего F , существует такое открытое множе-
ство V , что F ⊆ V ⊆ U и V — объединение некоторой
совокупности элементов семейства f.

Теорема 4.1 (Александров, Хопф). Разбиение f тополо-
гического пространства X непрерывно тогда и только
тогда, когда проектирование pr : X → X/f замкнуто.

Теорема 4.2 (Уоллес). Пусть X и Y — топологические
пространства, A и B — компактные подмножества из
X и Y соответственно. Пусть, далее, W — произвольная
окрестность множества A× B в произведении X × Y .

Тогда найдутся такие окрестности U и V множеств
A и B соответственно, что U × V ⊆W .

Доказательство предложения 4.1. Пусть

B ⊆ X/f× Y, B′ = π−1(B) ⊆ X × Y.

Если B открыто, то и B′ открыто, так как отображение
π, очевидно, непрерывно.

Обратно, предположим, что множество B′ открыто в
X × Y .
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Пусть p̃r1 : X/f × Y → X/f — проекция на первый со-
множитель. Очевидно,

B =
⋃

y∈Y

(B ∩ (X/f× {y})) =

=
⋃

y∈Y

[
p̃r1(B ∩ (X/f× {y}))× {y}

]
=
⋃

y∈Y

By × {y} .

Мы здесь обозначили By = p̃r1(B ∩ (X/f × {y})) ⊆ X/f,
y ∈ Y .

Пусть еще pr1 : X × Y → X — проекция на первый
сомножитель. Аналогично предыдущему, обозначим

B′
y = pr1(B

′ ∩ (X × {y})) ⊆ X, y ∈ Y.

Тогда

B′ =
⋃

y∈Y

B′
y × {y} .

Заметим, что

B′ = π−1(B) = π−1

(
⋃

y∈Y

By × {y}

)
=

=
⋃

y∈Y

π−1(By × {y}) =
⋃

y∈Y

pr−1
X (By)× {y} ,

поэтому B′
y = pr−1

X (By) для каждого y ∈ Y . Заметим,
кроме того, что для любого y ∈ Y множество B′

y откры-
то в X, так как B′ открыто по условию и отображение
iny : X → X × Y , iny(x) = (x, y), x ∈ X, является вложе-
нием при любом фиксированном y ∈ Y .

Пусть (x0, y0) ∈ B ⊆ X/f × Y . Тогда для компактных
подмножеств pr−1

X (x0) ⊆ X и {y0} ∈ Y найдутся согласно
теореме 4.2 открытые окрестности U ⊆ X и V ⊆ Y , для
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которых
pr−1
X (x0)× {y0} ⊆ U × V ⊆ B′.

Далее, по теореме 4.1 для элемента pr−1
X (x0) разбиения f и

открытого множества U найдется насыщенное (являюще-
еся объединением некоторого семейства элементов разби-
ения f) открытое множество W ′ такое, что

pr−1
X (x0) ⊆W ′ ⊆ U.

Очевидно, W ′ = pr−1
X (W ) для некоторого подмножества

W ⊆ X/f, содержащего точку x0. По определению фактор-
топологии, так как множество W ′ открыто в X, то и W
открыто в X/f.

Легко видеть, что

W ′ × V = π−1(W × V ),

а множество W ×V является открытой окрестностью точ-
ки (x0, y0). Кроме того, по построению W ′ × V ⊆ B′, сле-
довательно W × V ⊆ B и точка (x0, y0) — внутренняя для
B.

Из произвольности выбора точки (x0, y0) ∈ B следует,
что B открыто в X/f× Y .

Теперь из произвольности выбора множества

B ⊆ X/f× Y

и его прообраза B′ = π−1(B) следует, что отображение π
факторно. �

Замечание 4.1. Легко видеть, что если пространство
X компактно и хаусдорфово, а фактор-пространство X/f
хаусдорфово, то все элементы разбиения f компактны а
отображение проекции prX : X → X/f замкнуто.

Таким образом, в этом случае для любого хаусдорфового
пространства Y выполнены условия предложения 4.1.
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4.2. Косое произведение потоков относительно
функции на декартовом произведении многообра-
зий. Пусть X и Y — топологические пространства,

f : X × R→ X и h : Y ×R→ Y

— потоки на X и Y соответственно.
Наша цель — построить “косое произведение”

f̂ : X × Y × R→ X × Y

потоков f и h, которое удовлетворяло бы таким свойствам.
Пусть prX : X ×Y → X и prY : X ×Y → Y — проекции.

Мы хотим,

(0) чтобы отображение f̂ задавало поток на X × Y ;
(1) чтобы движение точки (x, y) ∈ X×Y под действием

f̂ проектировалось в движение точки y = prY (x, y)
под действием потока h, т. е. чтобы выполнялось
равенство

prY ◦f̂ = h ◦ (prY ×IdR) : X × Y × R→ Y ;

(2) чтобы траектории потока f̂ проектировались в тра-
ектории потока f , т. е. чтобы выполнялось включе-
ние

prX(Of̂(x, y)) ⊆ Of(prX(x, y)) = Of(x);

(3) чтобы ϕ не зависела от выбора x, т. е. чтобы для
любых x1, x2 ∈ X, y ∈ Y и t ∈ R выполнялось
равенство

ϕ(x1, y, t) = ϕ(x2, y, t),

где через ϕ(x, y, t) обозначена такая величина, что

prX ◦f̂(x, y, t) = f(x, ϕ(x, y, t))
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(эта величина корректно определена в силу преды-
дущего требования).

Приведем наводящие соображения, которые позволяют
нам “угадать” поток f̂ .

Предположим, что X и Y — “хорошие” пространства
(например, конечномерные многообразия) и потоки f и h
— гладкие. Тогда определены векторные поля {~u(x)}x∈X
и {~v(y)}y∈Y на соответствующих касательных простран-
ствах такие, что траектории потоков f и h являются ин-
тегральными для этих векторных полей.

Допустим, определён поток f̂ на пространстве X × Y ,
удовлетворяющий требованиям (1)–(3) и найдено соответ-
ствующее ему поле скоростей {~w(x, y)}(x,y)∈X×Y .

В силу требований (1) и (2) в каждой точке (x, y) ∈
X × Y должны выполняться равенства

~w(x, y) = α(x, y)~u(x) + ~v(y)

(коэффициент при ~v всегда равен единице). Из требования
(3) следует, что коэффициент α не зависит от x, и значит,

(88) α : Y → R

есть некоторая функция от y, и

(89) ~w(x, y) = α(y)~u(x) + ~v(y) .

Пусть мы стартуем из точки (x0, y0) и хотим найти в ка-
кой точке траектории Of(x0) окажется в момент времени
t проекция образа нашей начальной точки prx ◦f̂(x0, y0, t).

Если бы функция α была константой, можно было бы
написать

prX ◦f̂(x0, y0, t) = f(x0, αt) = f


x0,

t∫

0

α · 1 ds


 .
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Однако в произвольный момент времени s параметр α ра-
вен α(y(s)) = α ◦ h(y0, s), поэтому

prX ◦f̂(x0, y0, t) = f


x0,

t∫

0

α ◦ h(y0, s) ds


 .

Пусть теперь поток f̂ не задан. Фиксируем “хорошую”
интегрируемую функцию (88) и построим векторное по-
ле (89), интегральные траектории которого задает поток

(90)
f̂ : X × Y × R→ X × Y ,

f̂(x, y, t) =

(
f

(
x,

t∫
0

α ◦ h(y, s) ds

)
, h(y, t)

)
.

Лемма 4.1. Пусть X и Y — хаусдорфовы топологические
пространства, f и h — непрерывные потоки на X и Y ,
соответственно.

Пусть α : Y → R — непрерывная функция.
Тогда формула (90) задает непрерывный поток f̂ на

X × Y , удовлетворяющий требованиям (1)–(3).

Доказательство. Нужно показать, что отображение f̂ за-
дает действие аддитивной группы вещественных чисел на
пространстве X × Y . Действительно, во-первых,

f̂(x, y, 0) = (f(x, 0), h(y, 0)) = (x, y) ,
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и во-вторых

f̂(f̂(x, y, t), τ) = f̂

(
f

(
x,

t∫
0

α ◦ h(y, s) ds

)
, h(y, t) , τ

)
=

=

(
f

(
f

(
x,

t∫
0

α ◦ h(y, s) ds

)
,

τ∫
0

α ◦ h(h(y, t), ρ) dρ

)
, h(h(y, t), τ)

)
=

=

(
f

(
x,

t∫
0

α ◦ h(y, s) ds +
τ∫
0

α ◦ h(y, t + ρ) dρ

)
, h(y, t + τ)

)
=

=

(
f

(
x,

t∫
0

α ◦ h(y, s) ds +
t+τ∫
t

α ◦ h(y, s) ds

)
, h(y, t + τ)

)
=

=

(
f

(
x,

t+τ∫
0

α ◦ h(y, s) ds

)
, h(y, t + τ)

)
=

= f̂(x, y, t + τ)

для любых x ∈ X, y ∈ Y и t, τ ∈ R.
В этой цепочке равенств мы воспользовались следующими

обстоятельствами:

• f и h — потоки, т. е. для всех

x ∈ X, y ∈ Y, t, τ ∈ R

выполняются равенства

f(x, t + τ) = f(f(x, t), τ) и h(y, t + τ) = h(h(y, t), τ).

• Функция α ◦ h(y, ·) : R → R — непрерывна для любого
фиксированного y ∈ Y , так как является композицией
непрерывных отображений (напомним, что отображе-
ние α непрерывно по условию). Следовательно, инте-
грал

t∫

0

α ◦ h(y, s) ds

существует при любых y ∈ Y и t ∈ R.
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• После замены s = t + ρ получаем
∫ τ

0
α◦h(y, t+ρ) dρ =

∫ τ

0
α◦h(y, t+ρ) d(t+ρ) =

∫ t+τ

t
α◦h(y, s) ds.

Заметим, что справедливость требований (1)–(3) вытекает
непосредственно из формулы (90).

При каждом фиксированном t ∈ R отображение

f̂t = f̂(·, ·, t) : X × Y → X × Y

является биекцией. Действительно, как показано выше, суще-
ствует обратное отображение (f̂t)

−1 = f̂−t. Таким образом, для
завершения доказательства нам остается проверить непрерыв-
ность отображения f̂ .

Предположим сначала, что отображение

(91)

ϕ : Y × R→ R ,

ϕ : (y, t) 7→
t∫
0

α ◦ h(y, s) ds , (y, t) ∈ Y × R ,

непрерывно.
Пусть Q ⊆ X×Y — открытое множество, содержащее точку

f̂(x, y, t). Найдем открытые множества QX ⊆ X и QY ⊆ Y
такие, что

f̂(x, y, t) = (f(x, ϕ(y, t)), h(y, t)) ∈ QX ×QY ⊆ Q.

Так как отображение h непрерывно, найдутся открытые мно-
жества V1 ⊆ Y и W1 ⊆ R такие, что

(y, t) ∈ V1 ×W1 ⊆ Y × R и h(V1 ×W1) ⊆ QY .

Аналогично, найдутся открытые множества U ⊆ X и W2 ⊆ R,
для которых

(x, ϕ(y, t)) ∈ U ×W2 ⊆ X × R и f(U ×W2) ⊆ QX .

Наконец, найдем открытые множества V2 ⊆ Y и W3 ⊆ R такие,
что

(y, t) ∈ V2 ×W3 и ϕ(V2 ×W3) ⊆W2.
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Обозначим V = V1 ∩ V2 ⊆ Y и W = W1 ∩W3 ⊆ R. Заметим,
что V и W — непустые открытые множества, так как y ∈ V и
t ∈W по построению. Имеют место соотношения

f̂(U × V ×W ) = f(U,ϕ(V ×W ))× h(V ×W ) ⊆

⊆ f(U,ϕ(V2 ×W3))× h(V1 ×W1) ⊆

⊆ f(U,W2)×QY ⊆ QX ×QY ⊆ Q .

Так как точка (x, y, t) ∈ X × Y × R и открытое множество

Q ∋ f̂(x, y, t) произвольны, то отображение f̂ непрерывно.
Следовательно, из непрерывности отображения (91) вытека-

ет непрерывность f̂ .
Докажем непрерывность отображения ϕ.
Пусть (y, t) ∈ Y × R. Фиксируем ε > 0.
Заметим, что

|ϕ(z, τ) − ϕ(y, t)| =

∣∣∣∣
τ∫
0

α ◦ h(z, s) ds −
t∫
0

α ◦ h(y, s) ds

∣∣∣∣ ≤

≤

∣∣∣∣
t∫
0

(α ◦ h(z, s) − α ◦ h(y, s)) ds

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
τ∫
t

α ◦ h(z, s) ds

∣∣∣∣ =

= |ϕ(z, t) − ϕ(y, t)|+

∣∣∣∣
τ∫
t

α ◦ h(z, s) ds

∣∣∣∣ .

Функция α ◦ h : Y × R → R непрерывна, и значит найдутся
такие открытое множество V ′ ⊆ Y и δ′ > 0, что y ∈ V ′ и

α ◦ h(V ′ × (t− δ′, t + δ′)) ⊆ (α ◦ h(y, t)− ε/2, α ◦ h(y, t) + ε/2) .

Обозначим

M = max{|α ◦ h(y, t)− ε/2|, |α ◦ h(y, t) + ε/2|}.

Ясно, что M > 0. Пусть, кроме того,

δ = min{δ′, ε/(2M)}.
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Тогда для любого (z, τ) ∈ V ′ × (t− δ, t + δ) имеем
∣∣∣∣
τ∫
t

α ◦ h(z, s) ds

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
τ∫
t

|α ◦ h(z, s)| ds

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
τ∫
t

M ds

∣∣∣∣ ≤ |τ − t|M ≤ δM ≤ ε/2 .

Таким образом, при t = 0 получим, что при любом

(z, τ) ∈ V ′ × (−δ, δ)

выполняются неравенства

|ϕ(z, τ) − ϕ(y, 0)| ≤ |ϕ(z, 0) − ϕ(y, 0)|+

+

∣∣∣∣
τ∫
0

α ◦ h(z, s) ds

∣∣∣∣ = 0 + ε/2 < ε .

Из произвольности выбора ε следует, что для любого y ∈ Y
функция ϕ непрерывна в точке (y, 0) ∈ Y × R.

Пусть теперь t 6= 0. Снова из непрерывности функции α ◦
h : Y × R → R следует, что для любого s ∈ [0, t] существуют
открытое множество Vs ⊆ Y и δs > 0 такие, что y ∈ Vs и

α◦h(Vs×(s−δs, s+δs)) ⊆ (α◦h(y, s)−ε/(4t), α◦h(y, s)+ε/(4t)) .

Обозначим Ws = (s− δs, s + δs) ⊆ R, s ∈ [0, t].
Множество {y}×[0, t] ⊆ Y ×R является компактом как образ

компакта [0, t] в хаусдорфовом пространстве Y ×R (напомним,
что пространство Y хаусдорфово по условию). Значит, найдет-
ся конечный набор значений s1, . . . , sn такой, что

[0, t] =

n⋃

i=1

Wsi
.

Далее для простоты будем обозначать Wi = Wsi
и Vi = Vsi

,
i = 1, . . . , n. Положим также

V ′′ =

n⋂

i=1

Vi.
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Пусть z ∈ V ′′. Для каждого s ∈ [0, t] найдется i ∈ {1, . . . , n}
такое, что s ∈ Wi. Тогда V ′′ × {s} ⊆ Vi ×Wi из чего вытекает
оценка

|α ◦ h(z, s) − α ◦ h(y, s)| ≤

≤ |α ◦ h(z, s) − α ◦ h(y, si)|+ |α ◦ h(y, si)− α ◦ h(y, s)| <

< ε/(4t) + ε/(4t) = ε/(2t) .

Таким образом,

|ϕ(z, t) − ϕ(y, t)| ≤

∣∣∣∣
t∫
0

(α ◦ h(z, s) − α ◦ h(y, s)) ds

∣∣∣∣ ≤

≤

∣∣∣∣
t∫
0

|α ◦ h(z, s) − α ◦ h(y, s)| ds

∣∣∣∣ <

∣∣∣∣
t∫
0

ε/(2t) ds

∣∣∣∣ = ε/2 .

Обозначим V = V ′ ∩ V ′′. Открытое множество V не пусто,
так как y ∈ V . Тогда для любого (z, τ) ∈ V × (t − δ, t + δ)
получим оценку

|ϕ(z, τ) − ϕ(y, t)| ≤ |ϕ(z, t) − ϕ(y, t)| +

∣∣∣∣
τ∫
t

α ◦ h(z, s) ds

∣∣∣∣ <

< ε/2 + ε/2 = ε .

Следовательно,

ϕ(V × (t− δ, t + δ)) ⊆ (ϕ(y, t) − ε, ϕ(y, t) + ε) .

Так как ε > 0 может быть выбрано произвольно, то отображе-
ние ϕ непрерывно в каждой точке (y, t) ∈ Y × R. �

Замечание 4.2. Смысл параметра α(y, t) можно опи-
сать словами: при малых t ∈ R отображение

prX ◦f̂(·, y, ·) : X × R→ X

ведет себя так, как поток fα, fα(x, t) = f(x, αt), α =
α(y, 0).



106

Список литературы

[1] Александров П. С. Введение в теорию множеств и общую тополо-
гию. — М.: Наука, 1977.

[2] Алексеев В. М. Символическая динамика. — Киев.: Издание Институ-
та математики АН УССР, 1976. — С. 212.

[3] Власенко И. Ю., Максименко С. И., Полулях Е. А. Топологические
методы в изучении групп преобразований многообразий. — Институт
математики НАН Украины. Киев, 2006.

[4] Власенко И. Ю., Полулях Е. А. Об итерационной устойчивости цен-
тра Биркгофа // Препринт 2005.7. — 2005.

[5] Келли Д. Л. Общая топология. — М.: Наука, 1981. — С. 432.
[6] Рохлин В. А., Фукс Д. Б. Начальный курс топологии, геометрические

главы. — Москва, Наука, 1977.
[7] Сибирский K. С. Введение в топологическую динамику.— Кишинев,

1970.
[8] Birkhoff G. Dynamical systems // Colloquium Publications. V. 9, AMS,

Providence, RI. — 1927.
[9] Conley C. Isolated invariant sets and the Morse index. — Providence, R.I.:

American Mathematical Society, 1978. — Vol. 38 of CBMS Regional Con-

ference Series in Mathematics. — Pp. iii+89.
[10] Coven E., Nitecki Z. Nonwandering sets of the powers of maps of the inter-

val // Ergodic Theory & Dynamical Systems. — 1981. — Vol. 1. — Pp. 9–31.
[11] Hirsch M. W. Differential topology. — Springer-Verlag, 1976. — Vol. 33.
[12] Kuratowski K. Topology. Vol. I. New edition, revised and augmented.

Translated from the French by J. Jaworowski. — New York: Academic
Press, 1966. — Pp. xx+560.

[13] Kuratowski K., Mostowski A. Set theory. — revised edition. — Amsterdam:
North-Holland Publishing Co., 1976. — Pp. xiv+514. — With an introduc-
tion to descriptive set theory, Translated from the 1966 Polish original,
Studies in Logic and the Foundations of Mathematics, Vol. 86.

[14] Polulyakh E., Vlasenko I. On iteration stability of the Birkhoff center
against the power 2 // U. M. G. — 2006. — Vol. 58, no. 4.

[15] Vlasenko I., Polulyakh E. On iteration stability of the birkhoff center
against the power 2 // U. M. G. — 2006. — Vol. 58, no. 5. — Pp. 705–707.



Збiрник праць
Iн-ту математики НАН України

2006, т.3, №3, 107-114

М.Гургенидзе

Запорожский национальный университет

О погружении грассманова
многообразия псевдоевклидова
пространства

В статтi вивчається грасманiв многовид неiзотопних двовимiрних
площин псевдоевклiдового простору за допомогою його занурення у
виглядi алгебраїчної поверхнi у шестивимiрний простiр.

В статье изучается грассманово многообразие неизотропных двумер-
ных плоскостей псевдоевклидова пространства посредством его погру-
жения в виде алгебраической поверхности в шестимерное простран-
ство. Найден вид компонент тензора кривизны и получены формулы
для вычисления секционной кривизны.

Грассманово многообразие плоскостей евклидова про-
странства изучалось многими геометрами. Основные ре-
зультаты можно найти в обзорной статье А.А. Борисен-
ко [2]. В работе [1] Ю.А. Аминова изучается само грас-
сманово многообразие и его подмногообразие - грассма-
нов образ поверхности. В представленной статье анало-
гичное исследование проведено для грассманова много-
образия неизотропных 2-плоскостей псевдоевклидова че-
тырехмерного пространства индекса 1 - 1R4. С помощью
плюккеровых координат это многообразие погружается в
псевдоевклидово шестимерное пространство индекса 3, на-
ходится его тензор кривизны и секционная кривизна. Эти
свойства грассманова многообразия можно будет исполь-
зовать для изучения грассманова образа неизотропной по-
верхности в пространстве 1R4.

c© М. Гургенидзе, 2006
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1. Подмногообразия грассманова многообразия

неизотропных плоскостей псевдоевклидова

пространства 1R4

В псевдоевклидовом пространстве 1R4 (с метрикой сиг-
натуры −+ ++) будем рассматривать множество всех
неизотропных 2-плоскостей (далее плоскостей), проходя-
щих через фиксированную точку пространства. Каждая
плоскость множества является псевдоевклидовой или ев-
клидовой [3]. В этом множестве можно ввести гладкую
структуру и, следовательно, по аналогии с евклидовым
пространством, указанное множество плоскостей будем на-
зывать грассмановым многообразием и обозначать G(2, 4).
Многообразие является объединением двух непересекаю-
щихся подмногообразий - псевдоевклидовых и евклидовых
плоскостей. Будем обозначать их соответственно PG(2, 4)
и EG(2, 4).

Каждую плоскость π, проходящую через фиксирован-
ную точку, можно задать плюккеровыми координатами.
Для этого рассмотрим ортонормированный базис плоско-
сти π, состоящий из векторов

ā = (a1, a2, a3, a4), b̄ = (b1, b2, b3, b4),

заданных своими координатами относительно ортонорми-
рованного базиса пространства 1R4. Составим миноры вто-
рого порядка 2× 4-матрицы, строками которой есть коор-
динаты базисных векторов плоскости π, и обозначим их
символами pij

pij =

∣∣∣∣
ai aj
bi bj

∣∣∣∣ , i, j = 1, ..., 4, i < j.



О погружении грассманова многообразия... 109

Упорядоченный набор pij называют плюккеровыми ко-
ординатами плоскости. Плюккеровы координаты кососим-
метричны и удовлетворяют соотношению Плюккера

(92) pi[jpkl] = 0.

Если плоскость π псевдоевклидова, то координаты век-
торов ā и b̄ удовлетворяют условиям:

−a2
1 + a2

2 + a2
3 + a2

4 = −1,

−b21 + b22 + b23 + b24 = 1,

(93) −a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4 = 0.

Найдем сумму квадратов всех плюккеровых координат pij
плоскости π. Полученное выражение будет зависеть от
ai, bi, i = 1, ..., 4. Используя соотношения (2), можно при-
вести его к виду

p2
12 + p2

13 + p2
14 + p2

23 + p2
24 + p2

34 = 1 + 2(p2
23 + p2

24 + p2
34).

Из последнего равенства следует, что плюккеровы коор-
динаты псевдоевклидовой плоскости удовлетворяют соот-
ношению

(94) −(p2
12 + p2

13 + p2
14) + p2

23 + p2
24 + p2

34 = −1.

Для плюккеровых координат pij евклидовой плоскости в
1R4 нетрудно получить следующее соотношение:

(95) −(p2
12 + p2

13 + p2
14) + p2

23 + p2
24 + p2

34 = 1.

В четырехмерном псевдоевклидовом пространстве 1R4

плоскость задается шестью плюккеровыми координатами
p12, p13, p14, p23, p24, p34, которые можно считать координа-
тами точки в аффинном пространстве A6, в котором опре-
делим скалярное произведение векторов
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p̄ = (p12, p13, p14, p23, p24, p34) и q̄ = (q12, q13, q14, q23, q24, q34)
формулой

(p̄, q̄) = −(p12q12 + p13q13 + p14q14) + p23q23 + p24q24 + p34q34.

Это равносильно введению в A6 структуры псевдоевкли-
дова пространства 3R6 с матрицей Грамма ортонормиро-
ванного базиса diag(−1,−1,−1, 1, 1, 1) [4]. Набор
p12, p13, p14, p23, p24, p34 будет являться декартовыми корди-
натами в 3R6.

Погружение подмногообразия PG(2, 4) в 3R6 задается
двумя уравнениями

(96) −(p2
12 + p2

13 + p2
14) + p2

23 + p2
24 + p2

34 = −1,

(97) p12p34 − p13p24 + p14p23 = 0.

Нормалями к подмногообразию являются, в частности, ли-
нейно независимые векторы

p̄ = (p12, p13, p14, p23, p24, p34),

q̄ = (−p34, p24,−p23, p14,−p13, p12).

Непосредственно проверяется, что эти нормали ортого-
нальны и p̄2 = −1, q̄2 = 1. Уравнение (5) означает, что
PG(2, 4) лежит в пятимерной сфере S5 мнимого радиуса
пространства 3R6, а из (6) следует, что q̄ является норма-
лью к подмногообразию PG(2, 4).

Для подмногообразия EG(2, 4) уравнения погружения в
3R6 имеют вид (4) и (6). Векторы p̄ и q̄ являются норма-
лями к этому подмногообразию, но теперь p̄2 = 1, q̄2 =
−1. Таким образом, подмногообразие EG(2, 4) принадле-
жит сфере действительного радиуса пространства 3R6.
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2. Тензор кривизны подмногообразий PG(2, 4) и
EG(2, 4)

Рассмотрим четырехмерное подмногообразие PG(2, 4).
Его можно задать вектор-функцией p̄ = p̄(y1, y2, y3, y4).
Пусть

dσ2 = aαβdy
αdyβ , α, β = 1, ..., 4 ,

— метрика на PG(2, 4), индуцированная метрикой объем-
лющего пространства 3R6. Коэффициенты этой метрики
aαβ = ( ∂p̄

∂yα ,
∂p̄
∂yβ ). Так как нормальное пространство к

PG(2, 4) определяется евклидовым и псевдоевклидовым
векторами, то метрика PG(2, 4) имеет сигнатуру (−−++).
Для подмногообразия PG(2, 4) рассмотрим вторые квадра-
тичные формы
IIλ = Ωλ

αβdy
αdyβ, λ = 1, 2, соответствующие нормалям p̄ и

q̄. Коэффициенты Ωσ
αβ будем определять равенствами

Ω1
αβ = (

∂2p̄

∂yα∂yβ
, p̄),Ω2

αβ = (
∂2p̄

∂yα∂yβ
, q̄),

которые можно переписать в виде

Ω1
αβ = −(

∂p̄

∂yα
,
∂p̄

∂yβ
) = −aαβ ,Ω

2
αβ = −(

∂p̄

∂yα
,
∂q̄

∂yβ
).

В каждой регулярной точке p ∈P G(2, 4) рассмотрим ба-
зис пространства 3R6, состоящий из касательных векторов
p̄α = ∂p̄

∂yα и нормалей p̄ и q̄. Разложение Гаусса [1] ковари-
антных производных для подмногообразия PG(2, 4) запи-
шется в виде

p̄,αβ = −Ω1
αβ p̄+ Ω2

αβ q̄.

Для получения уравнения Гаусса [1] погружения много-
образия PG(2, 4) в 3R6 найдем ковариантные производные
p̄,αβγ и p̄,αγβ и их разность разложим по векторам p̄,α, p̄, q̄.
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Воспользуемся условием ортогональности векторов p̄α век-
торам p̄ и q̄ и запишем уравнение Гаусса в виде

Rαβγδ = −Ω1
αγΩ

1
βδ + Ω1

αδΩ
1
βγ + Ω2

αγΩ
2
βδ − Ω2

αδΩ
2
βγ .

Найденный вид коэффициентов вторых квадратичных
форм позволяет переписать эти уравнения следующим об-
разом

(98) Rαβγδ = −aαγaβδ + aαδaβγ + (
∂p̄

∂yα
,
∂q̄

∂yγ
)(
∂p̄

∂yβ
,
∂q̄

∂yδ
)−

− (
∂p̄

∂yα
,
∂q̄

∂yδ
)(
∂p̄

∂yβ
,
∂q̄

∂yγ
)

Рассуждения, изложенные в этом пункте, справедливы
и для подмногообразия EG(2, 4). Разложение Гаусса для
EG(2, 4) можно получить в виде

p̄,αβ = Ω1
αβ p̄− Ω2

αβ q̄,

а уравнения Гаусса

(99) Rαβγδ = Ω1
αγΩ

1
βδ − Ω1

αδΩ
1
βγ − Ω2

αγΩ
2
βδ + Ω2

αδΩ
2
βγ =

= aαγaβδ − aαδaβγ−

− (
∂p̄

∂yα
,
∂q̄

∂yγ
)(
∂p̄

∂yβ
,
∂q̄

∂yδ
) + (

∂p̄

∂yα
,
∂q̄

∂yδ
)(
∂p̄

∂yβ
,
∂q̄

∂yγ
).

3. Секционная кривизна подмногообразий
PG(2, 4) и EG(2, 4)

Для нахождения секционной кривизны в касательном
пространстве к многообразию выбирается двумерная пло-
щадка. Обозначим через σ двумерную площадку, опреде-
ляемую ортонормированным базисом X̄ = (Xα) и Ȳ =
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(Y α). Секционная кривизна определяется формулой

K(σ) = RαβγδX
αY βXγY δ.

В касательных пространствах к подмногообразиям
PG(2, 4) и EG(2, 4) возможны три типа двумерных площа-
док с сигнатурами (−+), (++), (−−). Рассмотрим их по
порядку.

Для подмногообразия PG(2, 4) для площадки с сигнату-
рой (−+) X̄2 = −1, Ȳ 2 = 1 и, с учетом (7), получим

K(σ) = 1 + (∇X̄ p̄,∇X̄ q̄)(∇Ȳ p̄,∇Ȳ q̄)−

− (∇X̄ p̄,∇Ȳ q̄)(∇Ȳ p̄,∇X̄ q̄),

где ∇X̄ p̄ = ∂p̄
∂yαX

α, а

−XαaαγX
γY βaβδY

δ +XαaαδY
δY βaβγX

γ = 1.

Из вида координат векторов p̄ и q̄ следует равенство
(∇X̄ p̄,∇Ȳ q̄) = (∇Ȳ p̄,∇X̄ q̄).

Напомним, что подмногообразие PG(2, 4) лежит на сфе-
ре S5 мнимого радиуса пространства 3R6 и p̄ - нормаль
к этой сфере. Как и в евклидовом случае любое направ-
ление в касательном пространстве к сферам псевдоевкли-
дова пространства является главным и в каждом из них
нормальная кривизна равна -1. Поэтому, в соответствии
с теоремой Родрига, ∇X̄ p̄ = X̄, ∇Ȳ p̄ = Ȳ . Тогда форму-
лу кривизны подмногообразия PG(2, 4) можно записать в
виде

(100) K(σ) = 1 + (X̄,∇X̄ q̄)(Ȳ ,∇Ȳ q̄)− (X̄,∇Ȳ q̄)(Ȳ ,∇X̄ q̄).

Пусть теперь двумерная площадка σ в касательном про-
странстве подмногообразия PG(2, 4) определяется двумя
ортогональными единичными или двумя ортогональными
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мнимоединичными векторами X̄ и Ȳ . В каждом из этих
случаев секционная кривизна вычисляется по формуле

K(σ) = −1 + (X̄,∇X̄ q̄)(Ȳ ,∇Ȳ q̄)− (X̄,∇Ȳ q̄)(Ȳ ,∇X̄ q̄).

Для подмногообразия EG(2, 4) формула секционной
кривизны для площадки σ , определяемой векторами X̄
и Ȳ , X̄2 = −1 и Ȳ 2 = 1 имеет вид

K(σ) = −1− (X̄,∇X̄ q̄)(Ȳ ,∇Ȳ q̄) + (X̄,∇Ȳ q̄)(Ȳ ,∇X̄ q̄),

а для площадки σ, определяемой двумя единичными или
двумя мнимоединичными векторами X̄ и Ȳ

K(σ) = 1− (X̄,∇X̄ q̄)(Ȳ ,∇Ȳ q̄) + (X̄,∇Ȳ q̄)(Ȳ ,∇X̄ q̄).

В работе [1] получена оценка секционной кривизны грас-
сманова многообразия евклидова пространства. Получен-
ные в этой статье результаты планируется использовать
для оценки секционной кривизны подмногообразий
PG(2, 4) и EG(2, 4) псевдоевклидова пространства 1R4.
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Ручнi алгебри вiдносно
односторонньої еквiвалентностi
матриць

У цiй роботi ми розглядаємо задачу про односторонню еквiвалентнiсть
матриць над скiнченновимiрними алгебрами, i описуємо всi ручнi ви-
падки.

В этой работе мы рассматриваем задачу про одностороннюю эквива-
лентность матриц над конечномерными алгебрами и описываем все
ручные случаи.

In this paper we consider the problem of one-sided equivalence of matrices
over a finite dimensional algebra, and describe all tame cases.

1. Вступ. Нехай k — поле i Λ — скiнченновимiрна алгебра
над k. Розглянемо наступну матричну задачу. На множинi
всiх (прямокутних) матриць з елементами iз Λ введемо та-
ке вiдношення еквiвалентностi: A ∼ A′ тодi i лише тодi,
коли iснують оборотна матриця S над k та оборотна мат-
риця T над Λ, такi що

(101) A′ = SAT

Потрiбно описати такi матрицi A з точнiстю до вказаної
еквiвалентностi.

Цю задачу можна сформулювати як задачу про опис
класiв iзоморфних об’єктiв наступної категорiї C. ObC =
{f : km → Λn}, морфiзмом мiж двома об’єктами (f :
km → Λn) i (f ′ : km

′
→ Λn′

) є пара вiдображень (φ,Φ), що

c© С. М.Дяченко, 2006
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складається з k-лiнiйного вiдображення φ : km → km
′
i Λ-

лiнiйного вiдображення Φ : Λn → Λn′
, таких що φf ′ = fΦ.

Оскiльки ця категорiя не є категорiєю Крулля-Шмiдта,
ми замiсть неї будемо розглядати її "замикання Крулля-
Шмiдта". А саме ми розглянемо задачу про опис класiв
iзоморфних об’єктiв категорiї B, такої що ObB = {f :
km → P}, де P — проективний модуль над алгеброю Λ
(морфiзмом мiж двома об’єктами (f : km → P ) i (f ′ :
km

′
→ P ′) є пара вiдображень(φ,Φ), що складається з k-

лiнiйного вiдображення φ : km → km
′
i Λ-лiнiйного вiдобра-

ження Φ : Λn → Λn′
, таких що φf ′ = fΦ). У цiй статтi опи-

санi скiнченновимiрнi алгебри для яких вказана задача є
ручною. Такi алгебри ми називаємо OSE-ручними або ал-
гебрами OSE-ручного типу; якщо задача має скiнченний
(вiдповiдно нескiнченний) тип, алгебру називатимемо ал-
геброю OSE-скiнченного (вiдповiдно OSE-нескiнченного)
типу. Очевидно, що алгебра OSE-скiнченного типу єOSE-
ручною.

Автор висловлює подяку своєму науковому керiвнику
доктору фiзико-математичних наук Бондаренку Вiталiю
Михайловичу за постановку задачi i кориснi поради.

2. Попереднi пояснення та приклади. Ми розгля-
даємо лише базиснi алгебри, тобто алгебри Λ, для яких
Λ/RadΛ ∼= k⊕ k ⊕ . . .⊕ k; такi алгебри можна задати гра-
фом зi спiввiдношеннями наступним чином ( [1]).

Нехай Γ = (Γ0,Γ1) — орiєнтований граф. Γ0 — множи-
на його вершин, Γ1 — множина його стрiлок. Для кожної
стрiлки e ∈ Γ1 позначимо через α(e) ∈ Γ0 її початок, i
через β(e) ∈ Γ0 її кiнець.

Шляхом в орiєнтованому графi будемо називати послi-
довнiсть стрiлок w = e1e2 . . . en, таку, що

β(ei) = α(ei+1), i = 1, . . . , n− 1 .
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Початок та кiнець шляху визначаються так: α(w) = α(e1),
β(w) = β(en).

У подальшому граф Γ вважаємо скiнченним, тобто
|Γ0| = s < ∞, |Γ1| < ∞. Iз таким графом асоцiюється
k-алгебра шляхiв (яка може бути нескiнченновимiрною).
Її базисом є множина шляхiв графа скiнченної довжини
(включаючи вершини як шляхи довжини нуль: {εj | j ∈
Γ0}) B = {w | w = e1e2 . . . en, n ≥ 0}. Множення в алгебрi
задається на елементах базису як приписування шляхiв,
якщо це можливо i нульовим чином в iншому разi, тобто,
якщо w1 = e1e2 . . . en i w2 = en+1en+2 . . . en+m, то

w1w2 =
{
e1e2 . . . enen+1en+2 . . . en+m, при β(w1) = α(w2);
0, в iншому разi.

При цьому

εjw =
{
w, якщо α(w) = j;
0, в iншому разi;

wεj =
{
w, якщо β(w) = j;
0, в iншому разi.

Позначимо так означену алгебру Λ(Γ).
Алгебра, задана графом зi спiввiдношеннями, — це фак-

торалгебра алгебри Λ(Γ) за iдеалом I таким, що I ⊂ J2,
де J — iдеал, породжений всiма стрiлками графа.

Переходимо до розгляду нашої задачi.
Нехай A ∈ Mm×n(Λ). Розпишемо її за базисом у наступ-

ному виглядi:

(102) A =

s∑

j=1

Ajεj +
∑

w

Aww



118 С.М.Дяченко

Лема 1. Квадратна матриця A, що записана у виглядi
(102), є оборотною тодi i лише тодi, коли оборотними є
всi матрицi Aj.

Доведення випливає з рiвностi AX = E, де X також
записана у виглядi (102) (E — одинична матриця).

Наш перший крок до розв’язання сформульованої мат-
ричної задачi полягає в зведеннi її (за допомогою розкладу
матриць за базисом алгебри) до матричної задачi над по-
лем.

Розглянемо наступнi приклади.
Приклад 1. Нехай Λ = Λ(Γ), де граф Γ має такий вигляд:❝ ❝✲a

ε1 ε2

Розглянемо рiвнiсть (101): A′ = SAT . Нехай

A = A1ε1 + A2ε2 +Ba;

A′ = A′
1ε1 + A′

2ε2 +B′a;

T = T1ε1 + T2ε2 + V a;

A1, A2, B, A
′
1, A

′
2, B

′ ∈Mm×n(k),

S ∈ GLm(k), T1, T2 ∈ GLn(k), V ∈Mn(k).

Тодi

A′
1ε1 +A′

2ε2 +B′a = S(A1ε1 +A2ε2 +Ba)(T1ε1 +T2ε2 +V a).

Перемноживши елементи базису за правилами множення в
алгебрi та прирiвнявши коефiцiєнти при елементах базису,
отримаємо наступнi рiвностi:

A′
1 = SA1T1, A′

2 = SA2T2, B′ = SBT2 + SA1V.
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Отже, ми отримали наступну матричну задачу: є три
матрицi A1, A2, B. Дозволено робити елементарнi перетво-
рення рядкiв одночасно в усiх матрицях (задаються мно-
женням на матрицю S), одночаснi елементарнi перетво-
рення стовпцiв матриць A2 та B (задаються множенням
на матрицю T2), елементарнi перетворення стовпцiв мат-
рицi A1 (задаються множенням на матрицю T1) i стовпцi
матрицi A1 можна додавати до стовпцiв матрицi B (мат-
риця V ). Схематично можна наступним чином зобразити
отриману задачу:

❥

A1 B A2
.

Приклад 2. ✣✢
✤✜❝❄ ❝✲

a
b

ε1 ε2

,

I = {a2, ab}. Матрична задача має наступний вигляд:

❥

ε1 a b ε2

❥

.

У загальному випадку маємо наступну матричну задачу,
яку будемо позначати M(Λ). Нехай базис алгебри Λ скла-
дається iз шляхiв {wi | i = 1 . . . l}, тодi ми маємо набiр
матриць {Ai, i = 1 . . . l}. Допустимими перетвореннями є
наступнi перетворення:

1) можна робити будь-яке елементарне перетворення
рядкiв одночасно у всiх матрицях;

2) можна робити будь-яке елементарне перетворення iз
стовпцями матрицi Ai, причому, якщо β(wj) = β(wi) то
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таке ж саме елементарне перетворення треба зробити iз
стовпцями матрицi Aj;

3) можна додавати стовпець матрицi Ai, помножений
на елемент поля, до стовпця матрицi Aj, якщо wiwm = wj
— добуток елементiв базису, причому у випадку wi′wm =
wj′ таке ж саме додавання треба зробити для вiдповiдних
стовпцiв матриць Ai′ та Aj′.

3. Формулювання основного результату. В подаль-
шому Γ = (Γ0,Γ1) позначає орiєнтований граф, Λ = Λ(Γ)/I
— алгебра побудована за графом зi спiввiдношеннями I.

Основним результатом цiєї статтi є наступна теорема.

Теорема 1. OSE-ручними алгебрами є (з точнiстю до
iзоморфiзму) такi i лише такi алгебри Λ = Λ(Γ)/I .

1. ❛ε , I = {0}.

2. ❛ ❛ε1 ε2 , I = {0}.

3. ❛ ❛ ❛ε1 ε2 ε3 , I = {0}.

4. ❛ ❛ ❛ ❛ε1 ε2 ε3 ε4 , I = {0}.

5. ❛
✫✪
✬✩

a
❄ε , I =< a2 >.

6. ❛
✫✪
✬✩

a
❄ε , I =< a3 >.

7. ❛ ❛
✫✪
✬✩

a
❄ε1 ε2 , I =< a2 >.
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8. ❛ ❛
✫✪
✬✩

✫✪
✬✩

a b
❄ ❄ε1 ε2 , I =< a2, b2 >.

9. ❝ ❝✲a
ε1 ε2

, I = {0}.

10. ❝ ❝✙
a

✯
b

ε2 ε1

, I =< ab, ba >.

11. ❛ ❛ ❛
✫✪
✬✩

a
❄ε1 ε2 ε3 , I =< a2 >.

12. ❛ ❛ ❛
✫✪
✬✩

a
❄

✫✪
✬✩

b
❄ε1 ε2 ε3 , I =< a2, b2 >.

Серед них алгебрами OSE-скiнченного типу є алгебри
1), 2), 3), 5),6), 7).

4. Допомiжнi леми. Розглянемо двi леми, якi ми бу-
демо використовувати нижче.

Лема 2. Якщо Λ — алгебра OSE-ручного типу, то |Γ0| <
5.

Доведення. Якщо граф Γ має принаймнi 5 вершини, то
матрицi, якi вiдповiдають вершинам графа, утворюють
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зображення частково впорядкованої множини, яка скла-
дається з п’яти непорiвняльних точок. Добре вiдомо, що
така задача є дикою (див [3]). �

Лема 3. Якщо Λ — алгебра OSE-ручного типу, то Γ не
мiстить пiдграф вигляду ❝✲ ✛a b

ε

Доведення. Можливi такi випадки:

a) ❛ ❛ ❛✲ ✛a b

ε1 ε ε2

;

b) ❛ ❛✲a
b

ε1 ✣✢
✤✜
❄

ε
;

c) ❛✣✢
✤✜
✌✣✢

✤✜
✍

a b
ε .

Якщо ми розглянемо пiдзадачi, що вiдповiдає матрицям
a, ε, b, то ми отримаємо вiдповiдно наступнi матричнi за-
дачi :

a) A1 A2 A3 ,

b)

❥

A1 A2 A3 ,
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c)

❥✙

A1 A2 A3 .

Всi цi задачi є дикими згiдно [4, 5].
�

5. Доведення теореми 1. Нагадаємо, що петлею на-
зивається стрiлка початкова i кiнцева вершини якої збi-
гаються. З формальних причин надалi пiд стрiлкою ми
розумiємо будь яку стрiлку, що не є петлею.

Розглянемо спочатку графи, якi складаються лише з то-
чок i не мають петель або стрiлок. Згiдно леми 2 кiль-
кiсть точок менша, або рiвна чотирьом. Це вiдповiдає пер-
шим чотирьом пунктам в теоремi. Першi три задачi будуть
скiнченного типу [2], а остання ручного [3] (вони спiвпада-
ють з матричними задачами, якi пов’язанi з зображенням
частково-впорядкованих множин, якi складаються вiдпо-
вiдно з однiєї, двох, трьох та чотирьох непорiвняльних то-
чок).

Розглянемо графи, якi мають хоча б одну петлю або
стрiлку.

1) Випадок однiєї вершини.
В силу леми 3 нам потрiбно розглядати лише графи з

однiєю петлею (граф пункту 5 з умови теореми). Доведемо,
що задача буде дикою, якщо I =< a4 >. Дiйсно, в цьому
випадку задача отримає наступний вигляд:

❘ ❘ ❘❥

✯ ✯

ε a a2 a3 .
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Розглянемо четвiрки матриць такого вигляду:

E

E

E

E

E

E E

0 B C D

T (B,C,D) =
,

в матрицях на порожнiх мiсцях стоять нульовi матрицi.
Легко бачити, що T (B,C,D) i T (B′, C ′, D′) переводяться
одне в одне за допомогою допустимих перетворень тодi i
лише тодi, коли трiйки матриць B,C,D i B′, C ′, D′ є подiб-
ними в наступнiй матричнiй задачi:

B C D ,

а це дика задача (див. [4, 5]).
Задача буде дикою i у випадку I =< al >, l > 4.
Якщо граф має одну вершину, нам залишилося розгля-

нути випадки, коли l = 2 i l = 3.
У першому випадку маємо задачу про зображення лiнiй-

но впорядкованої множини з двох елементiв, яка має скiн-
ченний тип [2]. У другому випадку маємо три матрицi
A1, A2, A3, для яких одночасними є елементарнi перетво-
рення як рядкiв так i стовпчикiв та одночаснi зовнiшнi
додавання стовпчикiв A1 → A2, A2 → A3, а також допу-
стимi додавання стовпчикiв A1 → A3. Вiдомо, що це за-
дача скiнченного типу [3] (у цьому легко переконатися за
допомогою методу послiдовного зведення матриць).

2) Випадок двох вершин.
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2.1) Граф має одну петлю (пункт 7 з формулювання тео-
реми).

Якщо I =< a3 >, ми отримаємо задачу M(Λ) з чотирма
матрицями:

❘ ❘❥

ε1 a a2 ε2 .

Приведемо спочатку матрицю ε2:

❘ ❘❥

0 E

0 0
.

Тодi для перших трьох матриць отримаємо задачу:

❘ ❘❥
■A′ B′ C ′

A B C
.

Розглянемо наступне часткове зображення:

E

E

E

EE

0 A 0 P 0 B Q C 0

T (A,B,C, P,Q) =
.
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в матрицях на порожнiх мiсцях стоять нульовi матрицi.
Тодi для матриць (A,B,C, P,Q) буде задача про зобра-

ження наступної частково впорядкованої множини з вiд-
ношенням еквiвалентностi:

❝❝
❝

s s
�

�
�

�
a

b

c

p

q

a ∼ b ∼ c, p ∼ q вiдомо, що це дика задача [4,5]. Отже, для
графа вигляду 7 єдиним можливим варiантом залишаєть-
ся I =< a2 >= J2. У цьому випадку отримаємо наступну
задачу:

❥

A1 A2 A3 .

Вiдомо, що це задача скiнченного типу [3].
2.2) Граф має двi петлi (пункт 8 з формулювання тео-

реми).
Враховуючи розглянуте вище для того, щоб задача мала

ручний тип необхiдно, щоб a2 ∈ I, b2 ∈ I. Розглянемо
випадок I =< a2, b2 >, помiтимо, що при цьому I = J2.
Отримуємо наступну задачу:

❥ ❥

A1 A2 A3 A4 .

Ця задача iз класу задач про зображення в’язки напiвлан-
цюгiв i тому вона є ручною [6].

За лемою 3 у випадку трьох петель задача буде дикою,
бо двi з них мають спiльну вершину.
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2.3) Граф має одну стрiлку (пункт 9 з формулювання
теореми). У цьому випадку отримаємо наступну задачу:

❥

ε1 a ε2 .

Ця задача iз класу задач про зображення в’язки напiвлан-
цюгiв i тому вона є ручною [6].

2.4) Граф має двi стрiлки. За лемою 3 граф з пункту 9
— єдиний можливий.

Припустимо, що ab 6∈ I, тодi ми отримаємо наступну
задачу:

✠ ✠ ✠

ab a bε1 ε2 .

Матрицi ab, b, ε1 утворюють дику пiдзадачу (лема 3а).
Тому необхiдно, щоб ab ∈ I. Аналогiчно ba ∈ I. Отже,
I ⊃< ab, ba >= J2, тому I =< ab, ba >= J2

✠ ✠

a bε1 ε2 .

Ця задача iз класу задач про зображення в’язки напiвлан-
цюгiв i тому вона є ручною [6].

2.5) Граф має одну стрiлку i одну петлю. В силу леми 3
граф може мати лише наступний вигляд

✫✪
✬✩❝❄ ❝✲

a
b

ε1 ε2
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розглянемо випадок I =< a2, ab >= J2:
✠ ❘

a bε1 ε2 .

Ця задача iз класу мiстить пiдзадачу

a b ε2 ,

а це дика задача (див. [4, 5]).
Згiдно з лемою 3 випадок, коли сума стрiлок i петель

бiльша двох розглядати не потрiбно, отже випадок графа
з двома вершинами повнiстю розглянуто.

3) Випадок трьох вершин.
3.1) Граф має одну петлю (пункт 11 з формулювання

теореми). За доведеним для графа вигляду 7 випливає,
що a2 ∈ I, тому I ⊃< a2 >= J2 тому I =< a2 >= J2.

Ось матрична задача, пов’язана з такою алгеброю:

ε1 a ε2 ε3

❥

.

Ця задача iз класу задач про зображення в’язки напiвлан-
цюгiв i тому вона є ручною [6].

3.2) Граф має двi петлi (пункт 12 з формулювання теоре-
ми). За розглянутим для випадку 7, необхiдно, щоб
{a2, b2} ⊂ I, тому J2 ⊂ I тому J2 =< a2, b2 >= I:

❘ ❘

ε1 a ε2 b ε3 .



Ручнi алгебри ... 129

Приведемо матрицю ε3 i отримаємо наступну матричну
задачу: ❘ ❘

❑
.

Ця задача iз класу задач про зображення в’язки напiвлан-
цюгiв i тому вона є ручною [6].

3.3) Граф має три петлi , тому (за лемою 3) має вигляд:

❛ ❛ ❛
✫✪
✬✩

a
❄

✫✪
✬✩

b
❄

✫✪
✬✩

c
❄ε1 ε2 ε3

За розглянутим для випадку 7: I =< a2, b2, c2 >:

❘ ❘ ❘

ε1 a ε2 b ε3 c .

Якщо розглянути частинний випадок, коли матрицi ε1

та a мають наступний вигляд:

ε1 =

(
E
0

)
, a =

(
0
E

)
, то для матриць ε2, b, ε3, c

отримаємо наступну задачу:
❘ ❘

❑
.

Розглянемо часткове зображення:

.
0 A B C

E 0 E 0
H(A,B,C) =
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Для матриць (A,B,C) буде задача з леми 3 пункт а),
яка є дикою.

3.4) Випадок однiєї стрiлки. Граф має вигляд❝ ❝ ❝✲a
ε1 ε2 ε3

Задача має наступний вигляд:

ε1 a ε2 ε3

❥

.

Матрицi a, ε2, ε3 утворюють дику задачу (див. [4, 5]).
Отже, у випадку трьох точок граф не може мати стрi-

лок, а петель може бути не бiльше двох.
4) Випадок чотирьох точок. Граф не може мати стрi-

лок, а петель може бути не бiльше двох, згiдно з розгля-
нутим вище.

У випадку, коли немає петель, задача буде ручною (це
вже розглядалося). Розглянемо випадок однiєї петлi. Граф
має вигляд:

❛ ❛ ❛ ❛
✫✪
✬✩

a
❄ε1 ε2 ε3 ε3

Задача буде задачею про зображення частково-впоряд-
кованої множини з iнволюцiєю:

ss ❵ ❵ ❵
Це дика задача (див. [4, 5]).

Отже, у випадку чотирьох точок єдиним можливим гра-
фом є граф, у якого немає нi петель нi стрiлок.



131

Твердження стосовно ручних випадкiв доведено в [7]
Теорема 1 доведена.
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касательных расслоений,
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Дана робота присвячена вивченню спощуючих властивостей дифео-
морфiзмов дотичних розшарувань першого порядку, якi iндукованi
голоморфно-проективними дифеоморфiзмами баз. Базисними много-
видами є келерови простори, а дотичнi розшарування розглядаються
як афiннозв’язнi простори iз зв’язнiстю повного лiфта.

Данная работа посвящена изучению уплощающих свойств диффео-
морфизмов касательных расслоений первого порядка, которые инду-
цированы голоморфно-проективными диффеоморфизмами баз. Базис-
ными многообразиями являются келеровы пространства, а касатель-
ные расслоения рассматриваются как аффинно-связные пространства
со связностью полного лифта.

The given paper is devoted to studying of flattening properties of dif-
feomorphisms of tangent bundles of the first order which are induced by
holomorphically projective diffeomorphisms of bases. Basic manifolds are
Kählerian spaces, and tangent bundles are considered as affine connection
spaces with connection of the complete lift.
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1. Введение

Изучению уплощающих свойств дифференцируемых
отображений посвящено несколько работ.

В работе [1] с точки зрения теории р-геодезических отоб-
ражений исследованы диффеоморфизмы касательных
расслоений первого и второго порядка, индуцированые
геодезическими (проективными) диффеоморфизмами ба-
зисных многообразий. Расслоения наделенны полными
лифтами аффинных связностей на базах. Группы Ли та-
ких преобразований рассмотрены в работе [2] .

В работе [3] изучены уплощающие свойства преобразо-
ваний касательного расслоения первого порядка, индуци-
рованые конциркулярными преобразованиями базы. Ба-
зисным многообразием является (псевдо)риманово
пространство, а касательное расслоение наделено полным
лифтом аффинной связности. Здесь же обнаружены опре-
деленные геометрические особенности групп Ли таких пре-
образований в рамках теории р-геодезических отображе-
ний.

Уплощающие свойства сечений касательного расслое-
ния первого порядка относительно связности полного лиф-
та выявлены в работе [4].

Данная работа посвящена изучению уплощающих
свойств диффеоморфизмов касательных расслоений пер-
вого порядка, которые индуцированы голоморфно-проек-
тивными диффеоморфизмами баз. Базисными многообра-
зиями являются келеровы пространства, а касательные
расслоения рассматриваются как аффинно-связные про-
странства со связностью полного лифта.

Основные определения второго пункта взяты из [2] и
[3]. Теорема этого пункта показывает, что изучение упло-
щающих свойств диффеоморфизмов сводится к изучению
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уплощающих свойств произвольной геодезической кривой
относительно специальной связности-захвата аффинной
связности.

В третьем пункте рассматриваются голоморфно-проек-
тивные диффеоморфизмы келеровых пространств. Опре-
деления и основные результаты взяты из [5]. Рассмотрены
геометрические свойства аналитически- планарных кри-
вых с точки зрения теории p-геодезических кривых. Изу-
чены уплощающие свойства голоморфно-проективных
диффеоморфизмов.

Четвертый пункт является ключевым. Здесь приводит-
ся вспомогательная лемма, которая используется для на-
хождения кривизн произвольной геодезической кривой в
касательном расслоении первого порядка относительно за-
хвата аффинной связности. Отсюда уже получается основ-
ная теорема об уплощающих свойствах диффеоморфизма
касательных расслоений со связностью горизонтального
лифта, который индуцирован голоморфно-проективным
диффеоморфизмом баз. Определения и основные свойства
лифтов взяты из [7].

2. р-геодезические отображения

Приведем необходимые сведения из теории р-геодези-
ческих отображений.

Рассмотрим гладкое многообразие M с аффинной связ-
ностью ∇ без кручений. Пусть C гладкая кривая в M и
γ : (a, b) → M ее параметризация, причём ξ — поле ка-
сательных векторов вдоль C , ξ1 = ∇γξ — поле векторов
1-ой кривизны вдоль C , ξq = ∇γξq−1 — поле векторов q-ой
кривизны вдоль C .
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Определение 1. Говорят, что кривая C в точке x =
γ (t0) имеет уплощение q-го порядка, если в точке x век-
торы ξ, ξ1, ..., ξq−1 линейно независимы, а векторы
ξ, ξ1, ..., ξq−1, ξq линейно зависимы.

Если кривая C в каждой своей точке имеет уплощение
p-го порядка, то она называется p-геодезической кривой.

Точка x = γ (t0) кривой C называется граничной точ-
кой уплощения, если в каждой окрестности точки x есть
хотя бы одна точка кривой C , в которой порядок уплоще-
ния отличается от порядка уплощения в точке x. Учиты-
вая свойства внешнего произведения, получим, что точка
x кривой C имеет уплощение p-го порядка тогда и только
тогда, когда в точке x выполняются условия:

(103) ξ ∧ ξ1 ∧ ... ∧ ξp−1 6= 0, ξ ∧ ξ1 ∧ ... ∧ ξp−1 ∧ ξp = 0.

Значит, что бы кривая C была p-геодезической необходимо
и достаточно выполнения условий (103) вдоль кривой C .

С другой стороны, из свойств линейной зависимости и
линейной независимости векторов следует, что вдоль p-
геодезической кривой C должно выполнятся равенство:

(104) ξp = α0ξ + α1ξ1 + ... + αp−1ξp−1

где α0, α1, ... , αp−1 — некоторые функции, определённые
вдоль кривой C .

Рассматривая ξ, ξ1, ... , ξp−1, ξp - как дифференциаль-
ные операторы от параметра t, а функции α0, α1, ... , αp−1

— как функции от параметра t, равенство (104) представ-
ляет собой дифференциальное уравнение p-геодезической
кривой C .

Пусть (M,∇) и (M̄, ∇̄) аффинно-связные пространства.
Определение 2. Диффеоморфизм µ : M → M̄ двух аф-

финно-связных пространств без кручения называется p-
геодезическим, если для каждой геодезической кривой C
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в M , её образ C̄ = µ(C ) является кривой, каждая точка
которой имеет уплощение порядка q 6 p. Число q зави-
сит как от выбора кривой C , так и от выбора точки на
ней, а число p фиксировано и является наибольшим из
всех q.

p-геодезический диффеоморфизм (на себя) π : M → M
называется p-геодезическим конечным преобразованием
аффинно-связного пространства (M,∇).

Исходя из определения 1, следует, что геометрически
p-геодезические диффеоморфизмы характеризуются тем,
что они геодезические кривые преобразуют в кривые, ко-
торые на отдельных участках (дугах) являются q-геодези-
ческими кривыми, причём q 6 p.

Чтобы определить порядок уплощения диффеоморфиз-
ма µ : M → M̄ по определению, необходимо для каждой
геодезической кривой C в M найти наибольший из поряд-
ков уплощения точек кривой образа C̄ = µ(C ). Затем из
найденных чисел выбрать наибольшее. Это и будет поря-
док уплощения диффеоморфизма µ.

Нахождение порядков уплощения точек кривой образа
C̄ можно свести к нахождению порядков уплощения соот-
ветствующих точек геодезической кривой C относитель-
но специальной связности на многообразии M — захвата
аффинной связности ∇̄ обратным диффеоморфизмом µ−1

(см. [6] стр. 189, §30, роз 3).
Захват аффинной связности ∇̄ диффеоморфизмом µ−1

определяется как аффинная связность ∇̃ на многообразии
M правилом

∇̃XY = µ−1
∗

(
∇̄µ∗Xµ∗Y

)
,

для произвольных векторных полей X, Y ∈ X(M).
Имеет место следующая
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Теорема 1. Пусть µ : M → M̄ диффеоморфизм мно-

гообразий, ∇̄ — аффинная связность на M̄ , ∇̃ — захват
связности ∇̄ диффеоморфизмом µ−1, C — гладкая кривая
в M , и C̄ = µ(C ) — кривая образ в M̄ .

Для того, чтобы кривая C в произвольной точке x ∈ C

имела уплощение порядка k относительно захвата ∇̃,
необходимо и достаточно, что бы порядок уплощения
кривой образа C̄ в соответствующей точке µ(x) был ра-
вен k.

Таким образом, порядок уплощения диффеоморфизма
µ : M → M̄ равен наибольшему из порядков уплощения
точек всех геодезических кривых в M . Эти порядки упло-
щения находятся относительно аффинной связности за-
хвата.

Нетрудно показать, что правило P (X, Y ) = ∇̃XY−∇XY ,
где X, Y ∈ X(M), определяет тензорное поле P ∈ T0

2(M).
Это тензорное поле тесно связано с тензором аффинной
деформации H диффеоморфизма µ (см. [6] стр. 153, §23,
роз. 3) равенством µ∗(P (X, Y )) = H(X, Y ). По этой при-
чине, тензорное поле P так же будем называть тензором
аффинной деформации диффеоморфизма µ.

Тогда для произвольного гладкого векторного поля χ,
заданного вдоль гладкой кривой C , справедливо равенство

(105) ∇̃tχ = ∇tχ + P (ξ, χ),

где ξ — поле касательных векторов к кривой C . Это равен-
ство можно использовать для нахождения кривизн ξ̃1, ξ̃2,
... геодезической кривой C относительно аффинной связ-
ности захвата ∇̃. Если геодезическая кривая отнесена к
каноническому параметру, то ∇tξ = 0. С учетом этого по-
лучим

ξ̃1 = ∇̃tξ = ∇tξ + P (ξ, ξ) = P (ξ, ξ),
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ξ̃2 =∇̃tξ̃1 = ∇tξ̃1 + P (ξ, ξ̃1) = ∇tP (ξ, ξ) + P (ξ, P (ξ, ξ)) =

=∇P (ξ, ξ, ξ) + P (∇tξ, ξ) + P (ξ,∇tξ) + P (ξ, P (ξ, ξ)) =

=∇P (ξ, ξ, ξ) + P (ξ, P (ξ, ξ)),

и так дальше.

3. Голоморфно - проективные диффеоморфизмы

Определение 3. Структурой келерова пространства
на многообразии M называется пара (g, F ) состоящая из
метрического тензора g на M , и аффинора F на M , удо-
влетворяющего условиям

(1) Выполняется равенство

F 2 = εδ,

где δ — единичный аффинор на M и ε = ±1.
(2) Для любых векторных полей X, Y ∈ X(M) выпол-

няется равенство

g(X,FY ) + g(FX, Y ) = 0.

(3) Выполняется равенство

∇F = 0,

где ∇ — аффинная связность метрического тензо-
ра g.

Многообразие M с фиксированной структурой келеро-
ва пространства (g, F ) называется келеровым простран-
ством. Ясно, что (M, g) является римановым простран-
ством. При ε = −1 келерово пространство называется эл-
липтическим, а при ε = 1 — гиперболическим.
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Определение 4. Кривая C келерова пространства
(M, g, F ) называется аналитически-планарной (Т. Отсу-
ки, Я. Таширо), если при параллельном перенесении ка-
сательного вектора вдоль этой кривой, он лежит в дву-
мерной площадке, образованной этим вектором и сопря-
женным с ним.

С точки зрения теории р-геодезический кривых, анали-
тически - планарная кривая характеризуется как кривая,
которая в каждой своей точке имеет уплощение порядка
не выше второго.

Определение 5. Диффеоморфизм µ : M → M̄ келе-
рова пространства (M, g, F ) на келерово пространство
(M̄, ḡ, F̄ ) называется голоморфно- проективным, если все
аналитически-планарные кривые пространства M пере-
ходят в аналитически-планарные кривые пространства
M̄ .

В [5] найдены необходимые и достаточные условия голо-
морфно-проективного диффеоморфизма келеровых про-
странств. Именно, в общей по диффеоморфизму системе
координат, в соответствующих точках выполняются усло-
вия

F̄ h
i = F h

i ,

Γ̄hij = Γhij + βiδ
h
j +βjδ

h
i + εβīδ

h
j̄ + εβj̄δ

h
ī ,

(106)

где β — некоторый ковектор на M ,

βī = βαF
α
i , δhī = F h

i ,

Γhij (соотв. Γ̄hij) — компоненты связности Леви-Чивитты ∇
(соотв. ∇̄) отвечающей метрике g (соотв. ḡ).

Пусть ∇̃ — захват аффинной связности ∇̄ обратным
диффеоморфизмом µ−1 (см. [6]). Тогда равенство (106)
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можно записать в инвариантной форме

(107) ∇̃XY = ∇XY + β(X)δ(Y ) + β(Y )δ(X)+

+ εβ̄(X)F (Y ) + εβ̄(Y )F (X),

где β̄ = β ◦ F — ковекторное поле, сопряженное ковек-
торному полю β, X и Y произвольные векторные поля на
M .

Отсюда получим тензор аффинной деформации P голо-
морфно- проективного диффеоморфизма µ : M → M̄

(108) P (X, Y ) = β(X)δ(Y ) + β(Y )δ(X)+

+ εβ̄(X)F (Y ) + εβ̄(Y )F (X).

Выясним уплощающие свойства голоморфно-проектив-
ного диффеоморфизма.

Теорема 2. Голоморфно-проективный диффеоморфизм
келеровых пространств, описываемый уравнением

µ∗F = F̄ ,

P (X, Y ) = β(X)δ(Y ) + β(Y )δ(X)+

+ εβ̄(X)F (Y ) + εβ̄(Y )F (X),

обладает следующими уплощающими свойствами:

(1) При β = 0 голоморфно-проективный диффеомор-
физм является аффинным диффеоморфизмом.

(2) В общем случае, при β 6= 0, голоморфно-проектив-
ный диффеоморфизм является 2-геодезическим
диффеоморфизмом.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем в келеровом простран-
стве M произвольную геодезическую кривую C отнесен-
ную к каноническому параметру t. Тогда ∇tξ = 0, где ξ —
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поле касательных векторов геодезической кривой C . Най-
дем кривизны кривой C относительно аффинной связно-
сти ∇̃. Поле первой кривизны

ξ̃1 = 2β(ξ)δ(ξ) + 2εβ̄(ξ)F (ξ).

Находим поле второй кривизны

ξ̃2 = ∇̃tξ̃1 = ∇tξ̃1 + P (ξ, ξ̃1).

Поскольку β(F (ξ)) = (β ◦ F )(ξ) = β̄(ξ), F (F (ξ)) = F 2(ξ) =
εδ(ξ) и β̄(F (ξ)) = (β ◦ F )(F (ξ)) = β(F 2(ξ)) = εβ(ξ), то

P (ξ, ξ̃1) =
(
4β(ξ)2 + 4εβ̄(ξ)

2
)
δ(ξ) + 8εβ(ξ)β̄(ξ)F (ξ).

Отсюда находим

ξ̃2 =2
(
(∇β)(ξ, ξ) + 2β(ξ)2 + 2εβ̄(ξ)

2
)
δ(ξ)+

+ 2ε
(
(∇β̄)(ξ, ξ) + 4β(ξ)β̄(ξ)

)
F (ξ).

Из полученных выражений для векторов кривизн, будем
иметь

(109) ξ ∧ ξ̃1 = 2εβ̄(ξ) δ(ξ) ∧ F (ξ), ξ ∧ ξ̃1 ∧ ξ̃2 = 0.

Равенства (109) завершают доказательство теоремы.

4. Диффеоморфизмы, индуцированные

голоморфно -проективными

диффеоморфизмами баз

Будем предпологать, что касательные расслоения явля-
ются аффинно связными пространствами (T (M),∇C) и
(T (M̄), ∇̄C) со связностями полных лифтов ∇C и ∇̄C со-
ответственно (см. [7]).

Теорема 3. Пусть µ : M → M̄ диффеоморфизм много-

образия M на аффинно-связное пространство (M̄, ∇̄), ∇̃
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— захват аффинной связности ∇̄ обратным диффеомор-
физмом µ−1, и µ∗ : T (M) → T (M̄) индуцированный диф-
феоморфизм касательных расслоений.

Тогда захват ˜̄∇C полного лифта ∇̄C индуцированным

диффеоморфизмом µ−1
∗ совпадает с лифтом ∇̃C захвата

∇̃.
Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению захвата, для

произвольных векторных полей X, Y ∈ X(M), выполня-
ются равенства

∇̃XY = µ−1
∗

(
∇̄µ∗Xµ∗Y

)
,

и
˜̄∇C

XCY C = (µ∗)
−1
∗

(
∇̄C

(µ∗)∗XC (µ∗)∗Y
C
)
.

По свойствам полного лифта для произвольных вектор-
ных полей X, Y , Z на M выполняются равенства

(µ∗)∗X
C = (µ∗X)C,

(µ∗)∗Y
C = (µ∗Y )C ,

(µ∗)
−1
∗ ZC = (µ−1

∗ Z)C .

Учитывая это, получим

˜̄∇C
XCY C = (µ∗)

−1
∗

(
∇̄C

(µ∗X)C (µ∗Y )C
)

=

= (µ∗)
−1
∗

(
∇̄µ∗Xµ∗Y

)C
=

=
(
µ−1
∗

(
∇̄µ∗Xµ∗Y

))C
=
(
∇̃XY

)C
= ∇̃C

XCY
C ,

что влечет равенство ˜̄∇C = ∇̃C . Теорема доказана.
Теорема 4. Полный лифт PC тензора аффинной де-

формации P диффеоморфизма µ : M → M̄ является тен-

зором аффинной деформации P̃ индуцированного диффео-
морфизма µ∗ : T (M)→ T (M̄).
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Д о к а з а т е л ь с т в о получается непосредственно из
определений и предыдущей теоремы. Для произвольных
векторных полей X, Y ∈ X(M) получим

P̃
(
XC , Y C

)
= ˜̄∇C

XCY C −∇C
XCY

C = ∇̃C
XCY

C −∇C
XCY

C =

=
(
∇̃XY

)C
− (∇XY )C =

(
∇̃XY −∇XY

)C
=

= (P (X, Y ))C = PC
(
XC , Y C

)
,

что влечет требуемое.
Теперь перейдем к изучению уплощающих свойств диф-

феоморфизмов касательных расслоений первого порядка,
индуцированных голоморфно-проективными диффеомор-
физмами келеровых пространств.

Пусть всюду в этом пункте µ : M → M̄ голоморфно-
проективный диффеоморфизм келеровых пространств
(M, g, F ) и (M̄, ḡ, F̄ ), P — тензор аффинной деформации
диффеоморфизма µ. Тогда, в силу теоремы 4, полный
лифт PC является тензором аффинной деформации P̃ ин-
дуцированного диффеоморфизма µ∗ : T (M)→ T (M̄). Для
произвольных векторных полей X и Y на M , используя
свойства лифтов, находим

P̃ (XC , Y C) =PC(XC , Y C) = P (X, Y )C =

= βC(XC)δV (Y C) + βV (XC)δ(Y C) +

+ βC(Y C)δV (XC) + βV (Y C)δ(XC) +

+ εβ̄C(XC)F V (Y C) + εβ̄V (XC)FC(Y C) +

+ εβ̄C(Y C)F V (XC) + εβ̄V (Y C)FC(XC).

Для нахождения кривизн нам понадобиться следующая
лемма.
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Лемма 1. Пусть вдоль геодезической кривой C , от-
несенной к каноническому параметру t, задано векторное
поле χ вида

χ = a · δ(ξ) + b · δV (ξ) + c · FC(ξ) + d · F V (ξ),

где ξ — поле касательных векторов к кривой C , а функции
a, b, c и d определяются правилом: существуют такие
тензорные поля R, R̄ ∈ T0

r(M), что

a = 2RV (ξ, ..., ξ), b = 2RC(ξ, ..., ξ),

c = 2εR̄V (ξ, ..., ξ), d = 2εR̄C(ξ, ..., ξ).

Тогда ковариантная производная ∇̃C
t χ имеет вид

∇̃C
t χ = a′ · δ(ξ) + b′ · δV (ξ) + c′ · FC(ξ) + d′ · F V (ξ),

где функции a′, b′, c′ и d′ определяются правилом:

a′ = 2R′V (ξ, ..., ξ), b′ = 2R′C(ξ, ..., ξ),

c′ = 2εR̄′V (ξ, ..., ξ), d′ = 2εR̄′C(ξ, ..., ξ),

а тензорные поля R′, R̄′ ∈ T0
r+1(M) имеют вид

R′ = ∇R+2R⊗β+2εR̄⊗ β̄, R̄′ = ∇R̄+2R̄⊗β+2R⊗ β̄.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 3, если ∇̃ за-
хват аффинной связности ∇̄ обратным диффеоморфиз-
мом µ−1, то полный лифт ∇̃C является захватом полного
лифта ∇̄C индуцированным диффеоморфизмом µ−1

∗ . То-
гда, ковариантная производная векторного поля χ, отно-
сительно связности полного лифта ∇̃C , определяется ра-
венством

∇̃C
t χ = ∇C

t + P̃ (ξ, χ),
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где

P̃ (ξ, χ) = βC(ξ)δV (χ) + βV (ξ)δ(χ) + βC(χ)δV (ξ)+

+ βV (χ)δ(ξ) + εβ̄C(ξ)F V (χ) + εβ̄V (ξ)FC(χ)+

+ εβ̄C(χ)F V (ξ) + εβ̄V (χ)FC(ξ).

Тогда с одной стороны

∇C
t χ =∇C

t a · δ(ξ) + a · ∇Cδ(ξ, ξ) + a · δ(∇C
t ξ)+

+∇C
t b · δ

V (ξ) + b · ∇CδV (ξ, ξ) + b · δV (∇C
t ξ)+

+∇C
t c · F

C(ξ) + c · ∇CFC(ξ, ξ) + c · FC(∇C
t ξ)+

+∇C
t d · F

V (ξ) + d · ∇CF V (ξ, ξ) + d · F V (∇C
t ξ).

Поскольку геодезическая кривая C отнесена к канониче-
скому параметру t, то∇C

t ξ = 0. Кроме того, в силу свойств
лифтов, получим

∇Cδ = 0, ∇CδV = (∇δ)V = 0,

∇CFC = (∇F )C = 0, ∇CF V = (∇F )V = 0.

Тогда будем иметь

(110) ∇C
t χ = ∇C

t a · δ(ξ) +∇C
t b · δ

V (ξ)+

+∇C
t c · F

C(ξ) +∇C
t d · F

V (ξ).

С другой стороны, поскольку

δV δ = δV , δV δV = 0, δVFC = (δF )V = F V , δV F V = 0

то

(111) δV (χ) = aδV (ξ) + cF V (ξ).

Аналогично

(112) δ(χ) = aδ(ξ) + bδV (ξ) + cFC(ξ) + dF V (ξ).
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По свойству лифтов

βV ◦ δV = 0, βV ◦FC = (β ◦F )V = β̄V = 0, βV ◦F V = 0,

имеем

(113) βV (χ) = aβV (ξ) + cβ̄V (ξ).

По свойству лифтов

βC ◦ δV = βV , βC ◦ FC = (β ◦ F )C = β̄C,

βC ◦ F V = (β ◦ F )V = β̄V ,

имеем

(114) βC(χ) = aβC(ξ) + bβV (ξ) + cβ̄C(ξ) + dβ̄V (ξ).

По свойствам лифтов

F V δV = 0, F VFC = (F F )V = εδV , F V F V = 0,

имеем

(115) F V (χ) = aF V (ξ) + cεδV (ξ).

По свойствам лифтов

FCδV = (Fδ)V = F V , FCFC = (F F )C = εδ,

FCF V = (F F )V = εδV ,

имеем

(116) FC(χ) = aFC(ξ) + bF V (ξ) + cεδ(ξ) + dεδV (ξ).

Учитывая свойства лифтов

β̄C ◦ δV = β̄V , β̄C ◦ FC = (β̄ ◦ F )C = εβC,

β̄C ◦ F V = (β̄ ◦ F )V = εβV ,

получим

(117) β̄C(χ) = aβ̄C(ξ) + bβ̄V (ξ) + cεβC(ξ) + dεβV (ξ).
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По свойствам лифтов

β̄V ◦δV = 0, β̄V ◦FC = (β̄ ◦F )V = εβV , β̄V ◦F V = 0,

имеем

(118) β̄V (χ) = aβ̄V (ξ) + cεβV (ξ).

Из равенств (111), (112), (113), (114), (115), (116), (117) и
(118), будем иметь

(119) P̃ (ξ, χ) =
(
2aβV (ξ) + 2cβ̄V (ξ)

)
δ(ξ)+

+
(
2aβC(ξ) + 2bβV (ξ) + 2cβ̄C(ξ) + 2dβ̄V (ξ)

)
δV (ξ)+

+
(
2cβV (ξ) + 2aεβ̄V (ξ)

)
FC(ξ)+

+
(
2cβC(ξ) + 2dβV (ξ) + 2aεβ̄C(ξ) + 2bεβ̄V (ξ)

)
F V (ξ).

Из равенств (110) и (119) получим

∇̃C
t χ = a′ · δ(ξ) + b′ · δV (ξ) + c′ · FC(ξ) + d′ · F V (ξ),

где

a′ =∇C
t a + 2aβV (ξ) + 2cβ̄V (ξ),

b′ =∇C
t b+ 2aβC(ξ) + 2bβV (ξ) + 2cβ̄C(ξ) + 2dβ̄V (ξ),

c′ =∇C
t c+ 2cβV (ξ) + 2aεβ̄V (ξ),

d′ =∇C
t d+ 2cβC(ξ) + 2dβV (ξ) + 2aεβ̄C(ξ) + 2bεβ̄V (ξ).

(120)
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Учитывая условие леммы, будем иметь для функции a′

a′ = ∇C
t

(
2RV (ξ, ..., ξ)

)
+ 4RV (ξ, ..., ξ)βV (ξ)+

+ 4εR̄V (ξ, ..., ξ)β̄V (ξ) =

= 2
(
∇CRV

)
(ξ, ..., ξ, ξ)+

+ 2RV
(
∇C
t ξ, ..., ξ

)
+ ... + 2RV

(
ξ, ...,∇C

t ξ
)
+

+ 4
(
RV ⊗ βV

)
(ξ, ..., ξ, ξ) + 4ε

(
R̄V ⊗ β̄V

)
(ξ, ..., ξ, ξ) =

= 2
(
∇R + 2R⊗ β + 2εR̄⊗ β̄

)V
(ξ, ..., ξ, ξ) =

= 2R′V (ξ, ..., ξ, ξ).

Проводя подобные рассуждения, получим выражение для
функции b′

b′ = 2
(
∇R + 2R⊗ β + 2εR̄⊗ β̄

)C
(ξ, ..., ξ, ξ) =

= 2R′C(ξ, ..., ξ, ξ).

Аналогично находим выражение для функции c′

c′ =2ε
(
∇R̄ + 2R̄⊗ β + 2R⊗ β̄

)V
(ξ, ..., ξ, ξ) =

= 2εR̄′V (ξ, ..., ξ, ξ),

и для функции d′

d′ =2ε
(
∇R̄ + 2R̄⊗ β + 2R⊗ β̄

)C
(ξ, ..., ξ, ξ) =

= 2εR̄′C(ξ, ..., ξ, ξ),

что завершает доказательство леммы.
З а м е ч а н и е . Тензорные поля R, R̄ ∈ T0

r(M) и R′,
R̄′ ∈ T0

r+1(M) между собой тесно связаны. Именно, если
для любых векторных полей X1, X2, ..., Xr из X(M) вы-
полняется равенство,

R̄ (X1, X2, ..., Xr) = R (F (X1) , X2, ..., Xr) ,
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то для произвольных векторных полей X1, X2, ..., Xr+1

из X(M) выполняется равенство

R̄′ (X1, X2, ..., Xr+1) = R′ (F (X1) , X2, ..., Xr+1) .

Для доказательства основной теоремы нам понадобить-
ся следующая лемма.

Лемма 1. Пусть T ∈ T0
r (E) и P ∈ T0

s (E) симмет-
рические тензоры, причем T 6= 0. Пусть для тензора R
через S (R) обозначается симметрирование. Тогда из ра-
венства S (T ⊗ P ) = 0 следует равенство P = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку симметричный тен-
зор T не равен нулю, то найдется такой вектор Y ∈ E, что
T (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸

r

) 6= 0. Возьмем произвольный вектор X ∈ E. Из

определения симметрирования и равенства S (T ⊗ P ) = 0
будем иметь

0 = S (T ⊗ P ) (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
r

, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s

) = T (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
r

) · P (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s

).

Поскольку T (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
r

) 6= 0, то

(121) P (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s

) = 0.
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Учитывая равенство (121), получим

0 = S (T ⊗ P ) (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
r

, X, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s−1

) =

= s · T (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
r

) · P (X, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s−1

)+

+ r · T (X, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
r−1

) · P (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s

) =

= s · T (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
r

) · P (X, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s−1

).

Поскольку s 6= 0 и T (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
r

) 6= 0, то

(122) P (X, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s−1

) = 0.

Учитывая равенства (121) и (122), будем иметь

0 =S (T ⊗ P ) (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
r

, X,X, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s−2

) =

=C2
s · T (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸

r

) · P (X,X, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s−2

)+

+ C1
r · C

1
s · T (X, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸

r−1

) · P (X, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s−1

)+

+ C2
r · T (X,X, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸

r−2

) · P (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s

) =

=C2
s · T (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸

r

) · P (X,X, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s−2

).
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Поскольку C2
s 6= 0 и T (Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸

r

) 6= 0, то

(123) P (X,X, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s−2

) = 0.

Продолжая так дальше, на шаге k 6 s получим

(k) P (X, ..., X︸ ︷︷ ︸
k

, Y, ..., Y︸ ︷︷ ︸
s−k

) = 0.

При k = s, получим P (X, ..., X︸ ︷︷ ︸
s

) = 0. Из симметричности

тензора P и произвольности вектора X ∈ E, находим P =
0, что и требовалось доказать.

Теорема 5. Пусть голоморфно-проективный диффео-
морфизм µ : M → M̄ келеровых пространств (M, g, F ) и
(M̄, ḡ, F̄ ) описывается уравнением

µ∗F = F̄ ,

P (X, Y ) = β(X)δ(Y ) + β(Y )δ(X)+

+ εβ̄(X)F (Y ) + εβ̄(Y )F (X),

где β — некоторый ковектор на M , β̄ = β ◦ F , и X, Y
произвольные векторные поля на M .

Тогда индуцированный диффеоморфизм

µ∗ : T (M)→ T (M̄)

касательных расслоений со связностями полных лифтов
∇C и ∇̄C имеет линейный тип и обладает следующими
уплощающими свойствами.

(1) Индуцированный диффеоморфизм µ∗ является 1–
геодезическим диффеоморфизмом тогда и только
тогда, когда

β = 0,
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то есть когда диффеоморфизм µ является аффин-
ным. При этом и диффеоморфизм µ∗ будет аффин-
ным.

(2) Индуцированный диффеоморфизм µ∗ является 2–
геодезическим диффеоморфизмом тогда и только
тогда, когда выполняются условия

β 6= 0, ∇β + 2β ⊗ β + 2εβ̄ ⊗ β̄ = 0.

(3) Индуцированный диффеоморфизм µ∗ является 3–
геодезическим диффеоморфизмом тогда и только
тогда, когда выполняются условия

β 6= 0, T2 6= 0, S



∣∣∣∣∣∣

βC β̄V β̄C

T2
C T̄2

V
T̄2

C

T3
C T̄3

V
T̄3

C

∣∣∣∣∣∣


 = 0.

(4) В общем случае, индуцированный диффеоморфизм
µ∗ является 4–геодезическим диффеоморфизмом
линейного типа.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем вM произвольным об-
разом геодезическую кривую C отнесенную к канониче-
скому параметру t, и найдем кривизны этой кривой отно-
сительно связности полного лифта ∇̃C .

Пусть ξ — поле касательных векторов к кривой C . Рас-
смотрим две функции T0, T̄0 ∈ T0

0(M) определяемые пра-
вилом T0 = 1

2
, T̄0 = 0. Тогда очевидно T V0 = 1

2
, TC0 = 0,

T̄ V0 = 0, T̄C0 = 0. С учетом этого, поле касательных векто-
ров ξ представляется в виде

ξ = a0 · δ(ξ) + b0 · δ
V (ξ) + c0 · F

C(ξ) + d0 · F
V (ξ),

где

a0 = 2T V0 , b0 = 2TC0 , c0 = 2εT̄ V0 , d0 = 2εT̄C0 .
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Это показывает, что поле касательных векторов ξ удовле-
творят условию леммы 1. Применяя ее, получим первую
кривизну ξ̃1

ξ̃1 = ∇̃C
t ξ = a1 · δ(ξ) + b1 · δ

V (ξ) + c1 · F
C(ξ) + d1 · F

V (ξ),

где

a1 = 2T V1 (ξ), b1 = 2TC1 (ξ),

c1 = 2εT̄ V1 (ξ), d1 = 2εT̄C1 (ξ).

а тензорные поля T1, T̄1 ∈ T0
1(M) определяются правилом

T1 = ∇T0 + 2T0 ⊗ β + 2εT̄0 ⊗ β̄ = β,

T̄1 = ∇T̄0 + 2T̄0 ⊗ β + 2T0 ⊗ β̄ = β̄.

К векторному полю ξ̃1 можно применить лемму 1, в ре-
зультате чего получим выражение для второй кривизны

ξ̃2 = ∇̃C
t ξ̃1 = a2 · δ(ξ) + b2 · δ

V (ξ) + c2 · F
C(ξ) + d2 · F

V (ξ),

где

a2 = 2T V2 (ξ, ξ), b2 = 2TC2 (ξ, ξ),

c2 = 2εT̄ V2 (ξ, ξ), d2 = 2εT̄C2 (ξ, ξ).

а тензорные поля T2, T̄2 ∈ T0
2(M) определяются правилом

T2 = ∇T1 +2T1⊗β+2εT̄1⊗ β̄ = ∇β+2β⊗β+2εβ̄⊗ β̄,

T̄2 = ∇T̄1 + 2T̄1 ⊗ β + 2T1 ⊗ β̄ = ∇β̄ + 2β̄ ⊗ β + 2β ⊗ β̄.

Согласно замечанию к лемме 1 из определения β̄(X) =
β(F (X)), получим равенство T̄2(X, Y ) = T2(F (X), Y ). Кро-
ме того, тензорное поле T2 является симметрическим. Это
получается из следующих соображений. Ковекторное поле
β, которое входит в уравнения голоморфно-проективного
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диффеоморфизма, является градиентным (см. [5]). Из оп-
ределения тензорного поля T2 получим требуемое.

К векторному полю ξ̃2 можно применить лемму 1, в ре-
зультате чего получим выражение для третьей кривизны

ξ̃3 = ∇̃C
t ξ̃2 = a3 · δ(ξ) + b3 · δ

V (ξ) + c3 · F
C(ξ) + d3 · F

V (ξ),

где

a3 = 2T V3 (ξ, ξ, ξ), b3 = 2TC3 (ξ, ξ, ξ),

c3 = 2εT̄ V3 (ξ, ξ, ξ), d3 = 2εT̄C3 (ξ, ξ, ξ).

а тензорные поля T3, T̄3 ∈ T0
3(M) определяются правилом

T3 = ∇T2 + 2T2 ⊗ β + 2εT̄2 ⊗ β̄,

T̄3 = ∇T̄2 + 2T̄2 ⊗ β + 2T2 ⊗ β̄.

К векторному полю ξ̃3 можно применить лемму 1, в ре-
зультате чего получим выражение для четвертой кривиз-
ны ξ̃4.

ξ̃4 = ∇̃C
t ξ̃3 = a4 · δ(ξ) + b4 · δ

V (ξ) + c4 · F
C(ξ) + d4 · F

V (ξ),

где

a4 = 2T V4 (ξ, ξ, ξ, ξ), b4 = 2TC4 (ξ, ξ, ξ, ξ),

c4 = 2εT̄ V4 (ξ, ξ, ξ, ξ), d4 = 2εT̄C4 (ξ, ξ, ξ, ξ).

а тензорные поля T4, T̄4 ∈ T0
4(M) определяются правилом

T4 = ∇T3 + 2T3 ⊗ β + 2εT̄3 ⊗ β̄,

T̄4 = ∇T̄3 + 2T̄3 ⊗ β + 2T3 ⊗ β̄.

Теперь перейдем к рассмотрению уплощающих свойств.
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1). Очевидно

ξ ∧ ξ̃1 = b1 · δ(ξ) ∧ δ
V (ξ)+

+ c1 · δ(ξ) ∧ F
C(ξ) + d1 · δ(ξ) ∧ F

V (ξ).

Отсюда следует, что равенство

(124) ξ ∧ ξ̃1 = 0

равносильно равенствам

(124′) b1 = 0, c1 = 0, d1 = 0.

Равенство c1 = 0 равносильно равенству β̄V (ξ) = 0. По-
скольку геодезическая кривая C выбирается произволь-
ным образом, последнее равенство выполняться для лю-
бого ξ, что влечет равенство β̄V = 0. Последнее равенство
эквивалентно условию

(124′′) β = 0.

С другой стороны, равенство (124′′) обеспечивает выпол-
нение всех равенств в условии (124′). Значит, равенство
(124) равносильно равенству (124′′) .

Таким образом, индуцированный диффеоморфизм µ∗

является 1–геодезическим диффеоморфизмом для каса-
тельных расслоений тогда и только тогда, когда β = 0.
Отсюда получим равенство P = 0, которое показывает,
что голоморфно-проективный диффеоморфизм µ являет-
ся аффинным. При этом выполняются равенства βV = 0,
βC = 0, β̄V = 0, β̄C = 0, из которых следует P̃ = 0. Это
показывает, что индуцированный диффеоморфизм так же
является аффинным.
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2). Очевидно

ξ ∧ ξ̃1 ∧ ξ̃2 =

∣∣∣∣
b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣ δ(ξ) ∧ δ
V (ξ) ∧ FC(ξ)+

+

∣∣∣∣
b1 d1

b2 d2

∣∣∣∣ δ(ξ) ∧ δ
V (ξ) ∧ F V (ξ)+

+

∣∣∣∣
c1 d1

c2 d2

∣∣∣∣ δ(ξ) ∧ F
C(ξ) ∧ F V (ξ).

Отсюда следует, что равенство

(125) ξ ∧ ξ̃1 ∧ ξ̃2 = 0,

равносильно условиям

(125′)

∣∣∣∣
b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣
b1 d1

b2 d2

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣
c1 d1

c2 d2

∣∣∣∣ = 0.

Равенства (125′) равносильны соответственно равенствам
∣∣∣∣
βC(ξ) β̄V (ξ)
T2

C(ξ, ξ) T̄ V2 (ξ, ξ)

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣
βC(ξ) β̄C(ξ)

T2
C(ξ, ξ) T̄ V2 (ξ, ξ)

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣
β̄V (ξ) β̄C(ξ)
T̄ V2 (ξ, ξ) T̄C2 (ξ, ξ)

∣∣∣∣ = 0,

которые выполняются для любой геодезической кривой C .
Для произвольной точки p̃ ∈ C будем иметь

∣∣∣∣∣
βC(ξ)

∣∣
p̃

β̄V (ξ)
∣∣
p̃

T2
C(ξ, ξ)

∣∣
p̃

T̄ V2 (ξ, ξ)
∣∣
p̃

∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣
βC(ξ)

∣∣
p̃

β̄C(ξ)
∣∣
p̃

T2
C(ξ, ξ)

∣∣
p̃

T̄C2 (ξ, ξ)
∣∣
p̃

∣∣∣∣∣ = 0,(126)

∣∣∣∣∣
β̄V (ξ)

∣∣
p̃

β̄C(ξ)
∣∣
p̃

T̄ V2 (ξ, ξ)
∣∣
p̃

T̄C2 (ξ, ξ)
∣∣
p̃

∣∣∣∣∣ = 0.
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Возьмем произвольную точку p ∈ M , и векторное по-
ле X ∈ X(M). Пусть

(
U ; uh

)
координатная окрестность в

точке p, и
(
π−1(U); xh, yh

)
ее индуцированная координат-

ная окрестность в касательном расслоении T (M) (xh =

uh, yh = uh̄). Пусть ковекторные поля β, β̄ и тензорные по-
ля T2, T̄2 в координатной окрестности

(
U ; uh

)
имеют ком-

поненты βk, β̄k и T2 ij , T̄2 ij соответственно. Тогда в инду-
цированной координатной окрестности лифты βC , β̄V , β̄C

и TC2 , T̄ V2 , T̄C2 будут иметь соответственно компоненты

βC : (∂βk, βk) , β̄V :
(
β̄k, 0

)
, β̄C :

(
∂β̄k, β̄k

)
,

T2
C :

(
∂T2 ij T2 ij

T2 ij 0

)
, T̄ V2 :

(
T̄2 ij 0
0 0

)
,

T̄C2 :

(
∂ T̄2 ij T̄2 ij

T̄2 ij 0

)
.

Выберем точку p̃ ∈ π−1(U) так, чтобы π (p̃) = p и p̃ =
(p, y), где ys = 0. Возьмем некоторый касательный вектор
τ ∈ Tp̃ (T (M)) с компонентами τ =

(
Xh
p , X

h
p

)
. Проведем че-

рез точку p̃ в направлении вектора τ геодезическую кри-
вую C . Если ξ поле касательных векторов вдоль кривой
C , то ξ|p̃ = τ . В таком случае, равенства (126) примут вид

∣∣∣∣∣
β(X)|p β̄(X)

∣∣
p

2 T2(X,X)|p T̄2(X,X)
∣∣
p

∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣
β(X)|p β̄(X)

∣∣
p

2 T2(X,X)|p 2 T̄2(X,X)
∣∣
p

∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣
β̄(X)

∣∣
p

β̄(X)
∣∣
p

T̄2(X,X)
∣∣
p

2 T̄2(X,X)
∣∣
p

∣∣∣∣∣ = 0,
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из которых получим

β̄(X)
∣∣
p
· T2(X,X)|p = 0, β(X)|p · T̄2(X,X)

∣∣
p

= 0,

β̄(X)
∣∣
p
· T̄2(X,X)

∣∣
p

= 0.

Поскольку точка p ∈M была взята произвольно, мы при-
ходим к равенству

β̄(X) · T2(X,X) = 0, β(X) · T̄2(X,X) = 0,

β̄(X) · T̄2(X,X) = 0,

которое выполняется для любого векторного поля X ∈
X(M). Последнее означает, что

(127) S
(
β̄ ⊗ T2

)
= 0, S

(
β ⊗ T̄2

)
= 0, S

(
β̄ ⊗ T̄2

)
= 0,

где S (R) обозначает симметрирование тензорного поля
R ∈ T0

r(M).
Возможны два случая: β̄p 6= 0 и β̄p = 0.
С л у ч а й β̄p 6= 0. Первое равенство в (127) в точке p

примет вид

S
(
β̄
∣∣
p
⊗ T2|p

)
= 0.

Поскольку T2|p симметрический тензор, то из леммы 2 по-
лучим

T2|p = 0.

С л у ч а й β̄p = 0. Очевидно, что и βp = 0. Возможны
два варианта: ∇β̄

∣∣
p

= 0 и ∇β̄
∣∣
p
6= 0.

В а р и а н т ∇β̄
∣∣
p
6= 0. Пусть Γhij — компоненты аффин-

ной связности ∇ в координатной окрестности
(
U ; uh

)
. То-

гда компоненты ∇jβ̄i ковариантного дифференциала ∇β̄
ковекторного поля β̄ в координатной окрестности

(
U ; uh

)
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имеют вид

∇jβ̄i = ∂j β̄i − Γαjiβ̄α.

Отсюда в точке p получим

∇j β̄i
∣∣
p

= ∂j β̄i
∣∣
p
− Γαji

∣∣
p
· β̄α

∣∣
p

= ∂j β̄i
∣∣
p
.

Найдутся такой вектор y = (ys) ∈ Rn и такое векторное
поле Y ∈ X(M), что

ys ∂sβ̄i
∣∣
p
· Y i

p = ys ∇sβ̄i
∣∣
p
· Y i

p 6= 0.

Рассмотрим точку p̃ = (p, y) ∈ T (M). Тогда в индуциро-
ванной координатной окрестности

β̄V
∣∣
p̃

=
(
β̄k
∣∣
p
, 0
)

= 0,

и

β̄C
(
Y C
)∣∣
p̃

= ∂β̄k
∣∣
p̃
· Y k

p + β̄k
∣∣
p
· ∂Y k̄

p̃ = ys ∂sβ̄k
∣∣
p
· Y k

p 6= 0,

что показывает β̄C
∣∣
p̃
6= 0.

Нетрудно показать, что для произвольного тензорного
поля R ∈ T0

r(M) выполняются равенства

S (R)V = S
(
RV
)
, S (R)C = S

(
RC
)
.

Из последнего равенства и первого равенства в (127) по-
лучим равенство

S
(
β̄V ⊗ T2

C + β̄C ⊗ T2
V
)

= 0,

которое в точке p̃ примет вид

S
(
β̄V
∣∣
p̃
⊗ T2

C
∣∣
p̃
+ β̄C

∣∣
p̃
⊗ T2

V
∣∣
p̃

)
= 0.

Поскольку β̄V
∣∣
p̃

= 0, то из последнего равенства будем
иметь

S
(
β̄C
∣∣
p̃
⊗ T2

V
∣∣
p̃

)
= 0.
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Учитывая неравенство β̄C
∣∣
p̃
6= 0 и симметричность тен-

зора T2
V
∣∣
p̃
, из леммы 2 получим T2

V
∣∣
p̃

= 0, что влечет
равенство (4).

В а р и а н т ∇β̄
∣∣
p

= 0. По определению тензорного

поля T̄2 получим

T̄2

∣∣
p

= ∇β̄
∣∣
p
+ 2 β̄

∣∣
p
⊗ β|p + 2 β|p ⊗ β̄

∣∣
p

= 0.

Учитывая связь тензорных полей T̄2 и T2, отсюда снова
приходим к равенству (4). Поскольку последнее равенство
выполняется в каждой точке p ∈M , получаем равенство

(125′′) T2 = 0.

С другой стороны, из условия (125′′) получим T̄2 = 0, и
значит

T V2 = 0, TC2 = 0, T̄ V2 = 0, T̄C2 = 0,

что в свою очередь, ведет к выполнению условия (125′).
Таким образом, для того что бы индуцированный диф-

феоморфизм µ∗ был 2-геодезическим диффеоморфизмом
необходимо и достаточно чтобы выполнялись условия β 6=
0 и T2 = 0.

3). Очевидно

ξ ∧ ξ̃1 ∧ ξ̃2 ∧ ξ̃3 =

∣∣∣∣∣∣

b1 c1 d1

b2 c2 d2

b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣
δ(ξ) ∧ δV (ξ) ∧ FC(ξ) ∧ F V (ξ).

Отсюда следует, что равенство

(128) ξ ∧ ξ̃1 ∧ ξ̃2 ∧ ξ̃3 = 0,
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равносильно условию

(128′)

∣∣∣∣∣∣

b1 c1 d1

b2 c2 d2

b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Последнее выполняется для произвольного векторного по-
ля ξ. Поэтому оно равносильно равенству

(128′′) S



∣∣∣∣∣∣

βC β̄V β̄C

T2
C T̄2

V
T̄2

C

T3
C T̄3

V
T̄3

C

∣∣∣∣∣∣


 = 0.

Таким образом, для того, что бы индуцированный диф-
феоморфизм µ∗ был 3-геодезическим диффеоморфизмом
необходимо и достаточно чтобы выполнялись условия β 6=
0, T̄2 6= 0 и (128′′).

4). Очевидно выполняется равенство

ξ ∧ ξ̃1 ∧ ξ̃2 ∧ ξ̃3 ∧ ξ̃4 = 0.

Оно показывает, что в общем случае, индуцированный
диффеоморфизм является 4-геодезическим. Теорема до-
казана.

З а м е ч а н и е . Нетрудно заметить, что равенство T3 =
0 обеспечивает выполнение условия (128′′). Таким обра-
зом, для того, что бы индуцированный диффеоморфизм
являлся 3–геодезическим диффеоморфизмом, достаточно,
чтобы выполнялись условия β 6= 0, T2 6= 0 и T3 = 0.
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Топологiчна класифiкацiя
градiieнтноподiбних векторних
полiв з однieю сiдловою особливiстю

За допомогою гладких функцiй на замкненiй орiєнтованiй поверхнi, у
яких крiм локальних максимумiв i мiнiмумiв є лише одна вироджена
критична точка типу сiдла встановлено критерiй топологiчної еквi-
валентностi гладких векторних полiв без замкнених i гомоклiнiчних
траєкторiй, множина критичних елементiв яких складається з дже-
рел, стокiв та однiєї сiдлової особливостi. В залежностi вiд роду орiєн-
тованої поверхнi наведено точне значення числа топологiчно нееквiва-
лентних полiв з вказаного класу, у яких лише одне джерело та один
стiк.

By means of smooth functions that possess only one saddle critical point
in addition to local maxima and minima we give a necessary and sufficient
condition for topological equivalence of smooth vector fields which satisfies
the following conditions: 1) it has a finite number of critical elements (there
are only one saddle, sources and sinks), 2) the α-limit and ω-limit sets of
any trajectory are critical elements, 3) there are no saddle connections and
closed trajectory. We also calculated the number of non equivalent such
fields with one source and one sink on closed oriented surfaces of genus
g ≥ 2.

Ключовi слова: Векторне поле, функцiя Ляпунова, топологiчна класи-

фiкацiя

Вступ

Вiдомо, що для топологiчної класифiкацiї полiв Морса–
Смейла без замкнених траєкторiй (полiв Морса) на орiєн-
тованих поверхнях ефективно використовуються функцiї

c© О.А. Кадубовський, 2006
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Ляпунова з трьома критичними значеннями [4]. Бiльше
того, класичним результатом є той факт, що кожне поле
Морса є полем градiєнта деякої функцiї Морса.

Для градiєнтноподiбних векторних полiв з iзольованими
особливостями iснує функцiя Ляпунова. I тому для топо-
логiчної класифiкацiї таких полiв виникає потреба в до-
слiдженнi гладких функцiй вiдповiдного класу на поверх-
нях. Серед робiт, присвячених класифiкацiї гладких функ-
цiй на поверхнях, слiд вiдмiтити роботи А.В.Болсiнова,
Е.В.Кулiнiча, А.О.Ошемкова, О.О.Пришляка, В.В.Шарка
та iн. Зокрема, в роботi Шарка [6] дослiджено питання то-
пологiчної класифiкацiї гладких функцiй з класу C∞(N)
з трьома критичними значеннями на поверхнi N , всi кри-
тичнi точки яких є iзольованими i лежать у внутрiшностi
N на однiй лiнiї рiвня.

Як було зазначено вище, виникає потреба в класифiкацiї
бiльш широкого класу L (N) "градiєнтноподiбних" вектор-
них полiв без замкнених траєкторiй, множина критичних
елементiв яких складається з джерел, стокiв та (складних)
сiдел — особливих точок цiлого вiд’ємного iндексу.

Очевидно, що поле градiєнта кожної функцiї з класу
C∞(N) належить множинi L (N). I тому для класифiка-
цiї таких полiв доцiльно використовувати функцiї з класу
C∞(N).

В загальному випадку питання топологiчної класи-
фiкацiї таких полiв залишається вiдкритим.

В данiй роботi за допомогою гладких функцiй, у яких
крiм локальних максимумiв i мiнiмумiв є лише одна вирод-
жена критична точка типу сiдла, отримана топологiчна
класифiкацiя векторних полiв з класу LM,m

(
N2
g

)
на орiєн-

тованiй поверхнi N2
g , якi задовольняють умови:
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1) поле X ∈ Lm,M (N2
g ) має скiнченне число критичних еле-

ментiв, 2) вiдсутнi замкненi траєкторiї, а множина особ-
ливих точок поля X складається з m джерел, M стокiв
та однiєї сiдлової особливостi (складне сiдло), 3) вiдсут-
нi траєкторiї, ω− i α−граничною множинами яких є сiдло
(вiдсутнi гомоклiнiчнi траєкторiї), 4) для кожної траєк-
торiї поля її ω- i α-граничнi множини є особливими точка-
ми поля.

1. Необхiднi означення та зауваження

Нехай N2
g — замкнена, гладка, орiєнтована поверхня

роду g, а X ∈ Lm,M(N2
g ). Тодi, як наслiдок з теореми

Пуанкаре-Хопфа, iндекс Пуанкаре поля X єдиної сiдло-
вої особливостi s0 дорiвнює ind(X, s0) = 2 − 2g −m −M,
де g — рiд поверхнi N2

g . Останнє означає, що в сiдло s0

входить (виходить) точно n = 2g+m+M − 1 сепаратрис.

Означення 1. Векторнi поля X, Y ∈ Lm,M(N2
g ) буде-

мо називати топологiчно еквiвалентними, якщо iснує го-
меоморфiзм h : N2

g −→ N2
g (що зберiгає орiєнтацiю), який

переводить траєкторiї поля X в траєкторiї поля Y зi
збереженням орiєнтацiї на них.

Означення 2. Двi гладкi функцiї f i g на поверхнi N2
g

називають топологiчно еквiвалентними, якщо iснують
такi гомеоморфiзми k : N2

g → N2
g i l : R → R, що

f = l ◦ g ◦ k−1. В подальшому будемо вважати, що го-
меоморфiзми k i l зберiгають орiєнтацiю.

Через Cm,M(N2
g ) позначимо клас гладких функцiй з M

максимумами, m мiнiмумами та однiєю виродженою кри-
тичною точкою типу сiдла на замкненiй орiєнтованiй по-
верхнi N2

g .
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2. Основна частина

Нижче покажемо, що кожному векторному полю X з
класу Lm,M (N2

g ) можна поставити у вiдповiднiсть функ-
цiю Ляпунова, тобто, таку гладку функцiю fX : N2

g −→ R,
яка задовольняє наступнi умови:
1) функцiя fX строго спадає вздовж iнтегральних траєк-
торiй поля X,
2) критичнi точки функцiї fX спiвпадають з особливими
точками поля X: мiнiмуми функцiї fX спiвпадають з дже-
релами r1, r2, ..., rm поля X, максимуми fX — зi стоками
p1, p2, ..., pM поля X, а (вироджена) критична точка типу
сiдла функцiї fX — з сiдловою особливiстю s0 поля.

Лема 1. Для кожного векторного поля X ∈ Lm,M(N2
g )

iснує функцiя Ляпунова.

Доведення. Доведення цього твердження проведемо за
схемою, запропонованою Мейєром в роботi [2] при встанов-
ленi аналогiчного результату для полiв Морса–Смейла.

Нехай βi = ri, i = 1, ..., m джерела поля X, βm+j = pj ,
j = 1, ...,M — стоки, а β0 = s0 — сiдло поля X. Розглянемо
дисковi околи Dk критичних елементiв βk, k = 0, ..., m+M .
Через скiнченнiсть числа особливих точок поля X вказанi
околи можна обрати так, щоб вони не перетинались.

Оскiльки поле X в околах джерел (рис. 4 A) топологiч-
но еквiвалентне полю Xr = grad(x2 + y2), то, локально, в
околахDk (k = m+1, ..., m+M) функцiю fX можна задати
у виглядi fX = x2 + y2.

Аналогiчно, з того що поле X в околах стокiв (рис. 4 B)
топологiчно еквiвалентне полю Xp = grad(−x2 − y2), то,
локально, функцiю fX в околах Dk (k = 1, ..., m) можна
задати у виглядi fX = −x2 − y2.
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Рис. 4. Джерело, сток i складне сiдло

Добре вiдомо (див. напр. [5]), що векторне поле X в
околi складного сiдла (рис. 4 C) є топологiчно еквiвалент-
ним полю Xs = grad(Rezn), де Rezn — дiйсна частина ком-
плексного числа zn = (x+ iy)n. Тодi, локально, в околi D0

складного сiдла s0 функцiю fX задамо як fX = Rezn, де n
– число сепаратрис якi входять (або виходять) в сiдло.
Отже, функцiю fX визначено в околах усiх особливих то-
чок поля X.

Продовження функцiї fX на всю поверхню N2
g можна

задати так, як описано в роботi Смейла [1]. Основна iдея
полягає в наступному. Оскiльки для кожної траєкторiї по-
ля X ∈ Lm,M (N2

g ) її α- i ω-граничнi множини є особливими
точками — джерелом, стоком або сiдлом, то функцiю fX
можна продовжити (визначити) на сепаратрисах сiдла.

Наступним кроком є продовження функцiї fX вздовж
трубчастих околiв Vj (j = 1, ..., 2n) сепаратрис.

Нехай U = Di

⋃
i,j Vj , i = 0, ..., m + M, j = 1, ..., 2n.

Ясно, що доповнення U до N2
g складається з незв’язного

об’єднання скiнченного числа q двомiрних клiтин — дис-
кiв D′

j , j = 1, ..., q. Границею кожного такого диску є коло,
яке складається з дуг граничних кiл дискiв Di та границь
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смуг Vj. Тому функцiю fX можна продовжити на кожен з
дискiв D′

j.
Таким чином, функцiю fX , побудовану за полем X,

визначено на всiй поверхнi N2
g i вона задовольняла умо-

ви визначення функцiї Ляпунова. �

Означення 3. Функцiю Ляпунова fX для поля X ∈

Lm,M(N2
g ) будемо називати L-функцiєю i позначати f̂X,

якщо fX : N2
g −→ [−1, 1] має три критичнi значення. А

саме: лiнiя рiвня f−1
X (−1) мiстить джерела r1, r2, ..., rm

поля X, f−1
X (0) мiстить сiдлову особливiсть s0, а f−1

X (1)
— всi стоки p1, p2, ..., pM поля X.

Означення 4. Векторнi поля X, Y з класу Lm,M(N2
g )

будемо називати L-еквiвалентними, якщо вiдповiднi їм

L-функцiї f̂X , f̂Y : N2
g → R є топологiчно еквiвалентними.

Теорема 1. Два поля X,X ′ ∈ Lm,M(N2
g ) топологiчно

еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли вони L-еквiвалентнi.

Доведення. Нехай h : N2
g −→ N2

g — топологiчна еквiва-

лентнiсть мiж полями X,X ′ ∈ Lm,M(N2
g ), а f = f̂X i

f ′ = f̂X′ вiдповiднi цим полям L-функцiї. Для доведен-
ня необхiдностi достатньо показати, що якщо функцiї f i
f ′ топологiчно еквiвалентнi в околах сингулярних точок,
то вони є топологiчно еквiвалентними.

Спочатку покажемо, що для топологiчно еквiвалентних
полiв X i X ′ функцiї f i f ′ є топологiчно еквiвалентни-
ми в околах критичних точок. Припустимо, що особливi
точки βi, β

′
i полiв X i X ′ занумеровано так, що h(βi) = β ′

i

∀i = 0, ..., m + M . Позначимо через δi, δ′i критичнi точки
функцiй f i f ′. Без обмеження загальностi, можна вважа-
ти, що βi = δi, а β ′

i = δ′i при всiх i = 0, ..., m+M .
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Розглянемо малi дисковi околи Di, D
′
i джерел βi, β

′
i, якi

спiвпадають з мiнiмумами δi, δ
′
i функцiй f i f ′. Оскiльки

поля X i X ′ в цих околах є топологiчно еквiвалентними
полю Xr = grad(x2 +y2), а лiнiї рiвня функцiй f i f ′ транс-
версально перетинають iнтегральнi траєкторiї (полiв X i
X ′ вiдповiдно), що виходять з βi i β ′

i, то функцiї f i f ′ є
топологiчно еквiвалентними в указаних околах — рис. 5.

З аналогiчних мiркувань випливає справедливiсть того,
що функцiї f i f ′ є топологiчно еквiвалентними i в деяких
дискових околах Di, D

′
i максимумiв δi, δ′i, якi спiвпадають

зi стоками полiв X i X ′.

Рис. 5. Дисковi околи джерел i стокiв полiв X i X ′

Слiд вiдмiтити, що топологiчна еквiвалентнiсть функцiй
f i f ′ в околах мiнiмаксних точок є наслiдком результатiв
роботи [3], в якiй показано, що для будь-якого локального
мiнiмуму (максимуму) гладкої функцiї f : N2

g −→ R iснує
окiл, в якому f неперервною замiною координат зводиться
до вигляду f = x2 + y2 (f = −x2 − y2).

Нехай тепер β0 — сiдло поля X, β ′
0 = h(β0) сiдло поля

X ′. Розглянемо такий дисковий окiл D0 сiдла β0 (хрест —
рис. 6), границя якого складається з вiдрiзкiв iнтеграль-
них траєкторiй (дуг хреста) та вiдрiзкiв лiнiй рiвня функ-
цiї f (сторiн хреста).

Оскiльки кожна з функцiй f i f ′ в околах сiдлових
критичних точок δ0, δ

′
0 топологiчно еквiвалентна функцiї
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Рис. 6. D0-окiл сiдла (хрест) i V -окiл сепаратриси

fs = Rezn, i в указаних околах D0 i D′
0 лiнiї рiвня кож-

ної з них перетинають iнтегральнi траєкторiї вiдповiдного
поля трансверсально, то f i f ′ топологiчно еквiвалентнi у
вказаних околах.

Отже, функцiї f i f ′ є топологiчно еквiвалентними в око-
лах сингулярних точок.

Далi розглянемо такi околи Vi вiдрiзкiв сепаратрис τi
сiдла s0, границями яких (границями смуг) також є iнте-
гральнi траєкторiї поляX. Очевидно, що кожен такий окiл
є "прямокутником", двi протилежнi сторони якого є iнте-
гральними траєкторiями поля, одна з двох iнших сторiн є
дугою граничного кола дискового околу деякого джерела,
або стока, а iнша сторона — вiдрiзком лiнiї рiвня функцiї
f (стороною хреста).

За визначенням функцiї Ляпунова вiдрiзки лiнiй рiвня
функцiї f перетинають iнтегральнi кривi кожного такого
околу Vi трансверально.

Аналогiчне має мiсце i для околiв V ′
i = h(Vi) сепаратрис

τ ′i = h(τi) сiдла s′0 поля X ′.
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З того, що функцiї f i f ′ в околах Vi, V ′
i не мають критич-

них точок, а вiдрiзки їх лiнiй рiвня перетинають iнтеграль-
нi кривi вiдповiдних околiв трансверсально випливає, що
f i f ′ є топологiчно еквiвалентними в околах Vi, V ′

i .
Нехай U = Di

⋃
i,j Vj , i = 0, ..., m+M , j = 1, ..., 2n. Зро-

зумiло, що доповнення U до N2
g є незв’язним об’єднанням

скiнченного числа r двомiрних дискiв ∆j , j = 1, ..., r.
Границею кожного такого диску є коло, яке складається

з дуг граничних кiл дискiв Di та границь смуг Vj . А саме,
кожен такий окiл має вид, зображений на рис. 7.

Оскiльки функцiї f i f ′ в околах ∆i i ∆′
i = h(∆i) не

мають критичних точок, а їх лiнiї рiвня трансверсально
перетинають вiдрiзки iнтегральних кривих, то f i f ′ є то-
пологiчно еквiвалентними в указаних околах (рис. 7).

Рис. 7. Окiл ∆i з лiнiями рiвня функцiї f

Таким чином, оскiльки функцiї f i f ′ топологiчно еквi-
валентнi в околах Di, D

′
i сингулярних точок, в околах Vi,

V ′
i вiдрiзкiв сепаратрис τi, τ ′i сiдел s0, s′0 (якi спiвпадають

з сiдловими критичними точками δ0, δ
′
0 цих функцiй) та

на доповненнях N2
g \
(
Di

⋃
i,j Vj

)
, N2

g \
(
D′
i

⋃
i,j V

′
j

)
, то iс-

нує глобальний гомеоморфiзм h : N2
g −→ N2

g , такий що
f ◦ h = f ′. Отже, L-функцiї f i f ′ для топологiчно еквiва-
лентних полiв X i X ′ також еквiвалентнi.
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Нехай тепер h : N2
g −→ N2

g — гомеоморфiзм, який пере-
водить лiнiї рiвня функцiї f в лiнiї рiвня функцiї f ′.

Нехай далi δi i h(δi) = δ′i – критичнi точки функцiй f
i f ′, а βi i β ′

i – особливi точки полiв X i X ′. Як i ранiше
будемо вважати, що βi = δi, β ′

i = δ′i ∀i = 0, ..., m+M .
З того що функцiї f i f ′ є топологiчно еквiвалентни-

ми в околах локальних максимумiв (мiнiмумiв) випливає,
що поля X i X ′ топологiчно еквiвалентнi в деяких околах
Di, D

′
i джерел (стокiв) βi = δi i β ′

i = h(δ′i).
Розглянемо лiнiю рiвня Γ0 = f−1(0), якiй належить сiд-

лова критична точка δ0 функцiї f . Не важко бачити, що Γ0

є букетом n кiл. За визначенням Γ0\δ0 трансверсально пе-
ретинає траєкторiї поля X. Зафiксуємо досить мале ε > 0.
Тодi лiнiя рiвня Γ− = f−1(−ε) (Γ+ = f−1(ε)) є незв’язним
об’єднанням m (вiдповiдно M) кiл S1 i також трансвер-
сально перетинає траєкторiї поля X.

Розглянемо дисковий окiл D0 сiдлової критичної точки
δ0, яка спiвпадає з сiдлом β0 поля X. При досить малому
ε окiл D0 можна обрати так, щоб вiн являв собою "хрест",
сторонами якого є вiдрiзки iнтегральних кривих поля X,
а дугами — вiдрiзки лiнiй рiвня Γ− та Γ+ — рис. 8.

Рис. 8. Окiл D0 сiдлової критичної точки i Υ-
окiл вiдрiзка лiнiї рiвня Γ0 функцiї f
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Зрозумiло, що у вибраних нами околах D0 i D′
0 = h(D0)

поля X i X ′ топологiчно еквiвалентнi, оскiльки, локально,
вони еквiвалентнi полю Xs = grad(Rezn).

Позначимо через Nε = f−1([−ε, ε]) ε-окiл критичного
рiвня Γ0. Тодi доповнення околу D0 до Nε складається
з незв’язного об’єднання множин Υi — ε-околiв вiдрiзкiв
лiнiї рiвня Γ0. Границею кожного такого околу (смужки) є
вiдрiзки лiнiй рiвня Γ−, Γ+ та вiдрiзки iнтегральних кри-
вих (сторони креста D0) поля — рис. 8.

Оскiльки поле X (X ′) в околi Υi (Υ′
i = h(Υi)) не має

особливих точок, а усi вiдрiзки лiнiї рiвня f−1(λ) (f ′−1(λ)),
−ε ≤ λ ≤ ε, що належать Υi (Υ′

i) трансверсальнi iнте-
гральним траєкторiям поля X (X ′), то з цього випливає,
що X i X ′ топологiчно еквiвалентнi в цих околах.

Нехай W = (
⋃
k Υk)∪ (

⋃
iDi). Тодi доповнення W до N2

g

складається з незв’язного об’єднання скiнченного числа q
цилiндрiв Ci ∼= S1× I (i = 1, ..., q). Одним з граничних кiл
кожного такого цилiндру є граничне коло дискового околу
мiнiмуму (максимуму), а друге граничне коло належить
лiнiї рiвня f−1(−ε) (або f−1(ε) вiдповiдно).

Оскiльки векторнi поля X i X ′ на цилiндрах Ci, h(Ci)
не мають особливих точок, а граничнi кола вiдповiдних
цилiндрiв перетинають траєкторiї полiв трансверсально,
то поля X i X ′ є топологiчно еквiвалентними на кожнiй
парi таких цилiндрiв.

Отже, оскiльки поля X i X ′ топологiчно еквiвалентнi в
околах особливих точок βi, β ′

i, в околах Υi, Υ′
i та на допов-

неннях N2
g \W i N2

g \W
′, то iснує глобальний гомеоморфiзм

k : N2
g −→ N2

g , який переводить траєкторiї поля X в тра-
єкторiї поля Y . �
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Таким чином, встановлено бiєкцiю мiж класами топо-
логiчної еквiвалентностi L-функцiй i класами топологiчної
еквiвалентностi полiв з множини Lm,M(N2

g ).

3. Число топологiчно нееквiвалентних полiв з

класу Lm,M(N2
g )

Очевидно, що клас L-функцiй, якi вiдповiдають век-
торним полям з множини Lm,M(N2

g ), спiвпадає з класом
Cm,M(N2

g ) . Отже, iснує бiєкцiя мiж класами топологiчної
еквiвалентностi функцiй з множини Cm,M(N2

g ) i класами
топологiчної еквiвалентностi вказаних полiв.

В роботi автора [7] за допомогою 2-кольорових хордо-
вих дiаграм спецiального виду встановлено критерiй то-
пологiчної еквiвалентностi функцiй з класу Cm,M(N2

g ) та
доведено, що число топологiчно нееквiвалентних функ-
цiй з класу CM,m

(
N2
g

)
дорiвнює числу неiзоморфних 2-

кольорових Dm,M -дiаграм з n = 2g +M +m− 1 хордами.
Наведемо основнi означення.
Хордовою дiаграмою (рис. 9 A) з n хордами або, корот-

ко, n-дiаграмою називають конфiгурацiю на площинi, що
складається з кола, 2n рiзних точок на ньому (якi є вер-
шинами правильного 2n-кутника) та n хорд, якi задають
розбиття 2n точок на пари .

Двокольоровою хордовою дiаграмою з n хордами будемо
називати хордову n-дiаграму, дуги кола якої по черзi роз-
фарбовано в два кольори (чорний i бiлий) так, що сусiднi
дуги рiзного кольору — рис. 9 C), D).

Надалi будемо вважати, що всi двокольоровi n-дiаграми
будуються на основi канонiчного кола (рис. 9 B) — кола з
фiксованою нумерацiєю 2n точок на ньому (за годиннико-
вою стрiлкою), якi є вершинами правильного 2n-кутника;
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дуги (1, 2); (3, 4); ...; (2n− 1, 2n) – чорного кольору, а дуги
(2, 3); (4, 5); ...; (2n, 1) – бiлого кольору.
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Рис. 9. A) 6-дiаграма; B) канонiчне коло; C)
O-дiаграма з 2 чорними i 3 бiлими циклами; D)
N -дiаграма

Двокольорову хордову дiаграму, яка не мiстить хорд,
що сполучають вершини з номерами однакової парностi,
називатимемо O-дiаграмою (N -дiаграмою) — рис. 9 C (D).

Чорним (бiлим) циклом O-дiаграми будемо називати по-
слiдовнiсть хорд i чорних (бiлих) дуг, якi утворюють го-
меоморфний образ орiєнтованого кола.
O-дiаграму з n хордами, у якої точно M чорних i m

бiлих циклiв будемо називатиDn
M,m-дiаграмою. У випадку,

коли M = m = 1, дiаграму будемо називати дiаграмою
максимального роду

Дiаграми D1 i D2 називатимемо iзоморфними, якщо їх
можна сумiстити в результатi повороту на деякий кут.

Наслiдком теореми 1 та роботи [7] є наступне тверджен-
ня.

Лема 2. Число топологiчно нееквiвалентних полiв (з
точнiстю до гомеоморфiзму поверхнi, який зберiгає орiєн-
тацiю) з класу Lm,M (N2

g ) дорiвнює числу неiзоморфних
Dm,M -дiаграм з n = 2g +M +m− 1 хордами.
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Отже, якщо зафiксувати рiд поверхнi g ≥ 1, число дже-
рел m та число стокiв M , то можна пiдрахувати число
топологiчно нееквiвалентних полiв з класу Lm,M(N2

g ).
Цi значення, в залежностi вiд роду g орiєнтованої по-

верхнi N2
g , будуть спiвпадати з числом неiзоморфних

Dm,M -дiаграм з n = 2g +M +m− 1 хордами.
Зокрема, число топологiчно нееквiвалентних векторних

полiв з класу L1,1(N
2
g ) спiвпадає з числом неiзоморфних

2-кольорових O-дiаграм максимального роду з n = 2g + 1
хордами. В роботi автора [8] пiдраховано точне значення
цього числа, в залежностi вiд роду g поверхнi N2

g . А саме
Для довiльного непарного n число неiзоморфних Dn

1,1-
дiаграм з n = 2g + 1 хордами може бути обчислене за
допомогою спiввiдношень

(129) d∗n(g) =
1

n

(
2(n− 1)!

n + 1
+
∑

i|n, i6=n

φ
(n
i

)
· ρ(n, i)

)
,

(130) ρ(n, i) =
2(i− 1)!

i+ 1
·
(n
i

)i−1

· φ∗
(n
i

)
,

де φ(q) — функцiя Ейлера (число натуральних менших нiж
q чисел, взаємно простих з q), а значення величини φ∗(q)
для довiльного непарного q = pα1

1 · p
α2
2 · ...p

αk

k визначається
за формулою

(131) φ∗(q) = q ·

(
1−

2

p1

)
·

(
1−

2

p2

)
· ... ·

(
1−

2

pk

)
.

Початковi значення числа d∗n(g) топологiчно нееквiва-
лентних полiв з класу L1,1(N

2
g ) в залежностi вiд роду g

орiєнтованої поверхнi N2
g наведено у наступнiй таблицi.
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g d∗g
0 1
1 1
2 4
3 30
4 900
5 54 990
6 5 263 764
7 726 485 868
8 136 750 260 720
9 33 696 703 714 374

10 10 532 043 325 452 570

3.1. Число нееквiвалентних полiв з класу Lm,M(S2)
на двовимiрнiй сферi S2.

Твердження 1. Всi поля з класу L1,M (S2) є тополо-
гiчно еквiвалентними.

Доведення. Справедливiсть цього твердження випливає
з того, що для полiв з вказаного класу топологiчним iн-
варiантом є 2-кольорова хордова O-дiаграма з n = 2 · 0 +
1 + M − 1 = M хордами, яка має точно 1 чорний та M
бiлих циклiв. Для довiльного натурального M iснує єди-
на така O-дiаграма з n = M хордами та максимальним
числом бiлих циклiв — рис. 10. �

Твердження 2. Число топологiчно нееквiвалентних
полiв з класу L2,M(S2) дорiвнює величинi p∗2,M =

[
M+1

2

]
, де

[q] – цiла частина числа q.

Доведення. Iдея доведення полягає в тому, що вiдповiднi
цим полям дiаграми обов’язково мiстять n− 2 = 2 +M −
1 − 2 = M − 1 хорд, що сполучають сусiднi вершини i
утворюють M − 1 чорних циклiв ("простих циклiв"). Двi
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Рис. 10. Єдине векторне поле з класу L1,6(S
2)

iншi хорди повиннi утворити точно 1 чорний цикл ("чорну
смугу") — рис. 11.

A B C

Рис. 11. Всi топологiчно нееквiвалентнi поля з
класу L2,5(S

2)

Всi неiзоморфнi дiаграми вiдрiзняються лише взаємним
розташуванням M−1 простих циклiв вiдносно чорної сму-
ги, а саме: {M − 1, 0} (рис. 11 C), {M − 2, 1} (рис. 11 B),
{M − 3, 2}, ..., {

[
M
2

]
,
[
M−1

2

]
} (рис. 11 A).

Отже, iснує точно 1+
[
M−1

2

]
=
[
M+1

2

]
неiзоморфних (вiд-

носно повороту) таких дiаграм. Бiльше того, всi вони є i
нееквiвалентними. �

4. Висновки

Таким чином, векторнi поля з класу LM,m

(
N2
g

)
мож-

на класифiкувати за допомогою комбiнаторного об’єкту —
двокольорових Dn

M,m дiаграм з n = 2g−1+m+M хордами,
де g — рiд орiєнтованої поверхнi N2

g .
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Перетини незвiдних компонент
бiшубертiвських багатовидiв

Вступ

В данiй статтi продовжується дослiдження
бiшубертiвських багатовидiв – одного з логiчних
узагальнень шубертiвських багатовидiв, де замiсть одно-
го визначального прапору пiдпросторiв використовується
два. В [2] було дано їхнє означення та знайденi основ-
нi властивостi – звiднiсть, кiлькiсть незвiдних компонент,
їхня розмiрнiсть. В наступнiй роботi [1] було продовже-
но їх вивчення. Була доведена рацiональнiсть незвiдних
компонент, також був знайдений їх розклад в
шубертiвському базисi для найпростiшого випадку m =
n = 1. Основним результатом цiєї статтi є знаходження
рiвнянь компонент в Грассманнiанi у випадку n = 1 i, на
базi цього, знаходження структури взаємного розмiщення
“великих” орбiт (щiльних в компонентах) i всiх їх пере-
тинiв з точнiстю до замикань для випадку n = 1. Також
доведено, що компоненти не є повними перетинами в
Грассманнiанi. Випадки n > 1 якiсно вiдрiзняються вiд
випадку n = 1, i тому методика доведень, використана

c© П. С. Коломiєць, Ю. А. Дрозд, 2006
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тут, не пiдходить для них. Також в цiй статтi ми розг-
лянули питання регулярностi\особливостi точок незвiдних
компонент i виявили, що вже в найпростiших випадках во-
ни мiстять особливi точки.

1. Рiвняння незвiдних компонент для n=1

Тут i надалi будуть розглядатися тiльки бiшубертiвськi
багатовиди у яких n = 1, тобто другий прапор складається
з одного пiдпростору.

Отже, нехай ми маємо деякий бiшубертiвський
багатовид BiSch(m, 1). Для кожного його елемента можна
визначити набiр пiдматриць Ω, що мiстить усi такi
пiдматрицi ширини d матрицi елемента, що якщо якась
iз них мiстить якийсь рядок iз Ki,j , то вона також мiстить
всi рядки iз Kx,y, i 6 x 6 m+1 i j 6 y 6 n+1. Ранги цього
набору пiдматриць позначимо через rkΩ. Такi пiдматрицi
виглядають як сходи в таблицi елемента (Рис. 12).

 

N 

Рис. 12. Загальний вигляд пiдматриць iз Ω.

На ньому область N (все що замальовано), що вiдпо-
вiдає якiйсь пiдмартицi ширини d матрицi елемента – це
типовий представник набору Ω. Тобто N складається iз
клiтини таблицi, i якщо N мiстить якусь клiтину, то вона
мiстить також всi клiтини, якi розмiщенi зверху-справа вiд
неї.

Тодi справедлива
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Теорема 1.1. Довiльна орбiта O з довiльного
бiшубертiвського багатовиду BiSch(m, 1) визначається в
Грассманнiанi за допомогою рiвностей {rk(N) = kN , N ∈
Ω}, де {kN , N ∈ Ω} є вiдповiдним набором рангiв rkΩ для
деякого її елемента.

✁ Iз означення набору пiдматриць Ω ясно таке:
По перше, h × d матрицi, що задовольняють таким

рiвностям, автоматично задовольняють умовам на
приналежнiсть до нашого бiшубертiвського багатовиду
(див. [2], ст.82). Дiйсно, набiр Ω включає в себе всi
пiдматрицi, що фiгурують в цих визначальних умовах. А
тому, якщо ми маємо набiр рангiв rkΩ для деякого
елемента iз BiSch(m, 1), то рiвностi iз заголовку теореми
є бiльш сильними умовами нiж цi визначальнi умови.

По друге, нiякi перетворення рядкiв iз нашої
алгебраїчної групи AG (лiнiйнi перетворення, що не
змiнюють прапори визначальних просторiв) не змiнюють
набiр рангiв rkΩ довiльного елемента, тому що до рядкiв
довiльної матрицi iз Ω можуть додаватись тiльки рядки
цiєї ж самої матрицi. Тому rkΩ постiйний на кожнiй ор-
бiтi. Отже, для доведення теореми необхiдно довести, що
rkΩ для рiзних орбiт рiзний. Для цього доведемо, що всi
елементи з однаковим набором рангiв rkΩ можуть бути
приведенi до єдиного елемента за допомогою AG, тобто
що вони належать однiй орбiтi. Розiб’ємо доведення на 2
частини.

1-а частина: Приведемо спочатку за допомогою AG
довiльний елемент до вигляду, в якому в його таблицi за-
лишаться тiльки числа (суми, що складаються з одного
числа). Це доведення є скороченим i трохи модифiкова-
ним доведенням Теореми 1 в [2].
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Нагадаємо означення таблицi елемента з матрицею M :
якщо набiр рядкiв Ki,j iз матрицi M мiстить рядок з
ненульовими елементами в стовпчиках l1, l2, . . . , lk, то в
клiтинi K̃i,j таблицi M̃ стоїть текст ”l1” + ”l2” + . . .+ ”lk”
(ми називаємо його сумою). Якщо в Ki,j є декiлька нену-
льових рядкiв, то в K̃i,j стоїть стiльки ж сум. Порядок
чисел в сумах i порядок сум в клiтинах не важливий.

Позначимо також через Op1 таку операцiю: Якщо в
клiтинi K̃i,j стоїть число l, то за допомогою рядкових
перетворень iз AG знищуємо всi числа l в усiх сумах iз
клiтин K̃x,y, x > i i y > j.

Отже, у нас є елемент з вiдповiдною таблицею M̃ .
Розглянемо шлях по клiтинах в таблицi елемента M̃ :

K̃m+1,n+1 →→ K̃m,n+1 → . . .→ K̃1,n+1 →

→ K̃m+1,n → K̃m,n → . . .→ K̃1,n

Йдучи цим шляхом припустимо, що ми прийшли в
клiтину K̃i,j i припустимо, що всi попереднi клiтини на
шляху мiстять тiльки числа, причому якщо в якихось 2-
х клiтинах, скажiмо K̃r,s, K̃x,y, стоять однаковi числа, то
r < x, s > y. Тодi це саме ми зробимо для нової клiтини.

Робимо Op1 для всiх чисел iз всiх попереднiх клiтин. Те-
пер, якщо K̃i,j мiстить суму в якiй є число, що не
зустрiчалось ранiше на шляху, то цим числом знищуємо
всi iншi числа в сумi. Цим ми не змiнюємо попереднiх
клiтин. Якщо K̃i,j мiстить суму, яка складається з чи-
сел (скажiмо k штук), що вже зустрiчалися, то на вже
пройденому шляху цi числа можуть стояти тiльки в
клiтинах K̃x,y, де x < i, y > j. Тобто у нашому випад-
ку (n = 1) це означає, що j = 1, y = 2. А отже всi клiтини
з k числами з нашої суми мiстяться в одному рядку таб-
лицi. Того можна видiлити серед них саму лiву (нехай це
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буде K̃r,s) з вiдповiдним числом l. Цим числом знищуємо
всi iншi в нашiй сумi iз K̃i,j. При цьому в K̃r,s замiсть l
з’являється ця ж сума. Але знову виконавши Op1 для всiх
чисел iз всiх вже пройдених клiтин ми перетворюємо її
знову в l.

Таким чином перша частина доведення закiнчена.
2-а частина: Отже тепер у нас є деякий елемент iз ран-

гами rkΩ, який має таблицю, в якiй стоять тiльки
числа. Розглядаємо той самий шлях по його таблицi. В
верхньому рядку стоять всi рiзнi числа. Перенумеруємо
їх в порядку слiдування на шляху (перенумерацiя тут i
надалi – це всього лише перестановка стовпчикiв матри-
цi елемента, тобто операцiя, що належить до AG). Знову
припустимо, що ми прийшли в клiтину K̃i,j (в нижньому
рядку) i що на попередньому шляху всi числа вже точно
визначенi шляхом вiдповiдної перенумерацiї. Розглянемо
такi матрицi iз Ω:
N1,0 = {

⋃
K̃x,y, x > i або y = 2},

N1,1 = {
⋃
K̃x,y, x > i або y = 2},

N2,0 = {
⋃
K̃x,y, x > i або (y = 2 i x > 2)},

N2,1 = {
⋃
K̃x,y, x > i або (y = 2 i x > 2)},

. . .
Ni,0 = {

⋃
K̃x,y, x > i або (y = 2 i x > i)},

Ni,1 = {
⋃
K̃x,y, x > i або (y = 2 i x > i)},

i їхнi ранги ri,j = rk(Ni,j).
Тодi в K̃i,j повинно стояти (r1,1 − r1,0) чисел, якi не

зустрiчались ранiше, пронумеруємо їх вiдповiдно до
порядку слiдування на шляху.

В K̃i,j повинно стояти (r2,1 − r2,0) − (r1,1 − r1,0) чисел
iз K̃1,n+1, якi не зустрiчаються в {

⋃
K̃x,y, x > i, y = 1}.

Перенумеруванням можемо завжди вибрати першi з них.
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. . .
В K̃i,j повинно стояти (rt,1 − rt,0)− (rt−1,1 − rt−1,0) чисел

iз K̃t−1,n+1 якi не зустрiчаються в {
⋃
K̃x,y, x > i, y = 1}.

Перенумеруванням можемо завжди вибрати першi з них.
. . .
Таким чином iз рангiв rkΩ слiдує однозначний вигляд

елемента. А це i доводить теорему.✄

Теорема 1.2. Замикання довiльної орбiти iз
бiшубертiвського багатовиду BiSch(m, 1) визначається в
Грассманнiанi за допомогою нерiвностей
{rk(N) 6 kN , N ∈ Ω}, де {kN , N ∈ Ω} є вiдповiдним набо-
ром рангiв rkΩ для деякого елемента орбiти.

✁ Отже, нехай у нас є орбiта O, що визначається
рiвностями {rk(N) = kN , N ∈ Ω} в Грассманнiанi.
Доведемо, що її замикання O визначається нерiвностями
з тими ж правими частинами {rk(N) 6 kN , N ∈ Ω}. В
Грассманнових координатах O визначається як

(132) O = 〈F1 = . . . = Fm = 0, G1 6= 0 або . . . абоGk 6= 0〉

I треба довести, що її замикання визначається як

(133) O = 〈F1 = . . . = Fm = 0〉

Можна вважати, що k = 1. Дiйсно, припустивши, що
твердження теореми вiрне для цього випадку, матимемо

O =
⋃

Oi, Oi = 〈F1 = . . . = Fm = 0, Gi 6= 0〉 ,

O =
⋃

Oi, Oi = 〈F1 = . . . = Fm = 0〉 .

Тобто, твердження теореми буде вiрним i для довiль-
ного k. Тепер, застосувавши занурення Веронезе, можна
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вважати, що Gi лiнiйне, тобто, що
〈Gi 6= 0〉 = An

0 = 〈x0 6= 0〉. Отже маємо: X ′ ⊆ An
0 ⊆ Pn.

X ′ = 〈F1(x1, . . . , xn) = . . . = Fm(x1, . . . , xn) = 0〉 в An
0 .

X =

〈
xd10 · F1

(
x1

x0
, . . . ,

xn
x0

)
= . . .

. . . = xdm

0 · Fm

(
x1

x0

, . . . ,
xn
x0

)
= 0

〉
,

F̃i := xdi

0 · Fi

(
x1

x0
, . . . , xn

x0

)
, di := degFi,

де за визначальнi рiвняння для X ′ завжди можна вибрати
базу Грьобнера.

Треба довести, що X = X
′
.

Вiдомо, що

X ∩An
0 = X

′
∩An

0 = X ′,

i X ⊇ X (тому що X замкнена i X ⊇ X ′). Нехай у нас є
ненульовий багаточлен G, рiвний нулю на X

′
i не рiвний

на X:

G|
X

′ = 0, G|X 6= 0.

Вiн не дiлиться на x0, iнакше G|X = 0. Тодi G|X′ = 0, а
значить

G(1, x1, . . . , xn)
t ∈ 〈F1, . . . , Fm〉 ,

де можна припустити, що t = 1.
Значить

G(1, x1, . . . , xn) =
m∑

i=1

HiFi,

degHiFi 6 degG(1, x1, . . . , xn) = degG =: d,
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оскiльки G однорiдний i не дiлиться на x0. Звiдси

G = xd0G

(
1,
x1

x0
, . . . ,

xn
x0

)
=

=
m∑
i=1

xd0Hi

(
x1

x0
, . . . , xn

x0

)
Fi

(
x1

x0
, . . . , xn

x0

)
=

m∑

i=1

xd−di

0 Hi

(
x1

x0
, . . . ,

xn
x0

)
· xdi

0 Fi

(
x1

x0
, . . . ,

xn
x0

)
=

=
m∑
i=1

H̃i · F̃i,

де H̃i є багаточленом, так як d− di > degHi. Тобто G ∈〈
F̃1, . . . , F̃m

〉
=> G|X = 0 – протирiччя.

Отже, якщо багаточлен G обертається в нуль на X
′
, то

вiн обертається в нуль i на X, а значить X = X
′
. ✄

Тепер переформулюємо отриманi ранговi результати в
термiнах рiвнянь в проективному просторi.

Теорема 1.3. Довiльна компонента C з довiльного
бiшубертiвського багатовиду BiSch(m, 1) визначається в
Грассманнiанi за допомогою рiвнянь S = {Xk1,...,kd

= 0},
де S складається з усiх мiнорiв окрiм таких, що мож-
на так пронумерувати їхнi рядки числами вiд 1 до d, що
∀l = 1, d, l-ий рядок буде знаходитись в зонi впливу числа
l (тобто в клiтинi, що розташована не вище i не правiше
вiд клiтини числа l) у характеристичнiй таблицi компо-
ненти. Ця система рiвнянь є мiнiмальною.

✁ З попередньої теорiї можна зробити висновок, що
компонента C задовольняє цим рiвнянням, i не
задовольняє всiм iншим рiвнянням вигляду Xk1,...,kd

= 0.
Дiйсно,
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розглянемо характеристичний елемент eO “великої” орбiти
O, що вiдповiдає компонентi C, i його матрицю. Очевидно,
що дiючи на неї перетвореннями рядкiв iз AG, ми може-
мо зробити в нiй ненульовими довiльний d-вимiрний мi-
нор, який не мiститься в S. Бiльше того, ми можемо зро-
бити його довiльним. Всi ж iншi мiнори завжди будуть
залишатися нульовими. Дiючи на eO перетвореннями
рядкiв iз AG, ми пробiгаємо всю орбiту O, тому
твердження справедливе для O. А так як O щiльна в C,
то твердження справедливе i для C.

Тепер нам треба ще довести, що в Грассманнiанi набiр
рiвнянь S визначає множину, не бiльшу за компоненту C.
Для цього ми доведемо, що якщо якась матриця елемента
не задовольняє нерiвностям, визначеним в Теоремi 1.2, то
вона також не задовольняє набору рiвнянь S.

Отже, нехай у нас є матриця M , яка не задовольняє ран-
говим визначальним нерiвностям для компоненти.
Наприклад, rk(N) = kN + r, r > 1, для якоїсь N ∈ Ω, де
kN – вiдповiдне визначальне число для компоненти. Тодi
в N виберемо kN + r лiнiйно незалежних рядкiв (утворе-
ну ними матрицю позначимо як E) i доповнимо їх до d-
вимiрної пiдматрицi F рангу d. Отримаємо мiнор, що не
дорiвнює нулю для M , i завжди дорiвнює нулю для довiль-
ного
елемента iз компоненти, так як rk(E) < kN + r в C. Тому
цей мiнор входить до S, а звiдси M /∈ V (S) ∩Gr.

Отже, C = V (S) ∩Gr.
Доведемо мiнiмальнiсть такої системи в Грассманнiанi.

Якщо викинути рiвняння Xk1,...,kd
= 0 iз системи, то

утворимо таку матрицю M – елемент Грассманнiана:
поставимо в її пiдматрицi, що вiдповiдає мiнору Xk1,...,kd

,
одиничну матрицю, а все iнше заповнимо нулями. Тодi M
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буде мати єдину ненульову координату Грассманна
Xk1,...,kd

= 1, а отже не буде задовольняти всiй системi
визначальних рiвнянь S, але буде задовольняти неповнiй
системi. Отже система є мiнiмальною. ✄

Висновок 1.1. Всi незвiднi компоненти всiх
бiшубертiвських багатовидiв BiSch(m, 1) не є повними
перетинами в Грассманнiанi. Тобто їхнi корозмiрностi
не дорiвнюють кiлькостi вiдповiдних визначальних
рiвнянь.

✁ Нехай ми маємо деяку незвiдну компоненту C з
таблицею, що мiстить числа в клiтинах (xl, yl), l = 1, d.
Пiдрахуємо кiлькiсть тих визначальних рiвнянь, для яких
всi рядки вiдповiдного мiнора окрiм одного – це рядки, що
вiдповiдають d−1 числу iз таблицi, а цей один знаходить-
ся поза зоною впливу невикористаного числа (зверху або

справа вiд нього). Маємо
d∑
l=1

(h− r(l))−
d∑
l=1

|Σxl,yl
| рiвнянь

в позначеннях Роздiлу 1 в [1]. Тодi сума кiлькостi цих рiв-
нянь i розмiрностi компоненти рiвна
d · h− d2 = dim (Gr(d, h)). Тепер знайдемо по крайнiй мiрi
ще одне визначальне рiвняння.

Так як d > 2, то виберемо довiльнi 2 числа в таблицi для
C (нехай це будуть 1,2). Можливi 2 варiанти їх взаємного
розмiщення (з точнiстю до перенумерацiї).

В обох випадках клiтини, в яких не намальованi точ-
ки (iз чотирьох, що знаходяться на перетинi рядкiв k, l i
стовпчикiв i, j), є “вiльними” (в термiнах Теореми 1 в [2]).

В 1-ому випадку взаємного розмiщення виберемо такий
визначальний мiнор: всi рядки окрiм 2-х – це рядки, що
вiдповiдають числам 3, . . . , d iз таблицi; один рядок – це
порожнiй рядок iз клiтини (i, k), а один – порожнiй рядок
iз клiтини (j, l).
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Рис. 13. Варiанти взаємного розмiщення 2-х чисел.

В 2-ому випадку виберемо майже так само: всi рядки
окрiм 2-х – це рядки, що вiдповiдають числам 3, . . . , d iз
таблицi; один рядок – це порожнiй рядок iз клiтини (i, l),
а один – порожнiй рядок iз клiтини (j, k).

В обох випадках цi мiнори не входять в обчисленi
ранiше, але є визначальними. ✄

2. Структура взаємного розмiщення орбiт

Вiдповiдь на питання про взаємне розмiщення замикань
“великих” орбiт i їхнiх перетинiв дає наступна теорема.

Теорема 2.1. Якщо O1, . . . , Om+1 - це всi “великi” орбiти
iз BiSch(m, 1), то
(1) Для довiльного перетину Oi1 ∩ . . .∩Oir iснує орбiта O
така, що Oi1 ∩ . . . ∩Oir = O.
(2) якщо r < m+ 1, то всi перетини рiзнi.

✁ Цей результат є фактично наслiдком теорем 1.1, 1.2.
Дiйсно, якщо ми маємо r орбiт Oi1, . . . , Oir з

вiдповiдними визначальними наборами рангiв {k1
N , N ∈

Ω},. . . ,{krN , N ∈ Ω}, то Oir , . . . , Oir визначаються за
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допомогою нерiвностей {rk(N) 6 k1
N , N ∈ Ω},. . . ,

{rk(N) 6 krN , N ∈ Ω}.
Тому Oi1 ∩ . . . ∩ Oir визначається за допомогою

нерiвностей

{rk(N) 6 k′N , N ∈ Ω},

де {k′N = min(k1
N , . . . , k

r
N), N ∈ Ω}. Тепер, якщо ми

знайдемо таку орбiту, яка має набiр рангiв {k′N , N ∈ Ω},
то ми автоматично доведемо твердження.

Позначимо через Oi i = 1, m+ 1, таку “велику” орбiту:

m+ 1 . . . i+ 1 i− 1 . . . 1
. . . i . . .

↑ ↑ ↑
1 . . . m+2−i . . . m+ 1

Рис. 14. Таблиця орбiти Oi

Для довiльних 1 6 i 6 j 6 m + 2, i 6 m+ 1 позначимо
через Ω(i, j) таку матрицю iз Ω:

Ω(i, j) =
{⋃

K̃x,y, (y = 2 i x > i) або (y = 1 i x > j)
}
.

Такi матрицi складають всю Ω. Для кожного j = 1, m
через Aj позначимо такий вектор рангiв матриць iз Ω:
Aj =

(
rk (Ω(k,m+ 2− j)) , k = m+ 2− j, 1

)
, а через A0

такий: A0 =
(
rk (Ω(k,m+ 2)) , k = m+ 1, 1

)
.

Введемо звичайний покомпонентний частковий порядок
“6” а також звичайну покомпонентну рiвнiсть “=” на
множинi векторiв однакової розмiрностi, елементами яких
є цiлi невiд’ємнi числа. Будемо казати, що
M = (m1, . . . , mt) < N = (n1, . . . , nt), якщо M 6 N i
M 6= N , тобто mi 6 ni, ∀i = 1, t i ∃ j : mj < nj .
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Тепер ми хочемо довести, що ∀j = 0, m на множинi{
Aij, i = 1, m+ 1

}
, де Aij позначає набiр рангiв Aj для

“великої” орбiти Oi, порядок “6” є лiнiйним. Дiйсно,
просто випишемо всi

{
Aij , i = 1, m+ 1

}
.

Для ∀j = 1, m:
A1
j = (j, j + 1, . . . , m+ 1),

. . .
Ajj = (j, j + 1, . . . , m+ 1),
Aj+1
j = (j, j, j + 1, . . . , m),

Aj+2
j = (j, j + 1, j + 1, j + 2, . . . , m),

. . .
Am+1
j = (j, . . . ,m− 1, m,m).

Тобто A1
j = . . . = Ajj > Am+1

j > . . . > Aj+1
j

Для j = 0:
A1

0 = (0, 1, 2, . . . , m),
A2

0 = (1, 1, 2, . . . , m),
. . .
Aj0 = (1, . . . , j − 2, j − 1, j − 1, j, . . . , m),
. . .
Am+1

0 = (1, 2, . . . , m).

Тобто Am+1
0 > . . . > A1

0.
Всi цi взаємовiдношення зображенi на Рис.15, де число

i в стовпчику Aj означає Aij, i якщо в одному i тому ж
стовпчику число i1 розташоване вище нiж i2, то це озна-
чає, що Ai1j >Ai2j . Якщо ж в якомусь стовпчику якесь число
не зображене, то це означає, що воно стоїть там же де i
вiдповiдна одиничка, тобто, що Aij = A1

j .
Таким чином, для знаходження визначальних

рангiв Oi1 ∩ . . . ∩ Oir , замiсть того щоб брати мiнiмуми
по кожному числу, ми можемо брати мiнiмуми на рiвнi
векторiв Aj , якi у нас точно виписанi.
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A0 A1 A2 A3 A4 A5 . . . Am
1 1 1 1 1 . . . 1

m+ 1 m+ 1 m+ 1 m+ 1 m+ 1 m+ 1 m+ 1
. . . . . . . . . . . . . . .
5 5 5 5 5
4 4 4 4
3 3 3
2 2
1

Рис. 15. Взаємовiдношення векторiв Ai
j

Отже, для i1 < . . . < ir Oi1∩. . .∩Oir має такi визначальнi
вектори A′

j :
A′
j = Ai1j , j = 0, i1 − 1,

A′
j = Ai2j , j = i1, i2 − 1,

. . .
A′
j = Airj , j = ir−1, ir − 1,

A′
j = A1

j = Ai1j = . . . = Airj , j = ir, m.
Вони, очевидно, рiзнi для рiзних наборiв i1 < . . . < ir.

Тепер знайдемо орбiту, що має такi ж визначальнi вектори.
Для Oi1 ∩ . . . ∩ Oir = O, O виглядає так

m+1 . . . ir + 1 ir−1 ir − 1 . . . i2 + 1 i1
ir i2

i2 − 1 . . . i1 + 1 i1 − 1 . . . 2 1
i1

Рис. 16. Таблиця орбiти O, де Oi1 ∩ . . . ∩Oir = O
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Тобто для всiх i = 1, m+ 1, i /∈ {i1, . . . , ir} в клiтинi
K̃m+2−i,2 стоїть число i, в клiтинi K̃m+2−i,1 не стоїть нiчо-
го. В клiтинi K̃m+2−i1,2 пусто, в клiтинi K̃m+2−i1,1 стоїть
число i1, ∀k = 2, r в клiтинi K̃m+2−ik ,2 стоїть ik−1, в клiтинi
K̃m+2−ik,1 стоїть ik.

✄

Якщо ввести позначення Oi1 ∩ . . .∩Oir = Oi1,...,ir , то для
випадку Bisch(2, 1) картина взаємного розмiщення
перетинiв незвiдних компонент виглядає так

 

1O  2O  3O  

2,1O  3,1O  3,2O  

3,2,1O  

Рис. 17. Взаємне розмiщення перетинiв незвiд-
них компонент в Bisch(2, 1)

3. Особливi та регулярнi точки

Для кожної з незвiдних компонент цiкаво знати чи
мiстять вони особливi точки. Вiдповiдь виявляється
позитивною. Причому вона може залежати вiд
розмiрностей пiдматриць Ki,j. Тут ми повнiстю
розглянемо i приведемо доведення тiльки для
найпростiшого випадку Bisch(1, 1), для бiльш складних
випадкiв все робиться аналогiчним шляхом тiльки
складнiше.

Отже, розглянемо Bisch(1, 1) в грассманiанi Gr(2, h).
Випишемо спочатку рiвняння самого грассманiана в
усьому просторi PN , N =

(
h
d

)
− 1. Як вiдомо (див. [5]),

грассманiан Gr(d, h) задається всiма рiвняннями такого
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вигляду:

(134)
d+1∑

i=1

(−1)i−1 ·Xk1k2...kd−1li ·Xl1...l̆i...ld+1
= 0

для всiх можливих 1 6 k1 < . . . < kd−1 6 h i 1 6 l1 < . . . <
ld+1 6 h.

Позначимо множини {k1, . . . , kd−1} i {l1, . . . , ld+1} як A i
B вiдповiдно. При A ⊂ B вiдповiдне рiвняння
перетворюється на тотожнiсть. При A 6⊂ B легко бачи-
ти, що як би не розбивалась на A та B множина A ∪ B =
{i, j, k, l}, i < j < k < l, вiдповiдне рiвняння завжди еквi-
валентне

(135) Xi,j ·Xk,l −Xi,k ·Xj,l +Xi,l ·Xj,k = 0.

Очевидно що при рiзних A ∪ B вiдповiднi рiвняння
будуть рiзними. Отже, кiлькiсть рiвнянь в системi
SGr(2, h) визначальних рiвнянь для Gr(2, h) рiвна

(
h
4

)
.

Нагадаємо, що за “проективним якобiєвим критерiєм”,
для регулярностi точки p iз проективного багатовиду X ⊂
P n, I(X) = 〈F1, . . . , Fm〉, необхiдно i достатньо, щоб
rk (∂Fi/∂Xj) (p) = n − dimpX, де dimpX = dimX для
незвiдного багатовиду X. Нагадаємо також, що для
незвiдного багатовиду X, множина його регулярних точок
Xreg є вiдкритою щiльною пiдмножиною в X.

Випишемо тепер всi орбiти iз Bisch(1, 1). Їх всього 6.

1O              2O              3O              4O              5O              6O  

  

 

  
 

 1  2      1      1  

2    1  2 1  2   1,2   2 1 

1O  

6O  

2O  

4O  

5O  

3O

Рис. 18. Орбiти Bisch(1, 1)
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Розглянемо деяку незвiдну компоненту C в Bisch(m,n).
Вона є замиканням вiдповiдної “великої” орбiти O. Тому O
перетинається з Creg. А так як всi перетворення iз нашої
алгебраїчної групи AG не змiнюють регулярностi чи особ-
ливостi точки, то O ⊂ Creg. Це стосується i всiх iнших
орбiт iз C, вони мiстять або тiльки регулярнi точки, або
тiльки особливi.

3.1. Компонента C1 = O1.

Позначимо через Si множину визначальних рiвнянь
компоненти Ci в Gr(2, h) (див. теорему 4, [1]). Тодi
(136)

dimC1 = 2D1,1 +D1,2 +D2,1 +D2,2 − 3,
|S1| = D1,2 ·D2,1 +D1,2 ·D2,2 +D2,1 ·D2,2+(
D1,2

2

)
+
(
D2,1

2

)
+
(
D2,2

2

)
=
(
h
2

)
−NI1 =

=
(
h
2

)
−
(
D1,1 ·D1,2 +D1,1 ·D2,1 +D1,1 ·D2,2 +

(
D1,1

2

))
.

В усьому просторi PN , N =
(
h
2

)
− 1, компонента Ci за-

дається рiвняннями iз Si плюс рiвняннями грассманiана
SGr(2, h).

Отже, для регулярностi точки p ∈ C1, нам треба знайти((
h
2

)
− 1
)
− dimC1 рiвнянь iз S1 ∪ SGr(2, h), чиї якобiани

були б лiнiйно незалежними в точцi p. А так як якобiани
функцiй iз Si є просто ЛНЗ векторними константами (з
єдиним ненульовим елементом, рiвним, до речi, одиницi),
то задача зводиться до того, щоб знайти

((
h
2

)
− 1
)
− dimC1 − |S1| = NI1 − dimC1 − 1

рiвнянь iз SGr(2, h), чиї б якобiани були ЛНЗ в точцi p
разом з якобiанами вiд функцiй iз S1.

Розглянемо орбiту O3 i її загальний елемент e3,
зображений на Рис.18. Розглянемо деяку функцiю f iз



Перетини незвiдних компонент бiшубертiвських... 197

SGr(2, h): Xi,j ·Xk,l−Xi,k ·Xj,l+Xi,l ·Xj,k. Її якобiан рiвний

(137)

∂f

∂X
= (. . . ,Xk,l ,. . . , −Xj,l ,. . . ,Xj,k ,. . .

↑ ↑ ↑
Xi,j Xi,k Xi,l

. . . , Xi,l ,. . . , −Xi,k,. . . ,Xi,j ,. . . )
↑ ↑ ↑
Xj,k Xj,l Xk,l

де “. . . ” означають нулi.
Для того, щоб вiн не був рiвний нулю в точцi p = e3,

треба щоб хоч один X∗,∗ iз f був рiвним X1̃,2̃ = 1, де l̃
позначає рядок, в якому стоїть число l в e3. А це можливо
тiльки якщо

{
1̃, 2̃
}
⊂ {i, j, k, l}. Отже, треба розглядати

A ∪ B =
{
i, j, 1̃, 2̃

}
, для яких матимемо

(138)

(
∂f

∂X

)
(e3) = (0,. . . ,0, 1 ,0,. . . ,0)

↑
Xi,j

Але Xi,j не повинно належати S1, iнакше (∂f/∂X) (e3)
буде рiвним (∂Xi,j/∂X) (e3), а отже якобiан вiд f буде ЛЗ
вiд якобiанiв функцiй iз S1.

Отже, для i, j /∈
{
1̃, 2̃
}

можливi такi варiанти:
(K1,1,K1,2), (K1,1,K2,1), (K1,1,K2,2), (K1,1,K1,1). Залишаєть-
ся їх тiльки порахувати.

(139)
Ñ3 = (D1,1 − 1) ·D1,2 + (D1,1 − 1) · (D2,1 − 1) +

+ (D1,1 − 1) ·D2,2 +
(
D1,1−1
2

)
= NI1 − dimC1 − 1.

Отже, вся орбiта O3 складається з регулярних в C1 то-
чок.
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Так само розглядаємо орбiти O4, O5. Маємо

(140)
Ñ4 = (D1,1 − 1) · (D1,2 − 1) + (D1,1 − 1) ·D2,1+

+ (D1,1 − 1) ·D2,2 +
(
D1,1−1
2

)
= NI1 − dimC1 − 1.

(141)
Ñ5 = (D1,1 − 2) ·D1,2 + (D1,1 − 2) ·D2,1+

+ (D1,1 − 2) ·D2,2 +
(
D1,1−2
2

)
= (NI1 − dimC1 − 1)−

− (D1,2 +D2,1 +D2,2 − 1) < NI1 − dimC1 − 1.

Отже, O4 є регулярною, а O5 особливою в C1.
Випадок орбiти O6 трохи складнiший. Щоб розрiзняти

рядки, в яких стоять двi одинички її таблицi, запишемо її
загальний елемент e6 в такому виглядi:

(142) e6 =
1’
2 1”

Тодi, вибравши за A ∪ B, наприклад,
{
i, j, 1̃′, 2̃

}
, i, j /∈{

1̃′, 1̃′′, 2̃
}
, ми маємо тi самi випадки, що i для поперед-

нiх орбiт. Випадки A ∪ B =
{
i, j, 1̃′′, 2̃

}
на рiвнi якобiанiв

аналогiчнi випадкам A ∪ B =
{
i, j, 1̃′, 2̃

}
, а тому не повин-

нi додатково обчислюватись. Плюс iснує ще один випадок:
A∪B =

{
i, 1̃′, 1̃′′, 2̃

}
. Для нього маємо таке значення якобiа-

на в точцi e6:
(143)(

∂f

∂X

)
(e6) = (0,. . . ,0, ±1 ,0,. . . ,0, ±1 ,0,. . . ,0)

↑ ↑
Xi,1̃′ Xi,1̃′′

Цей випадок нiяк не перетинається з попереднiми, i всi
такi випадки мiж собою також рiзнi. Тобто треба додат-
ково порахувати кiлькiсть таких A∪B =

{
i, 1̃′, 1̃′′, 2̃

}
, щоб
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хоча б один iз Xi,1̃′, Xi,1̃′′ не належав S1. Маємо:
(144)

Ñ6 = (D1,1 − 1) · (D1,2 − 1) + (D1,1 − 1) · (D2,1 − 1)+

+ (D1,1 − 1) ·D2,2 +
(
D1,1−1
2

)
+ (D1,1 − 1) =

= NI1 − dimC1 − 1

Отже O6 є регулярною в C1.

3.2. Компонента C2 = O2.

Для другої компоненти маємо такий результат:

(145)

O2 в C2 : регулярна

O3 в C2 :

{
регулярна, якщо D1,2 = 1
особлива, якщо D1,2 > 1

O4 в C2 :

{
регулярна, якщо D2,1 = 1
особлива, якщо D2,1 > 1

O5 в C2 :

{
регулярна, якщо D1,2 = D2,1 = 1
особлива, якщо D1,2 +D2,1 > 2

O6 в C2 : регулярна

Отже, вже для Bisch(1, 1) виявилося, що iснують особ-
ливi точки. Для Bisch(2, 1) було також перевiрено декiль-
ка випадкiв i ситуацiя виявилася аналогiчною. Тому ви-
дається правдоподiбним, що вона буде зберiгатися i для
iнших бiшубертiвських багатовидiв.
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Метрические дифференциальные
инварианты расслоения кривых на
плоскости

В работе дается полное описание алгебры дифференциальных инвари-
антов расслоение кривых на плоскости относительно группы движе-
ний. Показано, что дифференциальные инварианты любого порядка
получаются из дифференциальных инвариантов второго порядка при
помощи дифференцирования последних вдоль инвариантных вектор-
ных полей.

1. Введение

Пусть ϕ : R2 → R — расслоение кривых на плоско-
сти. Найдем алгебру дифференциальных инвариантов это-
го расслоения относительно группы движения плоскости
R2.

В координатах такое расслоение можно задать с помо-
щью некоторой гладкой (класса C∞) функцией двух пере-
менных u = f(x1, x2), такой, что ее дифференциал df 6= 0.
Линии уровня этой функции совпадают с кривыми рас-
слоения ϕ. Здесь x1, x2 — координаты на плоскости, u —
координата на прямой R.

Конечно, фунция f определена с точностью до пе-
репараметризации прямой R (так называемого gauge-
преобразования), то есть с точностью до преобразования

c© В.М. Кузаконь, 2006
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f → F (f), где F : R → R — произвольная гладкая функ-
ция.

Движения плоскости вместе с gauge-преобразованием
прямой порождают псевдогруппу Ли G пространства R3 =
R2 × R с координатами x1, x2, u.

Базис алгебры Ли этой псевдогруппы состоит из следу-
ющих векторных полей на пространстве R3:

параллельных переносов в плоскости R2:

(146)
∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

поворотов в плоскости R2 относительно начала ко-
ординат:

(147) x1
∂

∂x2
− x2

∂

∂x1
,

перепараметризации прямой R:

(148) h(u)
∂

∂u
.

Здесь h ∈ C∞(R).
Пусть Jk = Jk(R2,R) — пространство k-джетов гладких

функций R2 → R. Размерность пространства дифферен-
циальных инвариантов — это коразмерность регулярных
орбит продолжения псевдогруппы Ли G в расслоение Jk.
Например, размерность пространства 1-джетов J1 равна
пяти, и размерность орбиты общего положения тоже рав-
на пяти. Поэтому у раcслоения кривых ϕ не существует
дифференциальных инвариантов первого порядка.

Размерность орбиты общего положения в Jk(R2,R) рав-
на k + 4, а размерность пространства Jk равна 2 + Ck

k+2.
Поэтому коразмерность орбиты равна

(149) ν(k) = Ck
k+2 − k − 2.
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Это число совпадает с числом функционально незави-
симых дифференциальных инвариантов, порядок которых
не выше k.

Таким образом, число µ(k) инвариантов k-го порядка
можно вычислить по формуле:

(150) µ(k) = ν(k)− ν(k − 1) = k

В частности мы видим, что µ(2) = 2 и поэтому у рас-
слоения ϕ : R2 → R существует ровно два независимых
дифференциальных инварианта второго порядка [3]. В ра-
боте [4] эти инварианты построены:

I1 =
p2

2p11 − 2p1p2p12 + p2
1p22

(p2
1 + p2

2)
3/2

и

I2 =
(p2

1 − p
2
2)p12 + p1p2(p22 − p11)

(p2
1 + p2

2)
3/2

.

Инвариант I1 представляет собой кривизну кривой се-
мейства, а инвариант I2 — кривизну ортогональных тра-
екторий семейства кривых.

В этой работе мы покажем, что алгебра дифферен-
циальных инвариантов порождается этими инвариантами
второго порядка.

2. Геометрия пространств k-джетов и

преобразования Ли

На пятимерном пространстве J1 существует естествен-
ная контактная структура — распределение Картана C :
J1 → TJ1, порожденная дифференциальной 1-формой
Картана ω0, C(a) = kerω0,a, a ∈ J1.

В канонических координатах Дарбу (x, u, p) =
(x1, x2, u, p1, p2) на J1 форма Картана имеет вид

ω0 = du− p1dx1 − p2dx2,
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а распределение Картана порождено четверкой векторных
полей

d

dx1
=

∂

∂x1
+ p1

∂

∂u
,

d

dx2
=

∂

∂x2
+ p2

∂

∂u
,

∂

∂p1
,

∂

∂p2
.

Диффеоморфизм φ : J1 → J1 называется контактным,
если он сохраняет распределение Картана. В терминах
формы Картана это означает что φ∗(ω0) = λω0 для неко-
торой необращающейся в нуль функции λ ∈ C∞(J1) [2].

Векторное поле X на J1 называется контактным, ес-
ли локальная однопараметрическия группа сдвигов вдоль
траекторий этого поля состоит из локальных контактных
диффеоморфизмов.

В терминах формы Картана контактность векторного
поля означает, что операция взятия производной Ли вдоль
этого поля от формы Картана — это просто умножение
формы Картана на некоторую не обращающуюся в нуль
функцию:

LX(ω0) = λω0,

или, что эквивалентно, LX(ω0) ∧ ω0 = 0.
Как известно, существует взаимно-однозначное соответ-

ствие между множеством гладких функций на J1 и множе-
ством контактных векторных полей. Для каждой функции
f ∈ C∞(J1) векторное поле

Xf = −

2∑

i=1

∂f

∂pi

∂

∂xi
+

(
f −

2∑

i=1

pi
∂f

∂pi

)
∂

∂u
+

+
2∑

i=1

(
∂f

∂xi
+ pi

∂f

∂u

)
∂

∂pi

контактно. Функция f называется производящей функци-
ей контактного векторного поляXf . Наоборот, для всякого
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контактного векторного поля X функция f = ω0(X) явля-
ется его производящей функцией.

Заметим, что векторные поля (146)—(148) — контактные
векторные поля с производящими функциями p1, p2, x1p2−
x2p1 и h(u) соответственно. Поэтому алгебру Ли псевдо-
группы G можно отождествить с алгеброй Ли контактных
векторных полей с производящими функциями вида

(151) f(x, u, p) = h(u) + a1p1 + a2p2 + a3(x1p2 − x2p1),

где a1, a2, a3 — константы.
Перейдем к пространству Jk k-джетов гладких функций

на R2. Размерность этого пространства равна 2 + Ck
k+2.

Пусть x,u, p1, p2, . . . , pk — координаты на этом простран-
стве. Здесь s = {t1, . . . , ts} — мультииндексы длины s, где
t1, . . . ts ∈ {1, 2}.

На этом пространстве естественным образом определе-
ны дифференциальные 1-формы ω0 и

(152) ωs = dps − ps+1dx1 − ps+2dx2,

где s + 1 = {t1, . . . , ts, 1} и s + 2 = {t1, . . . , ts, 2} — мульти-
индексы длины s+ 1, s = 1, . . . , k − 1.

Так, например, пространство J2 восьмимерно. Его коор-
динаты: x1, x2, u, p1, p2, p11, p12, p22. Помимо формы Карта-
на на пространстве J2 определены еще две дифференци-
альные 1-формы:

ω1 = dp1 − p11dx1 − p12dx2,

и
ω2 = dp2 − p21dx1 − p22dx2.

Диффеоморфизм пространства Jk называется преобра-
зованием Ли если он сохраняет распределение, заданное
дифференциальными 1-формами ω0 и (152).
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Каждое преобразование Ли φ : Jk → Jk естественно под-
нимается до преобразования Ли φ(1) : Jk+1 → Jk+1 . Это
преобразование определено на некоторой открытой всюду
плотной области в Jk+1. Всякое преобразование Ли про-
странства Jk является поднятием некоторого контактного
преобразования пространства J1 [2].

Векторное полеX на Jk называется полем Ли если опре-
деляемые им семейства локальных диффеоморфизмов со-
стоят из преобразований Ли. Как известно, всякое поле
Ли на Jk является поднятием контактного векторного по-
ля на J1. Поднятие контактного векторного поля Xf на Jk

будем обозначать X
(k)
f . Общая формула для нахождения

приведена в [1]. Поднятие контактного векторного поля с
производящей функцией h = h(u) в J2 имеет вид:

X
(2)
h = h(u)

∂

∂u
+ h′(u)

(
2∑

i=1

pi
∂

∂pi
+
∑

i,j

∂

∂pij

)
+

+ h′′(u)
∑

i,j

pipj
∂

∂pij
.

Функция g ∈ C∞(Jk) является дифференциальным ин-
вариантом псевдогруппы G тогда и только тогда когда она
является первым интегралом векторного поля X(k)

f с про-
изводящей функцией (151) [1].

3. Структура алгебры дифференциальных

инвариантов

С расслоением ϕ, заданном функцией f = f(x1, x2) свя-
заны два векторных поля на плоскости:
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A =
1√

f 2
x1

+ f 2
x2

(
fx1

∂

∂x1
+ fx2

∂

∂x2

)

и

B =
1√

f 2
x1

+ f 2
x2

(
fx2

∂

∂x1
− fx1

∂

∂x2

)
,

— поля единичных векторов, нормальных и касательных к
кривым расслоения ϕ соответственно. Эти векторные поля
инвариантны относительно движений плоскости и перепа-
раметризации f → F (f).

Введем следующие дифференциальные операторы, дей-
ствующие из C∞(Jk−1) в C∞(Jk):

Ak =
1√

p2
1 + p2

2

(
p1∆

(k)
1 + p2∆

(k)
2

)

и

Bk =
1√

p2
1 + p2

2

(
p2∆

(k)
1 − p1∆

(k)
2

)
,

где ∆1 и ∆2 — операторы полного дифференцирования по
переменным x1 и x2 соответственно:

∆
(k)
i =

∂

∂x
+ pi

∂

∂u
+
∑

s

pi+s

∂

∂ps
(i = 1, 2),

Суммирование здесь производится по всем мультииндек-
сам s длиной от 1 до k. Напомним, что i + s = {i, t1, . . . , ts}
для s = {t1, . . . , ts}. Например,

∆
(3)
1 =

∂

∂x1
+ p1

∂

∂u
+ p11

∂

∂p1
+ p12

∂

∂p2
+

+ p111
∂

∂p11

+ p112
∂

∂p12

+ p122
∂

∂p22

Операторы Ak и Bk представляют собой векторные поля
на Jk. Не сложно проверить, что
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(153) [Ak, Bk] = I2Ak − I1Bk.

Заметим, что диаграммы

C∞(Jk−1)
Ak ✲ C∞(Jk)

C∞(Jk−1)

X
(k−1)
f

❄
Ak ✲ C∞(Jk)

X
(k)
f

❄

и

C∞(Jk−1)
Bk ✲ C∞(Jk)

C∞(Jk−1)

X
(k−1)
f

❄
Bk ✲ C∞(Jk)

X
(k)
f

❄

коммутативны для векторных полей Xf с производящей
функцией (151). Поэтому если функция g ∈ Jk−1 являет-
ся инвариантом порядка k − 1, то функции Ak(g) и Bk(g)
представляют собой дифференциальные инварианты по-
рядка k.

Таким образом, применяя операторы A3 и B3 к инвари-
антам I1 и I2, мы получим следующий набор дифферен-
циальных инвариантов третьего порядка:
(154)
I11 = A3(I1), I21 = B3(I1), I12 = A3(I2), I22 = B3(I2)
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Укажем их координатное представление:

I11 =
1

(p2
1 + p2

2)
3

(
p2

1p
2
2(−3p2

11 + 8p2
12 + 4p11p22 − 3p2

22 + p1p111

− p1p122) + p4
1(−2p2

12 − p11p22 + p1p122)− p
4
2(2p

2
12+

+ p1(−p111 + 2p122)) + +p11p22 + p3
1p2(6p11p12 − 6p12p22−

− 2p1p112 + p1p222) + p5
2p112 + p1p

3
2(−6p11p12+

6p12p22 − p1p112 + p1p222)) ,

I21 =
1

(p2
1 + p2

2)
3

(
p5

2p111 − 3p4
2(p11p12 + p1p112)+

3p3
1p2(−2p2

12 − p11p22 + p2
22 + p1p122)+

p1p
3
2(6p

2
12 + 3p11(−p11 + p22) + p1(p111 + 3p122))+

p4
1(3p12p22 − p1p222)−

p2
1p

2
2(−9p11p12 + 9p12p22 + 3p1p112 + p1p222)

)
,

I12 =
1

(p2
1 + p2

2)
3

(
p4

1(−2p11p12 + p12p22 + p1p112)− p
5
2p122+

p1p
3
2(−p

2
11 + 6p2

12 + 3p11p22 − 2p2
22 − p1p111 + p1p122)+

p3
1p2(2p

2
11 − 6p2

12 − 3p11p22 + p2
22 − p1p111 + 2p1p122)+

p4
2(−p11p12 + 2p12p22 − 2p1p112 + p1p222)+(
p2

1p
2
2(9p11p12 − 9p12p22 − p1p112 + p1p222)

)
,
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I22 =
1

(p2
1 + p2

2)
3

(
−p5

2p112 + p4
1(p

2
12 + p11p22 − p

2
22 − p1p122)+

p2
1p

2
2(2p

2
11 − 10p2

12 − 4p11p22 + 2p2
22 − p1p111 + p1p122)+

p4
2(p

2
12 + p11(−p11 + p22) + p1(−p111 + 2p122))+

p1p
3
2(8p11p12 − 4p12p22 + p1p112 − p1p222)+

p3
1p2(−4p11p12 + 8p12p22 + 2p1p112 − p1p222)

)
.

Не трудно проверить, что X
(3)
f (Iij) = 0 для произво-

дящей функции (151), так что эти функции действитель-
но являются дифференциальными инвариантами псевдо-
группы G.

Построенные инварианты третьего порядка функцио-
нально зависимы, ибо согласно формуле (150), число ин-
вариантов третьего порядка равно 3. Поэтому между ин-
вариантами порядка не более третьего должно быть одно
соотношение. Действительно, это соотношение имеет сле-
дующий вид:

(155) I11 + I22 + I2
1 + I2

2 = 0.

Обозначая операции дифференцирования вдоль траек-
торий векторных полей A3 и B3 через

d

dn
= A3 и

d

ds
= B3

соответственно, запишем соотношение (155) в виде диф-
ференциального уравнения для инвариантов I1 и I2:

dI1
dn

+
dI2
ds

+ I2
1 + I2

2 = 0

Это уравнение будем называть уравнением Gala. Оно яв-
ляется аналогом уравнения Гаусса-Петерсона-Майнарди-
Кодацци [1] в теории поверхностей.
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Из уравнения Gala следует, что если инварианты I1 и I2
постоянны, то они равны нулю.

Обратимся теперь к инвариантам четвертого поряд-
ка. Их можно получить из инвариантов третьего поряд-
ка (154), применяя к ним операторы A4 и B4. В силу фор-
мулы (153) композиции операторовA4B3 иB4A3 дают одни
и те же инварианты по модулю инвариантов более низко-
го порядка. Мы получаем шесть инвариантов четвертого
порядка. Всего же мы получили 12 инвариантов порядка
не менее 4. Применяя формулу (149), находим, что чис-
ло функционально независимых инвариантов порядка не
менее четырех равно девяти. Поэтому между построенны-
ми инвариантами должны существовать три соотношения.
Одно из них — соотношение (155). Два других мы получа-
ем их, дифференцируя (155) вдоль векторных полей A4 и
B4.

Аналогично мы можем получить дифференциальные
инварианты любого порядка. Соотношения между инва-
риантами получаются дифференцированием (155).

Итак, мы получаем следующую теорему, описывающую
структуру дифференциальных инвариантов расслоения
кривых на плоскости.

Теорема 1. Все дифференциальных инварианты расслое-
ния ϕ : R2 → R отностиельно группы движений плоско-
сти порождены дифференциальными инвариантами вто-
рого порядка I1 и I2, связанных уравнением Gala, и их
всевозможными производными Ли вдоль векторных по-
лей Ak и Bk.
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Геометрия функций Морса на
ориентируемых поверхностях

В данiй роботi розглядається вiдповiднiсть мiж функцiями Морса та
градiєнтними потоками на орiєнтовних поверхнях. Доводиться, що
кожному потоку Морса з нумерацiєю сiдлових особливих точок вiд-
повiдає рiвно одна функцiя Морса. Обчислюється кiлькiсть функцiй
Морса з невеликим числом сiдлових точок.

В данной работе рассматривается соответствие между функциями
Морса и градиентными потоками на ориентируемых поверхностях. До-
казывается, что каждому потоку Морса с нумерацией седловых особых
точек соответствует ровно одна функция Морса. Вычисляется коли-
чество функций Морса с небольшим числом седловых точек.

The present paper studies the correspondence between Morse functions
and gradient flows on the orientable surfaces. We prove that for every
Morse flow with numeration of saddle singular points there is a certain
Morse function. The number of Morse functions with several saddles is
computed.

c© Д.П. Лычак, А. О.Пришляк, 2006
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Введение

В работе рассматриваются гладкие замкнутые связные
ориентируемые двумерные многообразия, гладкие функ-
ции и гладкие векторные поля на них.

Топологическая классификация функций Морса на по-
верхностях была получена в 1996 году В. В. Шарко ( [1],
также см. [2]) и Е. В. Кулиничем в 1998 году в [3]. В
обеих работах использовались графы Риба. А. Т. Фомен-
ко ввёл понятие атома и молекулы и использовал их для
классификации как динамических систем (потоков Морса-
Смейла) так и функций Морса на поверхностях (см. [4]).

М. М. Пейксото в 1973 году в работе [5] ввёл понятие
различающего графа, который является полным тополо-
гическим инвариантом, классифицирующим потоки Мор-
са-Смейла без предельных циклов (потоки Морса) с точно-
стью до траекторной эквивалентности. Однако этот инва-
риант имеет сложное описание. В. В. Шарко и А. А. Ошем-
ковым в 1998 году в работе [6] был предложен трёхцветный
граф, который является инвариантом для потоков Мор-
са на поверхностях и с которым гораздо легче проводить
подсчёты. В данной работе он используется для задания
потоков Морса.

С. Смейл в работе [7] доказал, что потоки Морса — это
в точности градиентно-подобные потоки (то есть потоки
траекторно эквивалентные потоку градиента некоторой
функции Морса в некоторой римановой метрике) без се-
паратрис, идущих из седла в седло. Поскольку для любой
функции Морса можно так подобрать риманову метрику
на многообразии, чтобы поток градиента не имел сепа-
ратрис из седла в седло (был потоком Морса), то клас-
су функций Морса соответствует класс потоков Морса.
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Однако послойно эквивалентным функциям Морса в раз-
ных метриках могут соответствовать траекторно неэкви-
валентные потоки Морса, и наоборот, поток Морса с точ-
ностью до траекторной эквивалентности можно различны-
ми способами представить в виде потока градиента неко-
торой функции Морса (с точностью до послойной эквива-
лентности). Таким образом, соответствие между функци-
ями и потоками зависит от метрики. В настоящей работе
показано, что эту зависимость можно устранить, если рас-
сматривать потоки Морса с дополнительной информаци-
ей.

Основная цель данной статьи — доказать, что потоку
Морса с нумерацией седловых точек на ориентируемой
поверхности соответствует ровно одна (с точностью до по-
слойной эквивалентности) функция Морса. Вторая цель —
используя сформулированное выше соответствие, а также
конструкцию трёхцветных графов и графов Риба, найти
все неэквивалентные потоки Морса с нумерацией при ко-
личестве седловых точек не большем 5, найти функцию
Морса, соответствующую каждому из них и посчитать ко-
личество неэквивалентных функций Морса.

1. Предварительные сведения

Замечание 1. Гладкое векторное поле на многообразии
порождает гладкий поток (гладкую динамическую систе-
му с непрерывным временем) и наоборот. Далее оба тер-
мина используются как синонимы.

Пусть далее M — гладкое замкнутое ориентируемое дву-
мерное многообразие, f : M → R — гладкая функция,
v : M → TM — гладкое векторное поле.
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Определение 1. Точка x ∈ M называется критической
точкой функции f : M → R, если дифференциал функ-
ции f в этой точке равен нулю df(x) = 0 или, что то же
самое ∂f(x)

∂x1
= ∂f(x)

∂x1
= 0. Критическая точка x ∈ M назы-

вается невырожденной, если матрица H =
(
∂2f(x)
∂xi∂xj

)
i, j=1, 2

в
некоторых локальных координатах x1, x2 невырожденная.

Функция на двумерном многообразии может иметь не-
вырожденные критические точки трёх типов: минимум
(локальный), седло, максимум (локальный).

Определение 2. Гладкая функция f : M → R называет-
ся функцией Морса, если все её критические точки невы-
рожденные. Функция Морса называется простой, если все
её критические точки лежат на разных линиях уровня.

Определение 3. Слоями функции Морса будем назы-
вать компоненты связности её линий уровня. Две функ-
ции Морса будем называть послойно эквивалентными, ес-
ли существует гомеоморфизм поверхности на себя, кото-
рый переводит слои одной функции в слои другой, а ло-
кальные минимумы в локальные минимумы.

Далее рассматриваются только простые функции Мор-
са.

Определение 4. Графом Риба (Кронрода-Риба) функции
Морса f : M → R называется факторпространство M/∼
с ориентациями рёбер в соответствии с направлением воз-
растания функции, где x1 ∼ x2, если x1 и x2 принадлежат
одному слою. Графы Риба рассматриваются с точностью
до изоморфизма ориентированных графов.

Утверждение 1. Две функции Морса на ориентируемой
поверхности послойно эквивалентны тогда и только то-
гда, когда их графы Риба изоморфны.
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Доказательство. Необходимость следует из определения
графа Риба, поскольку гомеоморфизм поверхностей по-
рождает изоморфизм графов. Доказательство достаточно-
сти см., например, в [4] (теорема 2.4, с. 76, том 1). �

Определение 5. Особая точка векторного поля

v = v1
∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2

называется невырожденной, если матрица
(
∂vi

∂xj

)
i, j=1, 2

не

имеет собственных чисел, действительная часть которых
равна 0.

Векторное поле на двумерном многообразии может
иметь три типа невырожденных особых точек: источник,
седло и сток.

Определение 6. Векторное поле v на двумерном много-
образии M будем называть полем Морса, если

(1) v имеет конечное число особых точек и все они не-
вырожденные;

(2) каждая траектория начинается и заканчивается в
особой точке;

(3) не существует траекторий, идущих из седла в седло.
Два поля Морса будем называть траекторно эквивалент-
ными, если существует гомеоморфизм поверхности на се-
бя, который переводит траектории одного поля в траекто-
рии другого с сохранением направления движения по ним.

Будем называть полем Морса с нумерацией поле Морса,
у которого занумерованы сёдла. Такие поля мы будем рас-
сматривать с точностью до траекторной эквивалентности,
при условии, что гомеоморфизм поверхности будет сохра-
нять нумерацию сёдел.
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Замечание 2. Существует ровно одно векторное поле
Морса без седловых точек на связном замкнутом двумер-
ном многообразии. Это поле градиента функции высоты
на стандартно вложенной в R3 сфере S2 с метрикой,
индуцированной из R3. Далее будем считать, что поля
Морса имеют хотя бы одно седло.

Приведём конструкцию трёхцветных графов (подробно-
сти см. в [6]).

Определение 7. Граф T назовём трёхцветным графом,
если все его вершины имеют степень три, а рёбра раскра-
шены в три цвета (s, u, t) таким образом, что в каждой
вершине сходятся рёбра трёх разных цветов. Два трёх-
цветных графа назовём изоморфными, если они изоморф-
ны без учёта раскраски, и этот изоморфизм сохраняет рас-
краску.

источник

источник

сток сток

седло

седло

седло

седло

седло

Рис. 19. Триангуляция поверхности

Сопоставим векторному полю Морса трёхцветный граф.
Для этого проведём сепаратрисы. Они разобьют поверх-
ность на канонические четырёхугольники (см. рис. 19).
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Проведём по одной траектории из источника в сток для
каждого канонического четырёхугольника. Таким обра-
зом, мы получили триангуляцию поверхности. Каждому
треугольнику сопоставим вершину трёхцветного графа,
две вершины соединяются s-ребром (u-ребром, t-ребром),
если соответствующие им треугольники имеют общую сто-
рону-сепаратрису из источника в седло (сепаратрису из
седла в сток, траекторию из источника в сток). Будем
называть такие сепаратрисы s-сепаратрисами (u-сепарат-
рисами, t-траекториями). su-циклом называется цикл на
графе, в котором s- и u-рёбра встречаются по очереди.

Утверждение 2. Два поля Морса траекторно эквива-
лентны тогда и только тогда, когда соответствующие
им трёхцветные графы изоморфны.

Утверждение 3. Трёхцветный граф соответствует не-
которому полю Морса тогда и только тогда, когда все
его su-циклы имеют длину 4. Это поле Морса задано на
ориентируемой поверхности тогда и только тогда, ко-
гда граф без учёта раскраски не имеет циклов нечётной
длины.

Доказательства этих утверждений см. в [6].
Для краткости мы будем называть такие графы 3-графа-

ми. То есть 3-графы — это несколько su-квадратов (столь-
ко, сколько сёдел у поля), вершины которых произволь-
ным образом соединены t-рёбрами. 3-графом с нумерацией
будем называть 3-граф с занумерованными su-квадратами.

Функции Морса будем рассматривать с точностью до
послойной, а поля Морса — с точностью до траекторной
эквивалентности.
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2. Построение функции Морса по потоку Морса

с нумерацией седловых точек

Теорема 1. Пусть M — гладкое замкнутое ориентируе-
мое двумерное многообразие, Φ — поток Морса с зануме-
рованными седловыми точками на M . Тогда существует
функция Морса f : M → R такая, что ее градиентный
поток grad f в некоторой римановой метрике траектор-
но эквивалентный потоку Φ и значения функции f в сед-
ловых точках упорядочены согласно нумерации седловых
точек потока.

Доказательство. Сначала подправим поток Φ в окрест-
ностях особых точек. Возьмём окрестность N источника
(для определённости), так чтобы ∂N была трансверсаль-
на к траекториям потока. Существует диффеоморфизм
h : N → D2. В круге возьмём стандартную функцию
Морса f(x, y) = x2 + y2, стандартную метрику из R2 и
стандартный поток Морса (поток градиента функции в
этой метрике). С помощью обратного диффеоморфизма
h−1 мы получим функцию Морса, метрику и стандарт-
ный поток Морса в окрестности особой точки. Заменим
исходный поток в окрестности полученным стандартным
потоком и сгладим его на границе N . Для стока всё про-
исходит аналогично, а для седловой точки сглаживание
потока производим так, чтобы на ∂N не было разрывов
сепаратрис. Таким образом, мы получили немного изме-
нённый, но траекторно эквивалентный исходному, поток.
Далее мы будем работать с ним.

Для построения функции используем метод разложения
многообразия на ручки с воротниками (см., например, [8]).
Возьмём окрестности источников и расположим их в R4
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так, чтобы заданная в них функция была функцией вы-
соты. Далее к границе каждой окрестности приклеим во-
ротник (трубку). Потом приклеим в нужном месте окрест-
ность устойчивого многообразия (s-сепаратрис) седла под
номером 1 (то есть ручку) так, чтобы функция высоты
на ней совпадала в окрестности седла с уже заданной.
Снова подклеим воротники. И так далее. В конце мы под-
клеим окрестности стоков. Если на границах приклеивае-
мых воротников и ручек нарушается гладкость функции,
то она сглаживается стандартными методами (см. заме-
чание 3). Этот процесс можно представить себе как вы-
чёрчивание на многообразии линий уровня функции. По
построению, мы получили функцию Морса на многообра-
зии гомеоморфном M . Также из построения следует, что
вне окрестностей критических точек, линии уровня функ-
ции трансверсальны траекториям потока. В окрестностях
особых точек потока риманова метрика уже задана, вне
этих окрестностей она задаётся так, чтобы скалярное про-
изведение направляющих векторов траектории потока и
линии уровня функции было всегда равно нулю. �

Замечание 3. В доказательстве теоремы 1 могут воз-
никнуть ситуации, когда нарушается гладкость много-
образия, потока или функции при приклеиваниях и за-
мене потока в окрестностях особых точек. Во всех этих
случаях сглаживания производятся стандартными ме-
тодами, описанными, например, в [9] (с. 21–23).

В доказательстве теоремы, мы построили функцию. Те-
перь выясним, однозначно ли такое построение.

Лемма 1. Пусть на многообразии задана функция Мор-
са. Две критические точки соединяются ребром на графе
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Риба тогда и только тогда, когда существует монотон-
ный гладкий путь на многообразии, который соединяет
эти точки и не пересекает критических слоёв (кроме сво-
их концов). Под монотонным путём мы понимаем путь,
вдоль которого данная функция возрастает. Два седла со-
единяются двумя рёбрами на графе Риба тогда и только
тогда, когда существуют два монотонных гладких пути
на многообразии, которые соединяют эти сёдла и не пере-
секают критических слоёв (кроме своих концов), причём,
эти пути невозможно соединить постоянным путём на
многообразии (то есть внутренние точки путей принад-
лежат разным слоям).

Доказательство. Необходимость следует из определения
графа Риба. Достаточность следует из определения гра-
фа Риба и того факта, что все регулярные слои функции
Морса являются окружностями. �

Из определения потока градиента следует, что функция
должна возрастать вдоль его траекторий. Поэтому, функ-
ция Морса из теоремы 1 должна возрастать вдоль сепа-
ратрис изначально заданного потока. Это свойство позво-
ляет, зная поток и нумерацию его сёдел, найти пути из
леммы 1, а значит однозначно (с точностью до послойной
эквивалентности) найти функцию.

Монотонными путями из леммы 1 для локальных экс-
тремумов будут сепаратрисы. Следовательно, точка мини-
мума соединяется на графе Риба с седлом, которое имеет
наименьший номер среди тех сёдел, которые соединены се-
паратрисами с источником, который соответствует точке
минимума. Аналогично для максимумов.

Возрастающий (для определённости) путь (или пути) из
леммы 1 для седловых точек проходит по каноническим
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четырёхугольникам, пересекая s- и u-сепаратрисы. Он бу-
дет возрастающим тогда и только тогда, когда он возрас-
тает на каждом пройденном четырёхугольнике. А этого
можно достигнуть, если точка входа в четырёхугольник
меньше точки выхода. Последнее определяется лишь но-
мерами сёдел-вершин пройденных четырёхугольников, по-
скольку вариантов входа и выхода — два (через s- или u-
сепаратрису), а пройденных четырёхугольников — конеч-
ное число. Чтобы проверить, пересекает ли путь критиче-
ские слои, достаточно проверить существование постоян-
ного пути от каждого из сёдел, с номером между номера-
ми концов монотонного пути. Это проверяется аналогично
проверке возрастания пути. Кратность рёбер на графе то-
же сводится к поиску постоянного пути. Таким образом,
мы доказали следующую теорему.

Теорема 2. Пусть M — гладкое замкнутое ориентируе-
мое двумерное многообразие, Φ — поток Морса с зануме-
рованными седловыми точками на M . Пусть f : M → R

и g : M → R — такие функции Морса, что их градиент-
ные потоки в некоторых римановых метриках траектор-
но эквивалентны потоку Φ и значения функций в сед-
ловых точках упорядочены согласно нумерации седловых
точек потока. Тогда функции f и g послойно эквивалент-
ные.

Замечание 4. Хотя потоку с нумерацией соответству-
ет ровно одна функция, но разным нумерациям седловых
точек потока могут соответствовать послойно эквива-
лентные функции Морса. Более того, разным потокам
может соответствовать одна функция.
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3. Алгоритмы вычисления числа

неэквивалентных полей Морса с нумерацией

и функций Морса

В этом разделе будем использовать 3-графы и графы
Риба для построения функции по потоку с нумерацией.
Опишем основные идеи следующих алгоритмов: перебора
(нахождения всех неэквивалентных) 3-графов с нумераци-
ей без циклов нечётной длины (а значит потоков Морса с
нумерацией сёдел на ориентируемых поверхностях), срав-
нения двух графов Риба, построения по 3-графу с нуме-
рацией графа Риба функции Морса.

3-граф с нумерацией мы будем задавать обычным че-
тырёхвалентным графом с нумерацией вершин, который
получается стягиванием su-квадратов в точку, и метками
(цифра от 1 до 6) в каждой вершине этого графа, кото-
рые позволяют восстановить 3-граф. Эти метки задаются
неоднозначно (из-за петель и кратных рёбер в четырёхва-
лентном графе), но простым перебором всех возможных
случаев неоднозначности можно произвести проверку на
эквивалентность двух 3-графов с нумерацией. Четырёхва-
лентный граф будем кодировать списком четырёхэлемент-
ных списков, в которых записаны номера инцидентных
вершин. Таким образом, нахождение всех потоков Мор-
са с нумерацией сводится к нахождению всех неизоморф-
ных четырёхвалентных графов с нумерацией вершин, при-
писыванию вершинам каждого из них всевозможных ме-
ток и проверкой (для каждого четырёхвалентного графа
отдельно) какие наборы меток задают эквивалентные 3-
графы с нумерацией. Потом нужно выбрать только графы
без нечётных циклов.
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Граф Риба будем задавать вспомогательным графом с
нумерацией вершин, который получается из него отбра-
сыванием всех одновалентных вершин (которые соответ-
ствуют локальным экстремумам) и рёбер, инцидентных
им, а также метками в каждой оставшейся вершине (числа
−1, 1), которые определяют тип окрестности критическо-
го слоя (штаны или перевёрнутые штаны). Неоднознач-
ность тут может возникнуть только из-за нумерации вер-
шин. Следовательно, сравнить два графа Риба можно, пе-
ребрав все подстановки на n элементах (где n— количество
сёдел), и проверив, не совпадают ли их вспомогательные
графы с метками после перетасовки вершин одного из них
посредством подстановки. Кодировать графы Риба будем
n-элементным списком двухэлементных списков, которые
содержат номера инцидентных сёдел с большим номером
и тип окрестности критического слоя.

Назовём путь из леммы 1 допустимым. Будем начинать
с меньших по номеру сёдел и строить возрастающие пути.
Таким образом, не пропустим ни одного пути. Алгоритм
построения всех допустимых возрастающих путей из седла
a такой. Мы имеем интервал (a, b), где вначале b = n + 1,
а n— количество сёдел. Начинаем идти от седла a по од-
ному из канонических четырёхугольников (всего их четы-
ре, надо перебрать все). Проверяем противоположное сед-
ло с номером i. Если i < a, то мы можем выйти через
u-сепаратрису. Если i > b, то мы можем выйти через s-
сепаратрису. Если i ∈ (a, b), то мы присваиваем b := i,
отмечаем i как кандидата на конец пути (предыдущего
кандидата отбрасываем), и проходим через s-сепаратрису.
Эта процедура заканчивается когда мы встретим седло с
номером a или b. Тогда, если мы так и не нашли кандидата
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на конец пути, делаем вывод, что через этот четырёхуголь-
ник невозможно провести возрастающий допустимый путь
в седло. Если же кандидат i был найден, то найденный
путь от a к i— подозрительный на то, чтобы быть допу-
стимым. Остаётся разобраться какие из найденных путей
(мы могли найти максимум 4 пути) действительно не пере-
секают критических слоёв и соответствуют разным рёбрам
на графе Риба.

Поскольку для задания графа Риба нужно найти тип
каждого седлового атома (то есть окрестности критиче-
ского слоя седловой точки), то выясним, какие пути яв-
ляются допустимыми с его помощью. Выпускаем из седла
a по одному из канонических четырёхугольников постоян-
ный путь. Проверяем противоположное седло с номером
i. Если i < a, то можно выйти через u-сепаратрису. Если
i > a, то можно выйти через s-сепаратрису. Процедура за-
канчивается, когда мы снова вернёмся в седло a. Проверя-
ем через какой четырёхугольник мы пришли. Если он име-
ет с начальным четырёхугольником общую s-сепаратрису
седла a, то тип атома — штаны (значение −1), если есть
общая u-сепаратриса седла a, то тип атома — перевёрну-
тые штаны (1). Это утверждение следует из леммы 1 и
того, что возрастающие пути, которые вышли по четы-
рёхугольникам, имеющим общую s-сепаратрису седла a,
всегда можно соединить постоянным путём (он пересечёт
эту сепаратрису) (см. рис. 19). Аналогично, пути, кото-
рые вышли по четырёхугольникам, которые соединяются
постоянным путём, можно соединить постоянным путём,
немного приподняв первоначальный постоянный путь (тут
рассматриваются только простые функции Морса, и ника-
кое седло не сможет помешать).
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Если не нашлось ни одного кандидата на возрастающий
путь, то возрастающих рёбер из этого седла в другое сед-
ло нет (а есть в максимум(ы)). Далее, если седло соеди-
няется на графе Риба с максимумом, то мы не могли най-
ти возрастающих путей по четырёхугольникам, инцидент-
ным соответствующему стоку. Действительно, это означа-
ло бы, что существует седло, соединённое сепаратрисой
с этим стоком, и, которое имеет больший за a номер. А
это противоречит правилу соединения стоков на графе. К
тому же эти монотонные пути существуют парами. Следо-
вательно, если тип атома равен 1 и мы нашли 4 пути, то
проводим рёбра к минимальному и к максимальному из их
концов. Иначе (при условии что пути есть) мы проводим
одно ребро к минимальному концу.

Все вышеназванные пути можно считать путями на 3-
графе. Пересекая s-сепаратрису, мы проходим по s-ребру,
проходя по каноническому четырёхугольнику от седла к
седлу, мы проходим по t-ребру и тому подобное. Канониче-
ские четырёхугольники инцидентные седлу соответствуют
вершинам su-квадратика. Словом, 3-графы оказываются
очень удобными для таких подсчётов.

4. Примеры

Пример 1. Рассмотрим поток Морса на сфере S2 с дву-
мя источниками, двумя сёдлами и двумя стоками. Источ-
ники обозначены буквой A, сёдла —B, стоки —C. Один
сток расположенный на тыльной стороне сферы. Сепа-
ратрисы потока изображены на рисунке 20(a). Построим
для этого потока трёхцветный граф. Сфера разбивается
на восемь треугольников, следовательно, наш граф будет
иметь восемь вершин. Соединяем эти вершины согласно
правилу задания трёхцветного графа и получаем граф,
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изображённый на рисунке 20(b). При этом s-рёбра изобра-
жены сплошной линией, u-рёбра — зигзагом, а t-рёбра —
пунктиром. 3-граф (когда сёдла B1 и B2 имеют номера

b
b b

b

b
b

A1

B1 A2

C1

C2

B2

(a) Поток Морса на сфере

B1 B2

(b) Трёхцветный граф

Рис. 20. Поток Морса и его трёхцветный граф

1 и 2, соответственно) кодируется двумя списками: g =
[[1, 1, 2, 2], [1, 1, 2, 2]]; u = [4, 1], или u = [4, 2], или u = [6, 1],
или u = [6, 2] где g задаёт четырёхвалентный граф, а u
(возможны четыре варианта)— метки в его вершинах.

Найдём функции Морса на сфере (точнее их графы Ри-
ба), поток градиента каждой из которых в некоторой мет-
рике, будет эквивалентный данному потоку. Рассмотрим
два случая:

(1) B1 < B2, то есть B1 имеет номер 1, B2 — номер 2. То-
гда, согласно правилу соединения точек экстремума
на графе Риба (см. доказательство теоремы 2), оба
источника соединяются рёбрами с B1, а оба стока —
с B2. Остаётся соединить одним ребром B1 с B2.



Геометрия функций Морса ... 229

(2) B1 > B2, то есть B1 имеет номер 2, B2 — номер 1.
Тогда, согласно правилу соединения точек экстре-
мума на графе Риба, A1 соединяется с B1, A2 — с
B2, C1 — с B1, C2 — с B2. Остаётся соединить одним
ребром B1 с B2.

Графы Риба изображены на рисунке 21.

A1

B1

C1

A2

B2

C2

(a)
A1

B1

C1

A2

B2

C2

(b)

Рис. 21. Графы Риба, соответствующие потоку

В этом примере не было необходимости анализировать,
как соединять между собой седловые точки, они соедини-
лись из тех соображений, что граф Риба — связный (для
функции на связной поверхности) и имеет вершины степе-
ни не большей за три. В общем случае это нужно делать.

Для графов Риба, которые приведены на рисунках 21(a)
и 21(b), кодирующие списки имеют вид [[[2],−1], [[], 1]] и
[[[2], 1], [[],−1]], соответственно. Тут коды задаются одно-
значно, но вообще номера сёдел, которые не соединены
ориентированным путём на графе Риба, можно упорядо-
чить произвольным образом.

Пример 2. Проиллюстрируем замечание 4 на примере.
Рассмотрим поток Морса на сфере с двумя источника-
ми, сёдлами и стоками, который траекторно неэквивалент-
ный потоку из примера 1. Его траектории и трёхцветный
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b

b

b

b

A1

B1

C1

B2

C2

A2

(a) Поток Морса на сфере (b) Трёхцветный граф

Рис. 22. Симметричный поток Морса и его
трёхцветный граф

граф изображены на рис. 22. Поскольку поток симметри-
чен, обе нумерации сёдел соответствуют одной функции
Морса. Так как каждый источник и сток соединяется се-
паратрисой с обеими сёдлами, то получается граф Риба
изображённый на рис. 21(a). Функция Морса, которую он
задаёт, соответствует сразу трём потокам Морса с нумера-
цией сёдел. Одной нумерации потока из примера 1 и двум
нумерациям из настоящего примера.

Пример 3. Найдём вручную все 3-графы, соответству-
ющие потокам Морса с одним седлом. Имеем один su-
квадратик и три способа как провести t-рёбра. 3-графы
изображены на рисунке 23. Поскольку тут только одно
седло, то нумерации не нужны. Третий поток (рис. 23(c))
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(a) (b) (c)

Рис. 23. 3-графы потоков Морса с одним седлом

имеет цикл длины три, следовательно, задан на неориен-
тированной поверхности (RP2) и нас не интересует. Пер-
вый и второй потоки заданы на сфере и имеют два источ-
ника и один сток и один источник и два стока, соответ-
ственно. Критические точки на графах Риба соединяются
автоматически, поскольку тут только одно седло. Графы
Риба изображены на рисунке 24.

(a) (b)

Рис. 24. Графы Риба функций Морса с одним седлом

5. Выводы

В работе получены следующие результаты.
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Доказано, что потоку Морса на ориентированной по-
верхности с нумерацией седловых точек соответствует ров-
но одна функция Морса, поток градиента которой в неко-
торой метрике траекторно эквивалентный начальному, а
значения в седловых точках упорядочены согласно нуме-
рации.

Сформулированы алгоритмы построения такой функ-
ции как с использованием разложения многообразия на
ручки с воротниками, так и с использованием трёхцветных
графов. В последнем случае также написана программа.

Сформулирован алгоритм и написана программа пере-
бора 3-графов с нумерацией.

Сформулирован алгоритм и написана программа срав-
нения двух графов Риба.

Используя вышеперечисленные алгоритмы и програм-
мы, были найдены (на ЭВМ) все неэквивалентные 3-графы
с нумерацией без нечётных циклов (а значит потоки Мор-
са с нумерацией на ориентируемых поверхностях) для не-
большого количества седловых точек (от 1 до 5). По каж-
дому из них был построен граф Риба (а значит функ-
ция Морса). Из найденных графов Риба были выбраны
неизоморфные (то есть послойно неэквивалентные функ-
ции Морса) для каждого значения числа седловых точек.
В таблицах 1 и 2 приведено количество потоков и функ-
ций в зависимости от рода поверхности, на которой они
заданы (сфера, тор и крендель) при фиксированном коли-
честве седловых точек.

Из таблиц видно, что количество потоков Морса с ну-
мерацией, вообще говоря, больше за количество функций
Морса. То есть, некоторым потокам Морса с нумерацией
соответствуют эквивалентные функции Морса.
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g n 1 2 3 4 5
0 2 5 40 976 36256
1 0 1 14 781 47108
2 0 0 0 41 8692

Всего 2 6 54 1798 92056

Таблица 1. Количество потоков Морса с n за-
нумерованными сёдлами на поверхностях рода
g

g n 1 2 3 4 5
0 2 4 14 69 415
1 0 1 7 49 420
2 0 0 0 4 75

Всего 2 5 21 122 910

Таблица 2. Количество функций Морса с n
сёдлами на поверхностях рода g

Результаты подсчётов согласуются с известным количе-
ством неэквивалентных потоков и функций Морса с одним
и двумя сёдлами.
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We prove that three definitions of unitality for A∞-categories suggested by
Lyubashenko, by Kontsevich and Soibelman, and by Fukaya are equivalent.
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1. Introduction

Over the past decade, A∞-categories have experienced a
resurgence of interest due to applications in symplectic geom-
etry, deformation theory, non-commutative geometry, homo-
logical algebra, and physics.

The notion of A∞-category is a generalization of Stasheff’s
notion of A∞-algebra [11]. On the other hand, A∞-categories
generalize differential graded categories. In contrast to differ-
ential graded categories, composition in A∞-categories is asso-
ciative only up to homotopy that satisfies certain equation up
to another homotopy, and so on. The notion of A∞-category
appeared in the work of Fukaya on Floer homology [1] and

c© Volodymyr Lyubashenko, Oleksandr Manzyuk, 2006
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was related to mirror symmetry by Kontsevich [5]. Basic con-
cepts of the theory of A∞-categories have been developed by
Fukaya [2], Keller [4], Lefèvre-Hasegawa [7], Lyubashenko [8],
Soibelman [10].

The definition of A∞-category does not assume the exis-
tence of identity morphisms. The use of A∞-categories with-
out identities requires caution: for example, there is no a sen-
sible notion of isomorphic objects, the notion of equivalence
does not make sense, etc. In order to develop a comprehen-
sive theory of A∞-categories, a notion of unital A∞-category,
i.e., A∞-category with identity morphisms (also called units),
is necessary. The obvious notion of strictly unital A∞-cate-
gory, despite its technical advantages, is not quite satisfac-
tory: it is not homotopy invariant, meaning that it does
not translate along homotopy equivalences. Different defi-
nitions of (weakly) unital A∞-category have been suggested
by Lyubashenko [8, Definition 7.3], by Kontsevich and Soibel-
man [6, Definition 4.2.3], and by Fukaya [2, Definition 5.11].
We prove that these definitions are equivalent. The main in-
gredient of the proofs is the Yoneda Lemma for unital (in the
sense of Lyubashenko) A∞-categories proven in [9, Appen-
dix A].

2. Preliminaries

We follow the notation and conventions of [8], sometimes
without explicit mentioning. Some of the conventions are re-
called here.

Throughout, k is a commutative ground ring. A graded
k-module always means a Z-graded k-module.

A graded quiver A consists of a set ObA of objects and a
graded k-module A(X, Y ), for each X, Y ∈ ObA. A mor-
phism of graded quivers f : A → B of degree n consists of
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a function Obf : ObA → ObB, X 7→ Xf , and a k-linear
map f = fX,Y : A(X, Y ) → B(Xf, Y f) of degree n, for each
X, Y ∈ ObA.

For a set S, there is a category Q/S defined as follows.
Its objects are graded quivers whose set of objects is S. A
morphism f : A → B in Q/S is a morphism of graded quiv-
ers of degree 0 such that Obf = idS. The category Q/S is
monoidal. The tensor product of graded quivers A and B is
a graded quiver A⊗B such that

(A⊗B)(X,Z) =
⊕

Y ∈S

A(X, Y )⊗B(Y, Z), X, Z ∈ S.

The unit object is the discrete quiver kS with ObkS = S and

(kS)(X, Y ) =

{
k if X = Y ,

0 if X 6= Y ,
X, Y ∈ S.

Note that a map of sets f : S → R gives rise to a morphism of
graded quivers kf : kS → kR with Obkf = f and (kf)X,Y =
idk is X = Y and (kf)X,Y = 0 if X 6= Y , X, Y ∈ S.

An augmented graded cocategory is a graded quiver C equip-
ped with the structure of on augmented counital coassociative
coalgebra in the monoidal category Q/ObC. Thus, C comes
with a comultiplication ∆ : C→ C⊗C, a counit ε : C→ kObC,
and an augmentation η : kObC → C, which are morphisms
in Q/ObC satisfying the usual axioms. A morphism of aug-
mented graded cocategories f : C→ D is a morphism of graded
quivers of degree 0 that preserves the comultiplication, counit,
and augmentation.

The main example of an augmented graded cocategory is
the following. Let A be a graded quiver. Denote by TA

the direct sum of graded quivers T nA, where T nA = A⊗n

is the n-fold tensor product of A in Q/ObA; in particular,
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T 0A = kObA, T 1A = A, T 2A = A ⊗ A, etc. The graded
quiver TA is an augmented graded cocategory in which the
comultiplication is the so called ‘cut’ comultiplication ∆0 :
TA→ TA⊗ TA given by

f1 ⊗ · · · ⊗ fn 7→

n∑

k=0

f1 ⊗ · · · ⊗ fk
⊗

fk+1 ⊗ · · · ⊗ fn,

the counit is given by the projection pr0 : TA → T 0A =
kObA, and the augmentation is given by the inclusion in0 :
kObA = T 0A →֒ TA.

The graded quiver TA admits also the structure of a graded
category, i.e., the structure of a unital associative algebra in
the monoidal category Q/ObA. The multiplication µ : TA⊗
TA→ TA removes brackets in tensors of the form (f1⊗· · ·⊗
fm)

⊗
(g1 ⊗ · · · ⊗ gn). The unit η : kObA → TA is given by

the inclusion in0 : kObA = T 0A →֒ TA.
For a graded quiver A, denote by sA its suspension, the

graded quiver given by ObsA = ObA and (sA(X, Y ))n =
A(X, Y )n+1, for each n ∈ Z and X, Y ∈ ObA. An A∞-cat-
egory is a graded quiver A equipped with a differential b :
TsA→ TsA of degree 1 such that (TsA,∆0, pr0, in0, b) is an
augmented differential graded cocategory. In other terms, the
equations

b2 = 0, b∆0 = ∆0(b⊗ 1 + 1⊗ b), bpr0 = 0, in0b = 0

hold true. Denote by

bmn
def
=
[
TmsA

inm−−→ TsA
b
−→ TsA

prn−−→ T nsA
]

matrix coefficients of b, for m,n > 0. Matrix coefficients bm1

are called components of b and abbreviated by bm. The above
equations imply that b0 = 0 and that b is unambiguously
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determined by its components via the formula

bmn =
∑

p+k+q=m
p+1+q=n

1⊗p ⊗ bk ⊗ 1⊗q : TmsA→ T nsA, m, n > 0.

The equation b2 = 0 is equivalent to the system of equations
∑

p+k+q=m

(1⊗p ⊗ bk ⊗ 1⊗q)bp+1+q = 0 : TmsA→ sA, m > 1.

For A∞-categories A and B, an A∞-functor f : A → B is a
morphism of augmented differential graded cocategories f :
TsA→ TsB. In other terms, f is a morphism of augmented
graded cocategories and preserves the differential, meaning
that fb = bf . Denote by

fmn
def
=
[
TmsA

inm−−→ TsA
f
−→ TsB

prn−−→ T nsB
]

matrix coefficients of f , for m,n > 0. Matrix coefficients fm1

are called components of f and abbreviated by fm. The con-
dition that f is a morphism of augmented graded cocategories
implies that f0 = 0 and that f is unambiguously determined
by its components via the formula

fmn =
∑

i1+···+in=m

fi1 ⊗ · · · ⊗ fin : TmsA→ T nsB, m, n > 0.

The equation fb = bf is equivalent to the system of equations
∑

i1+···+in=m

(fi1 ⊗ · · · ⊗ fin)bn

=
∑

p+k+q=m

(1⊗p ⊗ bk ⊗ 1⊗q)fp+1+q : TmsA→ sB,

for m > 1. An A∞-functor f is called strict if fn = 0 for
n > 1.
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3. Definitions

3.1. Definition (cf. [2,4]). An A∞-category A is strictly uni-
tal if, for each X ∈ ObA, there is a k-linear map X iA0 :
k → (sA)−1(X,X), called a strict unit, such that the fol-
lowing conditions are satisfied: XiA0 b1 = 0, the chain maps
(1 ⊗ Y iA0 )b2,−(X iA0 ⊗ 1)b2 : sA(X, Y ) → sA(X, Y ) are equal
to the identity map, for each X, Y ∈ ObA, and (· · · ⊗ iA0 ⊗
· · · )bn = 0 if n > 3.

For example, differential graded categories are strictly uni-
tal.

3.2. Definition (Lyubashenko [8, Definition 7.3]). An A∞-ca-
tegory A is unital if, for each X ∈ ObA, there is a k-linear
map XiA0 : k → (sA)−1(X,X), called a unit, such that the
following conditions hold: X iA0 b1 = 0 and the chain maps
(1⊗ Y iA0 )b2,−(X iA0 ⊗ 1)b2 : sA(X, Y )→ sA(X, Y ) are homo-
topic to the identity map, for each X, Y ∈ ObA. An arbi-
trary homotopy between (1⊗ Y iA0 )b2 and the identity map is
called a right unit homotopy. Similarly, an arbitrary homo-
topy between −(X iA0 ⊗ 1)b2 and the identity map is called a
left unit homotopy. An A∞-functor f : A → B between uni-
tal A∞-categories is unital if the cycles XiA0 f1 and Xf i

B
0 are

cohomologous, i.e., differ by a boundary, for each X ∈ ObA.

Clearly, a strictly unital A∞-category is unital.
With an arbitrary A∞-category A a strictly unital A∞-cat-

egory Asu with the same set of objects is associated. For each
X, Y ∈ ObA, the graded k-module sAsu(X, Y ) is given by

sAsu(X, Y ) =

{
sA(X, Y ) if X 6= Y ,

sA(X,X)⊕ kX iA
su

0 if X = Y ,
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where XiA
su

0 is a new generator of degree −1. The element
XiA

su

0 is a strict unit by definition, and the natural embedding
e : A →֒ Asu is a strict A∞-functor.

3.3. Definition (Kontsevich–Soibelman [6, Definition 4.2.3]).
A weak unit of an A∞-category A is an A∞-functor U : Asu →
A such that [

A
e
−֒→ Asu U

−→ A
]

= idA.

3.4. Proposition. Suppose that an A∞-category A admits a

weak unit. Then the A∞-category A is unital.

Proof. Let U : Asu → A be a weak unit of A. For each
X ∈ ObA, denote by XiA0 the element XiA

su

0 U1 ∈ sA(X,X)
of degree −1. It follows from the equation U1b1 = b1U1 that
XiA0 b1 = 0. Let us prove that X iA0 are unit elements of A.

For each X, Y ∈ ObA, there is a k-linear map

h = (1⊗ Y i0)U2 : sA(X, Y )→ sA(X, Y )

of degree −1. The equation

(3.1) (1⊗ b1 + b1 ⊗ 1)U2 + b2U1 = U2b1 + (U1 ⊗ U1)b2

implies that

−b1h+ 1 = hb1 + (1⊗ Y iA0 )b2 : sA(X, Y )→ sA(X, Y ),

thus h is a right unit homotopy for A. For each X, Y ∈ ObA,
there is a k-linear map

h′ = −(X i0 ⊗ 1)U2 : sA(X, Y )→ sA(X, Y )

of degree −1. Equation (3.1) implies that

b1h
′ − 1 = −h′b1 + (XiA0 ⊗ 1)b2 : sA(X, Y )→ sA(X, Y ),

thus h′ is a left unit homotopy for A. Therefore, A is unital.
�
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3.5. Definition (Fukaya [2, Definition 5.11]). An A∞-cate-
gory C is called homotopy unital if the graded quiver

C+ = C⊕ kC⊕ skC

(with ObC+ = ObC) admits an A∞-structure b+ of the follow-
ing kind. Denote the generators of the second and the third
direct summands of the graded quiver sC+ = sC⊕skC⊕s2kC

by XiC
su

0 = 1s and jCX = 1s2 of degree respectively −1 and −2,
for each X ∈ ObC. The conditions on b+ are:

(1) for each X ∈ ObC, the element XiC0
def
= XiC

su

0 − jCXb
+
1 is

contained in sC(X,X);
(2) C+ is a strictly unital A∞-category with strict units

X iC
su

0 , X ∈ ObC;
(3) the embedding C →֒ C+ is a strict A∞-functor;
(4) (sC⊕ s2kC)⊗nb+n ⊂ sC, for each n > 1.

In particular, C+ contains the strictly unital A∞-category
Csu = C⊕ kC. A version of this definition suitable for filtered
A∞-algebras (and filtered A∞-categories) is given by Fukaya,
Oh, Ohta and Ono in their book [3, Definition 8.2].

Let D be a strictly unital A∞-category with strict units iD0 .
Then it has a canonical homotopy unital structure (D+, b+).
Namely, jDXb

+
1 = XiD

su

0 − X iD0 , and b+n vanishes for each n > 1
on each summand of (sD⊕ s2kD)⊗n except on sD⊗n, where
it coincides with bDn . Verification of the equation (b+)2 = 0 is
a straightforward computation.

3.6. Proposition. An arbitrary homotopy unital A∞-cate-

gory is unital.

Proof. Let C ⊂ C+ be a homotopy unital category. We claim
that the distinguished cycles XiC0 ∈ C(X,X)[1]−1, X ∈ ObC,
turn C into a unital A∞-category. Indeed, the identity

(1⊗ b+1 + b+1 ⊗ 1)b+2 + b+2 b
+
1 = 0
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applied to sC⊗ jC or to jC⊗ sC implies

(1⊗ iC0 )bC2 = 1 + (1⊗ jC)b+2 b
C

1 + bC1 (1⊗ jC)b+2 : sC→ sC,

(iC0 ⊗ 1)bC2 = −1 + (jC⊗ 1)b+2 b
C

1 + bC1 (jC⊗ 1)b+2 : sC→ sC.

Thus, (1⊗ jC)b+2 : sC→ sC and (jC⊗ 1)b+2 : sC→ sC are unit
homotopies. Therefore, the A∞-category C is unital. �

The converse of Proposition 3.6 holds true as well.

3.7. Theorem. An arbitrary unital A∞-category C with unit

elements iC0 admits a homotopy unital structure (C+, b+) with

jCb+1 = iC
su

0 − iC0 .

Proof. By [9, Corollary A.12], there exists a differential graded
category D and an A∞-equivalence φ : C → D. By [9, Re-
mark A.13], we may choose D and φ such that ObD = ObC

and Obφ = idObC. Being strictly unital D admits a canonical
homotopy unital structure (D+, b+). In the sequel, we may
assume that D is a strictly unital A∞-category equivalent to
C via φ with the mentioned properties. Let us construct si-
multaneously an A∞-structure b+ on C+ and an A∞-functor
φ+ : C+ → D+ that will turn out to be an equivalence.

Let us extend the homotopy isomorphism φ1 : sC→ sD to
a chain quiver map φ+

1 : sC+ → sD+. The A∞-equivalence
φ : C → D is a unital A∞-functor, i.e., for each X ∈ ObC,
there exists vX ∈ D(X,X)[1]−2 such that XiD0 −XiC0φ1 = vXb1.
In order that φ+ be strictly unital, we define XiC

su

0 φ+
1 = XiD

su

0 .
We should have

jCXφ
+
1 b

+
1 = jCXb

+
1 φ

+
1 = XiC

su

0 φ+
1 − XiC0φ1

= X iD
su

0 − XiD0 + X iD0 − XiC0φ1 = (jCX + vX)b+1 ,

so we define jCXφ
+
1 = jDX + vX .
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We claim that there is a homotopy unital structure (C+, b+)
of C satisfying the four conditions of Definition 3.5 and an
A∞-functor φ+ : C+ → D+ satisfying four parallel conditions:

(1) the first component of φ+ is the quiver morphism φ+
1

constructed above;
(2) the A∞-functor φ+ is strictly unital;
(3) the restriction of φ+ to C gives φ;
(4) (sC⊕ s2kC)⊗nφ+

n ⊂ sD, for each n > 1.

Notice that in the presence of conditions (2) and (3) the first
condition reduces to jCX(φ+)1 = jDX + vX , for each X ∈ ObC.

Components of the (1,1)-coderivation b+ : TsC+ → TsC+ of
degree 1 and of the augmented graded cocategory morphism
φ+ : TsC+ → TsD+ are constructed by induction. We already
know components b+1 and φ+

1 . Given an integer n > 2, assume
that we have already found components b+m, φ+

m of the sought
b+ and φ+ for m < n such that the equations

((b+)2)m = 0 : TmsC+(X, Y )→ sC+(X, Y ),(3.2)

(φ+b+)m = (b+φ+)m: TmsC+(X, Y )→ sD+(Xf, Y f)(3.3)

are satisfied for all m < n. Define b+n , φ+
n on direct summands

of T nsC+ which contain a factor iC
su

0 by the requirement of
strict unitality of C+ and φ+. Then equations (3.2), (3.3)
hold true for m = n on such summands. Define b+n , φ+

n on the
direct summand T nsC ⊂ T nsC+ as bCn and φn. Then equations
(3.2), (3.3) hold true for m = n on the summand T nsC. It
remains to construct those components of b+ and φ+ which
have jC as one of their arguments.

Extend b1 : sC → sC to b′1 : sC+ → sC+ by iC
su

0 b′1 = 0 and
jCb′1 = 0. Define b−1 = b+1 −b

′
1 : sC+ → sC+. Thus, b−1

∣∣
sCsu

= 0,
jCb−1 = iC

su

0 − iC0 and b+1 = b′1 + b−1 . Introduce for 0 6 k 6 n
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the graded subquiver Nk ⊂ T n(sC⊕ s2kC) by

Nk =
⊕

p0+p1+···+pk+k=n

T p0sC⊗ jC⊗ T p1sC⊗ · · · ⊗ jC⊗ T pksC

stable under the differential dNk =
∑

p+1+q=n 1⊗p ⊗ b′1 ⊗ 1⊗q,
and the graded subquiver Pl ⊂ T nsC+ by

Pl =
⊕

p0+p1+···+pl+l=n

T p0sCsu⊗ jC⊗T p1sCsu⊗· · ·⊗ jC⊗T plsCsu.

There is also the subquiver

Qk =

k⊕

l=0

Pl ⊂ T nsC+

and its complement

Q⊥
k =

n⊕

l=k+1

Pl ⊂ T nsC+.

Notice that the subquiver Qk is stable under the differential
dQk =

∑
p+1+q=n 1⊗p ⊗ b+1 ⊗ 1⊗q, and Q⊥

k is stable under the

differential dQ⊥
k =

∑
p+1+q=n 1⊗p⊗ b′1⊗ 1⊗q. Furthermore, the

image of 1⊗a ⊗ b−1 ⊗ 1⊗c : Nk → T nsC+ is contained in Qk−1

for all a, c > 0 such that a+ 1 + c = n.
Firstly, the components b+n , φ+

n are defined on the graded
subquivers N0 = T nsC and Q0 = T nsCsu. Assume for an
integer 0 < k 6 n that restrictions of b+n , φ+

n to Nl are already
found for all l < k. In other terms, we are given b+n : Qk−1 →
sC+, φ+

n : Qk−1 → sD such that equations (3.2), (3.3) hold
on Qk−1. Let us construct the restrictions b+n : Nk → sC,
φ+
n : Nk → sD, performing the induction step.
Introduce a (1,1)-coderivation b̃ : TsC+ → TsC+ of degree

1 by its components (0, b+1 , . . . , b
+
n−1, prQk−1

· b+n |Qk−1
, 0, . . . ).

Introduce also a morphism of augmented graded cocategories
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φ̃ : TsC+ → TsD+ with Obφ̃ = Obφ by its components
(φ+

1 , . . . , φ
+
n−1, prQk−1

·φ+
n |Qk−1

, 0, . . . ). Here prQk−1
: T nsC+ →

Qk−1 is the natural projection, vanishing on Q⊥
k−1. Then λ

def
=

b̃2 : TsC+ → TsC+ is a (1,1)-coderivation of degree 2 and

ν
def
= −φ̃b+ + b̃φ̃ : TsC+ → TsD+ is a (φ̃, φ̃)-coderivation of

degree 1. Equations (3.2), (3.3) imply that λm = 0, νm = 0 for
m < n. Moreover, λn, νn vanish on Qk−1. On the complement
the n-th components equal

λn =
1<r<n∑

a+r+c=n

(1⊗a ⊗ b+r ⊗ 1⊗c)b+a+1+c

+
∑

a+1+c=n

(1⊗a ⊗ b−1 ⊗ 1⊗c)b̃n : Q⊥
k−1 → sC+,

νn =−

1<r6n∑

i1+···+ir=n

(φ+
i1
⊗ · · · ⊗ φ+

ir)b
+
r

+
1<r<n∑

a+r+c=n

(1⊗a ⊗ b+r ⊗ 1⊗c)φ+
a+1+c

+
∑

a+1+c=n

(1⊗a ⊗ b−1 ⊗ 1⊗c)φ̃n : Q⊥
k−1 → sD.

The restriction λn|Nk
takes values in sC. Indeed, for the first

sum in the expression for λn this follows by the induction
assumption since r > 1 and a+1+ c > 1. For the second sum
this follows by the induction assumption and strict unitality if
n > 2. In the case of n = 2, k = 1 this is also straightforward.
The only case which requires computation is n = 2, k = 2:

(jC⊗ jC)(1⊗b−1 +b−1 ⊗1)b̃2 = jC− (jC⊗ iC0 )b+2 − jC− (iC0 ⊗ jC)b+2 ,

which belongs to sC by the induction assumption.
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Equations (3.2), (3.3) for m = n take the form

−b+n b1 −
∑

a+1+c=n

(1⊗a ⊗ b′1 ⊗ 1⊗c)b+n = λn : Nk → sC,(3.4)

φ+
n b1 −

∑

a+1+c=n

(1⊗a ⊗ b′1 ⊗ 1⊗c)φ+
n − b

+
nφ1 = νn : Nk → sD.

(3.5)

For arbitrary objects X, Y of C, equip the graded k-module
Nk(X, Y ) with the differential dNk =

∑
p+1+q=n 1⊗p⊗ b′1⊗1⊗q

and denote by u the chain map

C
k
(Nk(X, Y ), sC(X, Y ))→ C

k
(Nk(X, Y ), sD(Xφ, Y φ)),

λ 7→ λφ1.

Since φ1 is homotopy invertible, the map u is homotopy invert-
ible as well. Therefore, the complex Cone(u) is contractible,
e.g. by [8, Lemma B.1], in particular, acyclic. Equations (3.4)
and (3.5) have the form −b+n d = λn, φ+

n d+ b+nu = νn, that is,
the element (λn, νn) of

C
2
k
(Nk(X, Y ), sC(X, Y ))⊕ C

1
k
(Nk(X, Y ), sD(Xφ, Y φ))

= Cone1(u)

has to be the boundary of the sought element (b+n , φ
+
n ) of

C
1
k
(Nk(X, Y ), sC(X, Y ))⊕ C

0
k
(Nk(X, Y ), sD(Xφ, Y φ))

= Cone0(u).

These equations are solvable because (λn, νn) is a cycle in
Cone1(u). Indeed, the equations to verify −λnd = 0, νnd +
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λnu = 0 take the form

−λnb1 +
∑

p+1+q=n

(1⊗p ⊗ b′1 ⊗ 1⊗q)λn = 0 : Nk → sC,

νnb1 +
∑

p+1+q=n

(1⊗p ⊗ b′1 ⊗ 1⊗q)νn − λnφ1 = 0 : Nk → sD.

Composing the identity −λb̃+ b̃λ = 0 : T nsC+ → TsC+ with
the projection pr1 : TsC+ → sC+ yields the first equation.
The second equation follows by composing the identity νb+ +
b̃ν − λφ̃ = 0 : T nsC+ → TsD+ with pr1 : TsD+ → sD+.

Thus, the required restrictions of b+n , φ+
n to Nk (and to

Qk) exist and satisfy the required equations. We proceed by
induction increasing k from 0 to n and determining b+n , φ+

n

on the whole Qn = T nsC+. Then we replace n with n + 1
and start again from T n+1sC. Thus the induction on n goes
through. �

3.8. Remark. Let (C+, b+) be a homotopy unital structure
of an A∞-category C. Then the embedding A∞-functor ι :
C → C+ is an equivalence. Indeed, it is bijective on objects.
By [8, Theorem 8.8] it suffices to prove that ι1 : sC → sC+

is homotopy invertible. And indeed, the chain quiver map
π1 : sC+ → sC, π1|sC = id, X iC

su

0 π1 = X iC0 , jCXπ1 = 0, is
homotopy inverse to ι1. Namely, the homotopy h : sC+ →
sC+, h|sC = 0, XiC

su

0 h = jCX , jCXh = 0, satisfies the equation
idsC+ − π1 · ι1 = hb+1 + b+1 h.

The equation between A∞-functors
[
C

ιC
−→ C+ φ+

−→ D+
]

=
[
C

φ
−→ D

ιD
−→ D+

]

obtained in the proof of Theorem 3.7 implies that φ+ is an
A∞-equivalence as well. In particular, φ+

1 is homotopy invert-
ible.
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The converse of Proposition 3.4 holds true as well, how-
ever its proof requires more preliminaries. It is deferred until
Section 5.

4. Double coderivations

4.1. Definition. For A∞-functors f, g : A → B, a double
(f, g)-coderivation of degree d is a system of k-linear maps

r : (TsA⊗ TsA)(X, Y )→ TsB(Xf, Y g), X, Y ∈ ObA,

of degree d such that the equation

(4.1) r∆0 = (∆0 ⊗ 1)(f ⊗ r) + (1⊗∆0)(r ⊗ g)

holds true.

Equation (4.1) implies that r is determined by a system of
k-linear maps rpr1 : TsA ⊗ TsA → sB with components of
degree d

rn,m : sA(X0, X1)⊗ · · · ⊗ sA(Xn+m−1, Xn+m)

→ sB(X0f,Xn+mg),

for n,m > 0, via the formula

rn,m;k = (r|TnsA⊗TmsA)prk : T nsA⊗ TmsA→ T ksB,

rn,m;k =

p+1+q=k∑

i1+···+ip+i=n,
j1+···+jq+j=m

fi1 ⊗ · · · ⊗ fip ⊗ ri,j ⊗ gj1 ⊗ · · · ⊗ gjq .

(4.2)

This follows from the equation

(4.3) r∆
(l)
0 =

∑

p+1+q=l

(∆
(p+1)
0 ⊗∆

(q+1)
0 )(f⊗p ⊗ r ⊗ g⊗q) :

TsA⊗ TsA→ (TsB)⊗l,
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which holds true for each l > 0. Here ∆
(0)
0 = ε, ∆

(1)
0 = id,

∆
(2)
0 = ∆0 and ∆

(l)
0 means the cut comultiplication iterated

l − 1 times.
Double (f, g)-coderivations form a chain complex, which we

are going to denote by (D(A,B)(f, g), B1). For each d ∈ Z,
the component D(A,B)(f, g)d consists of double (f, g)-coderi-
vations of degree d. The differential B1 of degree 1 is given
by

rB1
def
= rb− (−)d(1⊗ b+ b⊗ 1)r,

for each r ∈ D(A,B)(f, g)d. The component [rB1]n,m of rB1

is given by

(4.4) ∑

i1+···+ip+i=n,
j1+···+jq+j=m

(fi1 ⊗ · · · ⊗ fip ⊗ rij ⊗ gj1 ⊗ · · · ⊗ gjq)bp+1+q

− (−)r
∑

a+k+c=n

(1⊗a ⊗ bk ⊗ 1⊗c+m)ra+1+c,m

− (−)r
∑

u+t+v=m

(1⊗n+u ⊗ bt ⊗ 1⊗v)rn,u+1+v,

for each n,m > 0. An A∞-functor h : B → C gives rise to a
chain map

D(A,B)(f, g)→ D(A,C)(fh, gh), r 7→ rh.

The component [rh]n,m of rh is given by

(4.5)
∑

i1+···+ip+i=n,
j1+···+jq+j=m

(fi1⊗· · ·⊗fip⊗ri,j⊗gj1⊗· · ·⊗gjq)hp+1+q,

for each n,m > 0. Similarly, an A∞-functor k : D→ A gives
rise to a chain map

D(A,B)(f, g)→ D(D,B)(kf, kg), r 7→ (k ⊗ k)r.
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The component [(k ⊗ k)r]n,m of (k ⊗ k)r is given by

(4.6)
∑

i1+···+ip=n
j1+···+jq=m

(ki1 ⊗ · · · ⊗ kip ⊗ kj1 ⊗ · · · ⊗ kjq)rp,q,

for each n,m > 0. Proofs of these facts are elementary and
are left to the reader.

Let C be an A∞-category. For each n > 0, introduce a
morphism

νn =

n∑

i=0

(−)n−i(1⊗i ⊗ ε⊗ 1⊗n−i) : (TsC)⊗n+1 → (TsC)⊗n,

in Q/ObC. In particular, ν0 = ε : TsC → kObC. Denote
ν = ν1 = (1⊗ ε)− (ε⊗ 1) : TsC⊗ TsC→ TsC for the sake of
brevity.
4.2. Lemma. The map ν : TsC ⊗ TsC → TsC is a double

(1, 1)-coderivation of degree 0 and νB1 = 0.

Proof. We have:

(∆0 ⊗ 1)(1⊗ ν) + (1⊗∆0)(ν ⊗ 1)

= (∆0 ⊗ 1)(1⊗ 1⊗ ε)− (∆0 ⊗ 1)(1⊗ ε⊗ 1)

+ (1⊗∆0)(1⊗ ε⊗ 1)− (1⊗∆0)(ε⊗ 1⊗ 1)

= (∆0 ⊗ ε)− (ε⊗∆0) = ((1⊗ ε)− (ε⊗ 1))∆0 = ν∆0,

due to the identities

(∆0 ⊗ 1)(1⊗ ε⊗ 1) = 1⊗ 1 = (1⊗∆0)(1⊗ ε⊗ 1) :

TsC⊗ TsC→ TsC⊗ TsC.

This computation shows that ν : TsC ⊗ TsC → TsC is a
double (1, 1)-coderivation. Its only non-vanishing components
are X,Y ν1,0 = 1 : sC(X, Y ) → sC(X, Y ) and X,Y ν0,1 = 1 :
sC(X, Y )→ sC(X, Y ), X, Y ∈ ObC.
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Since νB1 is a double (1, 1)-coderivation of degree 1, the
equation νB1 = 0 is equivalent to its particular case νB1pr1 =
0, i.e., for each n,m > 0
∑

06i6n,
06j6m

(1⊗n−i ⊗ νi,j ⊗ 1⊗m−j)bn−i+1+m−j

−
∑

a+k+c=n

(1⊗a ⊗ bk ⊗ 1⊗c+m)νa+1+c,m

−
∑

u+t+v=m

(1⊗n+u ⊗ bt ⊗ 1⊗v)νn,u+1+v = 0 :

T nsC⊗ TmsC→ sC.

It reduces to the identity

χ(n > 0)bn+m − χ(m > 0)bn+m

− χ(m = 0)bn + χ(n = 0)bm = 0,

where χ(P ) = 1 if a condition P holds and χ(P ) = 0 if P
does not hold. �

Let C be a strictly unital A∞-category. The strict unit iC0
is viewed as a morphism of graded quivers iC0 : kObC→ sC of
degree −1, identity on objects. For each n > 0, introduce a
morphism of graded quivers

ξn =
[
(TsC)⊗n+1 1⊗iC0⊗1⊗···⊗iC0⊗1

−−−−−−−−−−→

TsC⊗ sC⊗ TsC⊗ · · · ⊗ sC⊗ TsC
µ(2n+1)

−−−−→ TsC
]
,

of degree −n, identity on objects. Here µ(2n+1) denotes com-
position of 2n + 1 composable arrows in the graded cate-
gory TsC. In particular, ξ0 = 1 : TsC → TsC. Denote
ξ = ξ1 = (1⊗ iC0 ⊗ 1)µ(3) : TsC⊗ TsC → TsC for the sake of
brevity.
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4.3. Lemma. The map ξ : TsC ⊗ TsC → TsC is a double

(1, 1)-coderivation of degree −1 and ξB1 = ν.

Proof. The following identity follows directly from the defini-
tions of µ and ∆0:

µ∆0 = (∆0 ⊗ 1)(1⊗ µ) + (1⊗∆0)(µ⊗ 1)− 1 :

TsC⊗ TsC→ TsC⊗ TsC.

It implies

(4.7)
µ(3)∆0 = (∆0 ⊗ 1⊗ 1)(1⊗ µ(3)) + (1⊗ 1⊗∆0)(µ

(3) ⊗ 1)

+ (1⊗∆0 ⊗ 1)(µ⊗ µ)− (1⊗ µ)− (µ⊗ 1) :

TsC⊗ TsC⊗ TsC→ TsC⊗ TsC.

Since iC0∆0 = iC0 ⊗ η + η ⊗ iC0 : kObC→ TsC⊗ TsC, it follows
that

(1⊗ iC0∆0⊗1)(µ⊗µ)− (1⊗ (iC0 ⊗1)µ)− ((1⊗ iC0)µ⊗1) = 0 :

TsC⊗ TsC→ TsC⊗ TsC.

Equation (4.7) yields

(1⊗ iC0 ⊗ 1)µ(3)∆0

= (∆0⊗1)(1⊗(1⊗iC0⊗1)µ(3))+(1⊗∆0)((1⊗iC0⊗1)µ(3)⊗1),

i.e., ξ = (1 ⊗ iC0 ⊗ 1)µ(3) : TsC ⊗ TsC → TsC is a double
(1, 1)-coderivation. Its the only non-vanishing components
are Xξ0,0 = XiC0 ∈ sC(X,X), X ∈ ObC.

Since both ξB1 and ν are double (1, 1)-coderivations of de-
gree 0, the equation ξB1 = ν is equivalent to its particular
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case ξB1pr1 = νpr1, i.e., for each n,m > 0

∑

06p6n
06q6m

(1⊗n−p ⊗ ξp,q ⊗ 1⊗m−q)bn−p+1+m−q

+
∑

a+k+c=n

(1⊗a ⊗ bk ⊗ 1⊗c+m)ξa+1+c,m

+
∑

u+t+v=m

(1⊗n+u ⊗ bt ⊗ 1⊗v)ξn,u+1+v = νn,m :

T nsC⊗ TmsC→ sC.

It reduces to the the equation

(1⊗n ⊗ iC0 ⊗ 1⊗m)bn+1+m = νn,m : T nsC⊗ TmsC→ sC,

which holds true, since iC0 is a strict unit. �

Note that the maps νn, ξn obey the following relations:
(4.8)
ξn = (ξn−1 ⊗ 1)ξ, νn = (1⊗n⊗ ε)− (νn−1 ⊗ 1), n > 1.

In particular, ξnε = 0 : (TsC)⊗n+1 → kObC, for each n > 1,
as ξε = 0 by equation (4.3).

4.4. Lemma. The following equations hold true:

ξn∆0 =

n∑

i=0

(1⊗i ⊗∆0 ⊗ 1⊗n−i)(ξi ⊗ ξn−i), n > 0,(4.9)

ξnb− (−)n
n∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−i)ξn = νnξn−1, n > 1.(4.10)

Proof. Let us prove (4.9). The proof is by induction on n. The
case n = 0 is trivial. Let n > 1. By (4.8) and Lemma 4.3,

ξn∆0 = (ξn−1⊗1)ξ∆0 = (ξn−1∆0⊗1)(1⊗ξ)+(ξn−1⊗∆0)(ξ⊗1).
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By induction hypothesis,

ξn−1∆0 =
n−1∑

i=0

(1⊗i ⊗∆0 ⊗ 1⊗n−1−i)(ξi ⊗ ξn−1−i),

therefore

ξn∆0 =

n−1∑

i=0

(1⊗i ⊗∆0 ⊗ 1⊗n−i)(ξi ⊗ ξn−1−i ⊗ 1)(1⊗ ξ)

+ (1⊗n ⊗∆0)((ξn−1 ⊗ 1)ξ ⊗ 1)

=
n∑

i=0

(1⊗i ⊗∆0 ⊗ 1⊗n−i)(ξi ⊗ ξn−i),

since (ξn−1−i ⊗ 1)ξ = ξn−i if 0 6 i 6 n− 1.
Let us prove (4.10). The proof is by induction on n. The

case n = 1 follows from Lemma 4.3. Let n > 2. By (4.8) and
Lemma 4.3,

ξnb− (−)n
n∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−i)ξn

= (ξn−1 ⊗ 1)ξb− (−)n
n−1∑

i=0

((1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−1−i)ξn−1 ⊗ 1)ξ

− (−)n(1⊗n ⊗ b)(ξn−1 ⊗ 1)ξ

= −(ξn−1b⊗ 1)ξ − (ξn−1 ⊗ b)ξ + (ξn−1 ⊗ 1)ν

+ (−)n−1
n−1∑

i=0

((1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−1−i)ξn−1 ⊗ 1)ξ + (ξn−1 ⊗ b)ξ

= (ξn−1 ⊗ 1)ν

−

([
ξn−1b− (−)n−1

n−1∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−1−i)ξn−1

]
⊗ 1

)
ξ.
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By induction hypothesis

ξn−1b− (−)n−1
n−1∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−1−i)ξn−1 = νn−1ξn−2,

therefore

ξnb−(−)n
n∑

i=0

(1⊗i⊗b⊗1⊗n−i)ξn = (ξn−1⊗1)ν−(νn−1ξn−2⊗1)ξ.

Since by (4.8),

(ξn−1 ⊗ 1)ν − (νn−1ξn−2 ⊗ 1)ξ

= (ξn−1 ⊗ ε)− (ξn−1ε⊗ 1)− (νn−1 ⊗ 1)ξn−1

= (1⊗n ⊗ ε)ξn−1 − (νn−1 ⊗ 1)ξn−1 = νnξn−1,

equation (4.10) is proven. �

5. An augmented differential graded cocategory

Let now C = Asu, where A is an A∞-category. There is an
isomorphism of graded k-quivers, identity on objects:

ζ :
⊕

n>0

(TsA)⊗n+1[n]→ TsAsu.

The morphism ζ is the sum of morphisms

(5.1) ζn =
[
(TsA)⊗n+1[n]

s−n

−−→ (TsA)⊗n+1

e⊗n+1

−֒−−→ (TsAsu)⊗n+1 ξn
−→ TsAsu

]
,

where e : A →֒ Asu is the natural embedding. The graded
quiver

E
def
=
⊕

n>0

(TsA)⊗n+1[n]
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admits a unique structure of an augmented differential graded
cocategory such that ζ becomes an isomorphism of augmented
differential graded cocategories. The comultiplication ∆̃ :
E→ E⊗ E is found from the equation

[
E

ζ
−→ TsAsu

∆0−→ TsAsu ⊗ TsAsu

]

=
[
E

∆̃
−→ E⊗ E

ζ⊗ζ
−−→ TsAsu ⊗ TsAsu

]
.

Restricting the left hand side of the equation to the summand
(TsA)⊗n+1[n] of E, we obtain

ζn∆0 = s−ne⊗n+1ξn∆0

= s−n
n∑

i=0

(e⊗i ⊗ e∆0 ⊗ e
⊗n−i)(ξi ⊗ ξn−i) :

(TsA)⊗n+1[n]→ TsAsu ⊗ TsAsu,

by equation (4.9). Since e is a morphism of augmented graded
cocategories, it follows that

ζn∆0 = s−n
n∑

i=0

(1⊗i ⊗∆0 ⊗ 1⊗n−i)(e⊗i+1ξi ⊗ e
⊗n−i+1ξn−i)

= s−n
n∑

i=0

(1⊗i ⊗∆0 ⊗ 1⊗n−i)(si ⊗ sn−i)(ζi ⊗ ζn−i) :

(TsA)⊗n+1[n]→ TsAsu ⊗ TsAsu.
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This implies the following formula for ∆̃:

(5.2) ∆̃|(TsA)⊗n+1[n] = s−n
n∑

i=0

(1⊗i ⊗∆0 ⊗ 1⊗n−i)(si ⊗ sn−i) :

(TsA)⊗n+1[n]→

n⊕

i=0

(TsA)⊗i+1[i]
⊗

(TsA)⊗n−i+1[n− i].

The counit of E is ε̃ = [E
pr0−−→ TsA

ε
−→ kObA = kObE]. The

augmentation of E is η̃ = [kObE = kObA
η
−→ TsA

in0−→ E]. The
differential b̃ : E→ E is found from the following equation:

[
E

ζ
−→ TsAsu b

−→ TsAsu

]
=
[
E

b̃
−→ E

ζ
−→ TsAsu

]
.

Let b̃n,m : (TsA)⊗n+1[n] → (TsA)⊗m+1[m], n,m > 0, denote
the matrix coefficients of b̃. Restricting the left hand side of
the above equation to the summand (TsA)⊗n+1[n] of E, we
obtain

ζnb = s−ne⊗n+1ξnb

= s−ne⊗n+1νnξn−1 + (−)ns−n
n∑

i=0

(e⊗i ⊗ eb⊗ e⊗n−i)ξn :

(TsA)⊗n+1[n]→ TsAsu,

by equation (4.10). Since e preserves the counit, it follows
that

e⊗n+1νn = νne
⊗n : (TsA)⊗n+1 → (TsAsu)⊗n.
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Furthermore, e commutes with the differential b, therefore

ζnb = s−nνns
n−1(s−(n−1)e⊗nξn−1)

+ (−)ns−n
n∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−i)sn(s−ne⊗n+1ξn)

= s−nνns
n−1ζn−1 + (−)ns−n

n∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−i)snζn :

(TsA)⊗n+1[n]→ TsAsu.

We conclude that

(5.3) b̃n,n = (−)ns−n
n∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−i)sn :

(TsA)⊗n+1[n]→ (TsA)⊗n+1[n],

for n > 0, and

(5.4) b̃n,n−1 = s−nνns
n−1 : (TsA)⊗n+1[n]→ (TsA)⊗n[n− 1],

for n > 1, are the only non-vanishing matrix coefficients of b̃.
Let g : E → TsB be a morphism of augmented differential

graded cocategories, and let gn : (TsA)⊗n+1[n] → TsB be its
components. By formula (5.2), the equation g∆0 = ∆̃(g ⊗ g)
is equivalent to the system of equations

gn∆0 = s−n
n∑

i=0

(1⊗i ⊗∆0 ⊗ 1⊗n−i)(sigi ⊗ s
n−ign−i) :

(TsA)⊗n+1[n]→ TsB⊗ TsB, n > 0.

The equation gε = ε̃(kObg) is equivalent to the equations
g0ε = ε(kObg0), gnε = 0, n > 1. The equation η̃g = (kObg)η
is equivalent to the equation ηg0 = (kObg0)η. By formu-
las (5.3) and (5.4), the equation gb = b̃g is equivalent to
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g0b = bg0 : TsA→ TsB and

gnb = (−)ns−n
n∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−i)sngn + s−nνns
n−1gn−1 :

(TsA)⊗n+1[n]→ TsB, n > 1.

Introduce k-linear maps φn = sngn : (TsA)⊗n+1(X, Y ) →
TsB(Xg, Y g) of degree −n, X, Y ∈ ObA, n > 0. The above
equations take the following form:

(5.5) φn∆0 =

n∑

i=0

(1⊗i ⊗∆0 ⊗ 1⊗n−i)(φi ⊗ φn−i) :

(TsA)⊗n+1 → TsB⊗ TsB,

for n > 1;

(5.6) φnb = (−)n
n∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−i)φn + νnφn−1 :

(TsA)⊗n+1 → TsB,

for n > 1;

φ0∆0 = ∆0(φ0 ⊗ φ0), φ0ε = ε, φ0b = bφ0,(5.7)

φnε = 0, n > 1.(5.8)

Summing up, we conclude that morphisms of augmented dif-
ferential graded cocategories E → TsB are in bijection with
collections consisting of a morphism of augmented differen-
tial graded cocategories φ0 : TsA → TsB and of k-linear
maps φn : (TsA)⊗n+1(X, Y ) → TsB(Xφ0, Y φ0) of degree
−n, X, Y ∈ ObA, n > 1, such that equations (5.5), (5.6),
and (5.8) hold true.

In particular, A∞-functors f : Asu → B, which are aug-
mented differential graded cocategory morphisms TsAsu →
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TsB, are in bijection with morphisms g = ζf : E → TsB of
augmented differential graded cocategories. With the above
notation, we may say that to give an A∞-functor f : Asu → B

is the same as to give an A∞-functor φ0 : A→ B and a system
of k-linear maps φn : (TsA)⊗n+1(X, Y )→ TsB(Xφ0, Y φ0) of
degree −n, X, Y ∈ ObA, n > 1, such that equations (5.5),
(5.6) and (5.8) hold true.

5.1. Proposition. The following conditions are equivalent.

(a) There exists an A∞-functor U : Asu → A such that

[
A

e
−֒→ Asu

U
−→ A

]
= idA.

(b) There exists a double (1, 1)-coderivation φ : TsA ⊗
TsA→ TsA of degree −1 such that φB1 = ν.

Proof. (a)⇒(b) Let U : Asu → A be an A∞-functor such that
eU = idA, in particular ObU = id : ObAsu = ObA → ObA.
It gives rise to the family of k-linear maps φn = snζnU :
(TsA)⊗n+1(X, Y ) → TsB(X, Y ) of degree −n, X, Y ∈ ObA,
n > 0, that satisfy equations (5.5), (5.6) and (5.8). In par-
ticular, φ0 = eU = idA. Equations (5.5) and (5.6) for n = 1
read as follows:

φ1∆0 = (∆0 ⊗ 1)(φ0 ⊗ φ1) + (1⊗∆0)(φ1 ⊗ φ0)

= (∆0 ⊗ 1)(1⊗ φ1) + (1⊗∆0)(φ1 ⊗ 1),

φ1b = (1⊗ b+ b⊗ 1)φ1 + ν1φ0 = (1⊗ b+ b⊗ 1)φ1 + ν.

In other words, φ1 is a double (1, 1)-coderivation of degree −1
and φ1B1 = ν.

(b)⇒(a) Let φ : TsA ⊗ TsA → TsA be a double (1, 1)-
coderivation of degree −1 such that φB1 = ν. Define k-linear
maps

φn : (TsA)⊗n+1(X, Y )→ TsA(X, Y ), X, Y ∈ ObA,
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of degree −n, n > 0, recursively via φ0 = idA and φn =
(φn−1⊗1)φ, n > 1. Let us show that φn satisfy equations (5.5),
(5.6) and (5.8). Equation (5.8) is obvious: φnε = (φn−1 ⊗
1)φε = 0 as φε = 0 by (4.3). Let us prove equation (5.5) by
induction. It holds for n = 1 by assumption, since φ1 = φ is
a double (1, 1)-coderivation. Let n > 2. We have:

φn∆0 = (φn−1 ⊗ 1)φ1∆0

= (φn−1 ⊗ 1)((∆0 ⊗ 1)(1⊗ φ1) + (1⊗∆0)(φ1 ⊗ 1))

= (φn−1∆0 ⊗ 1)(1⊗ φ1)

+ (1⊗n ⊗∆0)((φn−1 ⊗ 1)φ1 ⊗ 1).

By induction hypothesis,

φn−1∆0 =

n−1∑

i=0

(1⊗i ⊗∆0 ⊗ 1⊗n−1−i)(φi ⊗ φn−1−i),

so that

φn∆0 =

n−1∑

i=0

(1⊗i ⊗∆0 ⊗ 1⊗n−i)(φi ⊗ φn−1−i ⊗ 1)(1⊗ φ1)

+ (1⊗n ⊗∆0)((φn−1 ⊗ 1)φ1 ⊗ 1)

=
n∑

i=0

(1⊗i ⊗∆0 ⊗ 1⊗n−i)(φi ⊗ φn−i),

since (φn−1−i ⊗ 1)φ1 = φn−i, 0 6 i 6 n− 1.
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Let us prove equation (5.6) by induction. For n = 1 it is
equivalent to the equation φB1 = ν, which holds by assump-
tion. Let n > 2. We have:

φnb− (−)n
n∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−i)φn

= (φn−1 ⊗ 1)φb− (−)n
n−1∑

i=0

((1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−1−i)φn−1 ⊗ 1)φ

− (−)n(1⊗n ⊗ b)(φn−1 ⊗ 1)φ

= −(φn−1b⊗ 1)φ− (φn−1 ⊗ b)φ + (φn−1 ⊗ 1)ν

+ (−)n−1
n−1∑

i=0

((1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−1−i)φn−1 ⊗ 1)φ+ (φn−1 ⊗ b)φ

= (φn−1 ⊗ 1)ν

−

([
φn−1b− (−)n−1

n−1∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−1−i)φn−1

]
⊗ 1

)
φ.

By induction hypothesis,

φn−1b− (−)n−1
n−1∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−1−i)φn−1 = νn−1φn−2,

therefore

φnb− (−)n
n∑

i=0

(1⊗i ⊗ b⊗ 1⊗n−i)φn

= (φn−1 ⊗ 1)ν − (νn−1φn−2 ⊗ 1)φ.
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Since by (4.8)

(φn−1 ⊗ 1)ν − (νn−1φn−2 ⊗ 1)φ

= (φn−1 ⊗ ε)− (φn−1ε⊗ 1)− (νn−1 ⊗ 1)φn−1

= (1⊗n ⊗ ε)φn−1 − (νn−1 ⊗ 1)φn−1 = νnφn−1,

and equation (5.6) is proven.
The system of maps φn, n > 0, corresponds to an A∞-func-

tor U : Asu → A such that φn = snζnU , n > 0. In particular,
eU = φ0 = idA. �

5.2. Proposition. Let A be a unital A∞-category. There ex-

ists a double (1, 1)-coderivation h : TsA ⊗ TsA → TsA of

degree −1 such that hB1 = ν.

Proof. Let A be a unital A∞-category. By [9, Corollary A.12],
there exist a differential graded category D and an A∞-equiv-
alence f : A → D. The functor f is unital by [8, Corol-
lary 8.9]. This means that, for every object X of A, there
exists a k-linear map Xv0 : k → (sD)−2(Xf,Xf) such that
XiA0 f1 = Xf i

D
0 + Xv0b1. Here Xf i

D
0 denotes the strict unit of

the differential graded category D.
By Lemma 4.3, ξ = (1⊗ iD0 ⊗ 1)µ(3) : TsD⊗ TsD→ TsD

is a (1, 1)-coderivation of degree −1. Let ι denote the double
(f, f)-coderivation (f ⊗ f)ξ of degree −1. By Lemma 4.3,

ιB1 = (f ⊗ f)(ξB1) = (f ⊗ f)ν = νf.

By Lemma 4.2, the equation νB1 = 0 holds true. We conclude
that the double coderivations ν ∈ D(A,A)(idA, idA)0 and ι ∈
D(A,D)(f, f)−1 satisfy the following equations:

νB1 = 0,(5.9)

ιB1 − νf = 0.(5.10)
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We are going to prove that there exist double coderivations
h ∈ D(A,A)(idA, idA)−1 and k ∈ D(A,D)(f, f)−2 such that
the following equations hold true:

hB1 = ν,

hf = ι+ kB1.

Let us put Xh0,0 = X iA0 , Xk0,0 = Xv0, and construct the other
components of h and k by induction. Given an integer t > 0,
assume that we have already found components hp,q, kp,q of
the sought h, k, for all pairs (p, q) with p + q < t, such that
the equations

(5.11) (hB1 − ν)p,q = 0 :

sA(X0, X1)⊗ · · · ⊗ sA(Xp+q−1, Xp+q)→ sA(X0, Xp+q),

(5.12) (kB1 + ι− hf)p,q = 0 :

sA(X0, X1)⊗ · · · ⊗ sA(Xp+q−1, Xp+q)→ sD(X0f,Xp+qf)

are satisfied for all pairs (p, q) with p+q < t. Introduce double
coderivations h̃ ∈ D(A,A)(idA, idA) and k̃ ∈ D(A,D)(f, f)

of degree −1 resp. −2 by their components: h̃p,q = hp,q,
k̃p,q = kp,q for p + q < t, all the other components vanish.
Define a double (1, 1)-coderivation λ = h̃B1 − ν of degree 0

and a double (f, f)-coderivation κ = k̃B1 + ι − h̃f of degree
−1. Then λp,q = 0, κp,q = 0 for all p+q < t. Let non-negative
integers n, m satisfy n+m = t. The identity λB1 = 0 implies
that

λn,mb1 −
n+m∑

l=1

(1⊗l−1 ⊗ b1 ⊗ 1⊗n+m−l)λn,m = 0.
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The (n,m)-component of the identity κB1 + λf = 0 gives

κn,mb1 +
n+m∑

l=1

(1⊗l−1 ⊗ b1 ⊗ 1⊗n+m−l)κn,m + λn,mf1 = 0.

The chain map f1 : A(X0, Xn+m) → sD(X0f,Xn+mf) is ho-
motopy invertible as f is an A∞-equivalence. Hence, the chain
map Φ given by

C
•

k
(N, sA(X0, Xn+m))→ C

•

k
(N, sD(X0f,Xn+mf)),

λ 7→ λf1,

is homotopy invertible for each complex of k-modules N , in
particular, for N = sA(X0, X1) ⊗ · · · ⊗ sA(Xn+m−1, Xn+m).
Therefore, the complex Cone(Φ) is contractible, e.g. by [8,
Lemma B.1]. Consider the element (λn,m, κn,m) of

C
0
k
(N, sA(X0, Xn+m))⊕ C

−1
k

(N,D(X0f,Xn+mf)).

The above direct sum coincides with Cone−1(Φ). The equa-
tions−λn,md = 0, κn,md+λn,mΦ = 0 imply that (λn,m, κn,m) is
a cycle in the complex Cone(Φ). Due to acyclicity of Cone(Φ),
(λn,m, κn,m) is a boundary of some element (hn,m,−kn,m) of
Cone−2(Φ), i.e., of

C
−1
k

(N, sA(X0, Xn+m))⊕ C
−2
k

(N,D(X0f,Xn+mf)).
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Thus, −kn,md + hn,mf1 = κn,m, −hn,md = λn,m. These equa-
tions can be written as follows:

− hn,mb1 −
∑

u+1+v=n+m

(1⊗u ⊗ b1 ⊗ 1⊗v)hn,m

= (h̃B1 − ν)n,m,

− kn,mb1 +
∑

u+1+v=n+m

(1⊗u ⊗ b1 ⊗ 1⊗v)kn,m + hn,mf1

= (k̃B1 + ι− h̃f)n,m.

Thus, if we introduce double coderivations h and k by their
components: hp,q = hp,q, kp,q = kp,q for p + q 6 t (using
just found maps if p + q = t) and 0 otherwise, then these
coderivations satisfy equations (5.11) and (5.12) for each p, q
such that p+q 6 t. Induction on t proves the proposition. �

5.3. Theorem. Every unital A∞-category admits a weak unit.

Proof. The proof follows from Propositions 5.1 and 5.2. �

6. Summary

We have proved that the definitions of unital A∞-category
given by Lyubashenko, by Kontsevich and Soibelman, and by
Fukaya are equivalent.
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Cong. Math., Zürich, Switzerland 1994 (Basel), vol. 1, P. 120–139.

[6] Kontsevich M., Soibelman Y. S. Notes on A-infinity algebras, A-infinity
categories and non-commutative geometry. I // 2006, math.RA/0606241.
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Гамiльтоновi векторнi поля
однорiдних многочленiв двох
змiнних1

Нехай g : R2
→ R — однорiдний многочлен степеня p ≥ 2, G = (−g′

y, g′
x)

— його гамiльтонове векторне поле, i G — локальний потiк, породже-
ний G. Позначимо через Ê(G, O) множину росткiв C∞ дифеоморфiзмiв
(R2, O) → (R2, O), що зберiгають орбiти G. Нехай також Êid(G, O) —
компонента лiнiйної зв’язностi тотожного вiдображення idR2 в Ê(G, O),
що складається з росткiв, якi iзотопнi idR2 в Ê(G, O). В роботi доведено,
що якщо g не має простих кратних множникiв, то кожне вiдображення
h ∈ Êid(G, O) представити у виглядi

h(z) = Gα(z)(z)

для деякої гладкої функцiї α : R2
→ R.

Let g : R2
→ R be a homogeneous polynomial of degree p ≥ 2,

G = (−g′
y, g′

x) be its Hamiltonian vector field, and Gt be the local flow

generated by G. Denote by Ê(G, O) the space of germs of C∞ diffeomor-

phisms (R2, O) → (R2, O), that preserve orbits of G. Let also Êid(G, O) be

the identity component of Ê(G, O). Suppose that g has no multiple simple

factors. Then we prove that for every h ∈ Êid(G, O) there exists a germ of
a smooth function α : R2

→ R at O such that

h(z) = Gα(z)(z).

1Робота виконана в рамках цiльової програми НАН України “Сучаснi
методи дослiдження математичних моделей в задачах природознавства та
суспiльних наук” НДР № 0107U00233

c© Сергiй Максименко, 2006
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1. Вступ

Нехай p > 1 i g : R2 → R — однорiдний многочлен
степеня p+1, тобто deg g ≥ 2. Розкладемо його на незвiднi
над R множники:

(1.1) g(x, y) =

l∏

i=1

Li(x, y) ·

p+1−l∏

j=1

Qj(x, y),

де Li = aix + biy, (i = 1, . . . , l) — лiнiйна функцiя, а Qj ,
(j = 1, . . . , n − l) — визначена квадратична форма, тобто
Qj(x, y) = 0 тодi i лише тодi, коли (x, y) = 0.

Лема 1.1. [5] Наступнi умови для однорiдного многочле-
на g степеня deg g ≥ 2 еквiвалентнi:

(1) розклад (1.1) не має кратних множникiв;
(2) жодна з частинних похiдних g′x та g′y не є тотож-

ним нулем (тобто g залежить вiд обох змiнних
x та y) i цi многочлени взаємно простi в кiльцi
R[x, y].

У цьому випадку початок координат O є єдиною критич-
ною точкою g.

Означення 1.2 (Властивiсть (∗) для многочлена). Буде-
мо говорити, що однорiдний многочлен g ∈ R[x, y] степе-
ня deg g ≥ 2 має властивiсть (∗), якщо для нього вико-
нується одна з умов леми 1.1.

Приклад 1.3. Для n ≥ 2 розглянемо функцiю

ωn : C→ C, ωn(z) = zn.

Тодi її дiйсна та уявна частини Re(zn) та Im(zn) мають
властивiсть (∗).

Нехай H = (−g′y, g
′
x) — гамiльтонове векторне поле для

g. Тодi функцiя g є постiйною уздовж орбiт поляH . Типовi
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приклади шарувань площини R2 на лiнiї рiвня однорiдних
многочленiв показано на Рис. 4.1 та 4.2.

Вiдмiтимо, що властивiсть (∗) для g можна сформулю-
вати наступним чином: гамiльтонове векторне поле H
многочлена g не можна представити у виглядi добут-
ку H = ωH1, де ω — ненульовий однорiдний многочлен
cтепеня deg ω ≥ 1, а H1 — однорiдне (можливо постiйне)
векторне поле.

Означення 1.4 (Властивiсть (∗) для векторного поля).
Скажемо, що векторне поле G, визначене в околi почат-
ку координат на площинi R2, має властивiсть (∗) в
точцi O, якщо знайдуться гладка (C∞) нiде не рiвна ну-
лю функцiя

η : R2 → R \ {0},
локальнi координати (x, y) в околi точки O i такий одно-
рiдний многочлен g(x, y) з властивiстю (∗), що

G = ηH,

де H = (−g′y, g
′
x) — гамiльтонове векторне поле многочле-

на g.

З леми 1.1 випливає, що в цьому випадку початок коор-
динат O ∈ R2 є iзольованою особливою точкою G.

1.5. Основний результат. Нехай G — векторне поле, що
визначене в деякому околi початку координат O ∈ Rn.
Позначимо через Ê(G,O) множину росткiв C∞ дифеомор-
фiзмiв

h : (Rn, O)→ (Rn, O),

що зберiгають орбiти G, тобто h ∈ Ê(G,O) якщо знайдеть-
ся такий окiл V точки O, що

(1.2) h(ω ∩ V ) ⊂ ω
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для кожної орбiти ω векторного поля G.
Нехай Êid(G,O) — компонента лiнiйної зв’язностi тотож-

ного вiдображення idRn в Ê(G,O), що складається з вiдо-
бражень, iзотопних idRn в Ê(G,O). Позначимо через

G : Rn ×R ⊃ UG −→ Rn

локальний потiк, породжений полем G. Вiн визначений на
вiдкритому околi UG множини Rn × {0} в Rn ×R.

Тодi для кожного ростка α : Rn → R гладкої функцiї в
точцi O можна визначити росток вiдображення

h : (Rn, O)→ (Rn, O),

заданого наступною формулою:

(1.3) h(z) = G(z, α(z)).

Будемо називати гладким зсувом уздовж орбiт G за до-
помогою функцiї α. Позначимо через Sh(G,O) множину
росткiв гладких вiдображень виду (1.3), де α пробiгає мно-
жину росткiв гладких функцiй в точцi O. Тодi, [4],

Sh(G,O) ⊂ Êid(G,O).

В данiй роботi доведено наступну теорему, див. §3:

Теорема 1.6. Нехай G — векторне поле на R2, що має
властивiсть (∗) в точцi O. Тодi Sh(G,O) = Êid(G,O).

Таким чином, кожне вiдображення h ∈ Êid(G,O) мож-
на представити у виглядi (1.3) для ростка деякої гладкої
функцiї α : R2 → R.

Зауваження 1.7. Припустимо, що O є регулярною точ-
кою для G, тобто G(O) 6= 0. Тодi кожне вiдображення, що
зберiгає орбiти G в околi O є зсувом уздовж орбiт G за
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допомогою деякої гладкої функцiї α. Для зручностi чита-
ча, нагадаємо доведення. Дiйсно, в околi O можна вибрати
координати (x1, . . . , xn), в яких G(x) = (1, 0, . . . , 0), а тому

G(x1, . . . , xn, t) = (x1 + t, x2, . . . , xn).

Якщо тепер h = (h1, . . . , hn) : Rn → Rn — вiдображення,
що зберiгає орбiти G, то hi = xi для 2 ≤ i ≤ n. Покладемо,

(1.4) α(x) = h1(x)− x1.

Тодi h(x) = G(x, α(x)).

1.8. Застосування. В роботi [4] тотожнiсть

Sh(G,O) = Êid(G,O)

встановлена для всiх лiнiйних векторних полiв на Rn. Тоб-
то, якщо G(x) = A · x — лiнiйне векторне поле на Rn, де
A — ненульова (n × n)-матриця, то кожне вiдображення
h ∈ Êid(G,O) можна представити у виглядi

h(x) = eα(x)A · x

для деякої гладкої функцiї α : Rn → R. Це дозволило
для векторного поля G на многовидi M , яке задовольняє
досить слабким умовам, описати гомотопiчний тип компо-
нент зв’язностi групи D(G) дифеоморфiзмiв M , що зберi-
гають орбiти G. Останнiй результат був суттєво викори-
станий в [3] для опису гомотопiчних типiв орбiт та стабiлi-
заторiв функцiй Морса на компактних поверхнях вiдносно
правої дiї груп дифеоморфiзмiв цих поверхонь.

Теорема 1.6 дозволяє провести аналогiчний опис гомото-
пiчних типiв стабiлiзаторiв та орбiт для бiльш загального
класу функцiй на поверхнях. Це буде пророблено в iншiй
статтi.
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1.9. Структура статтi. В §2 наведено означення слабких
топологiй Уiтнi. §3 мiстить план доведення теореми 1.6. За
допомогою результатiв роботи [5] воно зводиться до роз-
гляду вiдображень h ∈ Êid(G,O), якi є ∞-близькими до
тотожного в точцi O, див. твердження 3.4. Для роботи з
такими вiдображеннями виявляється зручним перейти до
полярних координат (φ, ρ), див. §4. При цьому замiсть од-
нiєї особливої точки O = (0, 0) ∈ R2 ми отримаємо цiлу
пряму особливих точок ρ = 0, але вигляд векторного поля
G в нових координатах суттєво спрощується.

В §5 показано, що замiсть гладких функцiй на R2, якi є
плоскими в точцi O, можна розглядати гладкi функцiї вiд
полярних координат (φ, ρ) якi є плоскими при ρ = 0. Ана-
логiчно в §6 доведено можливiсть переходу вiд дифеомор-
фiзмiв R2, якi є∞-близькими до тотожного вiдображення
в точцi O, до дифеоморфiзмiв пiвплощини полярних коор-
динат H, якi є ∞-близькими до тотожного в точках ρ = 0.

В §7 доводиться твердження 3.4, що завершує теоре-
му 1.6.

2. Неперервнi вiдображення мiж

функцiональними просторами

Нехай V ⊂ Rn — вiдкрита пiдмножина i

f = (f1, . . . , fm) : V → Rm

— гладке вiдображення. Для кожної компактної пiдмно-
жини K ⊂ V i цiлого невiд’ємного числа r ≥ 0 визначимо
r-норму f на K за допомогою наступної формули

‖f‖rK =
m∑

j=1

∑

|i|≤r

sup
x∈K
|Difj(x)|,
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де i = (i1, . . . , in), |i| = i1+· · ·+in, аDi = ∂|i|

∂x
i1
1 ···∂xin

n

. Для фiк-

сованого r норми ‖f‖rK визначають слабку Cr
W -топологiю

на C∞(V,Rm), див. [1, 2].

Означення 2.1. Нехай A,B,C,D — гладкi многовиди,

X ⊂ C∞(A,B), Y ⊂ C∞(C,D)

— двi пiдмножини, i F : X → Y — вiдображення. Буде-
мо говорити, що F є Cs,r

W,W -неперервним, якщо воно є
неперервним з Cs

W -топологiї на X в Cr
W -топологiю на Y.

Назвемо F ручно-неперервним, якщо для кожного
r ≥ 0 знайдеться таке цiле число s = s(r) ≥ 0, що F є

C
s(r),r
W,W -неперервним. Очевидно, що кожне ручно-неперерв-

не вiдображення є C∞,∞
W,W -неперервним.

Нехай V ⊂ Rn — вiдкрита пiдмножина. Тодi мають мiсце
наступнi леми, див. [5].

Лема 2.2. Нехай

D : C∞(V )→ C∞(V )

— вiдображення, визначене за формулою D(α) = ∂|k|α
∂xk , де

k = (k1, . . . , kn), |k| =

n∑

i=1

ki, ∂xk = ∂xk11 · · ·∂x
kn

n .

Тодi D є C
r+|k|,r
W,W -неперервним для всiх r ≥ 0.

Лема 2.3. Нехай

Z : C∞(V )→ C∞(V )

— вiдображення, визначене за формулою:

Z(α)(x1, . . . , xn) = x1 · α(x1, . . . , xn), α ∈ C∞(V ).

Тодi Z є iн’єктивним та Cr,r
W,W -неперервним, а обернене

до нього Z−1 є Cr+1,r
W,W -неперервним.
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Лема 2.4 (Лема Адамара). Нехай f : R → R — така
гладка функцiя, що f(0) = 0. Тодi

f(x) = s

∫ 1

0

f ′(tx)dt

︸ ︷︷ ︸
g(x)

= x g(x),

де g — теж гладка функцiя причому g(0) = f ′(0). �

Бiльш загально,

(2.1) f(x+y) = f(x)+y

∫ 1

0

f ′(x+ sy)ds

︸ ︷︷ ︸
g(x,y)

= f(x)+y ·g(x, y),

де g — також гладка функцiя, причому g(x, 0) = f ′(x).
Зокрема, якщо f має обернену функцiю f−1, то

(2.2) f(f−1(x) + y) = f(f−1(x)) + y · g(f−1(x), y) =

= x+ y · g(f−1(x), y).

3. Доведення теореми 1.6

Ми встановимо бiльш загальне твердження нiж теоре-
ма 1.6. Спочатку сформулюємо декiлька означень.

3.1. Гладкi зсуви уздовж орбiт векторних полiв.
Нехай G — гладке векторне поле, визначене на многовидi
M i дотичне до ∂M Позначимо через

G : M ×R ⊃ UG →M

— локальний потiк, породжений G, де UG — вiдкритий окiл
множини M × 0 в M ×R. Для кожної вiдкритої множини
V ⊂M нехай

E(G, V ) ⊂ C∞(V,M)
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— множина всiх гладких вiдображень h : V → M , що
задовольняють наступним умовам:

(1) h(ω ∩ V ) ⊂ ω для кожної орбiти ω поля G, зокрема
вiдображення h є нерухомим на множинi особливих
точок, що мiстяться в V ;

(2) h є локальним дифеоморфiзмом в кожнiй особливiй
точцi поля G.

Нехай Eid(G, V ) — пiдмножина в E(G, V ), що складаєть-
ся з вiдображень h, якi гомотопнi в E(G, V ) тотожному
вiдображенню idV .

Якщо V = M , то множини E(G,M) та Eid(G,M) позна-
чатимемо вiдповiдно через E(G) та Eid(G).

Нехай O ∈ V — особлива точка G. Тодi h(O) = O для
кожного h ∈ E(G, V ). Позначимо через E∞(G, V,O) пiд-
множину в E(G, V ), що складається з вiдображень h, якi є
∞-близькими до тотожного вiдображення в точцi O, тобто
∞-джети h та idV в точцi O спiвпадають.

Теорема 3.2. Нехай G — векторне поле на R2, що має
властивiсть (∗) в точцi O i V — достатньо малий окiл
точки O. Тодi для кожного f ∈ Eid(G, V ) знайдеться окiл
Uf в Eid(G) вiдносно Cp

W -топологiї i ручно-неперервне вi-
дображення

σV : Eid(G, V ) ⊃ Uf −→ C∞(V )

такi, що

h(z) = G(z, σV (h)(z))

для кожного h ∈ Uf .
Крiм того, якщо deg g ≥ 3, то вiдображення σ визна-

чене на всьому Eid(G, V ).

Доведення базується на наступних двох твердженнях.
Перше з них отримане в [5]:
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Твердження 3.3. [5] Нехай G — векторне поле на R2,
що має властивiсть (∗) в точцi O i U ⊂ V — два достат-
ньо малих околи точки O. Тодi для кожного f ∈ Eid(G, V )
знайдеться окiл Uf в Eid(G, V ) вiдносно Cp

W -топологiї i
ручно-неперервне вiдображення

Λ : Uf → C∞(V )

такi, що для кожного h ∈ Uf

supp Λ(h) ⊂ U,

а вiдображення ĥ : V → R, визначене за формулою

ĥ(z) = G(h(z),−Λ(h)(z)),

є∞-близьким до idR2 в точцi O. Зокрема, ĥ ∈ E∞(G, V,O).
Крiм того, якщо deg g ≥ 3, то вiдображення Λ визна-

чене на всьому Eid(G).

Друге твердження буде доведене в §7. Для кожної вiд-
критої множини V ⊂ R2 такої, що O ∈ V , позначимо через
Flat(R2, O) простiр гладких функцiй V → R, що є плоски-
ми в точцi O.

Твердження 3.4. Нехай G — векторне поле на R2, що
має властивiсть (∗) в точцi O, i V — достатньо малий
вiдкритий окiл точки O. Тодi iснує єдине вiдображення

Ψ : E∞(G, V,O)→ Flat(V,O)

таке, що

(3.1) ĥ(z) = G(z,Ψ(ĥ)(z))

для кожного ĥ ∈ E∞(G, V,O). Вiдображення Ψ є C3r+p,r
W,W -

неперервним для кожного r ≥ 0.
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Тепер можемо довести теорему 3.2. Спочатку вiдмiтимо,
що для гладкої функцiї α : V → R та вiдображення

h : V → R2

наступнi умови еквiвалентнi:

(3.2) h(z) = G(z, α(z)) та z = G(h(z),−α(z)).

Нехай f ∈ Eid(G). Тодi за твердженням 3.3 iснує Cp
W -окiл

Uf вiдображення f в Eid(G, V ) та вiдображення

H : Uf → E∞(G, V,O), H(h)(z) = G(h(z),−Λ(h)(z)).

Розглянемо вiдображення σ : Uf → C∞(V ), визначене
за наступною формулою

σ = Λ + Ψ ◦H.

Тодi σ задовольняє твердження теореми.
Дiйсно, нехай h ∈ Uf i ĥ = H(h). Тодi

σ(h) = Λ(h) + Ψ ◦H(h) = Λ(h) + Ψ(ĥ).

Тому

G
(
h(z),−σ(h)(z)

)
= G

(
h(z),−Λ(h)(z)−Ψ(ĥ)(z)

)

= G
(
G
(
h(z),−Λ(h)(z)

)
︸ ︷︷ ︸

ĥ

,−Ψ(ĥ)(z)
)

= G
(
ĥ(z),−Ψ(ĥ)(z)

) (3.1) та (3.2)
======= z,

а отже, згiдно (3.2),

h(z) = G(z, σ(h)(z)).

Зауважимо, що коли deg g ≥ 3, то вiдображення σ визна-
чене на всьому Eid(G).

Для закiнчення теореми 3.2 залишилось довести твер-
дження 3.4. Це буде зроблено в §7.
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3.5. Параметрична версiя теореми. Вiдмiтимо, що ко-
ли в твердженнях 3.3 та 3.4 вiдображення h неперервно
залежить вiд деякого компактного параметру, то Λ, H , Ψ,
а тому i σ також неперервно залежать вiд нього. Для Λ та
H це випливає з [5], а для Ψ i σ — це випливатиме з дове-
дення твердження 3.4. Тому має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.6. Нехай G — векторне поле, визначене в де-
якому вiдкритому i зв’язному околi V точки O ∈ R2 i G

— локальний потiк поля G. Припустимо, що O — єдина
особлива точка поля G в V , i що G має властивiсть (∗) в
O ∈ R2. Нехай D — компактний простiр i H : V ×D → R2

— таке неперервне вiдображення, що для кожного t ∈ D
вiдображення

Ht = H(·, t) : V → R2

належить до Eid(G, V ). Тодi iснує така неперервна функ-
цiя

σ : V ×D → R,

що для кожного t ∈ D функцiя σt = σ(·, t) : V → R є
гладкою i

H(x, t) = G(x, σ(x, t)).

Припустимо, що D — зв’язний простiр. Якщо σ1 — iн-
ша функцiя зсуву для H i σ(x0, t0) = σ1(x0, t0) для деякої
точки (x0, t0) ∈ V ×D, то σ та σ1 спiвпадають скрiзь на
V ×D.

Доведення повторює аргументи теореми 25 з [4]. Деталi
ми залишаємо читачевi.

4. Полярнi координати

Нехай H = {(φ, ρ) | ρ ≥ 0} ⊂ R2 – верхня замкнена пiв-
площина в R2 з декартовими координатами, якi позначимо
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через (φ, ρ). Нехай також ∂H = {ρ = 0} — границя H (тоб-

то вiсь Oφ), а
◦

H = {ρ > 0} — внутрiшнiсть H. Вiзьмемо
iншу копiю R2 з координатами (x, y) i розглянемо вiдобра-
ження

Pk : H→ R2, Pk(φ, ρ) = (ρk cosφ, ρk sinφ).

Для k = 1 воно визначає так званi полярнi координати на
R2. Вiдображення P1 будемо також позначати через P .

Очевидно, Pk(∂H) = 0 ∈ R2, а обмеження Pk на
◦

H є на-

криваючим вiдображенням Pk :
◦

H→ R2 \ {O}. Вiдповiдна
група автоморфiзмiв iзоморфна Z i дiє на H за наступним
правилом

n · (φ, ρ) = (φ+ 2πn, ρ).

Лема 4.1. Нехай g : R2 → R — однорiдний многочлен
степеня p+ 1 i φ0 ∈ R. Тодi iснують такi єдинi числа φi,
(i = 1, . . . , l),

φ0 −
π

2
≤ φ1 ≤ . . . ≤ φl < φ0 +

π

2

та гладка функцiя γ, що γ(φ) 6= 0 для φ ∈ (φ0 −
π
2
, φ0 + π

2
)

i

g(ρ cosφ, ρ sinφ) = ρp+1 · γ(φ) ·

l∏

i=1

(φ− φi).

Доведення. Вiдмiтимо, що iснує єдиний розклад многочле-
на g на множники наступного виду:

(4.1) g(x, y) = τ(x, y) ·
l∏

i=1

(bix+ aiy),

де
ai = cosφi, bi = sinφi,
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для єдиних φi ∈ [φ0 −
π
2
, φ0 + π

2
), (i = 1, . . . , l) таких, що

φi ≤ φi+1,

а τ — однорiдний многочлен степеня p+ 1− l такий, що

τ(x, y) > 0, для (x, y) 6= 0.

Тому

bix+ aiy = sin φi · ρ cos φ+ cosφi · ρ sinφ = ρ · sin(φ− φi),

а отже

g(ρ cosφ, ρ sinφ) = ρp+1 · τ(cosφ, sinφ) ·

l∏

i=1

sin(φ− φi).

Вiдмiтимо, що функцiя sin(φ−φi)
(φ−φi)

є гладкою та додатною
на iнтервалi (φi−π, φi+π) i τ(cos φ, sinφ) > 0 для кожного
φ. Тому

g(ρ cosφ, ρ sinφ) = ρp+1 · γ(φ) ·
l∏

i=1

(φ− φi),

для деякої гладкої функцiї γ : R → R такої, що γ(φ) 6= 0
для всiх φ ∈ (φ0 −

π
2
, φ0 + π

2
). �

Приклад лiнiй рiвня однорiдного многочлена g : R2 → R
та вiдображення g ◦Pk : H→ R зображено на Рис. 4.1 для
l = 0 та на Рис. 4.2 для l ≥ 1.

4.2. Пiдняття векторних полiв з R2 на H. Нехай
G — гладке векторне поле, визначене в околi V початку
координат O ∈ R2. Покладемо

U = P−1
k (V ) ⊂ H.
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H
Pk−−→ R2

Рис. 4.1. l = 0.

H
Pk−−→ R2

Рис. 4.2. l ≥ 1.

Якщо G(O) = 0, то знайдеться єдине Z-iнварiантне век-
торне поле F на U , що рiвне нулю на ∂H, i таке, що на-
ступна дiаграма є комутативною:

(4.2)

TU
TPk−−−→ TV

F

x
xG

H ⊃ U
Pk−−−→ V ⊂ R2

Вiдмiтимо, що в загальному випадку F є гладким на U∩
◦

H
i лише неперервним на H.
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Нехай Ft та Gt — локальнi потоки, породженi вiдповiд-
но F та G. Тодi для кожного t ∈ R наступна дiаграма є
комутативною:

(4.3)

U
Ft−−−→ H

Pk

y
yPk

V
Gt−−−→ R2

тобто Pk ◦ Ft(x) = Gt ◦ Pk(x),

за умови, що обидвi частини цiєї рiвностi визначенi.

Лема 4.3. Припустимо, що точки a, a′ ∈ U належать
однiй орбiтi потоку F. Тодi точки b = Pk(a) та b′ = Pk(a

′)
також належать однiй орбiтi потоку G, див. Рис. 4.3.
Крiм того, час мiж точками a та a′ вiдносно F дорiвнює
часу мiж b та b′ вiдносно G.

Доведення. Дiйсно, нехай a′ = Fτ (a). Тодi

b′ = Pk(a
′) = Pk ◦ Fτ (a) = Gτ ◦ Pk(a) = Gτ (b).

Лему доведено. �

Рис. 4.3

Лема 4.4. Нехай g : R2 → R — однорiдний многочлен
степеня p + 1 ≥ 2, H = (−g′y, g

′
x) — його гамiльтонове



Гамiльтоновi векторнi поля ... 285

векторне поле, а η : R2 → R \ {0} — гладка, нiде не рiвна
нулю функцiя. Розглянемо наступне векторне поле

G = ηH = η · (−g′y, g
′
x)

i нехай F = (F1, F2) — векторне поле на H iндуковане
полем G за допомогою вiдображення

P1 = P : H→ R2, P (φ, ρ) = (ρ cos φ, ρ sinφ).

Запишемо g у наступному виглядi:

g(x, y) = yaR(x, y),

де a ≥ 0, а многочлен R не дiлиться на y. Тодi

(4.4) F1(φ, ρ) =
(p+ 1) · g(P (φ, ρ))

ρ2
= ρp−1 φa γ1(φ)

для деякої гладкої функцiї γ1 : R→ R такої, що γ1(0) 6= 0.
Бiльш того, якщо a ≥ 1, то

(4.5) F2(φ, ρ) = ρp φa−1 γ2(φ),

де γ2 : R→ R — така гладка функцiя, що γ2(0) 6= 0.

Наслiдок 4.5. Якщо g має властивiсть (∗), то a = 0 або
1. Звiдки

F1(φ, ρ) = ρp−1γ1(φ), при a = 0,

F2(φ, ρ) = ρpγ2(φ), при a = 1.

Таким чином, в обох випадках хоча б одна з координатних
функцiй поля F не дiлиться на φ.

Доведення леми 4.4. Зауважимо, що для однорiдного мно-
гочлена g степеня p+1 виконується наступна тотожнiсть
Ейлера:

(4.6) xg′x + yg′y = (p+ 1)g.
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Крiм того, з леми 4.1 випливає, що кожен множник y в g
дає множник φ в g ◦ P . Тому

(4.7) g ◦ P (φ, ρ) = ρp+1 φa γ1(φ),

для деякої гладкої функцiї γ1 : R→ R такої, що γ1(0) 6= 0.
Розглянемо матрицю Якобi вiдображення P :

J(P ) =

(
−ρ sin φ cosφ
ρ cosφ sinφ

)
.

Тодi з комутативностi дiаграми (4.2) випливає, що

G ◦ P = J(P ) · F,

тобто (
G1 ◦ P
G2 ◦ P

)
=

(
−ρ sin φ cosφ
ρ cosφ sin φ

)
·

(
F1

F2

)
.

Тому
(
F1

F2

)
=

(
−1
ρ
sinφ 1

ρ
cosφ

cosφ sinφ

)
·

(
G1 ◦ P
G2 ◦ P

)
,

а отже

F1 =
−(G1 ◦ P ) · sin φ+ (G2 ◦ P ) · cosφ

ρ
.

Позначимо

A(x, y) =
−yG1 + xG2

x2 + y2
=
yg′y + xg′x
x2 + y2

· η
(4.6)

====
(p+ 1)g

x2 + y2
· η.

Тодi

F1 = A ◦ P
(4.7)

==== ρp−1 φa γ1(φ).

Аналогiчно,

F2 = (G1 ◦ P ) · cosφ+ (G2 ◦ P ) · sin φ.
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Покладемо

(4.8) B(x, y) =
xG1 + yG2√

x2 + y2
=
−xg′y + yg′x√

x2 + y2
· η.

Тодi F2 = B◦P . Так як чисельник останнього дробу є одно-
рiдним многочленом степеня p+1, то з леми 4.1 випливає,
що

F2 = ρp φa1 γ2(φ),

для деякого a1 ≥ 0 та гладкої функцiї γ2 : R → R такої,
що γ2(0) 6= 0.

Залишається довести, що коли a ≥ 1, то

a1 = a− 1.

Це рiвносильно тому, що чисельник

N = −xg′y + yg′x

останнього дробу в формулi (4.8) дiлиться на ya−1, але не
на ya.

Вiдмiтимо, що

g′x = yaR′
x, g′y = aya−1R + yaR′

y.

Тодi

N = −xg′y + yg′x = −axya−1R− xyaR′
y + ya+1R′

x

Так як R не дiлиться на y, то N дiлиться на ya−1, але не
на ya. �

5. Вiдповiднiсть мiж гладкими функцiями

Нагадаємо, що гладка функцiя α : Rn → R називається
плоскою на множинi K ⊂ Rn, якщо всi частиннi похiднi α
дорiвнюють нулю в кожнiй точцi x ∈ K.

Позначимо через Flat(R2, O) множину гладких функцiй
α : R2 → R, якi є плоскими в точцi O, а через FlatZ(H, ∂H)
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— множину гладких Z-iнварiантних функцiй α̂ : H → R,
якi є плоскими на ∂H.

Теорема 5.1. Вiдображення

Pk : H→ R2, Pk(φ, ρ) = (ρk cosφ, ρk sin φ)

iндукує бiєкцiю

fk : Flat(R2, O)→ FlatZ(H, ∂H), fk(α) = α ◦ Pk,

яка для кожного r ≥ 0 є Cr,r
W,W -неперервною, а обернене до

неї вiдображення f−1
k є C

(2k+1)r,r
W,W -неперервним.

Доведення. Для кожного r = 0, . . . ,∞ позначимо через
Funcr(R2, O) простiр Cr-функцiй α : R2 → R таких, що
α(O) = 0. Нехай також Funcr(H, ∂H) — простiр Z-iнва-
рiантних Cr-функцiй

α̂ : H→ R

таких, що α̂(∂H) = 0.
Тодi для кожної функцiї α ∈ Func0(R2, O) функцiя

α̂ = α ◦ Pk

є Z-iнварiантною, неперервною на H i рiвною нулю на ∂H,
тобто α̂ ∈ Func0

Z
(H, ∂H). Тому коректно визначено наступ-

не вiдображення

(5.1) fk : Func0(R2, O)→ Func0
Z
(H, ∂H), fk(α) = α◦Pk.

Навпаки, кожна функцiя α̂ ∈ Func0
Z
(H, ∂H) iндукує єди-

ну функцiю α ∈ Func0(R2, O). Тому fk є бiєкцiєю.
Так як вiдображення Pk гладке, то

fk
(
Func∞(R2, O)

)
⊂ Func∞

Z
(H, ∂H),

а вiдповiдне обмеження fk на Func∞(R2, O)

fk : Func∞(R2, O)→ Func∞
Z

(H, ∂H)
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є Cr,r
W,W -неперервним для кожного r = 0, . . . ,∞. Вiдмiтимо,

що вiдображення fk не є сюр’єктивним: наприклад, функ-
цiя ρ є гладкою та Z-iнварiантною на H, в той час як її
прообраз

f−1
k (ρ) = (x2 + y2)1/2k

— не є гладкою функцiєю в точцi O.
Припустимо, що функцiя α є плоскою в точцi O. Тодi

неважко бачити, що α̂ є плоскою на всiй прямiй ∂H, тобто

fk(Flat(R2, O)) ⊂ FlatZ(H, ∂H).

Наступна лема 5.2 стверджує, що насправдi

fk(Flat(R2, O)) = FlatZ(H, ∂H),

а обернене вiдображення f−1
k є C(2k+1)r,r

W,W -неперервним для
всiх r ≥ 0.

Лема 5.2. Нехай α̂ ∈ FlatZ(H, ∂H), α = f−1
k (α̂) i

(5.2) Dα =
∂a+bα

∂xa ∂yb

— частинна похiдна α порядку a + b.
(i) Тодi Dα є сумою скiнченного числа функцiй виду

A ·B

(x2 + y2)s/2k
,

де A : R2 → R — є гладкою функцiєю, що не залежить
вiд α,

B = f−1
k

(
∂j α̂

∂φj1 ∂ρj2

)
, j = j1 + j2 ≤ a + b,

а s — таке натуральне число, що s/2k ≤ a + b. Загальна
кiлькiсть таких функцiй залежить лише вiд a та b i не
залежить вiд α.
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(ii) функцiя Dα є неперервною на площинi R2, причо-
му Dα(O) = 0. Звiдси випливає, що α є гладкою на всiй
площинi R2 i плоскою в точцi O ∈ R2. Це означає, що
α ∈ Flat(R2, O). Тому fk є бiєкцiєю мiж Flat(R2, O) та
FlatZ(H, ∂H).

(iii) Для кожного r ≥ 0 та компакту K ⊂ R2 має мiсце
наступна оцiнка:

(5.3) ‖α‖rK ≤ C‖α̂‖
(2k+1)r
L ,

де

(5.4) L = P−1
k (K) ∩ [0, 2π]× [0,∞),

а C > 0 не залежить вiд α̂. Тому обернене вiдображення

f−1
k є C

(2k+1)r,r
W,W -неперервним.

Перед тим, як доводити цю лему, отримаємо декiлька
формул.

5.3. Формули для вiдображення P−1
k та його похiд-

них. Нехай (x, y) ∈ R2. Очевидно, що x2 + y2 = ρ2k. Для
простоти можна вважати, що x > 0. Тодi

ρ = (x2 + y2)
1
2k , φ = arctan(y/x) + 2πn,

для деякого n ∈ Z, а тому

φ′
x =

−y

x2 + y2
, φ′

y =
x

x2 + y2
,

ρ′x =
x

k (x2 + y2)1− 1
2k

, ρ′y =
y

k (x2 + y2)1− 1
2k

.
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Аналогiчно, для кожних a, b ≥ 0 знайдуться такi гладкi
функцiї µi, νi : R2 → R, (i = 1, . . . , a+ b), що

(5.5)

∂a+bφ

∂xa∂yb
=

a+b∑

i=1

µi
(x2 + y2)a+b

,

∂a+bρ

∂xa∂yb
=

a+b∑

i=1

νi

(x2 + y2)a+b−
1
2k

.

Цi формули, очевидно, не залежать вiд часткового ви-
бору для виразу φ через x та y.

Доведення леми 5.2. (i) Розглянемо похiдну α′
x. Нехай

z = (x, y) 6= O.

Тодi в достатньо малому околi Uz точки z можна визначи-
ти обернене вiдображення P−1

k : Uz → H так, що

α = α̂ ◦ P−1
k .

Тому
α′
x = (α̂′

φ ◦ P
−1
k ) · φ′

x + (α̂′
ρ ◦ P

−1
k ) · ρ′x.

Вiдмiтимо, що кожна частинна похiдна функцiї

α̂ ∈ FlatZ(H, ∂H)

також належить до FlatZ(H, ∂H). Тому з формули (5.1)
випливає, що ця похiдна визначає єдину неперервну функ-
цiю на Uz. Звiдси отримуємо шукане представлення:

α′
x = f−1

k (α̂′
φ) · φ

′
x + f−1

k (α̂′
ρ) · ρ

′
x =

=
−y · f−1

k (α̂′
φ)

x2 + y2
+

x · f−1
k (α̂′

ρ)

k(x2 + y2)1− 1
2k

.

Доведення для iнших похiдних функцiї α аналогiчне.
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(ii) Покажемо неперервнiсть Dα. Позначимо

Djα̂ =
∂j α̂

∂φj1 ∂ρj2
.

Так як Djα̂ є плоскою на ∂H, то знайдеться така гладка
функцiя ξ ∈ FlatZ(H, ∂H), що Djα̂ = ρsξ. Тому

B = f−1
k (Djα̂) = f−1

k (ρs) f−1
k (ξ) = (x2 + y2)s/2k f−1

k (ξ),

а отже функцiя

(5.6)
AB

(x2 + y2)s/2k
= A f−1

k (ξ)

є неперервною. Тодi неперервною буде i похiдна Dα. Вiд-
мiтимо, що ξ(φ, 0) = 0. Тому f−1

k (ξi)(O) = 0, а отже,

Dα(O) = 0.

(iii) Нехай α = f−1
k (α̂). Потрiбно оцiнити ‖α‖rK . Помiти-

мо, що пiдмножина L ⊂ H, визначена за формулою (5.4),
є компактною i P (L) = K. Тому

(5.7) ‖f−1
k (α̂)‖0K = ‖α‖0K = sup

x∈K
|α(x)| =

= sup
(φ,ρ)∈L

|α̂(φ, ρ)| = ‖α̂‖0L.

З (ii) та (5.6) випливає, що кожну частинну похiдну Dα
функцiї α порядку r можна представити у виглядi

Dα =
∑

i

Ai · f
−1

(
Djiα̂

ρsi

)
,

де кожна Ai є гладкою на всiй площинi R2, Djiα̂ є частин-
ною похiдною функцiї α̂ порядку ji ≤ r, а si ≤ 2kr.
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Неважко бачити, що для кожного i знайдуться констан-
ти C1, C2, C3 > 0, якi не залежать вiд α̂, i такi, що

(5.8)

∥∥∥∥f
−1
k

(
Djiα̂

ρsi

)∥∥∥∥
0

K

(5.7)
====

∥∥∥∥
Djiα̂

ρsi

∥∥∥∥
0

L

(лема 2.3)

≤

≤ C1 ‖D
jiα̂‖si

L

(лема 2.2)

≤ C2 ‖α̂‖
si+ji
L

(5.5)

≤ C3 ‖α̂‖
(2k+1)r
L .

Тому iснує таке C4 > 0, що

‖Dα‖0K ≤
∑

i

∥∥∥∥Ai · f
−1
k

(
Djiα̂

ρki

)∥∥∥∥
0

K

≤ C4 ‖α̂‖
(2k+1)r
L .

Таким чином ‖α‖rK ≤ C‖α̂‖
(2k+1)r
L для деякого C > 0, що

залежить вiд K та r i не залежить вiд α̂. �

Теорему 5.1 доведено.

6. Вiдповiднiсть мiж гладкими вiдображеннями,

що є ∞-близькими до тотожного

Позначимо через Map∞
Z

(H, ∂H) множину всiх гладких
вiдображень

ĥ = (ĥ1, ĥ2) : H→ H,

що задовольняють наступним умовам:

(i) ĥ є Z-еквiварiантним, тобто
(6.1)
ĥ1(φ+2π, ρ) = ĥ1(φ, ρ)+2π, ĥ2(φ+2π, ρ) = ĥ2(φ, ρ).

(ii) ĥ є нерухомим на ∂H i ĥ(
◦

H) ⊂
◦

H;
(iii) h є∞-близьким до idH на ∂H, тобто наступнi функ-

цiї
ĥ1(φ, ρ)− φ, ĥ2(φ, ρ)− ρ

є плоскими на ∂H.
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Позначимо через Map∞(R2, O) множину гладких вiдо-
бражень h : R2 → R2 таких, що h−1(O) = O i h є ∞-
близьким до idR2 в початку координат O.

Лема 6.1. Нехай ĥ = (ĥ1, ĥ2) : H → H — вiдображення.
Позначимо

α̂(φ, ρ) = ĥ1(φ, ρ)− φ, β̂(φ, ρ) = ĥ2(φ, ρ)− ρ.

Тодi ĥ є Z-еквiварiантним тодi i лише тодi, коли функцiї
α̂ та β̂ є Z-iнварiантними.

Доведення. Помiтимо, що

α̂(φ+ 2π, ρ)−α̂(φ, ρ)= ĥ1(φ+ 2π, ρ)−φ− 2π−(ĥ1(φ, ρ)−φ)

= ĥ1(φ+ 2π, ρ)− ĥ1(φ, ρ)− 2π,

β̂(φ+ 2π, ρ)− β̂(φ, ρ)= ĥ2(φ+ 2π, ρ)− ρ− (ĥ2(φ, ρ)− ρ)

= ĥ2(φ+ 2π, ρ)− ĥ2(φ, ρ).

Тепер наше твердження випливає з цих тотожностей та
формули (6.1). �

Теорема 6.2. Вiдображення Pk iндукує бiєкцiю

mk : Map∞(R2, O)→ Map∞
Z

(H, ∂H),

яка для кожного r ≥ 0 є Cr,r
W,W -неперервною, а обернена до

неї, m−1
k , є C

(2k+1)r,r
W,W -неперервною.

Доведення. Позначимо через Map0
Z
(H, ∂H) множину всiх

неперервних Z-еквiварiантних вiдображень ĥ : H→ H, якi

є нерухомими на ∂H i ĥ(
◦

H) ⊂
◦

H.
Нехай також Map0(R2, O) — множина таких неперерв-

них вiдображень h : R2 → R2, що h−1(O) = O.
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Тодi кожне ĥ ∈ Map0
Z
(H, ∂H) iндукує таке єдине вiдо-

браження h ∈ Map0(R2, O), що наступна дiаграма є кому-
тативною:

H ĥ
−−−→ H

Pk

y
yPk

R2 h
−−−→ R2

тобто h◦Pk = Pk ◦ ĥ. В координатнiй формi це означає, що

(6.2)
h1(ρ

k cos φ, ρk sinφ) = ĥ2(φ, ρ)
k · cos ĥ1(φ, ρ)

h2(ρ
k cos φ, ρk sinφ) = ĥ2(φ, ρ)

k · sin ĥ1(φ, ρ).

Для кожної такої пари h та ĥ будемо використовувати
наступнi позначення

α̂(φ, ρ) = ĥ1(φ, ρ)− φ, β̂(φ, ρ) = ĥ2(φ, ρ)− ρ,(6.3)

γ(x, y) = h1(x, y)− x, δ(x, y) = h2(x, y)− y.(6.4)

Таким чином вiдповiднiсть ĥ 7→ h є коректно визначе-
ним вiдображенням

m′
k : Map0

Z
(H, ∂H)→ Map0(R2, O).

Наша мета довести, що m′
k iндукує бiєкцiю

m−1
k : Map∞

Z
(H, ∂H)→ Map∞(R2, O).

Спочатку покажемо, що образ m′
k мiстить Map∞(R2, O).

Дiйсно, нехай h ∈ Map∞(R2, O). Так як h належить кла-
су C1 (в дiйсностi C∞) та є 1-близьким (в дiйсностi ∞-
близьким) до тотожного вiдображення idR2 в точцi O, то
дотичне вiдображення

TOh : TOR2 → TOR2
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є тотожним. Тому h iндукує єдине вiдображення ĥ, яке
є нерухомим на ∂H. Бiльш того, так як h−1(O) = O, то

ĥ−1(
◦

H) =
◦

H. Це означає, що ĥ ∈ Map0
Z
(H, ∂H) i m′

k(ĥ) = h.
Вiдмiтимо також, що iз єдиностi такого вiдображення ĥ

випливає, що на Map∞(R2, O) визначене обернене до m′
k

вiдображення

mk : Map∞(R2, O)→ Map0
Z
(H, ∂H).

Залишається довести наступну лему.

Лема 6.3. mk(Map∞(R2, O)) = Map∞
Z

(H, ∂H). Причому
для кожного r ≥ 0 вiдображення обмеження

mk : Map∞(R2, O)→ Map∞
Z

(H, ∂H)

є Cr,r
W,W -неперервним, а обернене до нього

m−1
k : Map∞

Z
(H, ∂H)→ Map∞(R2, O)

— C
(2k+1)r,r
W,W -неперервним.

Доведення. Нехай h ∈ Map∞(R2, O) i ĥ = mk(h). Досить
довести, що ĥ є гладким та ∞-близьким до idH на ∂H в
околi точки (0, 0) ∈ H.

Так як h(O) = O i h є ∞-близьким до idR2 в точцi O, то

(6.5) h1(x, y) = x+ xa1 + yb1, h2(x, y) = y + xa2 + yb2,

де a1, a2, b1, b2 ∈ Flat(R2, O).
Тодi з (6.2) та (6.5) випливає, що

(h1 ◦ Pk)
2 + (h2 ◦ Pk)

2 = ĥ2
2 = ρ2k · (1 + ω(φ, ρ)),

2 · (h1 ◦ Pk) · (h2 ◦ Pk) = ĥ2k
2 · sin 2ĥ1 = ρ2k · (sin 2φ+ ξ(φ, ρ))
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де ω, ξ : H→ R — гладкi функцiї, плоскi на ∂H. Тодi

sin 2ĥ1 =
sin 2φ+ ξ

1 + ω
= (sin 2φ+ ξ)(1− ω + ω2 − · · · ) =

= sin 2φ+ ψ,

де ψ є гладкою в околi точки (0, 0) ∈ H i плоскою на ∂H.
Тому з (2.2) випливає, що

ĥ1 =
1

2
arcsin(sin 2φ+ ψ)

(2.2)
==== φ+ ψ · τ(φ, ρ),

де τ є гладкою в околi (0, 0) ∈ H. Отже ĥ1(φ, ρ)− φ є глад-
кою в околi (0, 0) ∈ H i плоскою на ∂H.

Залишається довести гладкiсть ĥ2 в кожнiй точцi (φ0, 0).
Нехай A = cos φ0, B = sinφ0. Тодi з (6.2) та (6.5) випливає,
що

A · h1 ◦ Pk +B · h1 ◦ Pk
(6.2)
=== ĥk2 · (A cos ĥ1 +B sin ĥ1) =

= ĥk2 cos(ĥ1 − φ0).

A · h1 ◦ Pk +B · h1 ◦ Pk
(6.5)
=== ρk(A cosφ+B sin φ+ c) =

= ρk(cos(φ− φ0) + c),

де c ∈ FlatZ(H, ∂H). Прирiвнявши останнi частини обох
рiвностей, отримаємо, що

(6.6) ĥ2(φ, ρ) = ρ · k

√
cos(φ− φ0) + c

cos(ĥ1 − φ0)︸ ︷︷ ︸
η

= ρ · η(φ, ρ)

Так як ĥ1 є гладким, а ĥ1−φ — плоским на ∂H, то в околi
точки (φ0, 0) функцiя η є гладкою, а η − 1 — плоскою.
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Звiдси

ĥ2 = ρ+ β̂,

де β ∈ FlatZ(H, ∂H). Крiм того, бачимо, що mk є Cr,r
W,W -

неперервним.

Розглянемо тепер вiдображення m−1
k . Нехай

ĥ = (ĥ1, ĥ2) ∈ Map∞
Z

(H, ∂H)

i
h = m−1

k (ĥ) = (h1, h2) ∈ Map0(R2, O).

За умовою α̂ та β̂ є плоскими на ∂H i за лемою 6.1 цi
функцiї Z-iнварiантнi. Тому α̂, β̂ ∈ FlatZ(H, ∂H). Покаже-
мо, що γ та δ є гладкими та плоскими в точцi O ∈ R2.
За теоремою 5.1 досить встановити, що γ ◦ Pk та δ ◦ Pk
належать до FlatZ(H, ∂H).

З (2.1) випливає, що знайдуться такi гладкi функцiї

µ, ν : H→ R,

що

cos ĥ1 = cos(φ+ α̂) = cos φ+ α̂ · µ(φ, α̂),

sin ĥ1 = sin(φ+ α̂) = sinφ+ α̂ · ν(φ, α̂).

Очевидно, µ та ν є Z-iнварiантними. Вiдмiтимо також, що

ĥk2 = (ρ+ β̂)k = ρk + β̂1,

для деяких β̂1 ∈ FlatZ(H, ∂H). Тому
(6.7)
γ ◦ Pk(φ, ρ) = (ρk + β̂1)(cos φ+ α̂ · µ(φ, α̂))− ρk cosφ =

= β̂1 · cos φ+ (ρk + β̂1) · α̂ · µ(φ, α̂),

δ ◦ Pk(φ, ρ) = β̂1 · sin φ+ (ρk + β̂1) · α̂ · ν(φ, α̂).
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Так як α̂, β̂ ∈ FlatZ(H, ∂H), то γ ◦ Pk, та δ ◦ Pk також
належать до FlatZ(H, ∂H).

Залишається вiдмiтити, що m−1
k спiвпадає з наступною

послiдовнiстю вiдображень:

ĥ
(6.3)
7−→ (α̂, β̂)

(6.7)
7−→ (γ ◦ P, δ ◦ P )

fk7→ (γ, δ)
(6.3)
7−→ h,

в якiй для кожного r ≥ 0 першi двi вiдповiдностi є Cr,r
W,W -

неперервними, а третя — є C(2k+1)r,r
W,W -неперервною (за тео-

ремою 5.1). Отже, m−1
k є C(2k+1)r,r

W,W -неперервним для всiх
r ≥ 0. �

Теорему 6.2 доведено.

7. Доведення твердження 3.4

Нехай G — гладке векторне поле, визначене в околi V
початку координат O ∈ R2. Припустимо, що G має вла-
стивiсть (∗) в точцi O. Тодi можна вважати, що G = ηH ,
де η : R2 → R \ {0} скрiзь вiдмiнна вiд нуля гладка функ-
цiя, а H = (−g′y, g

′
x) — гамiльтонове векторне поле G дея-

кого однорiдного многочлена g : R2 → R степеня p+1 ≥ 2,
який не має кратних простих множникiв.

Позначимо через G — локальний потiк поля G.
Для кожного h ∈ E∞(G, V,O) потрiбно знайти гладку

функцiю α : V → R, яка є плоскою в точцi O i така, що

h(z) = G(z, α(z)).

Нехай

P : H→ R2, P (φ, ρ) = (ρ cosφ, ρ sinφ)

— вiдображення, що визначає полярнi координати.
Покладемо U = P−1(V ). Введемо позначення. Нехай
• Flat(V,O) — простiр гладких функцiй V → R, якi є плос-
кими в точцi O;



300 Сергiй Максименко

• FlatZ(U, ∂H) — простiр гладких Z-iнварiантних функцiй
U → R, що є плоскими на ∂H;
• Map(V,R2, O) — простiр гладких вiдображень

h : V → R2

таких, що h−1(O) = O i h є нескiнченно близьким до idV в
точцi O;
• MapZ(U,H, ∂H) — простiр гладких Z-еквiварiантних вi-
дображень ĥ : U → H таких, що ĥ−1(∂H) = ∂H i ĥ є ∞-
близьким до idU в кожнiй точцi множини ∂H.

З теорем 5.1 та 6.2 випливає, що вiдображення P1 = P
iндукує наступнi бiєкцiї f1 та m1, якi для простоти позна-
чатимемо вiдповiдно через f та m:

f : Flat(V,O)→ FlatZ(U, ∂H),

m : Map(V,R2, O)→ Map
Z
(U,H, ∂H).

Нехай F — пiдняття векторного поля G з V на U за до-
помогою вiдображення P . Позначимо через E∞(F, U, ∂H)
пiдмножину в E(F, U), що складається з вiдображень, якi є
∞-близькими до idH на ∂H. Крiм того, нехай E∞(F, U, ∂H)Z

— пiдмножина в E∞(F, U, ∂H), що складається з Z-еквiва-
рiантних вiдображень. Тодi матимемо наступнi включен-
ня:

Map(V,R2, O) ⊃ E∞(G, V,O)

m

y
Map

Z
(U,H, ∂H) ⊃ E∞(F, U, ∂H)Z.

Лема 7.1. m
(

E∞(G, V,O)
)

= E∞(F, U, ∂H)Z.

Доведення. Нехай

h ∈ E∞(G, V,O) i ĥ = m(h) ∈ MapZ(U,H, ∂H).

Потрiбно показати, що ĥ ∈ E∞(F, U, ∂H)Z, тобто, що
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(i) ĥ є дифеоморфiзмом в околi кожної особливої точки
z ∈ ΣF = ∂H поля F ;

(ii) ĥ(ω̂ ∩ U) ⊂ ω̂ для кожної орбiти ω̂ поля F .

Перевiрка (i). Так як росток h в точцi O ∈ R2 є ∞-
близьким до idR2 , то за теоремою 6.2 ĥ є ∞-близьким до
тотожного вiдображення на ΣF = ∂H. Тому для кожної
точки z ∈ ∂H дотичне вiдображення Tzĥ : TzH → TzH є
тотожним, а тому невиродженим.

Перевiрка (ii). Розглянемо довiльну орбiту ω̂ вектор-
ного поля F i нехай ω = P (ω̂) — вiдповiдна орбiта поля
G. Тодi за означенням h(ω ∩ V ) ⊂ ω. Звiдси випливає, що
ĥ(ω̂ ∩ U) мiститься в деякiй орбiтi ω̂1 поля F , такiй, що
P (ω̂1) = ω.

Потрiбно довести, що ω̂ = ω̂1. Це випливає iз структури
орбiт поля G.

Дiйсно, припустимо, що g є добутком визначених квад-
ратичних форм, тобто g(z) 6= 0 для z 6= 0. Структура орбiт
векторних полiв F та G для цього випадку схематично зоб-
ражена на Рис. 4.2. З неї випливає, що ω̂ = P−1(ω), а тому
ω̂ = ω̂1.

Припустимо, що g має лiнiйнi множники. Тодi множина
g−1(0) є об’єднанням 2l променiв T0, . . . , T2l−1, що почина-
ються в точцi O, причому Ti та Ti+l mod 2l для i = 1, . . . , l
лежать на однiй прямiй, див.Рис. 4.1. Бiльш того, множи-
на P−1 ◦ g−1(O) є об’єднанням ∂H зi злiченою кiлькiстю
вертикальних пiвпрямих T̂j , (j ∈ Z). Можна вважати, що
P (T̂j) = Tj mod 2l.

Так як h(Ti) = Ti для всiх i = 1, . . . , 2l, а вiдображення
ĥ нерухоме на ∂H, то ĥ(T̂j) = T̂j для всiх j ∈ Z. Звiдси
випливає, що P iндукує бiєкцiю мiж орбiтами поля G, що
лежать у кутi мiж променями Ti та Ti+1 та орбiтами поля
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F , що лежать в полосi мiж T̂i+2ls та T̂i+1+2ls, (s ∈ Z). Тому
ω̂ = ω̂1.

Таким чином, m
(
E∞(G, V,O)

)
⊂ E∞(F, U, ∂H)Z.

Навпаки, нехай

ĥ ∈ E∞(F, U, ∂H)Z

i

h = m−1(ĥ) ∈ Map(V,R2, O).

Покажемо, що h ∈ E∞(G, V,O). Так як h є∞-близьким до
idR2 в точцi O, то h є локальним дифеоморфiзмом в цiй
єдинiй особливiй точцi поля G.

Розглянемо довiльну орбiту ω поля G i нехай ω̂ — така
орбiта поля F , що ω = P (ω̂). Тодi за означенням

ĥ(ω̂ ∩ U) ⊂ ω̂.

Так як P ◦ ĥ = h ◦ P , то

h(ω ∩ V ) ⊂ h ◦ P (ω̂ ∩ U) = P ◦ ĥ(ω̂ ∩ U) ⊂ P (ω̂) = ω.

Таким чином E∞(F, U, ∂H)Z ⊂m
(
E∞(G, V,O)

)
. �

Залишається довести наступне твердження:

Твердження 7.2. Припустимо, що G має властивiсть
(∗) в точцi O. Тодi iснує єдине вiдображення

ψ : E∞(F, U, ∂H)Z → FlatZ(U, ∂H)

таке, що

ĥ(x) = F(x, ψ(ĥ)(x))

для всiх ĥ ∈ E∞(F, U, ∂H)Z. Це вiдображення є Cr+p,r
W,W -

неперервним.
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Наслiдок 7.3. Визначимо вiдображення

Ψ : E∞(G, V,O)→ Flat(V,O)

за допомогою формули: Ψ = f−1 ◦ ψ ◦m, тобто так, щоб
наступна дiаграма була комутативною:

Map
Z
(U,H, ∂H) ⊃ E∞(F, U, ∂H)Z

ψ
−−−→ FlatZ(U, ∂H)

m

x m

x
xf

Map(V,R2, O) ⊃ E∞(G, V,O)
Ψ
−−−→ Flat(V,O)

Тодi Ψ задовольняє твердженню 3.4.

Доведення наслiдку. Нехай h ∈ E∞(G, V,O),

ĥ = m(h) ∈ E∞(F, U, ∂H)Z, α̂ = ψ(ĥ) ∈ FlatZ(U, ∂H).

Тодi
ĥ(a) = F(a, α̂(a)), ∀a ∈ U.

Покладемо

α = f−1(α̂) = f−1 ◦ ψ ◦m(h) ∈ Flat(V,O).

Таким чином α̂ = α ◦ P . Спочатку потрiбно довести, що

h(b) = G(b, α(b)), ∀b ∈ V.

Нехай a ∈ U i b ∈ V такi точки, що b = P (a). Тодi

h(b) = h ◦ P (a) = P ◦ ĥ(a) = P ◦ F(a, α̂(a)) =

= G(P (a), α̂(a)) = G(P (a), α ◦ P (a)) = G(b, α(b)).

Залишається перевiрити неперервнiсть Ψ.
Вiдмiтимо, що для всiх r ≥ p вiдображення m є Cr,r

W,W -

неперервним, ψ є Cr,r−p
W,W -неперервним, а f−1 — C

r−p,[(r−p)/3]
W,W -

неперервним, де [t] позначає цiлу частину числа t ∈ R.
Тому Ψ є Cr,[(r−p)/3]

W,W -неперервним. Замiнюючи r на 3r + p

отримаємо, що Ψ є C3r+p,r
W,W -неперервним. �
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Таким чином для закiнчення доведення твердження 3.4
та теореми 3.2 залишилось довести твердження 7.2.

Зауваження 7.4. Нехай A ∈ Flat(U, ∂H), тобто A є плос-
кою функцiєю на ∂H. Тодi з леми Адамара випливає, що
для кожного t ∈ N iснує така функцiя At ∈ Flat(U, ∂H),
що A = ρtAt.

Доведення твердження 7.2. Нехай

ĥ = (ĥ1, ĥ2) ∈ E∞(F, U, ∂H).

Так як всi орбiти F на
◦

H є незамкнутими, то для кожної

точки z ∈
◦

H iснує єдине число ψ(z) ∈ R таке, що

ĥ(z) = G(z, ψ(ĥ)(z)).

Таким чином ми отримуємо однозначно визначену функ-

цiю зсуву ψ :
◦

H→ R для ĥ. З формули (1.4) випливає, що
ця функцiя є гладкою.

Потрiбно показати, що поклавши ψ(z) = 0 для всiх z ∈
∂H, ми зробимо функцiю ψ гладкою на всiй пiвплощинi H
i плоскою на ∂H.

Нехай φ0 ∈ ∂H. Тодi з леми 4.1 випливає, що

g ◦ P (φ, ρ) = ρp+1(φ− φ0)
aγ(φ),

де a ≥ 0 залежить вiд φ0, а γ : R → R — така гладка
функцiя, що γ(φ0) 6= 0.

Так як g має властивiсть (∗), то за наслiдком 4.5 маємо,
що a = 0 або 1.

Розглянемо два випадки. Не втрачаючи загальностi, мо-
жемо вважати, що φ0 = 0.

1) Припустимо, що a = 0, тобто

g ◦ P (φ, ρ) = ρp+1γ(φ),
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в деякому околi (0, 0) ∈ H. Iншими словами, це означає,
що g не дiлиться на y. Тодi з формули (4.4), див. лему 4.4,
випливає, що

F1(φ, ρ) = ρp−1 γ1(φ).

Так як функцiї ĥ1−φ та ĥ2− ρ є плоскими на ∂H, то вони
дiляться на ρ, i ми можемо записати

ĥ1(φ, ρ) = φ+ A(φ, ρ), ĥ2(φ, ρ) = ρ+ ρB(φ, ρ),

де A,B ∈ Flat(U, ∂H).
Вiдмiтимо, що векторне поле F визначає наступну ав-

тономну систему диференцiальних рiвнянь:
{
φ̇ = F1(φ, ρ)
ρ̇ = F2(φ, ρ).

Тодi dt = dφ
F

, а отже час ψ(φ, ρ) мiж точками (φ, ρ) та
ĥ(φ, ρ) можна пiрахувати за наступною формулою:

ψ(φ, ρ) =

ĥ1(φ,ρ)∫

φ

dθ

ρp−1 γ(θ)
.

Покажемо, що ψ є гладкою в околi (0, 0) ∈ H. Досить до-
вести, ψ має гладкi частиннi похiднi першого порядку, якi
є плоскими на ∂H.

Легко пiдрахувати, що

ψ′
φ(φ, ρ) =

(ĥ1)
′
φ

ĥp−1
2 · γ(ĥ1)

−
1

ρp−1 · γ
, ψ′

ρ(φ, ρ) =
(ĥ1)

′
ρ

ĥp−1
2 γ(ĥ1)

.

Вiдмiтимо, що

(ĥ1)
′
φ = 1 + A′

φ, (ĥ1)
′
ρ = A′

ρ.

Крiм того,

(7.1) ĥp−1
2 = ρp−1(1 + B̄), γ(ĥ1(φ, ρ)) = γ(φ)(1 + C),
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для деяких функцiй B̄, C ∈ Flat(U, ∂H). Тому

(7.2) ψ′
φ(φ, ρ) =

1 + A′
φ

ρp−1(1 + B̄)γ(ĥ1)
−

1 + C

ρp−1γ(ĥ1)
=

=

D︷ ︸︸ ︷
A′
φ − B̄ − C − B̄C

ρp−1(1 + B̄)γ(ĥ1)
=

D/ρp−1

(1 + B̄)γ(ĥ1)
.

Так якD ∈ Flat(U, ∂H), то з леми Адамара, див. зауважен-
ня 7.4, випливає, що D/ρp−1. Тому ψ′

φ(φ, ρ) ∈ Flat(U, ∂H).
Аналогiчно,

(7.3) ψ′
ρ(φ, ρ) =

A′
ρ

ρp−1(1 + B̄)γ(ĥ1)
=

A′
ρ/ρ

p−1

(1 + B̄)γ(ĥ1)
.

Ця функцiя також є гладкою, тому що A′
ρ ∈ Flat(U, ∂H).

2) Припустимо тепер, що a = 1, тобто g = yR, де

R(x, 0) 6= 0.

Тодi з леми 4.4 випливає, що

F2(φ, ρ) = ρp γ2(φ).

Так як F1(0, ρ) = 0, то пiввiсь {φ = 0, ρ > 0} є орбiтою поля
F . Тому вона є iнварiантною вiдносно ĥ, тобто ĥ1(0, ρ) = 0.
Тодi, за лемою Адамара, маємо, що

ĥ1(φ, ρ) = φ+ φA(φ, ρ), ĥ2(φ, ρ) = ρ+ ρB(φ, ρ)

для деяких гладких функцiй A,B ∈ Flat(U, ∂H). Тому

ψ(φ, ρ) =

ĥ2(φ,ρ)∫

ρ

dρ

ρp γ(φ)
.
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Тодi, як i в попередньому випадку, можна показати, що

(7.4) ψ′
φ(φ, ρ) =

B′
φ/ρ

p

(1 + B̂)γ(ĥ1)
,

i

(7.5) ψ′
ρ(φ, ρ) =

E/ρp

(1 + B̂)γ(ĥ1)
,

де, як i в (7.1) функцiї B̂, C, E визначаються за наступними
формулами:

ĥp2 = ρp(1 + B̂), γ(ĥ1(φ, ρ)) = γ(φ)(1 + C),

E = B′
ρ − B̂ − C − B̂C

i належать до Flat(U, ∂H). Отже ψ ∈ Flat(U, ∂H).
Залишається довести неперервнiсть вiдповiдностi

ĥ 7→ ψ.

Зауважимо, що вирази для ψ′
φ та ψ′

ρ включають в себе
дiлення на ρp та оператори ∂/∂φ i ∂/∂ρ. За лемами 2.2
та 2.3 дiлення на ρ та диференцiювання по φ та ρ є Cr+1,r

W,W -
неперервними операцiями.

З формул (7.2), (7.3), (7.4) та (7.5) випливає, що знай-
деться d > 0 та замкнена куля K ⊂ V , що мiстить O ∈ R2,
такi, що абсолютне значення знаменникiв в цих виразах
бiльше нiж 2d в кожнiй точцi множини K. Позначимо

L = P−1(K) ∩ [0, 2π]× [0,∞).

Тодi з виразiв для ψ′
φ та ψ′

ρ, а також з лем 2.2 та 2.3 слiдує,
що для будь-яких r ≥ 0 та ε > 0 знайдеться таке δ ∈ (0, d),
що має мiсце наступна iмплiкацiя:

‖ĥ− q‖r+p+1
K < δ =⇒ ‖ψ(ĥ)− ψ(q)‖r+1

L < ε.
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Тому вiдповiднiсть ĥ 7→ ψ є Cr+p,r
W,W -неперервним вiдобра-

женням для всiх r ≥ 0. Деталi залишаємо читачевi.

Я щиро вдячний В. В. Шарко, Є. Полуляху, О. Пришляку,
I. Власенко та I. Юрчук за iнтерес до роботи та кориснi
обговорення.
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О проекциях на одометры
динамических систем с компактным
фазовым пространством

Введение

Важную роль в исследовании обратимых динамических
систем (д. с.) с дискретным временем (каскадов) играет
информация о том

— на какие минимальные динамические системы су-
ществует проекция данной динамической системы
(X, f);

— как устроены эти проекции;
— как взаимосвязаны различные проекции д. с. (X, f)

на минимальные д. с.; в частности, существует ли
для двух проекций h1 : (X, f) → (Y1, g1) и h2 :
(X, f) → (Y2, g2) морфизм ψ : (Y1, g1) → (Y2, g2) ди-
намических систем, такой что h2 = ψ ◦ h1.

Получить ответы на такие вопросы в общем случае —
весьма нетривиальная задача. Чтобы приблизиться к ее
решению, современные исследователи рассматривают про-
екции данной д. с. не на все минимальные д. с., а на неко-
торые “простые” классы таких д. с. (дистальные и равно-
степенно-непрерывные минимальные д. с., минимальные

c© Е.А. Полулях, 2006
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д. с., допускающие единственную инвариантную эргоди-
ческую меру, и т. д.).

Пусть рассматривается семейство A минимальных ди-
намических систем и исследуются свойства проекций д. с.
(X, f) на элементы этого семейства. В некоторых случаях
элементы класса всех проекций д. с. (X, f) на д. с. из A
удается упорядочить в следующем смысле.

Пусть h1 : (X, f) → (Y1, g1) и h2 : (X, f) → (Y2, g2) —
проекции. Скажем, что h1 ∼ h2, если существует изомор-
физм динамических систем ψ : (Y1, g1) → (Y2, g2), такой
что h2 = ψ ◦ h1. Обозначим через B фактор-семейство
всех проекций из (X, f) на элементы класса A по этому
отношению эквивалентности. Введем на B бинарное от-
ношение �. Пусть B1, B2 ∈ B. Скажем, что B1 � B2,
если найдутся представители h1 : (X, f) → (Y1, g1) класса
B1 и h2 : (X, f) → (Y2, g2) класса B2, а также морфизм
ψ : (Y1, g1) → (Y2, g2), такие что h2 = ψ ◦ h1. Без труда
проверяется, что отношение � определено корректно (т. е.
не зависит от выбора представителей из B1 и B2).

Важно знать, является ли отношение � на классе B от-
ношением частичного порядка.1 В случае положительного
ответа на этот вопрос возникает задача описать свойства
класса B с частичным порядком �, в частности указать
классы всех его максимальных и минимальных элементов
и найти наибольший и наименьший элементы (если они
существуют).

1Несложно проверить, что если отношение � не является отношени-
ем порядка на B, то для некоторой д. с. (Y, g) из A существует морфизм
α : (Y, g) → (Y, g) такой, что отображение α : Y → Y не является инъек-
тивным. Вопрос о существовании таких минимальных динамических си-
стем интересен сам по себе.
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В предлагаемой работе рассматривается класс A всех
одометров (групповых вращений над адическими группа-
ми). Известно, что этот класс совпадает с классом всех
минимальных дистальных динамических систем, фазовое
пространство которых гомеоморфно множеству Кантора
или конечно. Известно также, что элементы класса A клас-
сифицируются (с точностью до топологической сопряжен-
ности) при помощи решетки так называемых супернату-
ральных чисел (Σ,≤).

Мы рассматриваем динамические системы (X, f) с Ха-
усдорфовым компактным фазовым пространством и их
проекции на элементы класса A (отметим, что всегда су-
ществует тривиальная проекция (X, f)→ ({pt}, Id) на ди-
намическую систему, фазовое пространство которой состо-
ит из одной точки).

Оказывается, существование нетривиальных проекций
д. с. (X, f) на элементы семейства A связано с существова-
нием так называемых периодических разбиений д. с. (X, f)
(конечных замкнутых разбиений пространства X, элемен-
ты которых циклически переставляются под действием
отображения f : X → X).

Пусть P(X, f) ⊆ N — множество мощностей всех пери-
одических разбиений д. с. (X, f). Тогда P(X, f) — топо-
логический инвариант д. с. (X, f) и существование нетри-
виальных проекций д. с. (X, f) на элементы семейства A

эквивалентно неравенству P(X, f) 6= {1}.
Обозначим через A(X, f) класс всех элементов A, на ко-

торые существуют проекции динамической системы (X, f).
Пусть Σ(X, f) — подмножество множества супернатураль-
ных чисел, соответствующее классу A(X, f). Пусть еще
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B(X, f) — семейство всех проекций д. с. (X, f) на элемен-
ты класса A, B′(X, f) — фактор-класс класса B(X, f) по
отношению ∼ (см. выше).

К основным результатам, полученным в данной работе,
можно отнести следующие утверждения.

Пусть (X, f) — динамическая система с компактным Ха-
усдорфовым фазовым пространством и P(X, f) 6= {1}. То-
гда

— бинарное отношение � на классе B′(X, f) является
отношением частичного порядка;

— существует сюрьективное отображение
Λ0 : (B′(X, f),�) → (Σ(X, f),≤), сохраняющее от-
ношение порядка и такое, что класс всех макси-
мальных элементов из (B′(X, f),�) совпадает с
полным прообразом наибольшего элемента множе-
ства (Σ(X, f),≤);

— упорядоченный класс (B′(X, f),�) изоморфен упо-
рядоченному множеству (Σ(X, f),≤) тогда и только
тогда, когда д. с. (X, f) неразложима (то есть про-
странство X нельзя представить в виде несвязной
суммы двух собственных замкнутых инвариантных
подмножеств).

Для того, чтобы получить эти результаты, автор по-
дробно исследует свойства периодических разбиений, одо-
метров и супернатуральных чисел.

В последнем разделе из основных результатов извле-
каются следствия, относящиеся к так называемым почти
взаимно-однозначным расширениям одометров, классу ди-
намических систем, который интенсивно исследуется в по-
следнее время.

В заключение автор хотел бы поблагодарить А. М. Шар-
ковского за обсуждение результатов на семинаре отдела
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динамических систем Института математики НАН Укра-
ины, а также И. Ю. Власенко, С. Ф. Коляду, В. В. Люба-
шенко, С. И. Максименко, М. А. Панкова, А. А. Пришляка,
В. В. Сергейчука и В. В. Шарко за обсуждение резуль-
татов на семинарах и ряд ценных замечаний. Отдельную
благодарность хотелось бы выразить С. Ф. Коляде за то,
что он ознакомил автора с современными работами, в ко-
торых исследуются расширения одометров.

Предварительные сведения

Фактор-пространства и фактор-отображения. Фик-
сируем некоторое множество A.

Определение 0.1. Разбиением множества A называет-
ся семейство {Aα}α∈Λ непустых подмножеств множе-
ства A, удовлетворяющее следующим условиям:

1) A =
⋃
α∈ΛAα;

2) Aα ∩ Aβ = ∅ при α, β ∈ Λ, α 6= β.

Определение 0.2. Разбиение {Ãγ}γ∈Σ множества A на-
зывается измельчением разбиения {Aα}α∈Λ, если для каж-

дого γ ∈ Σ найдется такое α ∈ Λ, что Ãγ ⊆ Aα.

Замечание 0.1. Пусть разбиение {Ãγ}γ∈Σ является из-
мельчением разбиения {Aα}α∈Λ множества A. Из свой-
ства 2) определения 0.1 легко следует, что для любых

α ∈ Λ и γ ∈ Σ либо Ãγ ⊆ Aα, либо Ãγ ∩ Aα = ∅.

Замечание 0.2. Существует биективное соответствие
между разбиениями множества A и отношениями экви-
валентности на A:

1) любому разбиению {Aα}α∈Λ можно поставить в
соответствие отношение эквивалентности ρ при
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помощи соотношения

(a1 ρ a2)⇐⇒ (∃α ∈ Λ : a1, a2 ∈ Aα) ;

2) обратно, каждому отношению эквивалентности
σ на множестве A соответствует разбиение на
классы эквивалентности.

Пусть A — множество, A = {Aα}α∈Λ — его разбиение.

Определение 0.3. Множество A/A, элементами кото-
рого являются элементы разбиения A, называется фак-
тор-множеством множества A по разбиению A.

Отображение pr : A → A, сопоставляющее каждому
элементу a ∈ A элемент Aα ∈ A/A, такой что a ∈ Aα,
называется отображением проекции.

Эквивалентно, можно определить фактор-множество
A/ρ по отношению эквивалентности ρ (см. замечание 0.2).

Пусть X — топологическое пространство, H = {Hα}α∈Λ

— его разбиение.
Зададим на множестве X/H топологию по следующему

правилу: скажем, что подмножество B ⊆ X/H открыто то-
гда и только тогда, когда его полный прообраз pr−1(B) от-
крыт в X. Эта топология называется фактор-топологией
и является самой слабой топологией на пространстве X, в
которой отображение pr : X → X/H непрерывно.

Пусть X и Y — топологические пространства, H — раз-
биение пространства X, T — разбиение пространства Y .
Пусть f : X → Y — непрерывное отображение, которое
переводит элементы разбиения H в элементы разбиения
T. Тогда определено непрерывное фактор-отображение
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fact f : X/H→ Y/T, такое что коммутативна диаграмма

X
f

−−−→ Y

prX

y
yprY

X/H −−−→
fact f

Y/T

Пусть снова f : X → Y — непрерывное отображение
топологического пространства X в пространство Y . Обо-
значим через zer f разбиение пространства X, элементами
которого являются полные прообразы точек пространства
Y под действием отображения f . Пусть еще T — разбиение
пространства Y , каждый элемент которого состоит ровно
из одной точки. Ясно, что prY = Id : Y → Y/T — суть
тождественное отображение.

Определение 0.4. Отображение fact f : X/ zer f → Y ,
для которого коммутативна диаграмма

X
f

−−−→ Y

prX

y
∥∥∥

X/ zer f −−−→
fact f

Y

называется взаимно-однозначным фактором отображе-
ния f .

Инъективность взаимно-однозначного фактора проверя-
ется непосредственно.

Определение 0.5. Непрерывное отображение f : X →
Y называется факторным, если f(X) = Y и взаимно-
однозначный фактор fact f : X/ zer f → Y является го-
меоморфизмом.
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Предложение 0.1 (см. [1]). Пусть для непрерывного
отображения f : X → Y выполняются следующие усло-
вия:

(1) f(X) = Y ;
(2) отображение f открыто (замкнуто).

Тогда f — факторное отображение.

В дальнейшем нам понадобится следующая

Лемма 0.1. ПустьX, Y1, Y2 — топологические простран-
ства, ϕ1 : X → Y1 и ϕ2 : X → Y2 — непрерывные отобра-
жения.

Если отображение ϕ1 факторно, то следующие условия
эквивалентны:

(1) разбиение zerϕ1 пространства X является измель-
чением разбиения zerϕ2;

(2) существует непрерывное отображение ψ : Y1 →
Y2, такое что ϕ2 = ψ ◦ ϕ1.

Доказательство. 1. Пусть разбиение zerϕ1 является из-
мельчением разбиения zerϕ2. Тогда отображение ϕ2 пере-
водит элементы разбиения zerϕ1 в точки пространства Y2

и корректно определено фактор-отображение π = factϕ2 :
X/ zerϕ1 → Y2, для которого коммутативна диаграмма

X
ϕ2
−−−→ Y2

pr1

y
∥∥∥

X/ zerϕ1 −−−→
π

Y2
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Пусть χ = factϕ1 : X/ zerϕ1 → Y1 — взаимно-однознач-
ный фактор отображения ϕ1, то есть коммутативна диа-
грамма

X
ϕ1
−−−→ Y1

pr1

y
∥∥∥

X/ zerϕ1 −−−→
χ

Y1

Так как отображение ϕ1 факторно, то χ — гомеоморфизм
пространства X/ zerϕ1 на Y1.

Рассмотрим непрерывное отображение

ψ = π ◦ χ−1 : Y1 → Y2 .

Имеем

ψ ◦ ϕ1 = π ◦ χ−1 ◦ ϕ1 = π ◦ χ−1 ◦ χ ◦ pr1 = π ◦ pr1 = ϕ2 ,

что и требовалось.

2. Пусть существует непрерывное отображение ψ : Y1 →
Y2, такое что ϕ2 = ψ ◦ ϕ1.

Фиксируем элемент H1 разбиения zerϕ1. По определе-
нию, найдется y1 ∈ Y1, такое что H1 = ϕ−1

1 (y1). Пусть
y2 = ψ(y1) ∈ Y2. Тогда H2 = ϕ−1

2 (y2) = (ψ ◦ ϕ1)
−1(y2) =

ϕ−1
1 (ψ−1(y2)) ⊇ ϕ−1

1 (y1) = H1. Снова по определению, H2

— элемент разбиения zerϕ2.
Из-за произвола в выборе элемента H1 разбиения zerϕ1

заключаем, что разбиение zerϕ1 является измельчением
разбиения zerϕ2. �

Категории и функторы.

Определение 0.6. Категория K состоит из класса объ-
ектов Ob K и класса морфизмов MorK, которые связаны
между собой следующими условиями:
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1) каждой упорядоченной паре A,B ∈ Ob K сопостав-
лено некоторое множество HK(A,B) морфизмов
категории K;

2) каждый морфизм категории K принадлежит од-
ному и только одному из множеств HK(A,B);

3) в классе MorK определена частичная бинарная опе-
рация умножения: произведение β ◦ α морфизмов
α ∈ HK(A,B) и β ∈ HK(C,D) определено тогда
и только тогда, когда B = C, и в этом случае
β ◦ α ∈ HK(A,D);

частичное умножение ассоциативно: γ◦(β◦α) =
(γ ◦ β) ◦ α для любых α ∈ HK(A,B), β ∈ HK(B,C)
и γ ∈ HK(C,D);

4) для каждого A ∈ ObK множество HK(A,A) содер-
жит единичный морфизм 1A, такой что β◦1A = β
и 1A ◦ α = α для любых морфизмов α ∈ HK(B,A) и
β ∈ HK(A,C).

Определение 0.7. Категория L называется подкатего-
рией категории K, если

a) Ob L ⊆ Ob K;
b) Mor L ⊆ Mor K;
c) единичные морфизмы категории L являются еди-

ничными морфизмами категории K;
d) произведение β ◦ α морфизмов α, β ∈ Mor L совпа-

дает с произведением этих же морфизмов в кате-
гории K.

Определение 0.8. Подкатегория L категории K назы-
вается полной подкатегорией, если HL(A,B) = HK(A,B)
для любых A, B ∈ Ob L.

Определение 0.9. Морфизм σ : A → B называется мо-
номорфизмом категории K (σ ∈ Mon K), если для любых
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двух морфизмов α, β : X → A из равенства σ ◦ α = σ ◦ β
следует равенство α = β.

Определение 0.10. Морфизм ν : A→ B называется эпи-
морфизмом (ν ∈ Ep K), если для любых α, β : B → Y из
равенства α ◦ ν = β ◦ ν следует равенство α = β.

Определение 0.11. Морфизм ρ : A→ B называется би-
морфизмом (ρ ∈ Bim K), если ρ ∈ Mon K ∩ Ep K.

Определение 0.12. Морфизм ϕ : A → B называется
изоморфизмом (ϕ ∈ Iso K), если существует такой мор-
физм ψ : B → A, что ψ ◦ ϕ = 1A и ϕ ◦ ψ = 1B.

Определение 0.13. Два объекта A, B ∈ Ob K называ-
ются изоморфными, если HK(A,B) ∩ Iso K 6= ∅.

Определение 0.14. Полная подкатегория Z категории
K, содержащая ровно по одному представителю из каж-
дого класса изоморфных объектов категории K, называ-
ется скелетом категории K.

Определение 0.15. Объект 0r категории K называется
правым нулем категории K, если для каждого A ∈ ObK

существует единственный морфизм αA : A→ 0r.

Определение 0.16. Объект 0l называется левым нулем
категории K, если для каждого A ∈ Ob K существует
единственный морфизм βA : 0l → A.

Определение 0.17. Одноместным ковариантным функ-
тором из категории K в категорию L называется соот-
ветствие F : K→ L, удовлетворяющее условиям:

1) F (A) ∈ Ob L для каждого A ∈ Ob K;
2) F (α) ∈ HL(F (A), F (B)) для каждого α ∈ HK(A,B);
3) F (1A) = 1F (A) для любого единичного морфизма ка-

тегории K;
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4) если α ∈ HK(A,B), β ∈ HK(B,C), то F (β ◦ α) =
F (β) ◦ F (α).

Определение 0.18. Одноместный ковариантный функ-
тор, взаимно-однозначно отображающий категорию K

на категорию L, называется изоморфизмом категорий.

Динамические системы.

Определение 0.19. Динамической системой с дискрет-
ным временем называют пару (X, f), где X — тополо-
гическое пространство, f : X → X гомеоморфизм. Про-
странство X называют фазовым пространством этой ди-
намической системы.

Рассмотрим категорию K, объектами которой являют-
ся динамические системы, а морфизмами динамических
систем (X, f) и (Y, g) служат непрерывные отображения
h : X → Y их фазовых пространств, для которых комму-
тативна диаграмма

(0.6)

X
f

−−−→ X

h

y
yh

Y
g

−−−→ Y
В дальнейшем мы будем обозначать морфизм h объекта

(X, f) в (Y, g) следующим образом:

h : (X, f)→ (Y, g) .

Определение 0.20. Морфизм h : (X, f) → (Y, g) назы-
вается вложением динамической системы (X, f) в (Y, g),
если отображение h инъективно. В этом случае (X, f)
называется подсистемой динамической системы (Y, g).

Определение 0.21. Морфизм h : (X, f)→ (Y, g) называ-
ется проекцией, если h(X) = Y .
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Динамическая система (Y, g) называется фактор-сис-
темой динамической системы (X, f).

Динамическая система (X, f) называется расширени-
ем динамической системы (Y, g).

Определение 0.22. Назовём динамические системы
(X, f) и (Y, g) топологически сопряженными, если суще-
ствует такой морфизм h : (X, f) → (Y, g), что отобра-
жение h : X → Y является гомеоморфизмом простран-
ства X на пространство Y .

Во всех дальнейших рассмотрениях мы ограничимся
полной подкатегорией K0 категории K, объектами которой
являются динамические системы с хаусдорфовыми ком-
пактными фазовыми пространствами. Мы их будем на-
зывать динамическими системами или потоками.

Определение 0.23. Пусть (X, f) — динамическая си-
стема (пространство X хаусдорфово и компактно). Под-
множество A ⊆ X называется инвариантным множе-
ством (X, f), если f(A) = A.

С каждой точкой x ∈ X фазового пространства дина-
мической системы (X, f) принято связывать такие инва-
риантные множества:

– траектория точки x

Orbf (x) =
⋃

n∈Z

fn(x) ;

– замыкание Orbf(x) траектории точки x;
– α и ω–предельные множества точки x

α(x) =
⋂

n<0

⋃

k≤n

fk(x) , ω(x) =
⋂

n>0

⋃

k≥n

fk(x) .
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Определение 0.24. Точка x называется устойчивой по
Пуассону в отрицательном (положительном) направлении,

если α(x) = Orbf (x) (если ω(x) = Orbf (x)).
Точка x называется устойчивой по Пуассону, если

α(x) = ω(x) = Orbf(x).

Определение 0.25. Точка x называется рекуррентной,
если для любой окрестности U точки x найдется такое
n(U) ∈ N, что для каждого k ∈ Z выполняется неравен-
ство

U ∩

k+n(U)−1⋃

i=k

f i(x) 6= ∅ .

Определение 0.26. Точка x называется почти периоди-
ческой, если для любой окрестности U точки x найдется
такое n(U) ∈ N, что

⋃

k∈Z

fkn(U)(x) ⊆ U .

Замечание 0.3. Последнее определение ни в коем случае
не является общепринятым.

Существует другая терминология (см. [2,12]), соглас-
но которой точки, устойчивые по Пуассону, называются
рекуррентными, а рекуррентные точки называются по-
чти периодическими.

Определение 0.27. Назовем непустое замкнутое инва-
риантное множество A ⊆ X минимальным множеством
динамической системы (X, f), если A не содержит соб-
ственных замкнутых инвариантных подмножеств этой
динамической системы.

Несложно видеть, что для объекта (X, f) категории K0

минимальное множество A характеризуется тем, что
Orbf(x) = A для каждого x ∈ A.
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В дальнейшем нам будет необходим следующий резуль-
тат (см. [2, 4, 12])

Теорема 0.1 (Birkhoff). Каждый объект (X, f) катего-
рии K0 обладает следующими свойствами:

– для каждого x ∈ X множества α(x) и ω(x) со-
держат некоторые минимальные подмножества
динамической системы (X, f);

– для любой рекуррентной точки x ∈ X множество
Orbf(x) минимально;

– каждая точка x ∈ A произвольного минимального
множества A является рекуррентной.

Определение 0.28. Динамическая система (X, f) назы-
вается минимальной, если ее фазовое пространство X яв-
ляется минимальным множеством.

В дальнейшем нам понадобится следующая

Лемма 0.2. Пусть (X, f), (Y1, g1), (Y2, g2) ∈ Ob K0, ϕ1 :
(X, f)→ (Y1, g1) и ϕ2 : (X, f)→ (Y2, g2) — морфизмы.

Пусть отображение ϕ1 : X → Y1 сюръективно. Тогда
следующие условия эквивалентны:

(1) разбиение zerϕ1 пространства X является измель-
чением разбиения zerϕ2;

(2) существует морфизм ψ : (Y1, g1) → (Y2, g2), такой
что ϕ2 = ψ ◦ ϕ1.

Доказательство . 1. Пусть разбиение zerϕ1 простран-
ства X является измельчением разбиения zerϕ2.

Известно, что отображение компакта в Хаусдорфово
пространство замкнуто (см. [1]). Известно также, что не-
прерывное сюръективное замкнутое отображение являет-
ся факторным (см. предложение 0.1).
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Итак, сюръективное отображение компактов ϕ1 : X →
Y1 является факторным и мы находимся в условиях лем-
мы 0.1.

Следовательно, существует непрерывное отображение
ψ : Y1 → Y2, такое что ϕ2 = ψ ◦ ϕ1.

Проверим коммутативность диаграммы

Y1
g1
−−−→ Y1

ψ

y
yψ

Y2 −−−→
g2

Y2

Пусть y1 ∈ Y1. Так как отображение ϕ1 сюръективно по
условию леммы, то найдется x ∈ ϕ−1

1 (y1) ⊆ X. Тогда g2 ◦
ψ(y1) = g2◦ψ◦ϕ1(x) = g2◦ϕ2(x) = ϕ2◦f(x) = ψ◦ϕ1◦f(x) =
ψ ◦ g1 ◦ ϕ1(x) = ψ ◦ g1(y1).

Из-за произвола в выборе точки y1 ∈ Y1 заключаем, что
ψ ◦ g1 = g2 ◦ ψ и ψ ∈ Mor K0.

2. Пусть существует морфизм ψ : (Y1, g1) → (Y2, g2),
такой что ϕ2 = ψ ◦ ϕ1.

Тогда ϕ2 = ψ ◦ ϕ1 : X → Y2 и дальнейшее доказатель-
ство в точности повторяет вторую часть доказательства
леммы 0.1. �

1. Периодические разбиения.

1.1. Определение периодического разбиения. Пусть
заданы компактное хаусдорфово пространство X и гомео-
морфизм f : X → X.

Определение 1.1. Конечный набор W (m) = {W
(m)
i }

m−1
i=0

подмножеств пространства X назовём периодическим
разбиением динамической системы (X, f) длины m, если
он удовлетворяет следующим условиям:
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(i) все W
(m)
i — открыто-замкнутые подмножества

пространства X;

(ii) W (m)
i = f(W

(m)
i−1 ), i = 1, . . . , m−1 и W

(m)
0 = f(W

(m)
m−1);

(iii) W (m)
i ∩W

(m)
j = ∅ при i 6= j;

(iv) X =
⋃m−1
i=0 W

(m)
i .

Определение 1.2. Множество всех длин всевозможных
периодических разбиений динамической системы (X, f)
назовем множеством периодов динамической системы
(X, f) и обозначим P(X, f).

Замечание 1.1. Для любой динамической системы (X, f)
множество P(X, f) не пусто. Действительно, всегда су-
ществует тривиальное периодическое разбиение W (1) =

{W
(1)
0 = X} динамической системы (X, f) длины едини-

ца, т. е. 1 ∈ P(X, f).

Замечание 1.2. Пусть W (m) = {W
(m)
i }

m−1
i=0 — периоди-

ческое разбиение динамической системы (X, f) длины m.
Из свойств (ii) и (iii) определения 1.1 немедленно следу-
ет, что для каждого n ∈ Z

fn(W
(m)
0 ) = W

(m)
i , если n ≡ i (mod m) и

fn(W
(m)
0 ) ∩W

(m)
i = ∅, если n 6≡ i (mod m).

Более обще:

fn(W
(m)
i ) = W

(m)
j , если n ≡ j − i (mod m) и

fn(W
(m)
i ) ∩W

(m)
j = ∅, если n 6≡ j − i (mod m).

Базовые свойства множества P(X, f) описываются сле-
дующими двумя утверждениями

Предложение 1.1. Пусть m ∈ P(X, f) и m делится на
d ∈ N. Тогда d ∈ P(X, f).
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Доказательство . Пусть {W (m)
i }

m−1
i=0 — периодическое

разбиение длины m. Представим m в виде m = ad, a ∈ N.
Рассмотрим набор множеств

V
(d)
j =

a−1⋃

k=0

W
(m)
j+kd =

⋃

s∈{0,...,m−1} ,
s≡j (mod d)

f s(W
(m)
0 ) , j = 0, . . . , d−1 .

Очевидно, так определенный набор множеств {V (d)
j }

d−1
j=0

удовлетворяет свойствам (i), (iii) и (iv) определения 1.1.
Проверим, что он удовлетворяет свойству (ii) этого опре-
деления.

Так как m ≡ 0 (mod d), то сравнения s ≡ j (mod d)
и s ≡ j + tm (mod d) эквивалентны для всех t ∈ Z. С
другой стороны, f tm(W

(m)
s ) = W

(m)
s , t ∈ Z, s = 0, . . . , m−1.

Поэтому

V
(d)
j =

⋃

s∈{0,...,m−1} ,
s≡j (mod d)

f s(W
(m)
0 ) =

⋃

t∈Z

⋃

s∈{0,...,m−1} ,
s≡j (mod d)

f tm+s(W
(m)
0 ) =

=
⋃

t∈Z

⋃

r∈{tm,...,(t+1)m−1} ,
r≡j (mod d)

f r(W
(m)
0 ) =

⋃

r∈Z ,
r≡j (mod d)

f r(W
(m)
0 ) .

Спаведливость свойства (ii) определения 1.1 есть очевид-
ным следствием этой цепочки равенств.

Предложение доказано. �

Предложение 1.2. Пусть m1, m2 ∈ P(X, f) и D — наи-
меньшее общее кратное чисел m1 и m2. Тогда D ∈ P(X, f).

Для того, чтобы доказать предложение 1.2, нам понадо-
бятся некоторые дополнительные рассмотрения, которым
будет посвящен следующий раздел.
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1.2. Основные свойства периодических разбиений.
Ясно, что для любого m ∈ P(X, f), m > 1, существу-
ет больше одного периодического разбиения динамической
системы (X, f) длины m. Действительно, фиксировав раз-
биение W (m) = {W

(m)
i }

m−1
i=0 можно для произвольного k ∈

{1, . . . , m − 1} построить периодическое разбиение
W (m)(k) = {W

(m)
i (k)}m−1

i=0 при помощи циклической пере-
становки индексов элементов разбиения W (m)

i ,

W
(m)
j (k) = W

(m)
i при j ≡ i+ k (mod m) ,

j = 0, . . . , m− 1 .

Определение 1.3. Пусть m ∈ P(X, f). Два периодиче-
ских разбиения динамической системы (X, f) назовем эк-
вивалентными, если одно разбиение может быть получе-
но из другого при помощи циклической перестановки ин-
дексов.

Зададимся таким вопросом: если P(X, f) 6= {1}, то при
каких условиях дляm ∈ P(X, f) любые два периодических
разбиения длины m эквивалентны?

Определение 1.4. Динамическую систему (X, f) назо-
вем неразложимой, если она удовлетворяет свойству

(A) Если X = X1∪X2, X1∩X2 = ∅ и X1, X2 — замкну-
тые инвариантные подмножества динамической
системы (X, f), то либо X1 = ∅, либо X2 = ∅.

Замечание 1.3. Пусть K — замкнутое инвариантное
множество динамической системы (X, f), которая обла-

дает периодическим разбиением W (m) = {W
(m)
i }

m−1
i=0 дли-

ны m.
Для каждого i = 0, . . . , m− 1

f(W
(m)
i ∩K) = f(W

(m)
i ) ∩ f(K) = f(W

(m)
i ) ∩K ,
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поэтому, в частности, W
(m)
i ∩ K 6= ∅, i = 0, . . . , m − 1,

и если K открыто-замкнуто в X, то набор множеств

{V
(m)
i = W

(m)
i ∩ K}m−1

i=0 удовлетворяет свойствам (i) –
(iii) определения 1.1.

Предложение 1.3. Пусть m ∈ P(X, f), m > 1. Дина-
мическая система (X, f) неразложима тогда и только
тогда, когда существует единственное с точностью до
циклической перестановки индексов периодическое разби-
ение W (m) длины m.

Доказательство. 1. Пусть W (m), W̃ (m) — два неэквива-
лентных периодических разбиения динамической системы
(X, f) длины m.

Из свойства (iv) определения 1.1 следует, что цикличе-
ской перестановкой индексов в одном из разбиений мы мо-
жем добиться того, чтобы V

(m)
0 = W

(m)
0 ∩ W̃

(m)
0 6= ∅. По

нашему предположению W
(m)
0 6= W̃

(m)
0 . Пусть, например,

K = W
(m)
0 \ W̃

(m)
0 6= ∅.

Обозначим V
(m)
i = f i(V

(m)
0 ), i = 1, . . . , m − 1. Заме-

тим, что V
(m)
i ⊂ W

(m)
i , поэтому V

(m)
i ∩ W

(m)
0 = ∅ при

i = 1, . . . , m − 1. Это следует из условия (iii) определе-
ния 1.1.

С другой стороны,

f(V
(m)
m−1) = fm(V

(m)
0 ) = fm(W

(m)
0 ∩ W̃

(m)
0 ) =

= fm(W
(m)
0 ) ∩ fm(W̃

(m)
0 ) = W

(m)
0 ∩ W̃

(m)
0 = V

(m)
0 .

Третье равенство справедливо, так как f — гомеоморфизм,
предпоследнее равенство следует из условия (ii) определе-
ния 1.1.
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Следовательно,

X1 =
m−1⋃

i=0

V
(m)
i =

m−1⋃

i=0

f i(V
(m)
0 )

— инвариантное подмножество динамической системы
(X, f) (тогда и X2 = X \X1 является инвариантным для
этой динамичесткой системы). При этом X1 6= ∅ по по-
строению и X2 6= ∅, так как X1 ∩W

(m)
0 = V

(m)
0 и W

(m)
0 \

V
(m)
0 = K ⊂ X \X1.
Из условия (i) определения 1.1 следует, что множество

V
(m)
0 (а вместе с ним и все V (m)

i ) открыто-замкнутое, тогда
и множества X1, X2 открыто-замкнуты в X.

Итак, динамическая система (X, f) не является нераз-
ложимой.

Случай W̃
(m)
0 \W

(m)
0 6= ∅ рассматривается аналогично.

2. Обратно, предположим, что динамическая система
(X, f) не является неразложимой. Фиксируем разбиение
X = X1 ∪X2 пространства X на два собственных непере-
секающихся инвариантных замкнутых подмножества. От-
метим, что подмножества X1 и X2 будут также и открыты
в X.

Фиксируем кроме того периодическое разбиение
W (m) = {W

(m)
i }

m−1
i=0 динамической системы (X, f) длины

m.
Непустые наборы множеств {V (m), 1

i = W
(m)
i ∩X1}

m−1
i=0 и

{V
(m), 2
i = W

(m)
i ∩ X2}

m−1
i=0 удовлетворяют свойствам (i) –

(iii) определения 1.1 (см. замечание 1.3).
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Легко видеть, что

Xj = Xj ∩

m−1⋃

i=0

W
(m)
i =

=

m−1⋃

i=0

(W
(m)
i ∩Xj) =

m−1⋃

i=0

V
(m), j
i , j = 1, 2 .

Так как X1 ∩ X2 = ∅, то V (m), 1
r ∩ V

(m), 2
s = ∅ для любых

r, s ∈ {0, . . . , m− 1}.
Положим

W̃
(m)
i = V

(m), 1
i ∪ V

(m), 2
i−1 , i = 1, . . . , m− 1 ,

W̃
(m)
0 = V

(m), 1
0 ∪ V

(m), 2
m−1 .

Элементарная непосредственная проверка показывает, что
семейство множеств {W̃ (m)

i }
m−1
i=0 является периодическим

разбиением динамической системы (X, f) длины m. При
этом W

(m)
0 \ W̃

(m)
0 = V

(m), 1
0 6= ∅, W̃ (m)

0 \W
(m)
0 = V

(m), 2
m−1 6= ∅.

Следовательно, набор {W̃ (m)
i } не может быть получен

из набора {W (m)
i } при помощи циклической перестановки

индексов. �

Пусть m1, m2 ∈ P(X, f), d и D — соответственно наи-
больший общий делитель и наименьшее общее кратное чи-
сел m1 и m2.

Рассмотрим два периодических разбиения {W (m1)
i }m1−1

i=0

и {W (m2)
j }m2−1

j=0 пространства X длин m1 и m2.

Предложение 1.4. Пусть пересечение W 1
k ∩W

2
l не пусто

для некоторых k ∈ {0, . . . , m1 − 1}, l ∈ {0, . . . , m2 − 1}.

Тогда набор множеств {V
(D)
s = f s(W

(m1)
k ∩W

(m2)
l )}D−1

s=0

удовлетворяет условиям (i) — (iii) определения 1.1.
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Доказательство. В силу определения 1.1 для периодиче-
ских разбиений W (m1) и W (m2) множество V (D)

0 = W
(m1)
k ∩

W
(m2)
l открыто-замкнуто в X. Так как f — гомеоморфизм,

то и все V (D)
s открыто-замкнуты в X и набор {V (D)

s } удо-
влетворяет условию (i) определения 1.1.

Снова, учитывая взаимную однозначность отображения
f , получим

(1.1) f s(W (m1)
k ∩W

(m2)
l ) = f s(W

(m1)
k )∩f s(W

(m2)
l ) , s ∈ Z ,

в частности,

f(V
(D)
D−1) = fD(V

(D)
0 ) = fD(W

(m1)
k ∩W

(m2)
l ) =

= fD(W
(m1)
k ) ∩ fD(W

(m2)
l ) = W

(m1)
k ∩W

(m2)
l = V

(D)
0 ,

так как по своему определению D ≡ 0 (mod mr), r = 1, 2.
Этим доказано выполнение свойства (ii) определения 1.1.

С учетом свойства (ii) определения 1.1 и равенство (1.1),
для доказательства свойства (iii) нам теперь достаточно
проверить, что V (D)

0 ∩ V
(D)
s = ∅, s = 1, . . . , D − 1.

Предположим, что V (D)
0 ∩ f s(V

(D)
0 ) 6= ∅ для некоторого

s ∈ Z. Тогда, в частности,

W
(m1)
k ∩ f s(W

(m1)
k ) 6= ∅ , W

(m2)
l ∩ f s(W

(m2)
l ) 6= ∅ ,

а это возможно в силу замечания 1.2 только если s ≡
0 (mod m1) и s ≡ 0 (mod m2), то есть только тогда, ко-
гда s — общее кратное чисел m1 и m2. Следовательно,
V

(D)
0 ∩ V

(D)
s = ∅ при s = 1, . . . , D − 1 и набор множеств

{V
(D)
s } удовлетворяет свойству (iii) определения 1.1. �

Обозначим

V (D)
s (k, l) = f s(W

(m1)
k ∩W

(m2)
l ) , s = 0, . . . , D − 1 ,
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A(k, l) =
D−1⋃

s=0

V (D)
s (k, l) .

Из предложения 1.4 следует, что A(k, l) — открыто-замк-
нутое инвариантное подмножество динамической системы
(X, f) и если множество V (D)

0 (k, l) не пусто, то набор мно-
жеств {V (D)

s (k, l)}D−1
s=0 является периодическим разбиением

динамической системы (A(k, l), f |A(k,l)) длины D.

Замечание 1.4. Если динамическая система (X, f) не-
разложима, то либо A(k, l) = ∅, либо A(k, l) = X и тогда

{V
(D)
s (k, l)}D−1

s=0 — периодическое разбиение динамической
системы (X, f) длины D и D ∈ P(X, f).

Из свойства (iv) определения 1.1 следует, что найдут-
ся k, l, для которых множество A(k, l) не пусто. Из ска-
занного заключаем, что предложение 1.2 справедливо для
неразложимых динамических систем.

Если динамическая система (X, f) не является неразло-
жимой, вообще говоря, не обязательно A(k, l) ∈ {∅}∪{X}.

Определение 1.5. Пусть m1, m2 ∈ P(X, f). Периоди-
ческие разбиения W (m1) и W (m2) динамической системы
(X, f) называются согласованными, если для любых k ∈
{0, . . . , m1 − 1}, l ∈ {0, . . . , m2 − 1} либо A(k, l) = ∅, либо
A(k, l) = X.

Замечание 1.5. Из предложения 1.4 легко следует, что

если m2 = m1, то согласованность разбиений {W
(m1)
i }m1−1

i=0

и {W
(m2)
j }m2−1

j=0 означает, что эти два разбиения эквива-
лентны.

Замечание 1.6. Непосредственным следствием опреде-
лений эквивалентности и согласованности периодичес-
ких разбиений является следующее утверждение.
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Пусть периодические разбиения W (m1) и W (m2) согла-

сованы. Тогда если периодическое разбиение W̃ (m2) экви-
валентно разбиению W (m2), то периодические разбиения

W (m1) и W̃ (m2) согласованы.

Если для некоторых m1, m2 ∈ P(X, f) найдутся согла-
сованные разбиения пространства X длин m1 и m2, то, по-
вторяя рассуждения из замечания 1.4, можно утверждать,
что наименьшее общее кратное D чисел m1 и m2 лежит в
P(X, f). Следовательно, доказательство предложения 1.2
сводится к проверке того, что для любой пары m1, m2 ∈
P(X, f) существуют соответствующие согласованные пе-
риодические разбиения динамической системы (X, f).

В оставшейся части раздела мы докажем несколько бо-
лее общее

Предложение 1.5. Пусть m1, m2 ∈ P(X, f). Для любо-
го периодического разбиения W (m1) динамической систе-
мы (X, f) длины m1 найдется согласованное с ним пери-
одическое разбиение W (m2) длины m2.

Следствие 1.1. Пусть динамическая система (X, f) не-
разложима. Тогда любые два периодических разбиения ди-
намической системы (X, f) согласованы.

Для доказательства предложения 1.5 изучим некоторые
свойства конструкций, описанных выше.

Из замечания 1.3 следует, что набор {W (mr)
i ∩A(k, l)}mr

i=0,
r = 1, 2, является периодическим разбиением длины mr

для динамической системы (A(k, l), f |A(k,l)).
Следующее предложение дает ответ на вопрос, как свя-

заны периодические разбиения {V (D)
s (k, l)}D−1

s=0 и {W (mr)
i ∩

A(k, l)}mr

i=0, r = 1, 2, динамической системы (A(k, l), f |A(k,l)).
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Лемма 1.1. Пусть V
(D)
0 (k, l) 6= ∅, i ∈ {0, . . . , m1 − 1},

j ∈ {0, . . . , m2 − 1}.

Если j − i ≡ l − k (mod d), то W
(m1)
i ∩W

(m2)
j ⊆ A(k, l).

При этом W
(m1)
i ∩W

(m2)
j = V

(D)
s (k, l), где s ∈ {0, . . . , D−1}

является решением системы сравнений

(1.2)

{
s ≡ i− k (mod m1) ,
s ≡ j − l (mod m2) .

Если j− i 6≡ l−k (mod d), то (W
(m1)
i ∩W

(m2)
j )∩A(k, l) =

∅.

Замечание 1.7. Напомним, что система (1.2) совмест-
на тогда и только тогда, когда j − i ≡ l − k (mod d)
(см. [5]).

Доказательство леммы 1.1. 1. Пусть j − i ≡ l −
k (mod d). Тогда существует единственное (mod D) реше-
ние s системы (1.2) (см. [5]). Следовательно,

A(k, l) ⊇ V (D)
s (k, l) = f s(W

(m1)
k ∩W

(m2)
l ) =

= f s(W
(m1)
k ) ∩ f s(W

(m2)
l ) = f i−k(W

(m1)
k ) ∩ f j−l(W

(m2)
l ) =

= f i−k ◦ fk(W
(m1)
0 ) ∩ f j−l ◦ f l(W

(m2)
0 ) =

= f i(W
(m1)
0 ) ∩ f j(W

(m2)
0 ) = W

(m1)
i ∩W

(m2)
j .

Здесь мы воспользовались тем, что f — гомеоморфизм и,
в частности, отображения f и f−1 взаимно–однозначны.

2. Предположим теперь, что (W
(m1)
i ∩W

(m2)
j )∩A(k, l) 6=

∅. Тогда найдется s ∈ {0, . . . , D − 1}, такое что

(W
(m1)
i ∩W

(m2)
j ) ∩ (f s(W

(m1)
k ) ∩ f s(W

(m2)
l )) =

= (W
(m1)
i ∩W

(m2)
j ) ∩ V

(D)
s (k, l) 6= ∅ .
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Следовательно,

W
(m1)
i ∩ f s(W

(m1)
k ) 6= ∅ и W (m2)

j ∩ f s(W
(m2)
l ) 6= ∅ .

Из замечания 1.2 теперь вытекает, что s удовлетворяет
системе (1.2), и, в частности, i− k ≡ j − l (mod d). �

Следствие 1.2. Пусть множества A(k1, l1), A(k2, l2) не
пусты для некоторых k1, k2 ∈ {0, . . . , m1 − 1} и l1, l2 ∈
{0, . . . , m2 − 1}.

Если k1 − k2 ≡ l1 − l2 (mod d), то A(k1, l1) = A(k2, l2). В
противном случае A(k1, l1) ∩A(k2, l2) = ∅.

Доказательство. Мы уже знаем, что A(k1, l1) и A(k2, l2)
— замкнутые инвариантные подмножества динамической
системы (X, f).

1. Пусть k1−k2 ≡ l1−l2 (mod d). Тогда (W
(m1)
k1
∩W

(m2)
l1

) ⊆
A(k2, l2) согласно лемме 1.1. Следовательно,

A(k1, l1) =

D−1⋃

s=0

f s(W
(m1)
k1
∩W

(m2)
l1

) ⊆

⊆

D−1⋃

s=0

f s(A(k2, l2)) = A(k2, l2) .

Меняя ролямиA(k1, l1) иA(k2, l2), получим обратное вклю-
чение.

2. Пусть теперь k1 − k2 6≡ l1 − l2 (mod d). Тогда

∅ =
D−1⋃

s=0

f s(W
(m1)
k1
∩W

(m2)
l1

) ∩ f s(A(k2, l2)) =

=
D−1⋃

s=0

f s(W
(m1)
k1
∩W

(m2)
l1

)∩A(k2, l2) = A(k1, l1)∩A(k2, l2) .
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Следствие доказано. �

Следствие 1.3. Если выполняется равенство A(k, l) = X
для k ∈ {0, . . . , m1 − 1} и l ∈ {0, . . . , m2 − 1}, то периоди-
ческие разбиения W (m1) и W (m2) согласованы.

Следствие 1.4. Если для k ∈ {0, . . . , m1} и l ∈ {0, . . . , m2}

найдется множество K ⊆W
(m1)
k ∩W

(m2)
l , такое что

⋃

n∈Z

fn(K) = X ,

то периодические разбиения W (m1) и W (m2) согласованы.

Доказательство . Утверждение следствия вытекает из
цепочки равенств

X =
⋃
n∈Z

fn(K) ⊆
⋃
n∈Z

fn(W
(m1)
k ∩W

(m2)
l ) =

=
⋃
m∈Z

D−1⋃
r=0

f r+Dm(V
(D)
0 (k, l)) =

=
⋃
m∈Z

fDm
(
D−1⋃
r=0

f r(W
(m1)
k ∩W

(m2)
l )

)
=

=
⋃
m∈Z

fDm(A(k, l)) = A(k, l)

и следствия 1.3 �

Следствие 1.5. Предположим, что W
(m1)
k ⊇ W

(m2)
l для

некоторых k ∈ {0, . . . , m1 − 1} и l ∈ {0, . . . , m2 − 1}
Тогда

1) разбиения W (m1) и W (m2) согласованы;
2) m1 делит m2.
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Доказательство . 1. Возьмем K = W
(m2)
l . Из свой-

ства (iv) периодических разбиений и следствия 1.4 выте-
кает, что периодические разбиения {W (m1)

i } и {W (m2)
j } со-

гласованы и A(k, l) = X.
2. Из леммы 1.1 следует, что W (m1)

i ∩W
(m2)
l 6= ∅ тогда

и только тогда, когда i ≡ k (mod d).
Предположим, что d 6= m1. Тогда найдется такое τ ∈
{0, . . . , m1 − 1}, τ 6= k, что τ ≡ k (mod d). Следовательно,
W

(m1)
τ ∩W

(m2)
l 6= ∅. С другой стороны, W (m2)

l ⊆ W
(m1)
k по

условию и W (m1)
k ∩W

(m1)
τ = ∅ по определению 1.1.

Полученное противоречие доказывает, что d = m1 и m1

делит m2. �

Следствие 1.6. Пусть m1, m2 ∈ P(X, f) и m2 делится
на m1.

Периодические разбиения W (m1) и W (m2) согласованы

тогда и только тогда, когда разбиение {W
(m2)
j } простран-

ства X является измельчением разбиения {W
(m1)
i }.

Доказательство . 1. Необходимость. Пусть периодиче-
ские разбиения W (m1) и W (m2) согласованы.

Найдем k ∈ {0, . . . , m1 − 1} и l ∈ {0, . . . , m2 − 1}, для
которых W (m1)

k ∩W
(m2)
l 6= ∅. Тогда A(k, l) = X.

Так как m1 делит m2, то d = m1.
Фиксируем j ∈ {0, . . . , m2−1}. Из леммы 1.1 следует, что

W
(m1)
i ∩W

(m2)
j 6= ∅ тогда и только тогда, когда i ≡ j − l +

k (mod m1). Существует единственное τ ∈ {0, . . . , m1 − 1},
такое что τ ≡ j − l + k (mod m1). Так как

X =

m1−1⋃

i=0

W
(m1)
i
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и W
(m1)
i ∩ W

(m2)
j = ∅ при i ∈ {0, . . . , m1 − 1}, i 6= τ , то

W
(m2)
j ⊆W

(m1)
τ .

Из-за произвола в выборе j ∈ {0, . . . , m2−1} заключаем,
что разбиение {W (m2)

j } пространства X является измель-

чением разбиения {W (m1)
i }.

2. Достаточность вытекает из следствия 1.5. �

Доказательство предложения 1.5. Пусть W (m1) —
периодическое разбиение длины m1. Фиксируем периоди-
ческое разбиение W (m2) длины m2.

Рассмотрим множества

A(0, j) =

D−1⋃

s=0

f s
(
W

(m1)
0 ∩W

(m2)
j

)
, j = 0, . . . , m2 − 1 .

Очевидно,

W
(m1)
0 = W

(m1)
0 ∩

m2−1⋃
j=0

W
(m2)
j =

=
m2−1⋃
j=0

(
W

(m1)
0 ∩W

(m2)
j

)
⊆

m2−1⋃
j=0

A(0, j) .

Так как A(0, j), j = 0, . . . , m2 − 1, — инвариантные под-
множества динамической системы (X, f), то

m2−1⋃

j=0

A(0, j) =

m2−1⋃

j=0

m1−1⋃

i=0

f i(A(0, j)) =

=

m1−1⋃

i=0

f i

(
m2−1⋃

j=0

A(0, j)

)
⊇

m1−1⋃

i=0

f i(W
(m1)
0 ) = X .

Из следствия 1.2 нам известно, что A(0, j) = A(0, k) при
j ≡ k (mod d) и A(0, j) ∩ A(0, k) = ∅ при j 6≡ k (mod d),
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поэтому

X =

d−1⋃

j=0

A(0, j) .

В последнем равенстве все множества A(0, j) попарно не
пересекаются. Некоторые из этих множеств могут быть
пустыми. Пусть A1 = A(0, k1), . . . , Al = A(0, kl) — все непу-
стые множества из набора {A(0, j)}d−1

j=0.
Обозначим

V
(D)
s (j) = V

(D)
s (0, kj) = f s

(
W

(m1)
0 ∩W

(m2)
kj

)
,

j = 1, . . . , l , s = 0, . . . , D − 1 .

Тогда

(1.3) X =
l⋃

j=1

Aj =
l⋃

j=1

D−1⋃

s=0

V (D)
s (j) =

D−1⋃

s=0

(
l⋃

j=1

V (D)
s (j)

)
,

Заметим, что V (D)
s (i)∩V

(D)
r (j) = ∅, если s 6= r или i 6= j.

Действительно, V (D)
s (i) ⊂ Ai, V

(D)
r (j) ⊂ Aj , поэтому по

построению V
(D)
s (i) ∩ V

(D)
r (j) ⊂ Ai ∩ Aj = ∅ при i 6= j.

Пусть теперь i = j. Из предложения 1.4 мы знаем, что
набор множеств {V (D)

s (i)}D−1
s=0 удовлетворяет свойствам (i)–

(iii) определения 1.1. Следовательно, V (D)
s (i)∩V

(D)
r (i) = ∅

при s 6= r.
Обозначим

W̃
(D)
0 =

l⋃
j=1

V
(D)
0 (j) ,

W̃
(D)
s = f s

(
W̃

(D)
0

)
=

l⋃
j=1

V
(D)
s (j) , s = 1, . . . , D − 1 .

Из сказанного выше вытекает, что W̃ (D)
s ∩W̃

(D)
r = ∅ при

s 6= r, то есть набор множеств {W̃ (D)
s }

D−1
s=0 удовлетворяет
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условию (iii) определения 1.1. Из формулы (1.3) следует,
что этот набор удовлетворяет также и свойству (iv) ука-
занного определения.

Вспомним, что все наборы множеств {V (D)
s (i)}D−1

s=0 ,
i = 1, . . . , l, удовлетворяют свойствам (i) – (iii) определе-
ния 1.1. Из этого, во первых, следует, что все множества
набора {W̃ (D)

s } открыто замкнуты в X; во вторых,

f
(
W̃

(D)
D−1

)
=

l⋃

j=1

f(V
(D)
D−1(j)) =

l⋃

j=1

V
(D)
0 (j) = W̃

(D)
0 .

Итак, набор множеств {W̃ (D)
s }

D−1
s=0 является периодиче-

ским разбиением динамической системы (X, f) длины D.
Этим мы полностью доказали предложение 1.2.

Периодические разбиения W (m1) и W̃ (D) согласованы,
так как W̃ (D)

0 ⊆W
(m1)
0 по построению (см. следствие 1.5).

Обозначим

W̃
(m2)
k =

⋃

s∈{0,...,D−1} ,
s≡k (mod m2)

W̃ (D)
s , k = 0, . . . , m2 − 1 .

Простая непосредственная проверка показывает, что
{W̃

(m2)
k }m2−1

k=0 — периодическое разбиение длины m2 (см.
доказательство предложения 1.1).

Из следствия 1.4 следует, что периодические разбиения
W (m1) и W̃ (m2) согласованы, так как W (m1)

0 ∩W̃
(m2)
0 ⊇ W̃

(D)
0 .

Предложение 1.5 полностью доказано. �

Замечание 1.8. Вообще говоря, если динамическая си-
стема (X, f) не является неразложимой, исходя из про-
извольного фиксированного разбиения W (m2), можно по-
строить больше одного периодического разбиения длины
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m2, согласованного с заранее заданным разбиением W (m1)

длины m1.
А именно, используя обозначения, введенные при дока-

зательстве предложения 1.5, положим

W̃
(D)
0 (t1, . . . , tl) =

l⋃

j=1

V
(D)
tj (j) ,

где tj ≡ 0 (mod m1), tj ∈ {0, . . . , D−1}, j = 1, . . . , l. Тогда,
пользуясь замечанием 1.2, заключаем, что

W̃
(D)
0 (t1, . . . , tl) ⊆ W

(m1)
0 .

Обозначим
(1.4)

W̃
(m2)
k (t1, . . . , tl) =

⋃
s∈{0,...,D−1} ,
s≡k (mod m2)

f s(W̃
(D)
0 (t1, . . . , tl)) ,

k = 0, . . . , m2 − 1 .

Теперь рассуждая так же, как и при доказательстве
предложения 1.5, можно показать, что набор

{W̃
(m2)
k (t1, . . . , tl)}

m2−1
k=0 является периодическим разбиени-

ем длины m2, согласованным с разбиением W (m1).

Пусть W̃
(m2)
k (t1, . . . , tl), W̃

(m2)
r (τ1, . . . , τl) — два периоди-

ческих разбиения вида (1.4). Заменяя их на эквивалент-
ные, не нарушая отношение согласованности, можно до-
биться, чтобы t1 = τ1 = 0 (см. замечание 1.5). Легко



342 Е.А.Полулях

видеть, что

m2−1⋃

s=0

(
W̃ (m2)
s (0, t2, . . . , tl) ∩ W̃

(m2)
s (0, τ2, . . . , τl)

)
=

= A1 ∪
⋃

tj=τj ,
j∈{2,...,l}

Aj .

Таким образом, согласованность периодических разбиений

{W̃
(m2)
s (0, t2, . . . , tl)} и {W̃

(m2)
s (0, τ2, . . . , τl)} эквивалентна

тому, что tj = τj при всех j ∈ {2, . . . , l}.

Замечание 1.9. Очевидно, отношение согласованности
двух периодических разбиений рефлексивно и симметрич-
но. Однако предыдущее замечание показывает, что это
отношение вообще говоря не транзитивно.

1.3. Правильные последовательности периодичес-
ких разбиений. В этом подразделе мы докажем ряд ут-
верждений, которые связаны с исследованием вопроса о
транзитивности отношения согласованности периодичес-
ких разбиений и будут использоваться в дальнейших по-
строениях.

В дальнейшем изложении нам понадобятся следующие
объекты.

Определение 1.6. Пусть задана последовательность
чисел {ni ∈ P(X, f)}i∈N.

Назовем последовательность {W (ni)}i∈N периодических
разбиений динамической системы (X, f) правильной, если
она удовлетворяет следующим условиям:

1) nk делит nk+1, k ∈ N;

2) разбиения {W
(nk)
sk } и {W

(nk+1)
sk+1 } согласованы для всех

k ∈ N.
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Замечание 1.10. Используя следствие 1.6, легко видеть,
что любая правильная последовательность {W (nk)}k∈N

периодических разбиений динамической системы (X, f)
удовлетворяет условию

3) периодические разбиения {W
(nk)
sk } и {W

(nl)
sl } согла-

сованы для всех k, l ∈ N.

Действительно, пусть k, l ∈ N, k < l. Согласно след-

ствию 1.6 разбиение {W
(ni)
si } пространства X является

измельчением разбиения {W
(ni+1)
si+1 } для каждого i ∈ N.

Следовательно, разбиение {W
(nl)
sl } является измельчени-

ем разбиения {W
(nk)
sk } и, вновь используя следствие 1.6,

заключаем, что разбиения {W
(nl)
sl } и {W

(nk)
sk } согласованы.

Предложение 1.6. Пусть задана последовательность
чисел {ni ∈ P(X, f)}i∈N, удовлетворяющая условию 1) оп-
ределения 1.6.

Существует правильная последовательность
{W (nk)}k∈N периодических разбиений динамической систе-
мы (X, f).

Доказательство . Это утверждение легко доказывается
при помощи индуктивного применения предложения 1.5.
�

Предложение 1.7. Пусть задана правильная последова-
тельность {W (nk)}k∈N периодических разбиений динами-
ческой системы (X, f).

Пусть m1, m2 ∈ P(X, f) и m1 делит m2.
Тогда

a) найдется периодическое разбиение {W
(m1)
i }m1−1

i=0

длины m1 динамической системы (X, f), согласо-

ванное с каждым из разбиений {W
(nk)
sk }, k ∈ N;
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b) для любого периодического разбиения {W
(m1)
i } из

пункта a) найдется периодическое разбиение

{W
(m2)
j }m2−1

j=0 длины m2, согласованное с {W
(m1)
i } и

с каждым из разбиений {W
(nk)
sk }, k ∈ N.

Доказательство предложения 1.7 опирается на три лем-
мы.

Пусть m1, m2, n ∈ P(X, f), причем m1 делит m2.
Обозначим через di наибольший общий делитель чисел n

иmi, i = 1, 2; пусть также Di — наименьшее общее кратное
чисел n и mi, i = 1, 2.

Лемма 1.2. Пусть {W
(m1)
i }m1−1

i=0 , {W
(m2)
j }m2−1

j=0 , {W
(n)
k }

n−1
k=0

— периодические разбиения динамической системы (X, f)
длин m1, m2 и n, соответственно. Пусть разбиения

{W
(n)
k } и {W

(m2)
j } согласованы.

Если согласованы разбиения {W
(m1)
i } и {W

(m2)
j }, то со-

гласованы и разбиения {W
(m1)
i } и {W

(n)
k }.

Лемма 1.3. Пусть d1 = d2.

Пусть {W
(m1)
i }m1−1

i=0 и {W
(n)
k }

n−1
k=0 — согласованные пери-

одические разбиения динамической системы (X, f) длин
m1, и n, соответственно.

Тогда любое периодическое разбиение {W
(m2)
j }m2−1

j=0 дли-

ны m2, согласованное с разбиением {W
(m1)
i }, согласовано

также и с разбиением {W
(n)
k }.

Лемма 1.4. Пусть D1 = D2.

Пусть {W
(m1)
i }m1−1

i=0 и {W
(n)
k }

n−1
k=0 согласованные периоди-

ческие разбиения динамической системы (X, f) длин m1,
и n, соответственно.
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Тогда найдется периодическое разбиение {W
(m2)
j }m2−1

j=0

длины m2, согласованное с каждым из разбиений {W
(m1)
i }

и {W
(n)
k }.

Доказательство леммы 1.2. Заменяя разбиение
{W

(m2)
j } на эквивалентное, можно считать, что W

(m2)
0 ∩

W
(m1)
0 6= ∅ (см. замечание 1.6). Тогда W (m2)

0 ⊆ W
(m1)
0 (см.

следствие 1.6).
Аналогично, заменяя разбиение {W (n)

k } на эквивалент-
ное, будем считать, что K = W

(n)
0 ∩W

(m2)
0 6= ∅. Из опре-

деления 1.5 следует, что

⋃

t∈Z

f t(K) =

D2−1⋃

t=0

f t
(
W

(m2)
0 ∩W

(n)
0

)
= X .

С другой стороны, K = W
(m2)
0 ∩W

(n)
0 ⊆ W

(m1)
0 ∩W

(n)
0 ,

поэтому из следствия 1.4 следует, что разбиения W
(m1)
i и

W
(n)
k согласованы. �

Доказательство леммы 1.3. Так как d1 = d2 и d1 делит
m1, то и d2 делит m1.

Пользуясь тем, что замена периодического разбиения
на эквивалентное не влияет на отношение согласованности
(см. замечание 1.6), можно считать, что W (n)

0 ∩W
(m2)
0 6= ∅

иW (m1)
0 ∩W

(m2)
0 6= ∅. Так как разбиения {W (m1)

i } и {W (m2)
j }

согласованы, то W (m2)
0 ⊆W

(m1)
0 (см. следствие 1.6). Следо-

вательно, W (n)
0 ∩W

(m1)
0 6= ∅.

Обозначим

A =
D2−1⋃

s=0

f s(W
(m2)
0 ∩W

(n)
0 ) .
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Учитывая следствие 1.3, для доказательства леммы нам
достаточно проверить равенство A = X.

Рассмотрим пару согласованных разбиений {W (m1)
i } и

{W
(m2)
j }. Из определения 1.5, леммы 1.1 и следствия 1.6

следует, что

W
(m1)
0 = W

(m1)
0 ∩

m2−1⋃

s=0

f s
(
W

(m1)
0 ∩W

(m2)
0

)
=

=
⋃

s∈{0,...,m2−1} ,
s≡0 (mod m1)

W (m2)
s .

Рассмотрим теперь периодические разбиения {W (n)
k } и

{W
(m2)
j }.

Из леммы 1.1 получим

W
(n)
0 ∩A = W

(n)
0 ∩

⋃

r∈{0,...,m2−1} ,
r≡0 (mod d2)

W (m2)
r .

Так как d2 делит m1, то сравнение r ≡ 0 (mod d2) есть
следствием сравнения r ≡ 0 (mod m1) и

W
(m1)
0 =

⋃

r∈{0,...,m2−1} ,
r≡0 (mod m1)

W (m2)
r ⊆

⋃

r∈{0,...,m2−1} ,
r≡0 (mod d2)

W (m2)
r .

Следовательно, W (m1)
0 ∩W

(n)
0 ⊆ W

(n)
0 ∩ A ⊂ A. Но мно-

жество A является инвариантным относительно действия
гомеоморфизма f , поэтому

A =
D1−1⋃

s=0

f s(A) ⊇
D1−1⋃

s=0

f s
(
W

(m1)
0 ∩W

(n)
0

)
= X .
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Последнее равенство справедливо, так как периодические
разбиения {W (m1)

i } и {W (n)
k } согласованы. �

Доказательство леммы 1.4. Учитывая замечание 1.6,
можно считать, что W (n)

0 ∩W
(m1)
0 6= ∅. Обозначим

Vs = f s
(
W

(n)
0 ∩W

(m1)
0

)
, s = 0, . . . , D1 − 1 .

Так как периодические разбиения {W (n)
k } и {W (m1)

i } согла-
сованы и D2 = D1 по условию леммы, то

X =

D1−1⋃

s=0

Vs =

D2−1⋃

s=0

Vs

и {Vs}
D2−1
s=0 является периодическим разбиением динамиче-

ской системы (X, f) длины D2.
Обозначим

W
(m2)
j =

⋃

s∈{0,...,D2−1} ,
s≡j (mod m2)

Vs , j = 0, . . . , m2 − 1 .

Получим периодическое разбиение {W (m2)
j }m2−1

j=0 динамиче-
ской системы (X, f) длины m2 (см. доказательство пред-
ложения 1.1).

Докажем теперь, что это периодическое разбиение со-
гласовано с каждым из разбиений {W (m1)

i } и {W (n)
k }.

Так как V0 = W
(m1)
0 ∩W

(n)
0 ⊆ W

(m2)
0 по построению, то

V0 = W
(m1)
0 ∩W

(n)
0 ⊆W

(m2)
0 ∩W

(n)
0 . Теперь из свойства (iv)

определения 1.1 и из следствия 1.4 следует, что периоди-
ческие разбиения {W (m2)

i } и {W (n)
k } согласованы.

Аналогично, по построению V0 = W
(m1)
0 ∩W

(n)
0 ⊆ W

(m1)
0

и V0 ⊆ W
(m2)
0 . Следовательно, V0 ⊆ W

(m1)
0 ∩ W

(m2)
0 и из
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следствия 1.4 получим, что разбиения {W (m1)
i } и {W (m2)

j }
согласованы. �

Доказательство предложения 1.7.
a) Пусть d1

k — наибольший общий делитель чисел nk и
m1. Из условия 1) предложения следует, что nk+l делится
на d1

k при всех l ∈ N. Поэтому

d1
1 ≤ d1

2 ≤ . . . ≤ d1
k ≤ . . . .

С другой стороны, d1
k ≤ m1 при k ∈ N. Следовательно,

найдется l ∈ N, такое что d1
k = d1

l при k ≥ l.
Пользуясь предложением 1.5, найдем периодическое

разбиение {W (m1)
i }m1−1

i=0 длины m1, согласованное с разби-
ением {W (nl)

sl }. Покажем, что для каждого k ∈ N это раз-
биение согласовано с разбиением {W (nk)

sk }.
Пусть k > l. Тогда d1

k = d1
l . Из замечания 1.10 следует,

что разбиения {W (nl)
sl } и {W (nk)

sk } согласованы. Применяя
лемму 1.3 к периодическим разбиениям {W (m1)

i }, {W (nl)
sl }

и {W (nk)
sk }, заключаем, что разбиения {W (m1)

i } и {W (nk)
sk }

согласованы.
Пусть теперь k < l. Снова из замечания 1.10 получим,

что разбиения {W (nl)
sl } и {W (nk)

sk } согласованы. Применяя
теперь к периодическим разбиениям {W (nk)

sk }, {W
(nl)
sl } и

{W
(m1)
i } лемму 1.2, заключаем, что разбиения {W (m1)

i } и
{W

(nk)
sk } согласованы.

b) Пусть d2
k — наибольший общий делитель чисел nk

и m2. Повторяя рассуждения пункта a), заключаем, что
найдется τ ∈ N, такое что d2

k = d2
τ при k ≥ τ .

Для доказательства пункта b) нам теперь достаточно
найти периодическое разбиение длины m2, согласованное
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одновременно с разбиениями {W (nτ )
sτ } и {W (m1)

i }. Тогда по-
вторяя рассуждения пункта a), мы докажем, что оно будет
согласовано с каждым {W (nk)

sk }, k ∈ N.
Рассмотрим тройку чисел m1, m2, nτ ∈ P(X, f). Обозна-

чим для удобства через dk и Dk наибольший общий дели-
тель и наименьшее общее кратное чисел nτ и mk, k = 1, 2.

Так как m1 делит m2 по условию предложения, то d1

делит d2 и D1 делит D2. Пусть

m =
m1

d1
· d2 .

Ясно, что m1 делит m, так как число d2/d1 целое. С
другой стороны,

m2

m
=
m2

m1
·
d1

d2
=

(
m2nτ
d2

)(
m1nτ
d1

)−1

=
D2

D1
∈ N ,

то есть m делит m2.
Пусть d и D — наибольший общий делитель и наимень-

шее общее кратное чисел m и nτ .
Очевидно, d1 делит d и d делит d2. Так как число m1/d1

целое, то m делится на d2 и d2 является общим делителем
чисел m и nτ . Следовательно, d2 = d.

С другой стороны,

D =
mnτ
d

=
m1d2

d1
·
nτ
d2

=
m1nτ
d1

= D1 .

Из предложения 1.1 следует, что m ∈ P(X, f), так как
m делит m2 и m2 ∈ P(X, f).

Применяя к числам m1, m, nτ ∈ P(X, f) и согласован-
ным периодическим разбиениям {W (m1)

i } и {W (nτ )
sτ } лем-

му 1.4, найдем периодическое разбиение {W (m)
k }

m−1
k=0 длины

m, согласованное с каждым из этих разбиений.
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Используя предложение 1.5, найдем периодическое раз-
биение {W (m2)

j }m2−1
j=0 длины m2, согласованное с разбиени-

ем {W (m)
k }. Применяя лемму 1.3 к числам m, m2, nτ и

периодическим разбиениям {W (m)
k }, {W

(m2)
j }, {W (nτ )

sτ }, за-

ключаем, что разбиения {W (m2)
j } и {W (nτ )

sτ } согласованы.

Согласно следствию 1.6 разбиение {W (m2)
j } простран-

ства X является измельчением разбиения {W (m)
k }, значит

оно тем более является измельчением разбиения {W (m1)
i }.

Снова применяя следствие 1.6, заключаем, что разбиения
{W

(m1)
i } и {W (m2)

j } согласованы.
Предложение 1.7 полностью доказано. �

Замечание 1.11. Пусть задана правильная последова-

тельность {W
(ni)
si }

ni−1
si=0 периодических разбиений и
⋂

i∈N

W (ni)
ri
6= ∅

для некоторой последовательности {ri}i∈N. Тогда из след-
ствия 1.6 получим

W (n1)
r1
⊇W (n2)

r2
⊇ . . .W (ni)

ri
⊇ . . . .

Далее, если K ⊆ X — замкнутое подмножество ком-

пакта X, такое что K ∩W
(ni)
ri 6= ∅ для каждого i ∈ N,

то последовательность вложенных компактов
(
K ∩W (n1)

r1

)
⊇ . . . ⊇

(
K ∩W (ni)

ri

)
⊇ . . .

имеет непустое пересечение, иными словами,

K ∩

(
⋂

i∈N

W (ni)
ri

)
6= ∅ .
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Определение 1.7. Назовем правильные последователь-

ности периодических разбиений {W
(ni)
si }

ni−1
si=0 , i ∈ N,

и {W
(mj)
τj }

mj−1
τj=0 , j ∈ N, динамической системы (X, f) со-

гласованными, если согласованы при всех i, j ∈ N перио-

дические разбиения {W
(ni)
si } и {W

(mj)
τj }.

Непосредственно из предложения 1.7 следует

Предложение 1.8. Пусть {W
(ni)
si }

ni−1
si=0 , i ∈ N, — правиль-

ная последовательность периодических разбиений дина-
мической системы (X, f).

Пусть mj ∈ P(X, f), j ∈ N, и mj делит mj+1 для каж-
дого j ∈ N.

Тогда найдется правильная последовательность

{W
(mj)
τj }

mj−1
τj=0 , j ∈ N, периодических разбиений динамиче-

ской системы (X, f), согласованная с последовательно-

стью {W
(ni)
si }, i ∈ N.

Замечание 1.12. Из следствия 1.1 немедленно следует,
что если динамическая система (X, f) неразложима, то
любые две правильные последовательности периодических
разбиений этой динамической системы согласованы.

Замечание 1.13. Пусть задана последовательность чи-
сел {ni ∈ P(X, f)}i∈N, удовлетворяющая условию 1) опре-
деления 1.6.

Если динамическая система (X, f) не является нераз-
ложимой, то найдутся два несогласованных периодиче-

ских разбиения W (n1) и W̃ (n1) этой динамической систе-
мы (см. предложение 1.3 и замечание 1.5).

Очевидно, правильные последовательности периодиче-

ских разбиений {W (ni)}i∈N и {W̃ (ni)}i∈N, построенные при
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помощи индуктивного применения предложения 1.5, ис-

ходя из разбиений W (n1) и W̃ (n1), соответственно, не бу-
дут согласованы.

1.4. Периодические разбиения и возвращаемость
траекторий динамической системы. Пусть (X, f) —
некоторая динамическая система.

Лемма 1.5. Пусть для некоторой рекуррентной точки
x ∈ X найдется замкнутая окрестность U , обладающая
следующим свойством: существует n ∈ N, для которого

⋃

k∈Z

fkn(x) ⊂ U .

Пусть

(1.5) m = min{n ∈ N | fnk(x) ∈ U ∀k ∈ Z} .

Тогда динамическая система (Orbf (x), f) обладает та-
ким периодическим разбиением {Wi}

m−1
i=0 длины m, что

x ∈W0 ⊆ U .

Доказательство . По теореме Биркгофа Orbf(x) явля-
ется минимальным множеством д. с. (X, f). В частности,
пространство Orbf(x) компактно.

Будем считать, что гомеоморфизм f задан на простран-
стве Orbf(x) с индуцированной с X топологией и все мно-
жества, которые возникнут в доказательстве, будем рас-
сматривать именно в этой топологии.

Обозначим

W =
⋃

k∈Z

fmk(x) , W̃ = IntW .

Рассмотрим два набора множеств

W0 = W , Wi = f i(W ) = f(Wi−1) , i = 1, . . . , m− 1 ;

W̃i = IntWi , i = 0, . . . , m− 1 .
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Ясно, что для набора множеств {Wi} выполняются свой-
ства (ii) и (iv) определения 1.1. Все множества Wi замкну-
ты, поэтому свойство (i) есть непосредственное следствие
свойств (ii) и (iii).

Итак, для того, чтобы доказать лемму, достаточно про-
верить условие (iii) определения 1.1.

Сначала покажем, что W̃i 6= ∅, i = 0, 1, . . . , m − 1. Дей-
ствительно, по теореме Бэра о категориях1 из (iv) следует,
что по крайней мере одно из множеств {Wi} не являет-
ся множеством I-й категории (и имеет непустую внутрен-
ность в Orbf(x)). Так как f — гомеоморфизм, то все Wi

имеют непустую внутренность, то есть W̃i 6= ∅.
Теперь проверим соотношение W̃i ∩ W̃j = ∅, i 6= j.
Предположим, что это не так. Пусть V = W̃i ∩ W̃j 6=

∅ и, для определенности, i < j. Так как по построению
множество

⋃
k∈Z

fkm+i(x) плотно в W̃i, то fms+i(x) ∈ V
для некоторого s ∈ Z.

fms+i(x) ∈ V ⊆ W̃j ⊆Wj =
⋃

k∈Z

fkm+j(x) ,

поэтому найдется последовательность {lr}r∈N целых чисел,
для которой fmlr+j(x) → fms+i(x) при r → ∞. Из этого
следует, что для каждого k ∈ Z

fm(lr−s+k)+(j−i)(x)→ fkm(x) .

То есть
⋃

k∈Z

fkm(x) ⊆
⋃

k∈Z

fkm+(j−i)(x) = Wj−i .

1Теорема Бэра о категориях применима в пространствах, полных по
Чеху, а как известно, любой компакт является пространством, полным по
Чеху (см. [1])
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Переходя к замыканиям, получим W0 ⊆ Wj−i. Меняя ро-
лями i и j, получим обратное включение. Следовательно,
W0 = Wj−i.

Заметим, что

f (j−i)k(x) ∈ f (j−i)k(W0) = f (j−i)(k−1) ◦ f j−i(W0) =
= f (j−i)(k−1)(W0) = . . . = W0 ⊆ U

при k ≥ 0 и

f−|k|(j−i)(x) ∈ f−|k|(j−i)(W0) = f−|k|(j−i)(Wj−i) =
= f (−|k|+1)(j−i) ◦ f−(j−i)(Wj−i) =
= f (−|k|+1)(j−i)(W0) = . . . = W0 ⊆ U

при k < 0 (напомним, что множество U замкнуто по усло-
вию леммы). То есть fk(j−i)(x) ∈ U для всех k ∈ Z.

Так как по предположению 0 < j − i < m, то мы полу-
чили противоречие с выбором m (см. соотношение (1.5)).
Следовательно, W̃i ∩ W̃j = ∅ при i 6= j.

Проверим теперь равенства W̃i = Wi, i = 0, 1, . . . , m− 1.
Легко видеть, что

W̃i = IntWi = Int(f(Wi−1)) = f(Int(Wi−1)) = f(W̃i−1) ,
i = 1, . . . , m− 1 ,

и W̃0 = f(W̃m−1), так как f — гомеоморфизм. Обозначим

Q =
m−1⋃

i=0

W̃i =
m−1⋃

i=0

f i(W̃0) .

Q — открытое инвариантное подмножество динамической
системы (Orbf (x), f). Пусть K = Orbf(x) \Q. Очевидно, K
— замкнутое инвариантное подмножество названной дина-
мической системы.
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Множество Orbf(x) минимально, поэтому либо K = ∅,
либо K = Orb f(x). Мы уже доказали, что Q 6= ∅, следо-
вательно K = ∅ и

Orbf (x) =
m−1⋃

i=0

W̃i .

Так как множества из набора {W̃i} попарно не пересе-
каются, то все они открыто-замкнутые и W̃i = Wi, i =
0, 1, . . . , m− 1. По доказанному выше из этого немедленно
следует условие (iii) определения 1.1.

Лемма полностью доказана. �

2. Супернатуральные числа и подмножества

множества натуральных чисел.

2.1. Супернатуральные числа.

Определение 2.1. Пусть S ⊂ N — множество всех про-
стых чисел, упорядоченных по возрастанию. Последова-
тельность

N = (N2, N3, . . . , Np, . . .) , Np ∈ Z+ ∪ {∞} , p ∈ S ,

называется супернатуральным числом.

Множество всех супернатуральных чисел мы будем обо-
значать через Σ.

Введем на множестве Σ отношение частичного порядка.
Скажем, что

M ≤ N , M,N ∈ Σ ,

если Mp ≤ Np для каждого p ∈ S (будем считать, что k ≤
∞ для любого k ∈ Z+). Элементарная непосредственная
проверка показывает, что это определение корректно.
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Зададим на множестве Σ бинарную операцию. Для M =
(Mp) и N = (Np) положим

M ·N = K = (Kp) ;

Kp =

{
Mp +Np , если Mp 6=∞ и Np 6=∞ ,
∞ , в противном случае .

}
, p ∈ S .

Тривиально проверяется, что (Σ, ·) полугруппа с единицей
E = (Ep = 0).

Замечание 2.1. Простая непосредственная проверка по-
казывает, что уравнение M · X = N имеет решение в
(Σ, ·) тогда и только тогда, когда M ≤ N .

Однако решение такого уравнения может быть и не
единственным.

Пример 2.1. Пусть M = N = (Np),

Np =

{
∞ , при p = 2 ,
0 , при p 6= 2 .

Тогда X(n) = (X
(n)
p ),

X(n)
p =

{
n , при p = 2 ,
0 , при p 6= 2 .

является решением уравнения M ·X = N при любом n ∈
Z+ ∪ {∞}.

Так же, как и в полугруппе (N, ·), для любых двух M ,
N ∈ Σ определены их наибольший общий делитель и наи-
меньшее общее кратное. Легко видеть, что

НОД(M,N) = (dp) , dp = min(Mp, Np) , p ∈ S ,(2.1)

НОК(M,N) = (Dp) , Dp = max(Mp, Np) , p ∈ S .(2.2)

Здесь мы пользуемся следующими соглашениями:

max(a,∞) =∞ , min(a,∞) = a , a ∈ Z+ ∪ {∞} .
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Определим мономорфизм Φ0 : (N, ·)→ (Σ, ·).
Пусть n ∈ N. Рассмотрим разложение

n = pα1
1 . . . pαk

k

числа n на простые множители (мы предполагаем, что pi 6=
pj при i 6= j). Положим Φ0(n) = (Φ0(n)p),

Φ0(n)p =

{
αi , если p = pi ∈ {p1, . . . , pk} ,
0 , в противном случае .

Замечание 2.2. Отметим, что для всех m, n ∈ N

Φ0(НОД(m,n)) = НОД(Φ0(m),Φ0(n)) ,

Φ0(НОК(m,n)) = НОК(Φ0(m),Φ0(n)) .

2.2. Допустимые подмножества множества нату-
ральных чисел. Пусть A ⊆ N. Для каждого p ∈ S пусть

Φ(A)p = sup{k ∈ Z+ | ∃a ∈ A : pk делит a} = sup
a∈A

Φ0(a)p .

Обозначим через Φ отображение

Φ : A 7→ Φ(A) = (Φ(A)p)

из класса всех непустых подмножеств множества N нату-
ральных чисел в множество Σ супернатуральных чисел.

Замечание 2.3. Легко проверяется, что определенное
выше отношение порядка на множестве Σ превращает
отображение Φ в изотонное, то есть для любых A,B ⊆
N из A ⊆ B следует Φ(A) ≤ Φ(B).

Пример 2.2. Пусть A = {a} — одноэлементное множе-
ство. Из определения легко следует, что Φ({a}) = Φ0(a).

Пример 2.3. Пусть A = {a1, . . . , aj} — конечное подмно-
жество N. Рассмотрим разложения чисел a1, . . . , aj на
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простые множители

ai =
∏

p∈S

pnp(i) , i = 1, . . . , j

(здесь np(i) ∈ Z+, p ∈ S, i = 1, . . . , j).
По определению

Φ(A)p = max{np(1), . . . , np(j)} , p ∈ S ,

то есть Φ({a1, . . . , aj}) = Φ({D}), где D ∈ N — наимень-
шее общее кратное чисел a1, . . . , aj.

Замечание 2.4. Пусть A ⊆ N. Непосредственно из опре-
деления следует, что Φ({a}) ≤ Φ(A) для каждого a ∈ A.

Замечание 2.5. Из соотношений (2.1) и (2.2) следует,
что для любых непустых A, B ⊆ N

Φ(A ∪B) = НОК(Φ(A),Φ(B)) .

Кроме того, если A ∩B 6= ∅, то

Φ(A ∩ B) ≤ НОД(Φ(A),Φ(B)) .

Определение 2.2. Непустое подмножество A ⊆ N на-
зовем допустимым, если оно удовлетворяет следующим
условиям:

(i) если a ∈ A и d ∈ N делит a, то d ∈ A;
(ii) для любых a, b ∈ A их наименьшее общее кратное

D также лежит в A.

Обозначим набор всех допустимых множеств через R.

Замечание 2.6. Из предложений 1.1 и 1.2 следует, что
множество P(X, f) допустимо для любой динамической
системы (X, f).

Лемма 2.1. Пусть A ∈ R. Тогда

A = {a ∈ N | Φ({a}) ≤ Φ(A)} = {a ∈ N | Φ0(a) ≤ Φ(A)} .
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Доказательство. Пусть a ∈ N и Φ({a}) ≤ Φ(A). Пусть

a = pn1
1 . . . pnk

k

— разложение числа a на простые множители. По опреде-
лению соответствия Φ найдутся такие b1, . . . , bk ∈ A, что
pni

i делит bi, i = 1, . . . , k. Пусть b — наименьшее общее
кратное чисел b1, . . . , bk. Тогда a делит b. Но b ∈ A по опре-
делению допустимого множества. Следовательно, и a ∈ A.
То есть

A ⊇ {a ∈ N | Φ({a}) ≤ Φ(A)} .

Обратное включение

A ⊆ {a ∈ N | Φ({a}) ≤ Φ(A)}

следует из замечания 2.4. �

Непосредственным следствием леммы 2.1 является сле-
дующее

Предложение 2.1. Отображение Φ|R : R→ Σ биектив-
но.

Замечание 2.7. Пусть A,B ∈ R. Очевидно, 1 ∈ A ∩B 6=
∅. Из леммы 2.1 немедленно следует соотношение

Φ(A ∩ B) = НОД(Φ(A),Φ(B)) .

Определение 2.3. Пусть A ⊆ N. Назовем последова-
тельность {ai ∈ A}i∈N правильной, если ai делит ai+1

для каждого i ∈ N.

Замечание 2.8. Из замечания 2.3 следует, что для лю-
бого A ⊆ N и любой правильной последовательности {ai ∈
A}i∈N

Φ({ai | i ∈ N}) ≤ Φ(A) .
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Предложение 2.2. Пусть A ∈ R. Тогда найдется пра-
вильная последовательность {bi ∈ A}i∈N, такая что
Φ({bi | i ∈ N}) = Φ(A).

Доказательство. Так как A ⊆ N — не более чем счетное
множество, можно занумеровать все элементы множества
A при помощи натуральных чисел. Пусть b1 = a1, bi —
наименьшее общее кратное чисел ai и bi−1 при i > 1.

Ясно, что

Φ({bi}) ≥ Φ({a1, . . . , ai}) , i ∈ N ,

поэтому

Φ({bi | i ∈ N}) ≥ Φ({ai | i ∈ N}) = Φ(A) .

С другой стороны, bi ∈ A, i ∈ N, так как множество A
допустимое. Следовательно, {bi}i∈N ⊆ A и

Φ({bi | i ∈ N}) ≤ Φ(A) .

Для завершения доказательства остается заметить, что
по построению bi делит bi+1, i ∈ N, следовательно после-
довательность {bi}i∈N правильная. �

Предложение 2.3. Пусть A ⊆ N. Пусть заданы две пра-
вильные последовательности {ai ∈ A}i∈N и {bj ∈ A}j∈N.

Следующие условия эквивалентны:

1) Φ({ai | i ∈ N}) ≤ Φ({bj | j ∈ N});
2) для каждого i ∈ N найдется j ∈ N, такое что ai

делит bj.

Доказательство . 1) Пусть Φ({ai | i ∈ N}) ≤ Φ({bj | j ∈
N}).

Рассмотрим разложение

a = ai = pα1
1 . . . pαk

k

числа ai на простые множители.
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Из примера 2.2 и замечания 2.4 следует, что для m =
1, . . . , k

αm = Φ({a})pm
≤ Φ({ai | i ∈ N})pm

≤ Φ({bj | j ∈ N})pm
.

Поэтому, для каждого pm, m = 1, . . . , k, найдется jm ∈ N,
такое что pαm

m делит bjm.
Не ограничивая общности рассуждений, будем считать,

что
j1 ≤ j2 ≤ . . . ≤ jk .

Последовательность {bj} правильная, поэтому bjm де-
лит bjk , m = 1, . . . , k. Следовательно, pαm

m делит bjk , m =
1, . . . , k.

Числа p1, . . . , pk по построению взаимно простые, поэто-
му их произведение pα1

1 . . . pαk

k = a делит bjk .
2) Предположим, что выполняется условие 2) предло-

жения 2.3.
Пусть для некоторого p ∈ S выполняется неравенство

Φ({ai | i ∈ N})p 	 Φ({bj | j ∈ N})p .

Тогда n = Φ({bj | j ∈ N})p <∞ и по определению отобра-
жения Φ для каждого j ∈ N

bj = pnj b̃j , nj ≤ n , НОД(p, b̃j) = 1 .

С другой стороны, Φ({ai | i ∈ N})p ≥ n+1, следователь-
но найдется i0 ∈ N, такое что pn+1 делит ai0 . Воспользуем-
ся теперь условием 2) предложения 2.3 и найдем j0 ∈ N,
такое что ai0 делит bj0. Тем более, pn+1 делит bj0 .

Однако, по построению НОД(pn+1, bj0) = pnj0 ≤ pn.
Полученное противоречие свидетельствует о том, что

Φ({ai | i ∈ N})p ≤ Φ({bj | j ∈ N})p , p ∈ S ,

то есть справедливо условие 1) предложения 2.3. �
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Следствие 2.1. Пусть A ⊆ N. Пусть {ai ∈ A}i∈N —
правильная последовательность.

Для любой подпоследовательности {bj}j∈N последова-
тельности {ai}i∈N имеет место равенство

Φ({ai | i ∈ N}) = Φ({bj | j ∈ N}) .

3. Расширения одометров и периодические

разбиения.

3.1. Определение одометра. Пусть {ni ∈ N}i∈N — пра-
вильная последовательность, которая неограничено воз-
растает.

Рассмотрим последовательность конечных циклических
групп Zni

= Z/niZ и групповых гомоморфизмов

ϕi : Zni+1
→ Zni

,

ϕi : 1 7→ 1 .

Возьмем обратный предел A = lim inv
i→∞

Zni
этой последова-

тельности групп и гомоморфизмов. Получим абелеву груп-
пу (A,+).

Наделим каждое множество Zni
= {0, 1, . . . , ni − 1} дис-

кретной топологией. Каждое из отображений ϕi является
непрерывным в этой топологии. Пространство A с тополо-
гией T обратного предела гомеоморфно множеству Канто-
ра Γ.

Легко видеть, что в группе (A,+) операции сложения
и перехода к противоположному элементу непрерывны в
топологии T, таким образом A превращается в топологи-
ческую группу.

Замечание 3.1. Напомним, что обратный предел A =
lim inv
i→∞

Zni
можно представлять себе как подмножество

(3.1) A = {~a = (ai ∈ Zni
) | ϕi(ai+1) = ai , i ∈ N}
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прямого произведения

(3.2)
∏

i∈N

Zni
.

В такой записи операция сложения в A определяется

покомпонентно, то есть ~a +~b = (ai + bi) для любых ~a =

(ai), ~b = (bi) ∈ A.

Как известно, топология прямого произведения (3.2) за-
дается при помощи базы, состоящей из так называемых
цилиндрических множеств

U(xi1 , . . . , xik) = {(ai) | ais = xis , s = 1, . . . , k} ;
xis ∈ Znis

, i1 < . . . < ik , k ∈ N .

Из определения множества A (см. соотношение (3.1))
легко видеть, что

U(xi1 , . . . , xik) ∩ A = U(xik) ∩ A

для любых k ∈ N, i1 < . . . < ik и xis ∈ Znis
. Итак, набор

множеств
(3.3)

Vxj
= U(xj) ∩A = {(ai) ∈ A | aj = xj} =

=

{
(ai) ∈ A

∣∣∣∣ aj = xj ,
ak = ϕk ◦ . . . ◦ ϕj−1(xj)

при k < j

}
;

j ∈ N , xj ∈ Znj

является базой топологии пространства A.
Естестенная метрика d : A × A → R+ на A, ассоци-

ированная с последовательностью {ni}, определяется сле-
дующим образом:

d(~x, ~y) = n−1
m ,

где m = min{i ∈ N | xk = yk при k < i и xi 6= yi}. Коррект-
ность этого определения проверяется непосредственно.
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Рассмотрим элемент ~e = (1) = (1, . . . , 1, . . .) ∈ A. Этот
элемент называется генератором группы A и обладает тем
свойством, что порожденная им циклическая подгруппа
〈~e〉 плотна в A в топологии T.

Отображение сдвига на элемент ~e

g : A→ A ,

g : ~x 7→ ~x+ ~e

очевидно, является гомеоморфизмом.

Определение 3.1. Динамическая система (A, g) называ-
ется одометром.

Замечание 3.2. Из того, что подгруппа 〈~e〉 плотна в A,
немедленно следует, что каждая траектория д. с. (A, g)
плотна в A, то есть одометр всегда является минималь-
ной динамической системой.

Лемма 3.1. Для любых k ∈ N и xk ∈ Znk
набор мно-

жеств {W
(nk)
j = Vxk+j}j=0,...,ni−1 является периодическим

разбиением динамической системы (A, g) длины nk.

Доказательство. Очевидно,

A =
⋃

s∈Znk

Vs =
⋃

j∈Znk

Vxk+j .

Следовательно, для набора {W (nk)
j } выполнено условие (iv)

определения 1.1.
Так как все множества Vxk+j, j ∈ Znk

, открыты по опре-
делению и попарно не пересекаются, то набор {W (nk)

j } удо-
влетворяет также свойствам (i) и (iii) периодического раз-
биения.

Для завершения доказательства нам достаточно прове-
рить, что g(Vak

) = Vak+1 (1 ∈ Znk
) для каждого ak ∈ Znk

.
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Пусть ~b = (bi) ∈ Vak
. Тогда bk = ak и g(~b) = ~b + ~e =

(bi + 1) ∈ Vak+1. Следовательно, g(Vak
) ⊆ Vak+1.

Обратно, пусть ~c = (ci) ∈ Vak+1. Тогда ck = ak + 1 и
g−1(~c) = ~c − ~e = (ci − 1) ∈ Vak

. Следовательно, g(Vak
) ⊇

Vak+1. �

Замечание 3.3. Из соотношения (3.3) немедленно сле-
дует, что

d(~x, ~y) = d(g(~x), g(~y))

для всех ~x, ~y ∈ A.

3.2. Правильные последовательности периодичес-
ких разбиений и ассоциированные с ними разби-
ения фазового пространства динамической систе-
мы. Пусть (X, f) — динамическая система с компактным
фазовым пространством, {ni ∈ P(X, f)}i∈N — неограни-
ченная правильная последовательность. Пусть {W (ni)} —
правильная последовательность периодических разбиений
динамической системы (X, f).

Пусть x ∈ X. Заметим, что в силу свойств периодиче-
ских разбиений для каждого i ∈ N существует единствен-
ное αi(x) ∈ Zni

, такое что x ∈ W
(ni)
αi(x)

, то есть корректно
определено отображение

F : X →
∏

i∈N

Zni
,

F : x 7→ (αi(x)) , x ∈ X .

Каждому x ∈ X сопоставим подмножество

H(x) =
⋂

i∈N

W
(ni)
αi(x)
∋ x

пространства X. Из определений 1.1, 1.6 и следствия 1.6
следует, что



366 Е.А.Полулях

1) все H(x) — непустые замкнутые множества;
2) H(x) = H(y), если F (x) = F (y), H(x) ∩ H(y) = ∅,

если F (x) 6= F (y);
3) F (f±1(x)) = F (x) ± ~e для всех x ∈ X (напомним,

что ~e = (1, 1, . . . , 1, . . .) ∈ A).
Для каждого ~a = (ai) ∈ F (X) фиксируем x ∈ F−1(~a) и

обозначим H~a = H(x). Из 2) следует, что множество H~a не
зависит от выбора x ∈ F−1(~a).

Из 1) и 2) следует, что набор множеств H = {H~a}~a∈F (X) =
zer(F ) представляет собой разбиение пространства X, эле-
ментами которого являются полные прообразы точек про-
странства F (X), и коммутативна диаграмма

X
F
−−−→ F (X)

pr

y
∥∥∥

X/ zer(F ) X/H
factF
−−−→ F (X)

Предложение 3.1. Отображение F непрерывно.

Доказательство. Рассмотрим предбазу топологии

Uxj
= {~a = (ai) ∈

∏

i∈N

Zni
| aj = xj} , xj ∈ Znj

, j ∈ N ,

пространства
∏

i∈N
Zni

.
Простая непосредственная проверка показывает, что

F−1(Uxj
) = W (nj)

xj
, xj ∈ Znj

, j ∈ N .

Для завершения доказательства теперь остается вспом-
нить, что все множества W

(nj)
xj открыты в X по опреде-

лению. �

Так как X — компакт, factF — непререывное взаимно–
однозначное отображение X/H на F (X) и пространство
F (X) хаусдорфово, то factF — гомеоморфизм (см. [1]).
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Для каждого ~a ∈ F (X) из 2) и 3) легко получается ра-
венство f(F−1(~a)) = F−1(~a + ~e). Таким образом, если мы
обозначим

g : F (X)→ F (X) , g : ~a 7→ ~a+ ~e ;

f = fact f : X/H→ X/H , f : H~a 7→ H~a+~e ;

то получим коммутативную диаграмму

(3.4)

(X, f)
F
−−−→ (F (X), g)

pr

y
∥∥∥

(X/H, f)
factF
−−−→ (F (X), g)

Зададимся теперь вопросом: что из себя представляет
множество F (X)?

Фиксируем x ∈ X и рассмотрим множество

F (Orbf (x)) = {F (x) + n~e | n ∈ Z} = F (x) + 〈~e〉 .

Ясно, что F (x) + 〈~e〉 ⊆ F (Orbf(x)) ⊆ F (x) + 〈~e〉 = F (x) +

〈~e〉 = F (x) + A (A — адическая группа, построенная по
последовательности {ni}, см. выше).

Так как Orbf (x) — компакт, то множество F (Orbf(x))
замкнуто в

∏
i∈N

Zni
. Множество F (x)+〈~e〉 плотно в F (x)+

A, поэтому F (Orbf(x)) = F (x) + A.
Пусть теперь y — другая точка пространства X. Orbf(x)

— замкнутое инвариантное подмножество динамической
системы (X, f). Следовательно (см. замечание1.3), W (ni)

si ∩

Orbf(x) 6= ∅ для всех i ∈ N, si ∈ Zni
.

Пусть F (y) = (βi). Из замечания 1.11 следует, что мно-
жество H(βi) ∩Orbf (x) не пусто и

F (y) = F (H(βi)) ∈ F (Orbf (x)) = F (x) + A .
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В результате получим

F (X) = F (x) + A ,

то есть F (X) — смежный класс группы
∏

i∈N
Zni

по под-
группе A.

Замечание 3.4. Очевидно, F (X) = A тогда и только
тогда, когда

(3.5)
⋂

i∈N

W
(ni)
0 6= ∅ .

Определение 3.2. Правильная последовательность
{W (ni)}i∈N периодических разбиений динамической систе-
мы (X, f) называется когерентной, если она удовлетво-
ряет соотношению (3.5).

Из предложения 1.6, замечания 1.5 и конструкции, при-
веденной выше, следует

Предложение 3.2. Пусть (X, f) — динамическая систе-
ма, фазовое пространство которой хаусдорфово и ком-
пактно.

Для любой неограниченной правильной последователь-
ности {ni ∈ P(X, f)}i∈N существует проекция
π : (X, f) → (A, g) на одометр (A, g), построенный по
последовательности {ni}i∈N.

Пусть теперь {ni ∈ P(X, f)}i∈N — правильная последо-
вательность и пусть {W (ni)} и {W̃ (ni)} — две согласован-
ные правильные последовательности периодических раз-
биений динамической системы (X, f). Тогда (см. замеча-
ние 1.5 и определение 1.3) периодические разбиения W (ni)

и W̃ (ni) эквивалентны для каждого i ∈ N. Из этого немед-
ленно заключаем, что

H = H({W (ni)}i∈N) = H({W̃ (ni)}i∈N) = H̃ .
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Предложение 3.3. Пусть задана правильная последова-
тельность {W (ni)}i∈N периодических разбиений динами-
ческой системы (X, f).

Набор множеств {pr(W
(ni)
si ) | i ∈ N , si ∈ Zni

} удовле-
творяет следующим свойствам:

1) это правильная последовательность периодичес-
ких разбиений динамической системы (X/H, f);

2) это база топологии пространства X/H.

Доказательство . Из сказанного выше немедленно сле-
дует, что последовательность {W (ni)} можно считать ко-
герентной.

Теперь предложение следует из соотношений

W (ni)
si

= F−1(Vsi
) , si ∈ Zni

, i ∈ N

(см. формулу (3.3), лемму 3.1 и следствие 1.6) и коммута-
тивной диаграммы (3.4), нижняя стрелка которой являет-
ся гомеоморфизмом. �

Предложение 3.4. Пусть {ni ∈ P(X, f)}i∈N и {mj ∈
P(X, f)}j∈N — две правильные последовательности, та-
кие что Φ({ni | i ∈ N}) ≤ Φ({mj | j ∈ N}).

Пусть {W (ni)}i∈N и {W̃ (mj)}j∈N — согласованные пра-
вильные последовательности периодических разбиений
динамической системы (X, f).

Тогда разбиение H̃ пространства X, индуцированое по-

следовательностью {W̃ (mj)}, является измельчением раз-
биения H, индуцированого последовательностью {W (ni)}.

Доказательство . Фиксируем точку x ∈ X. Найдутся
такие (αi) ∈

∏
i∈N

Zni
и (βj) ∈

∏
j∈N

Zmj
, что

x ∈
⋂

i∈N

W (ni)
αi
∩
⋂

j∈N

W̃
(mj)
βj

.
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Согласно предложению 2.3 для каждого i ∈ N найдется
k(i) ∈ N, такое что ni делит mk(i). Так как периодиче-

ские разбиения W (ni) и W̃ (mk(i)) согласованы, то по след-
ствию 1.6 второе из них является измельчением первого.

Итак, W̃
(mk(i))

βk(i)
⊆W

(ni)
αi для каждого i ∈ N. Следователь-

но,

H(αi) =
⋂

i∈N

W (ni)
αi
⊇
⋂

i∈N

W̃
(mk(i))

βk(i)
⊇
⋂

j∈N

W̃
(mj)
βj

= H̃(βj) .

В силу произвола в выборе x ∈ X из сказанного заклю-
чаем, что для произвольных (αi) ∈ F (X) и (βj) ∈ F̃ (X)

либо H(αi) ∩ H̃(βj) = ∅, либо H(αi) ⊇ H̃(βj). �

Следствие 3.1. Если в условиях предложения 3.3 имеет
место равенство Φ({ni | i ∈ N}) = Φ({mj | j ∈ N}), то

разбиения H и H̃ пространства X совпадают.

Предложение 3.5. Пусть {ni ∈ P(X, f)}i∈N и {mj ∈
P(X, f)}j∈N — две правильные последовательности.

Пусть {W (ni)}i∈N и {W̃ (mj)}j∈N — правильные последо-
вательности периодических разбиений динамической си-

стемы (X, f), H и H̃ — разбиения пространства X, инду-
цированные этими последовательностями.

Пусть последовательности {W (ni)} и {W̃ (mj)} не явля-
ются согласованными.

Тогда H(x) \ H̃(x) 6= ∅ и H̃(x) \H(x) 6= ∅ для каждого
x ∈ X.

Доказательство . Пусть x ∈ X. Найдутся такие (αi) ∈∏
i∈N

Zni
и (βj) ∈

∏
j∈N

Zmj
, что

H(x) = H(αi) =
⋂

i∈N

W (ni)
αi

, H̃(x) = H̃(βj) =
⋂

j∈N

W̃
(mj)
βj

.
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По определению H(x) ∩ H̃(x) 6= ∅.
Согласно условию предложения существуют такие k, l ∈

N, что периодические разбиения W (nk) и W̃ (ml) не согласо-
ваны, то есть

x ∈ Ak,l =
⋃

t∈Z

f t
(
W (nk)
αk
∩ W̃

(ml)
βl

)
6= X .

Итак, пространство X распадается в объединение двух
непересекающихся замкнутых инвариантных множеств
Ak,l и Bk,l = X \ Ak,l динамической системы (X, f) (см.
предложение 1.4).

Очевидно, H(x) ∩ H̃(x) ⊆ W
(nk)
αk
∩ W̃

(ml)
βl
⊆ Ak,l.

Однако,

H(x) \ H̃(x) ⊇ H(x) ∩Bk,l =
⋂

i∈N

(
W (ni)
αi
∩ Bk,l

)
6= ∅

(см. замечания 1.3 и 1.11). Аналогично, H̃(x) \H(x) 6= ∅.
�

Предложение 3.6. Пусть {ni ∈ P(X, f)}i∈N и {mj ∈
P(X, f)}j∈N — две правильные последовательности.

Пусть {W (ni)}i∈N и {W̃ (mj)}j∈N — правильные последо-
вательности периодических разбиений динамической си-

стемы (X, f), H и H̃ — разбиения пространства X, инду-
цированные этими последовательностями.

Если найдется x ∈ X, такое что

H(x) =
⋂

i∈N

W
(ni)
αi(x)
⊇
⋂

j∈N

W̃
(mj)

α̃j(x)
= H̃(x) ,

то разбиение H̃ является измельчением разбиения H, по-

следовательности {W (ni)} и {W̃ (mj)} согласованы и
Φ({ni | i ∈ N}) ≤ Φ({mj | j ∈ N}).
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Следствие 3.2. Пусть {W (ni)}i∈N и {W̃ (mj)}j∈N — пра-
вильные последовательности периодических разбиений

динамической системы (X, f), H и H̃ — разбиения про-
странства X, индуцированные этими последовательно-
стями.

Следующие утверждения эквивалентны:

1) разбиение H̃ является измельчением разбиения H

(соответственно, H = H̃),
2) Φ({ni | i ∈ N}) ≤ Φ({mj | j ∈ N}) (соответствен-

но, Φ({ni | i ∈ N}) = Φ({mj | j ∈ N})) и последова-

тельности {W (ni)} и {W̃ (mj)} согласованы.

Для доказательства предложения 3.6 нам понадобится
следующая почти очевидная

Лемма 3.2. Пусть X — хаусдорфово пространство,

K1 ⊇ K2 ⊇ . . . ⊇ Ki ⊇ . . .

— некоторая последовательность его непустых компакт-
ных подмножеств.

Для любой открытой окрестности U множества

K =
⋂

i∈N

Ki

найдется n ∈ N, такое что Ki ⊆ U при i ≥ n.

Доказательство . Предположим, найдется окрестность
U ⊇ K и последовательность {xi ∈ Ki \ U}i∈N.

Так как по построению xi ∈ K1, i ∈ N, и K1 — компакт,
то эта последовательность имеет хотя-бы одну предельную
точку x ∈ K1 \ U ⊆ X \ U .

Для каждого m ∈ N из условия леммы xi ∈ Ki ⊆ Km,
i ≥ m. Следовательно, x ∈ Km, m ∈ N и x ∈ K \ U .
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Полученное противоречие завершает доказательство. �

Доказательство предложения 3.6. 1. Докажем, что
для каждого i ∈ N найдется j(i) ∈ N, удовлетворяющее
следующим свойствам:

— ni делит mj(i);

— периодическое разбиение W̃ (mj(i)) является измель-
чением разбиения W (ni).

Фиксируем i ∈ N. Очевидно, что открытая окрестность
W

(ni)
αi(x)

множества H̃(x) ⊆ H(x) ⊆ W
(ni)
αi(x)

и последователь-
ность замкнутых множеств

W̃
(m1)
α̃1(x) ⊇ W̃

(m2)
α̃2(x) ⊇ . . . ⊇ W̃

(mj)

α̃j(x)
⊇ . . .

удовлетворяют условию леммы 3.2. Следовательно, най-
дется j(i) ∈ N, для которого W̃

(mj(i))

α̃j(i)(x)
⊆W

(ni)
αi(x)

.
Из следствия 1.5 заключаем, что периодические разби-

ения W (ni) и W̃ (mj(i)) согласованы и ni делит mj(i). Теперь

из следствия 1.6 вытекает, что разбиение W̃ (mj(i)) является
измельчением разбиения W (ni).

2. Проверим, что H(y) ⊇ H̃(y) для каждого y ∈ X, то
есть разбиение H̃ является измельчением разбиения H.

Действительно, из сказанного выше следует, что

H̃(y) =
⋂

j∈N

W̃
(mj)

α̃j(y)
⊆
⋂

i∈N

W̃
(mj(i))

α̃j(i)(y)
⊆
⋂

i∈N

W
(ni)
αi(y)

= H(y)

для каждого y ∈ X.
3. Из предыдущего пункта и предложения 3.5 следует,

что последовательности периодических разбиений
{W (ni)}i∈N и {W̃ (mj)}j∈N согласованы.

4. Из пункта 1 и предложения 2.3 заключаем, что
Φ({ni | i ∈ N}) ≤ Φ({mj | j ∈ N}). �
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3.3. Основные свойства одометров. Покажем теперь
на примере одометров, как работают утверждения, дока-
занные выше.

Предложение 3.7. Пусть (X, f) и (Y, g) — динамические
системы, p : (X, f)→ (Y, g) — проекция. Если n ∈ P(Y, h)

и W (n) = {W
(n)
i }i∈Zn

— периодическое разбиение динами-

ческой системы (Y, g), то n ∈ P(X, f) и W̃ (n) = {W̃
(n)
i =

p−1(W
(n)
i )}i∈Zn

— периодическое разбиение динамической
системы (X, f).

Доказательство сводится к простой непосредственной
проверке. �

Следствие 3.3. Пусть (Y, h) — фактор-система дина-
мической системы (X, f). Тогда P(Y, h) ⊆ P(X, f).

Воспользовавшись замечанием 2.3, получим еще

Следствие 3.4. В условиях следствия 3.3 выполняется
неравенство Φ(P(Y, h)) ≤ Φ(P(X, f)).

Замечание 3.5. Итак, если топологически сопряжены
динамические системы (X, f) и (Y, g), то Φ(P(X, f)) =
Φ(P(Y, g)). Следовательно, Φ(P(X, f)) ∈ Σ является то-
пологическим инвариантом динамической системы
(X, f) ∈ K0.

Предложение 3.8. Пусть (A, g) — одометр, построен-
ный по правильной последовательности {ni}i∈N.

Тогда Φ({P(A, g)}) = Φ({ni | i ∈ N}).
Пусть {W (mj)} — правильная последовательность пе-

риодических разбиений динамической системы (A, g).

Набор множеств {W
(mj)
rj | rj ∈ Zmj

, j ∈ N} является
базой топологии пространства A тогда и только тогда,
когда Φ({mj | j ∈ N}) = Φ({P(A, g)}).
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Доказательство. Из леммы 3.1 и соотношения (3.3) сле-
дует, что набор

W (ni) = {W (ni)
si

= Vsi
}si∈Zni

, i ∈ N ,

является правильной последовательностью периодических
разбиений динамической системы (A, g). Построим по этой
последовательности разбиение H пространства A. Так как
набор (3.3) является базой топологии пространства A, то
H~a = {~a} для каждого ~a ∈ A.

1. Множество P(A, g) допустимое (см. замечание 2.6),
следовательно найдется правильная последовательность
{mj ∈ P(A, g)}j∈N, для которой

Φ({mj | j ∈ N}) = Φ(P(A, g)) ≥ Φ({ni | i ∈ N})

(см. предложение 2.2 и замечание 2.8).
Построим теперь по этой последовательности правиль-

ную последовательность периодических разбиений
{W̃ (mj)}j∈N, которая согласована с последовательностью
{W (ni)}i∈N (см. предложение 1.8).

Пусть H̃ — разбиение пространства A, индуцированное
последовательностью {W̃ (mj)}. Тогда из предложения 3.4
следует, что разбиение H̃ является измельчением разбие-
ния H. А это может быть только если H̃ = H. Теперь из
предложения 3.6 следует

Φ({mj | j ∈ N}) = Φ({ni | i ∈ N}) .

2. Пусть теперь {W̃ (mj)}j∈N — некоторая правильная по-
следовательность периодических разбиений динамической
системы (A, g), H̃ — разбиение пространства A, индуциро-
ванное последовательностью {W̃ (mj)}.

Из первой части предложения 3.8 и замечания 2.8 за-
ключаем, что Φ({ni | i ∈ N}) ≥ Φ({mj | j ∈ N}).
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Так как одометр (A, g) — минимальная динамическая
система (см. замечание 3.2), то эта динамическая система
неразложима и правильные последовательности {W (ni)} и
{W̃ (mj)} согласованы (см. замечание 1.12).

Применяя следствие 3.3, заключаем, что разбиение H

пространства A является измельчением разбиения H̃, при-
чем H = H̃ тогда и только тогда, когда

Φ({mj | j ∈ N}) = Φ({ni | i ∈ N}) = Φ(P(A, g)) .

Напомним, что набор {Uα}α∈λ открытых подмножеств
топологического пространства X является его базой топо-
логии, когда выполняются следующие условия (см. [6]):

(a) если Uα ∩ Uβ 6= ∅ для некоторых α, β ∈ Λ, то най-
дется γ ∈ Λ, такое что Uγ ⊆ Uα ∩ Uβ;

(b) для каждого x ∈ X и любой открытой окрестности
U точки x найдется α ∈ Λ, такое что x ∈ Uα ∈ U .

Заметим, что для любой правильной последовательно-
сти периодических разбиений свойство (a) всегда выпол-
няется (это следует непосредственно из определения 1.6 и
замечания 1.10).

Пусть Φ({mj | j ∈ N}) � Φ({ni | i ∈ N}). Тогда раз-
биения H и H̃ не совпадают (см. следствие 3.2) и и най-
дутся две точки x1, x2 ∈ A, x1 6= x2, принадлежащие од-
ному элементу разбиения H̃. Следовательно, для каждого
W̃

(mj)
sj , sj ∈ Zmj

, j ∈ N, либо W̃
(mj)
sj ∩ {x1, x2} = ∅, либо

{x1, x2} ⊆ W̃
(mj)
sj и свойство (b) не выполняется.

Пусть теперь Φ({mj | j ∈ N}) = Φ({ni | i ∈ N}). В этом
случае разбиения H и H̃ совпадают.
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Пусть x ∈ X и U — открытая окрестность точки x. По
определению разбиения H̃ существует единственная после-
довательность {αj ∈ Zmj

}j∈N, такая что

{x} = H(x) = H̃(x) =
⋂

i∈N

W̃ (mj)
αj

.

При этом все множества из пересечения в правой части
компактны (как замкнутые подмножества компактного
пространства A) и W̃

(mj+1)
αj+1 ⊆ W̃

(mj)
αj , j ∈ N (см. опреде-

ление 1.6). Применяя лемму 3.2, заключаем, что найдется

k ∈ N, для которого x ∈ W̃
(mjk

)
αjk

⊆ U . �

Теперь из предложения 3.2, следствия 3.4, предложе-
ния 3.8, замечания 2.6 и предложения 2.2 получим такое
утверждение:

Теорема 3.1. Пусть (X, f) — динамическая система с
хаусдорфовым компактным фазовым пространством,
(A, g) — одометр.

Следующие утверждения эквивалентны:

(i) существует проекция π : (X, f)→ (A, g);
(ii) выполняется неравенство Φ(P(A, g)) ≤ Φ(P(X, f)).

Для того, чтобы сформулировать следующее утвержде-
ние, мы нуждаемся в двух определениях.

Пусть (X, f) — динамическая система с компактным
метрическим фазовым пространством (X, ρ).

Определение 3.3. Пара точек x, y ∈ X, x 6= y, назы-
вается дистальной, если существует δ > 0, такое что
ρ(fn(x), fn(y)) > δ для каждого n ∈ Z.

Динамическая система (X, f) называется дистальной,
если любая пара точек x, y ∈ X, x 6= y, дистальна.
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Определение 3.4. Динамическая система (X, f) назы-
вается равностепенно непрерывной, если семейство отоб-
ражений {fn}n∈Z является равностепенно непрерывным
относительно метрики ρ, то есть если для каждого ε >
0 существует δ > 0, такое что если ρ(x, y) < δ для неко-
торых x, y ∈ X, то ρ(fn(x), fn(y)) < ε для каждого n ∈ Z.

Замечание 3.6. Легко видеть, что дистальность и рав-
ностепенная непрерывность динамической системы
(X, f) не зависят (в силу компактности X) от выбо-
ра метрики, порождающей заданную топологию на про-
странстве X, то есть дистальность и равностепенная
непрерывность есть топологические свойства динамиче-
ской системы (X, f) с метризуемым компактным фазо-
вым пространством X.

Теорема 3.2 (см. [7]). Пусть (Γ, f) — минимальная ди-
намическая система на множестве Кантора Γ.

Тогда следующие условия равносильны:

1. д. с. (Γ, f) топологически сопряжена с одометром;
2. д. с. (Γ, f) дистальна;
3. д. с. (Γ, f) равностепенно непрерывна.

Доказательство . Эквивалентность условий 2. и 3. для
динамических систем с нульмерным компактным фазо-
вым пространством непосредственно следует из результа-
тов, полученных в работе [8].

Проверим импликацию 1. ⇒ 3.
Пусть д. с. (Γ, f) топологически сопряжена при помо-

щи гомеоморфизма h : Γ→ A с одометром (A, g), который
порожден допустимой последовательностью {ni}i∈N. Пере-
несем естественную метрику d с пространства A на Γ при
помощи соотношения

ρ(x, y) = d(h(x), h(y)) , x, y ∈ Γ .
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Из замечания 3.3 немедленно следует, что отображение f
изометрично относительно метрики ρ. Таким образом, д.
с. (Γ, f) равностепенно непрерывна.

Докажем импликацию 3. ⇒ 1.
Фиксируем метрику ρ : Γ × Γ → R+. Пусть динамиче-

ская система (Γ, f) равностепенно непрерывна относитель-
но метрики ρ.

Пусть x ∈ Γ, V — открыто-замкнутая окрестность точки
x. Так как замкнутые множества V и Γ\V не пересекаются
и Γ компактно, то

ρ(V,Γ \ V ) = ε > 0 .

Найдется δ > 0, такое что для любых y1, y2 ∈ Γ

(ρ(y1, y2) < 2δ)⇒ (ρ(fn(y1), f
n(y2)) < ε , n ∈ Z) .

Пусть U = Uδ(x). Тогда DiamU < 2δ и Diamfn(U) < ε
для всех n ∈ Z. Следовательно, для каждого n ∈ Z либо
V ∩ fn(U) = ∅, либо fn(U) ⊆ V .

Так как динамическая система (Γ, f) минимальна, най-
дется k ∈ N, такое что fk(x) ∈ U . Тогда fk(U) ∩ U 6= ∅.
Ясно что, так как f — гомеоморфизм, то

fk+n(U) ∩ fn(U) 6= ∅ , n ∈ Z .

Проверим, что fkn(U) ⊆ V , n ∈ Z.
Проведем проверку по индукции для отрицательных n.
База индукции. Так как ∅ 6= f−k(U) ∩ U ⊆ f−k(U) ∩ V ,

то f−k(U) ⊆ V .
Шаг индукции. Пусть f−ki(U) ⊆ V для некоторого i ∈

N. Тогда ∅ 6= f−k(i+1)(U) ∩ f−ki(U) ⊆ f−k(i+1)(U) ∩ V и
f−k(i+1)(U) ⊆ V .

По индукции заключаем, что fkn(U) ⊆ V для всех n < 0.
Проверка этого включения для положительных n осу-

ществляется аналогично.
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Итак, ⋃

n∈Z

fkn(x) ⊆
⋃

n∈Z

fkn(U) ⊆ V .

Из леммы 1.5 заключаем, что найдутся m ∈ P(Γ, f) и пе-
риодическое разбиение W (m) динамической системы (Γ, f)

длины m, такие что x ∈W (m)
0 ⊆ V .

Фиксируем x ∈ Γ и последовательность {εi ≥ 0}i∈N, та-
кую что εi → 0 при i → ∞. Найдем для каждого εi такое
δi > 0, что для всех y1, y2 ∈ Γ

(ρ(y1, y2) < δi)⇒ (ρ(fn(y1), f
n(y2)) < εi , n ∈ Z) .

Построим теперь по индукции когерентную правильную
последовательность периодических разбиений {W (ni)}i∈N

динамической системы (Γ, f), такую что для каждого i ∈
N

(3.6) DiamW (ni)
si

< εi , si ∈ Zni
.

Пространство Γ нульмерно, поэтому существует после-
довательность {Vi ∋ x}i∈N открыто-замкнутых множеств,
такая что DiamVi < δi, i ∈ N.

База индукции. Найдем периодическое разбиение W (n1)

динамической системы (Γ, f), такое что x ∈ W
(n1)
0 ⊆ V1.

Тогда DiamW
(n1)
0 < δ1 и DiamW

(n1)
s1 = Diamf s1(W

(n1)
0 ) < ε1,

s1 ∈ Zn1 , согласно выбору δ1.
Шаг индукции. Пусть уже построен набор {W (ni)}ki=1 пе-

риодических разбиений динамической системы (Γ, f), та-
кой что ni делит ni+1, i = 1, . . . , k − 1,

W
(n1)
0 ⊇ . . . ⊇W

(nk)
0 ∋ x

(из следствия 1.5 заключаем, что любые два периодиче-
ских разбиения из этого набора согласованы), и для кото-
рого выполняются соотношения (3.6).
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Обозначим Ṽk+1 = Vk+1 ∩W
(nk)
0 ∋ x. Очевидно, справед-

ливо неравенство DiamṼk+1 < δk+1.
Найдем периодическое разбиение W (nk+1) динамической

системы (Γ, f), такое что x ∈W (nk+1)
0 ⊆ Ṽk+1 ⊆W

(nk)
0 .

С одной стороны, DiamW
(nk+1)
0 ≤ DiamṼk+1 < δk+1, по-

этому DiamW
(nk+1)
s1 = Diamf s1(W

(nk+1)
0 ) < εk+1 для sk+1 ∈

Znk+1
.

С другой стороны, nk делит nk+1 и периодические раз-
биения W (nk+1) и W (nk) согласованы по следствию 1.5.

По индукции получим когерентную последовательность
периодических разбиений {W (ni)}i∈N динамической систе-
мы (Γ, f), все элементы которой удовлетворяют соотноше-
нию (3.6).

Построим по последовательности {W (ni)} разбиение H
пространства Γ и проекцию F : (Γ, f)→ (A, g).

Пусть y ∈ Γ, (αi) = F (y) ∈ A. Заметим, что для каждого
k ∈ N

DiamH(y) ≤ Diam
( k⋂

i=1

W (ni)
αi

)
= DiamW (nk)

αk
≤ εk →

k→∞
0 .

Следовательно, H(y) = {y} для каждого y ∈ Γ и отобра-
жение проекции pr : Γ→ Γ/H взаимно-однозначно. Следо-
вательно, и отображение F = (factF )◦pr : Γ→ A взаимно-
однозначно. Так как Γ — компакт, то F — гомеоморфизм,
который сопрягает динамические системы (Γ, f) и (A, g)
(см. коммутативную диаграмму (3.4)). �

Замечание 3.7. При определении одометра, построенно-
го по правильной последовательности {ni}i∈N, мы требо-
вали, чтобы эта последовательность была неограничена.
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Фактически это требование можно переписать в следу-
ющем виде:

Φ({ni | i ∈ N}) ∈ Σ \ Φ0(N) .

Посмотрим, что изменится, если Φ({ni | i ∈ N}) =
Φ0(m) ∈ Φ0(N). В этом случае A = lim inv

i→∞
Zni

= Zm =

{0, 1, . . . , m − 1}, ~e = 1 ∈ Zm, и динамическая система
(A, g) состоит из единственной периодической траекто-
рии длины m.

Расширим определение одометров, включив в него и
случай, когда Φ({ni | i ∈ N}) ∈ Φ0(N).

Тривиально проверяется, что все сказанное в подразде-
лах 3.2 и 3.3, кроме теоремы 3.2, справедливо и для на-
шего нового определения.

Теорема 3.3 (см. [9, 10, 13]). 1. Для каждого N ∈ Σ су-
ществует одометр (A, g), такой что Φ(P(A, g)) = N .

2. Одометры (A1, g1) и (A2, g2) топологически сопря-
жены тогда и только тогда, когда выполняется равен-
ство Φ(P(A1, g1)) = Φ(P(A2, g2)).

Доказательство . 1. Пусть N ∈ Σ. Найдем допустимое
множество A ⊆ R, такое что Φ(A) = N (см. предложе-
ние 2.1), и правильную последовательность {ni ∈ A}i∈N,
для которой Φ({ni | i ∈ N}) = Φ(A) (см. предложение 2.2).
Построим по последовательности {ni} одометр (A, g). Из
предложения 3.8 заключаем, что Φ(P(A, g)) = Φ(A) = N .

2. (a) Пусть одометры (A1, g1) и (A2, g2) топологически
сопряжены при помощи гомеоморфизма h : A1 → A2.

Имеем две проекции

h : (A1, g1)→ (A2, g2) и h−1 : (A2, g2)→ (A1, g1) .

Следствие 3.4 дает нам Φ(P(A1, g1)) = Φ(P(A2, g2)).
(b) Пусть теперь Φ(P(A1, g1)) = Φ(P(A2, g2)) = N ∈ Σ.



О проекциях на одометры ... 383

Найдем правильную последовательность {ni}i∈N, для ко-
торой Φ({ni | i ∈ N}) = N (см. выше), и построим по ней
одометр (A, g).

Так как Φ(P(A, g)) = Φ(P(A1, g1)) = Φ(P(A2, g2)), то
из предложения 2.1 и замечания 2.6 получим P(A, g) =
P(A1, g1) = P(A2, g2). Также из леммы 3.1 следует, что
ni ∈ P(A, g), i ∈ N. Тогда ni ∈ P(Ak, gk), k = 1, 2, i ∈ N.

Фиксируем когерентную последовательность {W (ni)}i∈N

периодических разбиений динамической системы (A1, g1)
и построим по ней разбиение H пространства A1.

Аналогично, пусть {W̃ (ni)}i∈N — когерентная последова-
тельность периодических разбиений динамической систе-
мы (A2, g2) и H̃ — разбиение пространства A2, индуциро-
ванное этой последовательностью.

Рассмотрим коммутативную диаграмму

(A1, g1)
F
−−−→ (A, g)

F̃
←−−− (A2, g2)

pr

y
∥∥∥

yp̃r

(A1/H, fact g1)
factF
−−−→ (A, g)

fact F̃
←−−− (A2/H̃, fact g2)

Мы уже знаем, что все отображения в нижней стро-
ке этой диаграммы являются изоморфизмами в категории
K0.

Отображения pr и p̃r взаимно-однозначны по предложе-
нию 3.8. Так как пространства A1 и A2 компактны, то pr
и p̃r изоморфизмы в категории K0.

Из сказанного следует, что морфизм

F̃−1 ◦ F = p̃r−1 ◦ (fact F̃ )−1 ◦ (factF ) ◦ pr

является изоморфизмом и динамические системы (A1, g1)
и (A2, g2) топологически сопряжены. �
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Замечание 3.8. Пусть (X, f), (Y, g) ∈ K0, h : (X, f) →
(Y, g) — морфизм. Если динамическая система (Y, g) ми-
нимальная, то h — проекция.

Действительно, фиксируем y ∈ Y . По теореме Биркго-
фа имеем Orbg(h(y)) = Y . С другой стороны, так как X
— компакт, то h(X) — замкнутое подмножество простран-
ства Y и, очевидно, h(X) ⊇ Orbg(h(y)) = h(Orbf (y)).

Предложение 3.9. Пусть (A, g) — одометр, h : (A, g)→
(A, g) — морфизм. Тогда h изоморфизм.

Доказательство . Зафиксируем правильную последова-
тельность {ni ∈ P(A, g)}i∈N, такую что Φ({ni | i ∈ N}) =
Φ(P(A, g)) (см. замечание 2.6 и предложение 2.2).

Выберем правильную последовательность периодичес-
ких разбиений {W (ni)}i∈N.
h — эпиморфизм согласно замечанию 3.8, поэтому из

предложения 3.7 следует, что для каждого i ∈ N набор
множеств W̃ (ni) = {W̃

(ni)
si = h−1(W

(ni)
si )}i∈Zni

является пе-
риодическим разбиением динамической системы (A, g)
длины ni.

(A, g) — минимальная динамическая система, поэтому
она неразложима. Применяя следствие 1.1, заключаем, что
{W̃ (ni)}i∈N — правильная последовательность периодиче-
ских разбиений динамической системы (A, g).

Из предложения 3.8 следует, что каждый из наборов
множеств {W (ni)

si | si ∈ Zni
, i ∈ N} и {W̃ (ni)

si | si ∈ Zni
, i ∈

N} является базой топологии пространства A. Поэтому
h — непрерывное взаимно-однозначное отображение. Так
как A — компакт, то h — гомеоморфизм. �
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Следствие 3.5. Пусть (Y1, h1), (Y2, h2) — две динамиче-
ские системы, топологически сопряженные с некоторы-
ми одометрами.

Если объекты (Y1, h1), (Y2, h2) ∈ ObK0 изоморфны, то
любой морфизм α : (Y1, h1) → (Y2, h2) является изомор-
физмом.

Доказательство. 1. Допустим, что динамическая систе-
ма (Y1, h1) топологически сопряжена с одометром (A, g).
Пусть ρ : (Y1, h1) → (Y1, h1) — некоторый морфизм. Тогда
ρ — изоморфизм.

Действительно, фиксируем изоморфизм φ : (Y1, h1) →
(A, g) и рассмотрим морфизм φ ◦ ρ ◦ φ−1 : (A, g) → (A, g).
Согласно предложению 3.9, φ◦ρ◦φ−1 — изоморфизм. Тогда
и ρ = φ−1 ◦ (φ ◦ ρ ◦ φ−1) ◦ φ — изоморфизм.

2. Пусть существует изоморфизм ψ : (Y1, h1)→ (Y2, h2).
Морфизм χ = α ◦ ψ−1 : (Y2, h2) → (Y2, h2) является изо-

морфизмом (см. выше). Следовательно, и морфизм χ◦ψ =
α ◦ ψ−1 ◦ ψ = α является изоморфизмом. �

Пусть (A,+) — адическая группа. Пусть g : A→ A,

g : ~a 7→ ~a+ ~e , ~a ∈ A .

Пусть (A, g) — соответствующий одометр.
Фиксируем ~a, ~b ∈ A. Расмотрим отображение

h~a,~b : A→ A ,

h~a,~b : ~c 7→ ~c + (~b− ~a) , ~c ∈ A .

Предложение 3.10. h~a,~b ◦ g = g ◦ h~a,~b.

Доказательство. Это очевидное следствие коммутатив-
ности группы (A, g). �
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Замечание 3.9. Пусть динамическая система (X, f) ми-
нимальна, h1, h2 : (X, f)→ (Y, g) — два морфизма, такие
что h1(x) = h2(x) для некоторого x ∈ X.

Тогда h1 = h2.

Действительно, для каждого y = fn(x) ∈ Orbf(x) имеем
h1(y) = h1 ◦ f

n(x) = gn ◦ h1(x) = gn ◦ h2(x) = h2 ◦ f
n(x) =

h2(y). Поэтому h1|Orbf (x) = h2|Orbf (x). Так как X = Orbf (x)
по теореме Биркгофа, то h1 = h2.

Комбинируя предложения 3.9, 3.10 и замечание 3.9, по-
лучим

Следствие 3.6. Пусть (A, g) — динамическая система,
топологически сопряженная с одометром. Для любой па-
ры точек x, y ∈ A существует единственный морфизм
hx, y : (A, g)→ (A, g), такой что hx, y(x) = y, и этот мор-
физм является изоморфизмом.

3.4. Отступление — одна категорная конструкция.
Пусть L — некоторая категория.

Определение 3.5. Скажем, что категория L обладает
свойством LU (Lifting Upstairs), если для любых объектов
A, B ∈ Ob L и для произвольных морфизмов α ∈ HL(A,B)
и eB ∈ HL(B,B)∩Iso L найдется морфизм eA ∈ HL(A,A)∩
Iso L, такой что

αeB = eAα .

Определение 3.6. Скажем, что категория L облада-
ет свойством LD (Lifting Downstairs), если для любых
объектов A, B ∈ Ob L и для произвольных морфизмов
α ∈ HL(A,B) и fA ∈ HL(A,A) ∩ Iso L найдется морфизм
fB ∈ HL(B,B) ∩ Iso L, такой что

fAα = αfB .
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Пусть L — категория. Для каждой пары объектов A,
B ∈ Ob L определим на множестве HL(A,B) бинарное от-
ношние ∼. Скажем, что α ∼ β, α, β ∈ HL(A,B), если суще-
ствуют такие eA ∈ HL(A,A)∩ Iso L и eB ∈ HL(B,B)∩ Iso L,
что

eAα = βeB .

Легко видеть, что ∼ есть отношение эквивалентности.
Класс эквивалентности морфизма α будем обозначать [α].

Предложение 3.11. Пусть категория L удовлетворяет
одному из свойств LU или LD.

Тогда корректно определена категория L, объектами
которой являются объекты категории L и для любой па-
ры объектов A, B ∈ L множество морфизмов H

L
(A,B)

есть множество классов эквивалентности морфизмов из
HL(A,B).

Доказательство . Предположим, категория L обладает
свойством LU.

Тривиальная проверка показывает, что L удовлетворяет
свойствам 1) и 2) категории.

Для того, чтобы корректно определить операцию ком-
позиции морфизмов в L, проверим, что для любой трой-
ки объктов A, B, C ∈ L и для любых морфизмов α ∈
HL(A,B), β ∈ HL(B,C) выполняется равенство

(3.7) [αβ] = [α][β] = {α′β ′ | α′ ∈ [α], β ′ ∈ [β]} .

Пусть α′ ∈ [α], β ′ ∈ [β]. Тогда найдутся такие изомор-
физмы eA ∈ HL(A,A) ∩ Iso L, eB, fB ∈ HL(B,B) ∩ Iso L и
fC ∈ HL(C,C) ∩ Iso L, что

α′β ′ = (e−1
A αeB)(f−1

B βfC) = e−1
A α(eBf

−1
B )βfC .
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Очевидно, eBf
−1
B ∈ HL(B,B) ∩ Iso L. Из свойства LU за-

ключаем, что существует gA ∈ HL(A,A) ∩ Iso L, для кото-
рого α(eBf

−1
B ) = gAα. Следовательно,

α′β ′ = e−1
A α(eBf

−1
B )βfC = (e−1

A gA)αβfC ,

α′β ′ ∈ [αβ] и [αβ] ⊇ {α′β ′ | α′ ∈ [α], β ′ ∈ [β]}.
Обратно, пусть γ ∈ [αβ]. Это значит, что для некоторых

eA ∈ HL(A,A) ∩ Iso L и eC ∈ HL(C,C) ∩ Iso L имеет место
соотношение

γ = e−1
A (αβ)eC = (e−1

A α)(βeC) .

Очевидно, e−1
A α = e−1

A α1B ∈ [α] и βeC = 1−1
B βeC ∈ [β].

Следовательно, [αβ] ⊆ {α′β ′ | α′ ∈ [α], β ′ ∈ [β]}.
Итак, мы установили, что частичное умножение классов

эквивалентности морфизмов не зависит от выбора пред-
ставителей, следовательно, оно определено корректно.

Ассоциативность умножения морфизмов в L следует из
ассоциативности умножения морфизмов в категории L.

Для завершения доказательства нам остается заметить,
что для любого A ∈ Ob L единичным морфизмом объекта
A в L является [1A].

Если категория L обладает свойством LD, доказатель-
ство проводится аналогично. �

Замечание 3.10. Приведенная выше конструкция явля-
ется частным случаем так называемой фактор-катего-
рии (см. [11]).

3.5. Основные свойства одометров (продолжение).
Пусть (A1, g1), (A2, g2) — динамические системы, тополо-
гически сопряженные с одометрами, π1, π2 : (A1, g1) →
(A2, g2) и h : (A2, g2)→ (A2, g2) — морфизмы.
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Обозначим через F множество всех морфизмов
f : (A1, g1) → (A1, g1), для которых коммутативна диа-
грамма

(A1, g1)
f

−−−→ (A1, g1)

π1

y
yπ2

(A2, g2) −−−→
h

(A2, g2)

Из предложения 3.9 следует, что h ∈ Iso K0 и F ⊆ Iso K0.

Предложение 3.12. Множество F не пусто.
Для любых y ∈ A2 и x1 ∈ π−1

1 (y) имеет место равен-
ство

F = {hx1, x2 | x2 ∈ π
−1
2 (h(y))} .

Доказательство предложения 3.12 опирается на следую-
щие леммы.

Лемма 3.3. Пусть (X, f) — неразложимая динамиче-
ская система, (A, g) — динамическая система, топологи-
чески сопряженная с одометром, π1, π2 : (X, f) → (A, g)
— проекции.

Тогда разбиения zer π1 и zer π2 пространства X совпа-
дают.

Лемма 3.4. Пусть (X, f), (A, g), π1, π2 : (X, f) → (A, g)
те же, что и в лемме 3.3.

Для любого морфизма h : (X, f) → (X, f) определено
непрерывное отображение factπ2 ◦ h : A→ A, оно удовле-
творяет соотношению g ◦ (factπ2 ◦ h) = (fact π2 ◦ h) ◦ g.
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Следовательно, коммутативна следующая диаграмма

(X, f)
h

−−−→ (X, f)

π1

y
yπ2

(A, g) −−−−−→
factπ2◦h

(A, g)

Доказательство леммы 3.3. Фиксируем правильную
последовательность {ni ∈ Φ(P(A, g))}i∈N, такую что

Φ({ni | i ∈ N}) = Φ(P(A, g))

(см. замечание 2.6 и предложение 2.2).
Построим правильную последовательность {W (ni)}i∈N

периодических разбиений динамической системы (A, g).
Согласно предложению 3.8 набор множеств {W (ni)

si | si ∈
Zni

, i ∈ N} является базой топологии пространства A.
Из предложения 3.7 следует, что для каждого i ∈ N на-

боры множеств W̃ (ni) = {W̃
(ni)
si = π−1

1 (W
(ni)
si ) | si ∈ Zni

} и
Ŵ (ni) = {Ŵ

(ni)
si = π−1

2 (W
(ni)
si ) | si ∈ Zni

} являются периоди-
ческими разбиениям динамической системы (X, f) длины
ni.

Динамическая система (X, f) неразложима, поэтому из
следствия 1.1 и замечания 1.12 заключаем, что {W̃ (ni)}i∈N

и {Ŵ (ni)}i∈N — согласованные правильные последователь-
ности периодических разбиений этой динамической систе-
мы.

Пусть H̃ и Ĥ — разбиения пространства X, индуциро-
ванные соответственно последовательностями {W̃ (ni)}i∈N и
{Ŵ (ni)}i∈N. По следствию 3.2 разбиения H̃ и Ĥ совпадают.

Набор множеств {W̃ (ni)
si | si ∈ Zni

, i ∈ N} является про-
образом базы топологии {W (ni)

si | si ∈ Zni
, i ∈ N} под
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действием проекции π1, поэтому разбиения zer π1 и H̃ сов-
падают.

Аналогично, разбиения zer π2 и Ĥ совпадают. �

Доказательство леммы 3.4. Пусть h : (X, f)→ (X, f)
— морфизм.

Так как динамическая система (A, g) минимальна, то
морфизм π2 ◦ h : (X, f) → (A, g) является проекцией. Из
леммы 3.3 следует, что zer π1 = zer π2 ◦ h. Для заверше-
ния доказательства нам остается применить лемму 0.2 к
морфизмам ϕ1 = π1 и ϕ2 = π2 ◦ h. �

Доказательство предложения 3.12. (A1, g1) — мини-
мальная динамическая система, поэтому она неразложи-
ма.

Фиксируем y ∈ A2 и x1 ∈ π
−1
1 (y). Пусть x2 ∈ π

−1
2 (h(y)).

Рассмотрим морфизм hx1, x2 : (A1, g1) → (A1, g1). Из лем-
мы 3.4 следует, что корректно определен морфизм factπ2◦
hx1, x2 : (A2, g2)→ (A2, g2), и справедлива цепочка равенств

fact π2 ◦ hx1, x2(y) = (factπ2 ◦ hx1, x2) ◦ π1(x1) =
= π2 ◦ hx1, x2(x1) = π2(x2) = h(y) .

Поэтому из следствия 3.6 заключаем, что factπ2◦hx1, x2 = h
и F ⊇ {hx1, x2 | x2 ∈ π

−1
2 (h(y))}.

С другой стороны, для любого f ∈ F должно выпол-
няться соотношение f(x1) ∈ f(π−1

1 (y)) = π−1
2 (h(y)) (см.

лемму 3.3). Из следствия 3.6 получим f = hx1, f(x1) и F ⊆

{hx1, x2 | x2 ∈ π
−1
2 (h(y))}. �

Рассмотрим полную подкатегорию A категории K0, объ-
ектами которой являются все динамические системы, то-
пологически сопряженные с одометрами.

Следствие 3.7. Категория A обладает свойствами LU

и LD.
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Доказательство . 1. Выполнение условия LU следует
из предложения 3.12, если π1 = π2 = α, и из следствия 3.6.

2. Выполнение условия LD следует из леммы 3.4, если
(X, f) и (A, g) топологически сопряжены с одометрами и
π1 = π2 = α, и из следствия 3.6. �

Фиксируем скелет A0 категории A.

Замечание 3.11. Из теоремы 3.3 и замечания 3.5 сле-
дует, что для каждого N ∈ Σ категория A0 содержит
ровно один объект (A, g), такой что Φ(P(A, g)) = N .

Замечание 3.12. Из теоремы 3.1 заключаем, что для
любых двух объектов (A1, g1) и (A2, g2) категории A0 сле-
дующие утверждения эквивалентны:

(i) Φ(P(A1, g1)) ≥ Φ(P(A2, g2));
(ii) HA0((A1, g1), (A2, g2)) 6= ∅.

Воспользуемся предложением 3.11 и построим по кате-
гории A0 категорию A0.

Из леммы 3.4 и следствия 3.6 получим

Следствие 3.8. Пусть (A1, g1), (A2, g2) ∈ ObA0.
Если π1, π2 ∈ HA0((A1, g1), (A2, g2)), то [π1] = [π2].

Теперь из замечания 3.12 имеем

Следствие 3.9. Пусть (A1, g1), (A2, g2) ∈ ObA0.
Тогда

(i) если Φ(P(A1, g1)) ≥ Φ(P(A2, g2)), то мощность
множества H

A0
((A1, g1), (A2, g2)) равна единице;

(ii) H
A0

((A1, g1), (A2, g2)) = ∅, в противном случае.

Построим по частично упорядоченному множеству Σ ка-
тегорию L(Σ), объектами которой являются элементы мно-
жества Σ, а морфизмами — всевозможные пары элементов
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(M,N), в которых M ≥ N . Для любых двух элементов M ,
N ∈ Σ множество HL(Σ)(M,N) состоит из одного морфиз-
ма (M,N), если M ≥ N и является пустым — в противном
случае.

Замечание 3.11 и следствие 3.9 дают нам следующее
утверждение.

Теорема 3.4. Соответствие Ψ0 : Ob A0 → Ob L(Σ),

Ψ0 : (A, g) 7→ Φ(P(A, g)) , (A, g) ∈ Ob A0 ,

однозначно продолжается до функтора Ψ : A0 → L(Σ).
Функтор Ψ задает изоморфизм категорий A0 и L(Σ).

3.6. Расширения одометров. Общий случай. Пусть
(X, f) — динамическая система с хаусдорфовым компакт-
ным фазовым пространством.

Напомним, что для любого одометра (A, g) ∈ Ob A в ка-
тегории K0 существует морфизм h : (X, f) → (A, g) тогда
и только тогда, когда Φ(P(A, g)) ≤ Φ(P(X, f)) (см. теоре-
му 3.1).

Рассмотрим полную подкатегорию A(X, f) категории A,
объектами которой являются динамические системы
(A, g) ∈ ObA, такие что Φ(P(A, g)) ≤ Φ(P(X, f)).

Из замечания 3.11 следует, что категория A(X, f) обла-
дает свойствами LU и LD.

Фиксируем скелет A0(X, f) категории A(X, f) и, вос-
пользовавшись предложением 3.11, построим категорию
A0(X, f).

Точно так же, как и следствие 3.9, доказывается

Предложение 3.13. Для (A1, g1), (A2, g2) ∈ ObA0(X, f)
справедливы утверждения
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(i) если Φ(P(A1, g1)) ≥ Φ(P(A2, g2)), то мощность
множества H

A0(X,f)((A1, g1), (A2, g2)) равна едини-
це;

(ii) H
A0(X,f)((A1, g1), (A2, g2)) = ∅, в противном случае.

Рассмотрим подмножество Σ(X, f) = {N ∈ Σ | N ≤
Φ(P(X, f))} множества (Σ,≤) и построим по этому частич-
но упорядоченному множеству категорию L(Σ(X, f)).

Так же, как и теорема 3.4, доказывается

Теорема 3.5. Соответствие

Ψ0(X, f) : ObA0(X, f)→ Ob L(Σ(X, f)) ,

Ψ0(X, f) : (A, g) 7→ Φ(P(A, g)) , (A, g) ∈ Ob A0(X, f) ,

однозначно продолжается до функтора

Ψ(X, f) : A0(X, f)→ L(Σ(X, f)) .

Функтор Ψ(X, f) представляет собой изоморфизм ка-

тегорий A0(X, f) и L(Σ(X, f)).

Определим категорию B(X, f) следующим образом:
— объектами B(X, f) являются пары (h, (A, g)), где

(A, g) ∈ Ob A(X, f), h ∈ MorK0((X, f), (A, g));
— для любых (h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2)) ∈ ObB(X, f)

множество HB(X,f)((h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2))) состо-
ит из всех троек ((h1, (A1, g1)), π, (h2, (A2, g2))), та-
ких что π ∈ HA(X,f)((A1, g1), (A2, g2)) и h2 = π ◦ h1.

Корректность этого определения проверяется непосред-
ственно.

Лемма 3.5. Для (h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2)) ∈ ObB(X, f)
справедливы утверждения

(i) в множестве HB(X,f)((h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2))) со-
держится не более одного элемента;
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(ii) если множество HB(X,f)((h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2)))
не пусто, то Φ(P(A1, g1)) ≥ Φ(P(A2, g2)).

Доказательство. (i) Пусть π1, π2 : (A1, g1)→ (A2, g2) —
два морфизма, такие что h2 = π1 ◦ h1 = π2 ◦ h1.

Пусть x ∈ X. Тогда h2(x) = π1(h1(x)) = π2(h1(x)). Так
как динамическая система (A1, g1) минимальна, то из за-
мечания 3.9 следует, что π1 = π2.

(ii) Это утверждение непосредственно следует из тео-
ремы 3.1. �

Лемма 3.6. Пусть (h, (A, g)) ∈ ObB(X, f), N ∈ Σ(X, f)
и выполняется неравенство Φ(P(A, g)) ≤ N .

Тогда найдется (h1, (A1, g1)) ∈ Ob B(X, f), такое что

(i) Φ(P(A1, g1)) = N ;
(ii) HB(X,f)((h1, (A1, g1)), (h, (A, g))) 6= ∅.

Доказательство. По условию леммы и по определению
множества Σ(X, f) справедливы неравенства Φ(P(A, g)) ≤
N ≤ Φ(P(X, f)).

Из предложения 2.1 следует, что существует единствен-
ное допустимое множество Q ∈ N, такое что Φ(Q) = N .
Так как множества P(A, g) и P(X, f) допустимы (см. заме-
чание 2.6), то из леммы 2.1 получим цепочку включений
P(A, g) ⊆ Q ⊆ P(X, f).

Воспользуемся предложением 2.2 и найдем правильные
последовательности {ni ∈ P(A, g)}i∈N и {mj ∈ Q}j∈N, такие
что Φ({ni | i ∈ N}) = Φ(P(A, g)) и Φ({mj | j ∈ N}) =
Φ(Q) = N .

Фиксируем правильную последовательность {V (ni)}i∈N

периодических разбиений динамической системы (A, g).
Рассмотрим прообразы W (ni) = {W

(ni)
si = h−1(V

(ni)
si )}si∈Zni

,
i ∈ N, периодических разбиений последовательности
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{V (ni)}i∈N. Из предложения 3.7, определения 1.6 и след-
ствий 1.5 и 1.6 заключаем, что {W (ni)}i∈N — правильная
последовательность периодических разбиений динамиче-
ской системы (X, f).

Пусть H — разбиение пространства X, индуцированное
последовательностью {W (ni)}. Согласно предложению 3.8,
набор множеств {V (ni)

si | si ∈ Zni
, i ∈ N} является базой то-

пологии пространства A. Поэтому разбиение H совпадает
с разбиением zer h.

Воспользуемся предложением 1.8 и замечанием 1.6 и по-
строим когерентную последовательность {W̃ (mj)}j∈N пери-
одических разбиений динамической системы (X, f), согла-
сованную с последовательностью {W (ni)}.

Пусть H̃ — разбиение пространства X, индуцированное
последовательностью {W̃ (mj)}. Учитывая замечание 3.4,
имеем коммутативную диаграмму (см. соотношение (3.4))

(3.8)

(X, f)
F
−−−→ (A1, g1)

pr

y
∥∥∥

(X/H̃, f̃)
factF
−−−→ (A1, g1)

В этой диаграмме (A1, g1) — одометр, F — проекция, factF
— гомеоморфизм и

Φ(P(X/H̃, f̃)) = Φ(P(A1, g1)) = Φ({mj | j ∈ N}) = N .

Из следствия 3.2 заключаем, что разбиение H̃ = zerF
является измельчением разбиения H = zer h пространства
X. Обозначим h1 = F . Применяя теперь лемму 0.2 к про-
екциям ϕ1 = h1 и ϕ2 = h, заключаем, что найдется ψ ∈
HK0((A1, g1), (A, g)), для которого h = ψ ◦ h1. �
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Определим “забывающий” функтор

Θ : B(X, f)→ A(X, f)

при помощи соотношений

Θ : (h, (A, g)) 7→ (A, g) , (h, (A, g)) ∈ Ob B(X, f)

Θ : ((h1, (A1, g1)), π, (h2, (A2, g2))) 7→ π ,

((h1, (A1, g1)), π, (h2, (A2, g2))) ∈ Mor(B(X, f)) .

Рассмотрим полный прообраз B′(X, f) скелета A0(X, f)
под действием функтора Θ. Непосредственная проверка
показывает, что B′(X, f) является полной подкатегорией
категории B(X, f).

Замечание 3.13. Пусть L′ — полная подкатегория кате-
гории L. Пусть A, B ∈ Ob L′. По определению HL′(A,B) =
HL(A,B).

Следовательно, объекты A и B изоморфны в L′ тогда
и только тогда, когда они изоморфны в L.

Пусть B′
0(X, f) — скелет категории B′(X, f). Очевидно,

B′
0(X, f) — полная подкателогия категории B(X, f).

Предложение 3.14. Категория B′
0(X, f) является ске-

летом категории B(X, f).

Доказательство. Из определения категории B′
0(X, f) и

замечания 3.13 следует, что эта подкатегория содержит не
более чем по одному представителю из каждого классса
изоморфных объектов категории B(X, f).

Докажем, что для каждого (h, (A, g)) ∈ Ob B(X, f) най-
дется изоморфный ему объект, лежащий в B′

0(X, f).
Рассмотрим (A, g) = Θ(h, (A, g)) ∈ Ob A(X, f). Подкате-

гория A0(X, f) является скелетом категории A(X, f), по-
этому существует ровно один объект (A′, g′) ∈ ObA0(X, f),
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изоморфный (A, g). Пусть ρ : (A, g) → (A′, g′) — изомор-
физм.

Обозначим h′ = ρ◦h : (X, f)→ (A′, g′). Рассмотрим объ-
ект (h′, (A′, g′)) категории B(X, f). Очевидно,
(h′, (A′, g′)) ∈ Ob B′

0(X, f) и ((h, (A, g)), ρ, (h′, (A′, g′))) ∈
Iso B(X, f). �

Зададим на классе ObB′
0(X, f) бинарное отношение �.

Скажем, что

(h1, (A1, g1)) � (h2, (A2, g2)) ,

если
HB(X,f)((h2, (A2, g2)), (h1, (A1, g1))) 6= ∅ .

Предложение 3.15. Отношение � является отношени-
ем частичного порядка и справедливы следующие утвер-
ждения:

(i) каждый элемент (h, (A, g)) ∈ Ob B′
0(X, f) мажо-

рируется некоторым (h′, (A′, g′)) ∈ Ob B′
0(X, f),

для которого Φ(P(A′, g′)) = Φ(P(X, f));
(ii) элемент (h, (A, g)) ∈ ObB′

0(X, f) является макси-
мальным относительно порядка � тогда и только
тогда, когда имеет место равенство Φ(P(A, g)) =
Φ(P(X, f)).

Перед тем, как приступить к доказательству предложе-
ния 3.15, мы докажем одну лемму.

Лемма 3.7. Пусть (h, (A, g)) ∈ ObB′
0(X, f) и для неко-

торого N ∈ Σ(X, f) справедливо неравенство Φ(P(A, g)) ≤
N .

Найдется такой объект (h′, (A′, g′)) ∈ Ob B′
0(X, f), что

(i) Φ(P(A′, g′)) = N ;
(ii) HB(X,f)((h

′, (A′, g′)), (h, (A, g))) 6= ∅.
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Доказательство . Согласно лемме 3.6, найдется такой
(h1, (A1, g1)) ∈ Ob B(X, f), что Φ(P(A1, g1)) = N и

HB(X,f)((h1, (A1, g1)), (h, (A, g))) 6= ∅ .

Из предложения 3.14 заключаем, что найдется объект
(h′, (A′, g′)) категории B′

0(X, f), изоморфный объекту
(h1, (A1, g1)). Из леммы 3.5 следует, что

Φ(P(A′, g′)) = Φ(P(A1, g1)) = N .

Кроме того, HB(X,f)((h
′, (A′, g′)), (h, (A, g))) 6= ∅ по постро-

ению. �

Доказательство предложения 3.15. По определению
категории для каждого объекта B ∈ Ob B′

0(X, f) суще-
ствует единичный морфизм 1B, поэтому отношение � ре-
флексивно.

Композиция любой пары морфизмов α ∈ HB(X,f)(B,B
′)

и β ∈ HB(X,f)(B
′, B′′) является элементом множества

HB(X,f)(B,B
′′), следовательно отношение � транзитивно.

Пусть α ∈ HB(X,f)(B,B
′), β ∈ HB(X,f)(B

′, B) для неко-
торых B, B′ ∈ Ob B′

0(X, f). Согласно лемме 3.5 имеем
HB(X,f)(B,B) = {1B}, HB(X,f)(B

′, B′) = {1B′}. Следова-
тельно, αβ = 1B, βα = 1B′ и объекты B и B′ изоморфны в
категории B(X, f). Так как B′

0(X, f) — полная подкатего-
рия в B(X, f), то B и B′ изоморфны в категории B′

0(X, f)
(см. замечание 3.13). Из сказанного заключаем, что отно-
шение � антисимметрично.

Итак, � является отношением частичного порядка.
Утверждение (i) предложения 3.15 следует из леммы 3.7

и теоремы 3.1.
Докажем теперь утверждение (ii).
Пусть (h, (A, g)), (h′, (A′, g′)) ∈ Ob B′

0(X, f). Пусть
Φ(P(A, g)) = Φ(P(X, f)) и (h, (A, g)) � (h′, (A′, g′)). Из
леммы 3.5 и теоремы 3.1 заключаем, что Φ(P(A, g)) ≤
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Φ(P(A′, g′)) ≤ Φ(P(X, f)). Следовательно, Φ(P(A′, g′)) =
Φ(P(X, f)) = Φ(P(A, g)) и любой морфизм ρ : (A′, g′) →
(A, g) является изоморфизмом (см. теорему 3.3 и след-
ствие 3.5).

Так как множество HB(X,f)((h
′, (A′, g′)), (h, (A, g))) не пу-

сто по нашему предположению, то объекты (h′, (A′, g′)) и
(h, (A, g)) категории B′

0(X, f) изоморфны. Следовательно,
(h′, (A′, g′)) = (h, (A, g)) (см. предложение 3.14) и (h, (A, g))
— максимальный элемент относительно порядка �.

Пусть теперь (h, (A, g)) — максимальный элемент отно-
сительно порядка �. Из утверждения (i) предложения 3.15
и теоремы 3.1 получим равенство Φ(P(A, g)) = Φ(P(X, f)).
�

По определению

Θ(Ob B′
0(X, f)) = Ob A0(X, f) = Ob A0(X, f) ,

следовательно корректно определено отображение

Λ0 = Ψ0◦Θ : Ob B′
0(X, f)→ ObL(Σ(X, f)) = (Σ(X, f),≤) .

Из леммы 3.5 и предложения 3.15 получаем

Следствие 3.10. Отображение Λ0 сохраняет отноше-
ние порядка.

Полный прообраз Λ−1
0 (Φ(P(X, f))) наибольшего элемен-

та множества (Σ(X, f),≤) совпадает с классом всех
максимальных элементов из (Ob B′

0(X, f),�).

Из определения категории L(Σ(X, f)), леммы 3.5 и след-
ствия 3.10 получим

Следствие 3.11. Отображение

Λ0 : ObB′
0(X, f)→ Ob L(Σ(X, f))
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однозначно продолжается до функтора

Λ : B′
0(X, f)→ L(Σ(X, f)) .

Для любых двух объектов B, B′ ∈ Ob B′
0(X, f) отобра-

жение

ΛB,B′ : HB′
0(X,f)(B,B

′)→ HL(Σ(X,f))(Λ(B),Λ(B′))

инъективно.

Замечание 3.14. 1). Из леммы 3.5 следует, что необхо-
димым условием изоморфности двух объектов
(h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2)) ∈ Ob B(X, f) является равен-
ство Φ(P(A1, g1)) = Φ(P(A2, g2)).

2). Из следствия 3.5 получаем такое утверждение:
если выполняется равенство Φ(P(A1, g1)) = Φ(P(A2, g2)),
то объекты (h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2)) ∈ Ob B(X, f) изо-
морфны тогда и только тогда, когда хотя бы одно из
множеств

HB(X,f)((h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2))) ,

HB(X,f)((h2, (A2, g2)), (h1, (A1, g1)))

не пусто.

3.7. Расширения одометров. Неразложимые дина-
мические системы. У нас возникает естественное же-
лание как-то “сравнить” категории B(X, f) и L(Σ(X, f)).

Ниже мы увидим, что в том случае, когда динамиче-
ская система (X, f) неразложима, категория L(Σ(X, f))
изоморфна скелету категории B(X, f) (и изоморфизм за-
дается функтором Λ).

Если же динамическая система (X, f) не является нераз-
ложимой, вообще говоря непонятно, как “сравнивать” ка-
тегории B(X, f) и L(Σ(X, f)), как показывает следующая
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Лемма 3.8. Пусть (h, (A, g)) ∈ Ob B′
0(X, f), N ∈ Σ(X, f)

и справедливо строгое неравенство Φ(P(A, g)) � N .
Объект (h′, (A′, g′)) ∈ ObB′

0(X, f), удовлетворяющий
лемме 3.7, определен однозначно тогда и только тогда,
когда динамическая система (X, f) неразложима.

Доказательство. 1). Предположим, что динамическая
система (X, f) неразложима.

Пусть (h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2)) ∈ Ob B′
0(X, f),

Φ(P(A1, g1)) = Φ(P(A2, g2)) = N и (h, (A, g)) � (hi, (Ai, gi)),
i = 1, 2.

Так как Φ(P(A1, g1)) = Φ(P(A2, g2)), то динамические
системы (A1, g1) и (A2, g2) топологически сопряжены. Мы
фиксируем изоморфизм ρ : (A1, g1)→ (A2, g2).

Из замечания 3.8 и леммы 3.4 заключаем, что имеет ме-
сто следующая коммутативная диаграмма:

(X, f) (X, f) (X, f)

h1

y ρ−1◦h2

y
yh2

(A1, g1) −−−−−−−→
fact(ρ−1◦h2)

(A1, g1) −−−→
ρ

(A2, g2)

Согласно следствию 3.5, отображение ρ ◦ fact(ρ−1 ◦ h2) :
(A1, g1)→ (A2, g2) является изоморфизмом.

Так как B′
0(X, f) скелет категории B(X, f), то справед-

ливо равенство (h1, (A1, g1)) = (h2, (A2, g2)).
2). Пусть теперь динамическая система (X, f) не явля-

ется неразложимой.
Обозначим Φ(P(A, g)) = M ∈ Σ(X, f). Так как M � N

по условию леммы, то найдется простое p ∈ S, такое что
Mp � Np. Из этого следует, что Mp 6= ∞. Пусть Mp = k.
Тогда Np ≥ k + 1.
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Фиксируем правильную последовательность {ni}i∈N, та-
кую что Φ({ni | i ∈ N}) = M (см. предложение 2.2). Из
определения функции Φ следует, что

— ni = pkiai, ki ≤ k, НОД(ai, p) = 1, i ∈ N;
— существует такое i0 ∈ N, что ki0 = k.

Так как последвательность {ni}i∈N правильная, то ki = k
для всех i ≥ i0. Не ограничивая общности рассуждений
(см. следствие 2.1), можно считать что

ni = pkai , НОД(ai, p) = 1 , i ∈ N .

Еще раз воспользуемся следствием 2.1 и будем считать,
что n1 = pk.

Фиксируем правильную последовательность {mj}j∈N,
для которой Φ({mj | j ∈ N}) = N (см. начало доказатель-
ства леммы 3.6). Последовательность {mj}j∈N правильная
и Np ≥ k + 1, поэтому найдется j0 ∈ N, такое что mj де-
лится на pk+1 для каждого j ≥ j0.

Вновь пользуясь следствием 2.1, можно считать, что mj

делится на pk+1 для всех j ∈ N и m1 = pk+1.
Фиксируем правильную последовательность {V (ni)}i∈N

периодических разбиений динамической системы (A, g).
Рассмотрим прообразы W (ni) = {W

(ni)
si = h−1(V

(ni)
si )}si∈Zni

,
i ∈ N, периодических разбиений последовательности
{V (ni)}i∈N.

Повторяя рассуждения из доказательства леммы 3.6,
заключаем, что {W (ni)}i∈N — правильная последователь-
ность периодических разбиений динамической системы
(X, f) и разбиение H пространства X, индуцированое этой
последовательностью, совпадает с разбиением zer h.

Так как N ≤ Φ(P(X, f)) по условию леммы, то суще-
ствует когерентная правильная последовательность
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{U (mj)}j∈N периодических разбиений динамической систе-
мы (X, f), согласованая с последовательностью {W (ni)}i∈N

(см. предложение 1.8).
Мы предположили, что динамическая система (X, f) не

является неразложимой. Поэтому, найдется разбиение
X = X1

∐
X2 пространства X на два инвариантных за-

мкнутых подмножества X1 и X2.
Наборы множеств {P (m1)

s1 = U
(m1)
s1 ∩X1}s1∈Zm1

и {Q(m1)
s1 =

U
(m1)
s1 ∩X2}s1∈Zm1

являются периодическими разбиениями
динамических систем (X1, f |X1) и (X2, f |X2), соответствен-
но (см. замечание 1.3 и доказательство предложения 1.3).
Поэтому набор множеств

Ũ (m1)
s1

= P (m1)
s1
∪fn1(Q(m1)

s1
) = P (m1)

s1
∪f p

k

(Q(m1)
s1

) , s1 ∈ Zm1 ,

является периодическим разбиением динамической систе-
мы (X, f) длины m1 = pk+1 (см. доказательство предложе-
ния 1.3).

Периодические разбиения U (m1) и W (n1) согласованы и
n1 делит m1, следовательно, найдется τ ∈ Zn1 , такое что
U

(m1)
0 = P

(m1)
0 ∪Q

(m1)
0 ⊆W

(n1)
τ (см. следствие 1.6).

Заметим, что так как f : X → X — гомеоморфизм, то

fn1(Q
(m1)
0 ) = fn1(Q

(m1)
0 ∩W (n1)

τ ) =

= fn1(Q
(m1)
0 ) ∩ fn1(W (n1)

τ ) =

= fn1(Q
(m1)
0 ) ∩W (n1)

τ ⊆W (n1)
τ .

Следовательно, Ũ (m1)
0 ⊆ W

(n1)
τ . Из следствия 1.5 делаем

вывод, что периодические разбиения Ũ (m1) и W (n1) согла-
сованы.
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Применяя индуктивно предложение 1.7 и замечание 1.6,
получим когерентную последовательность {Ũ (mj)}j∈N пе-
риодических разбиений динамической системы (X, f), со-
гласованную с последовательностью {W (ni)}i∈N.

Пусть T и T̃ — разбиения пространства X, индуциро-
ванные последовательностями {U (mj )}mj∈N и {Ũ (mj )}mj∈N,
соответственно.

Повторяя рассуждения из доказательства леммы 3.6,
найдем (h1, (A

′
1, g

′
1)), (h2, (A

′
2, g

′
2)) ∈ ObB(X, f), для ко-

торых T = zer h1, T̃ = zer h2 и

hB(X,f)((hi, (A
′
i, g

′
i)), (h, (A, g))) 6= ∅ , i = 1, 2 .

Найдем (π1, (A1, g1)), (π2, (A2, g2)) ∈ Ob B′
0(X, f), кото-

рые изоморфны объектам (h1, (A
′
1, g

′
1)) и (h2, (A

′
2, g

′
2)) со-

ответственно. Очевидно,

hB(X,f)((πi, (Ai, gi)), (h, (A, g))) 6= ∅ , i = 1, 2 .

Для того, чтобы убедиться в справедливости неравен-
ства (π1, (A1, g1)) 6= (π2, (A2, g2)), нам достаточно показать,
что объекты (h1, (A

′
1, g

′
1)) и (h2, (A

′
2, g

′
2)) не изоморфны.

Воспользуемся для этого замечанием 3.14 (напомним, что
Φ(P(A′

1, g
′
1)) = Φ(P(A′

2, g
′
2)) = N по построению, следова-

тельно, динамические системы (A′
1, g

′
1) и (A′

2, g
′
2) топологи-

чески сопряжены).
Проверим равенство

(3.9) HB(X,f)((h1, (A
′
1, g

′
1)), (h2, (A

′
2, g

′
2))) = ∅ .

Предположим, что это равенство не верно и существует
морфизм α : (h1, (A

′
1, g

′
1)) → (h2, (A

′
2, g

′
2)). Тогда морфизм

α̃ = Θ(α) : (A′
1, g

′
1)→ (A′

2, g
′
2) является изоморфизмом (см.

следствие 3.5). Следовательно, zer(α̃◦h1) = zer h1. Так как
h2 = α̃ ◦ h1 по определению, то T̃ = zer h2 = zer(α̃ ◦ h1) =
zer h1 = T.
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С другой стороны, последовательности {U (mj)}j∈N и
{Ũ (mj)}j∈N не являются согласованными. Действительно,
по построению ∅ 6= U

(m1)
0 ∩ Ũ

(m1)
0 = P

(m1)
0 ⊆ X1, следова-

тельно ⋃

n∈Z

fn(U
(m1)
0 ∩ Ũ

(m1)
0 ) ⊆ X1

и периодические разбиения U (m1) и Ũ (m1) не согласованы.
Поэтому из следствия 3.2 заключаем, что T 6= T̃.

Полученное противоречие доказывает равенство (3.9).
Равенство

HB(X,f)((h2, (A
′
2, g

′
2)), (h1, (A

′
1, g

′
1))) = ∅

доказывается аналогично. �

Замечание 3.15. Очевидно, множество (Σ,≤) обладает
наименьшим элементом E = (Ep = 0)p∈S = Φ0(1).

Следовательно, объект E является правым нулем ка-
тегории L(Σ(X, f)) для любой динамической системы
(X, f).

В категории A0(X, f) элементу E соответствует ди-
намическая система ({pt}, Id) с фазовым пространством,
состоящим из одной точки (соответствует в том смыс-
ле, что Φ(P({pt}, Id)) = E).

Предложение 3.16. Категория B′
0(X, f) обладает пра-

вым нулем 0R ∈ Ob B′
0(X, f).

Доказательство. Очевидно, существует ровно одна про-
екция π0 : X → {pt} и она удовлетворяет соотношению
π0 ◦ f = Id ◦ π0. Обозначим 0R = (π0, ({pt}, Id)).

Пусть (h, (A, g)) ∈ Ob B′
0(X, f). Очевидно, однозначно

определена проекция π : A→ {pt} и для нее выполняются
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соотношения π◦g = Id◦π и π◦h = π0 : (X, f)→ ({pt}, Id).
�

Замечание 3.16. Так как любые два различных объекта
категории B′

0(X, f) не изоморфны (по определению скеле-
та категории), то правый ноль определен однозначно.

Теперь из леммы 3.8 мы можем извлечь следующие ут-
верждения.

Следствие 3.12. Пусть Φ(P(X, f)) 6= E, N ∈ Σ(X, f) и
N 6= E.

Найдется (h, (A, g)) ∈ Ob B′
0(X, f), для которого

Φ(P(A, g)) = N , и эквивалентны следующие утвержде-
ния:

(i) объект (h, (A, g)) ∈ Ob B′
0(X, f), такой что

Φ(P(A, g)) = N , определен однозначно;
(ii) динамическая система (X, f) неразложима.

Доказательство . Применим леммы 3.7 и 3.8 к объекту
0R ∈ Ob B′

0(X, f) и числу N ∈ Σ(X, f). �

Замечание 3.17. Следствие 3.12 допускает другую фор-
мулировку:

— отображение Λ0 : ObB′
0(X, f) → Ob L(Σ(X, f))

сюръективно;
— если Φ(P(X, f)) 6= E, то инъективность отобра-

жения Λ0 эквивалентна тому, что динамическая
система (X, f) неразложима.

Следствие 3.13. Если динамическая система (X, f) не-
разложима, то для любых двух объектов (h1, (A1, g1)) и
(h2, (A2, g2)) категории B′

0(X, f) неравенство

HB(X,f)((h2, (A2, g2)), (h1, (A1, g1))) 6= ∅
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выполняется тогда и только тогда, когда справедливо
неравенство Φ(P(A1, g1)) ≤ Φ(P(A2, g2)).

Доказательство. Пусть

(h1, (A1, g1)), (h2, (A2, g2)) ∈ Ob B′
0(X, f) .

Если HB(X,f)((h2, (A2, g2)), (h1, (A1, g1))) 6= ∅, то из лем-
мы 3.5 следует, что Φ(P(A1, g1)) ≤ Φ(P(A2, g2)).

Пусть теперь Φ(P(A1, g1)) ≤ Φ(P(A2, g2)). Воспользуем-
ся леммой 3.7 и найдем (h′2, (A

′
2, g

′
2)) ∈ ObB′

0(X, f), для
которого Φ(P(A′

2, g
′
2)) = Φ(P(A2, g2)) и

HB(X,f)((h
′
2, (A

′
2, g

′
2)), (h1, (A1, g1))) 6= ∅ .

Равенство (h′2, (A
′
2, g

′
2)) = (h2, (A2, g2)) получается из след-

ствия 3.12. �

Лемма 3.9. Пусть Φ(P(X, f)) 6= E. Тогда следующие ут-
верждения эквивалентны:

(i) категория B′
0(X, f) обладает левым нулем 0L ∈

Ob B′
0(X, f);

(ii) динамическая система (X, f) неразложима.

Доказательство. 1). Предположим, что динамическая
система (X, f) неразложима.

Из следствия 3.12 вытекает, что существует единствен-
ный объект (h, (A, g)) ∈ Ob B′

0(X, f), для которого выпол-
няется равенство Φ(P(A, g)) = Φ(P(X, f)).

Теорема 3.1 гарантирует нам, что для любого объекта
(h′, (A′, g′)) категории B′

0(X, f) справедливо неравенство
Φ(P(A′, g′)) ≤ Φ(P(A, g)). Теперь следствие 3.13 и лем-
ма 3.5 показывают, что множество

HB(X,f)((h, (A, g)), (h
′, (A′, g′)))
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содержит ровно один элемент для каждого (h′, (A′, g′)) ∈
ObB′

0(X, f), следовательно (h, (A, g)) левый нуль катего-
рии B′

0(X, f).
2). Пусть динамическая система (X, f) не является не-

разложимой.
Предположим, что существует левый ноль (h, (A, g)) ка-

тегории B′
0(X, f). Из теоремы 3.1 и леммы 3.5 заключаем,

что Φ(P(A, g)) = Φ(P(X, f)).
Из следствия 3.12 вытекает, что в категории B′

0(X, f)
существует другой объект (h′, (A′, g′)), для которого вы-
полняется равенство Φ(P(A′, g′)) = Φ(P(X, f)).

B′
0(X, f) — скелет категории B(X, f) (см. предложе-

ние 3.14), поэтому объекты (h′, (A′, g′)) и (h, (A, g)) не изо-
морфны в категории B(X, f). Из замечания 3.14 следует,
что

HB(X,f)((h, (A, g)), (h
′, (A′, g′))) = ∅

и объект (h, (A, g)) не может быть левым нулем категории
B′

0(X, f).
Полученное противоречие завершает доказательство. �

Теорема 3.6. Пусть Φ(P(X, f)) 6= E, B0(X, f) — скелет
категории B(X, f).

Следующие утверждения эквивалентны:

(i) динамическая система (X, f) неразложима;
(ii) категории B0(X, f) и L(Σ(X, f)) изоморфны.

Доказательство. По определению, категория L(Σ(X, f))
обладает левым нулем Φ(P(X, f)) ∈ Ob L(Σ(X, f)). Следо-
вательно, необходимым условием изоморфности категорий
B0(X, f) и L(Σ(X, f)) является существование левого нуля
в категории B0(X, f).
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Подкатегория B′
0(X, f) является скелетом категории

B(X, f) (см предложение 3.14), следовательно, она изо-
морфна скелету B0(X, f). Если динамическая система
(X, f) не является неразложимой, то из леммы 3.9 заклю-
чаем, что в категории B0(X, f) нет левого нуля и она не
изоморфна категории L(Σ(X, f)).

Пусть теперь (X, f) — неразложимая динамическая си-
стема. Докажем, что функтор Λ : B′

0(X, f) → L(Σ(X, f))
(см. следствие 3.11) задает изоморфизм между категори-
ями B′

0(X, f) и L(Σ(X, f)).
Из замечания 3.17 следует биективность отображения

Λ0 : Ob B′
0(X, f)→ Ob L(Σ(X, f)).

Пусть M , N ∈ Ob L(Σ(X, f)). Из следствия 3.13 заклю-
чаем, что неравенства

HL(Σ(X,f))(M,N) 6= ∅ и HB′
0(X,f)(Λ

−1
0 (M),Λ−1

0 (N)) 6= ∅

эквивалентны. Так как множества морфизмов
HL(Σ(X,f))(M,N) и HB′

0(X,f)(Λ
−1
0 (M),Λ−1

0 (N)) содержат не
более чем по одному элементу (см. определение категории
L(Σ(X, f)) и лемму 3.5), то отображение

ΛΛ−1
0 (M),Λ−1

0 (N) :

: HB′
0(X,f)(Λ

−1
0 (M),Λ−1

0 (N))→ HL(Σ(X,f))(M,N)

биективно для любой пары M , N ∈ Ob L(Σ(X, f)).
Итак, Λ : B′

0(X, f)→ L(Σ(X, f)) задает изоморфизм ка-
тегорий B′

0(X, f) и L(Σ(X, f)). Следовательно, категории
B0(X, f) и L(Σ(X, f)) также изоморфны. �

3.8. Расширения одометров и почти периодические
точки.

Предложение 3.17. Пусть (A, g) ∈ Ob A(X, f).
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Пусть существует проекция π : (X, f) → (A, g), та-
кая что для некоторого x ∈ X выполняется равенство
π−1(π(x)) = {x}.

Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) точка x ∈ X почти периодическая точка динами-
ческой системы (X, f);

(ii) для любой точки y ∈ X выполняется включение

Orbf(x) ⊆ α(y) ∩ ω(y) (следовательно, Orbf(x) —
единственное минимальное множество динамиче-
ской системы (X, f), в частности динамическая
система (X, f) неразложима;

(iii) Φ(P(A, g)) = Φ(P(X, f));
(iv) для любой проекции π′ : (X, f) → (A′, g′), (A′, g′) ∈

ObA, следующие условия эквивалентны:
a) (π′)−1(π′(x)) = {x},
b) Φ(P(A′, g′)) = Φ(P(X, f));

(v) если динамическая система (X, f) минимальна, то
для каждой почти периодической точки y ∈ X
динамической системы (X, f) выполняется равен-
ство π−1(π(y)) = {y}.

Прежде, чем доказывать предложение 3.17 и извлекать
из него следствия, докажем три леммы.

Лемма 3.10. Рассмотрим два объекта (A1, g1), (A2, g2) ∈
ObA, и морфизм h : (A1, g1)→ (A2, g2).

Если найдется x ∈ A1, для которого h−1(h(x)) = {x},
то h ∈ IsoA.

Доказательство . Так как (A2, g2) — минимальная ди-
намическая система (см. замечание 3.2), то h — проекция
(см. замечание 3.8).

Пусть y ∈ A1. Обозначим через H(y) элемент разбиения
zer h пространства A1, содержащий y.
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Из следствия 3.6 нам известно, что существует един-
ственный изоморфизм hy, x : (A1, g1) → (A1, g1), такой что
hy, x(y) = x. Рассмотрим проекцию h̃ = h ◦ hy, x : (A1, g1)→

(A2, g2). Обозначим через H̃(y) элемент разбиения zer h̃
пространства A1, содержащий y.

Пусть z = h(x) ∈ A2. Ясно, что

h̃−1(z) = h−1
y, x(h

−1(z)) = h−1
y, x(x) = {y} = H̃(y) .

Динамическая система (A2, g2) минимальна, поэтому она
неразложима. Из леммы 3.3 заключаем, что zer h = zer h̃.
Следовательно, h−1(h(y)) = H(y) = H̃(y) = {y}. �

Лемма 3.11. Пусть динамическая система (X, f) ми-
нимальна и x ∈ X — почти периодическая точка этой
динамической системы.

Тогда существуют одометр (A, g) ∈ A(X, f) и проек-
ция π : (X, f)→ (A, g), такие что Φ(P(A, g)) = Φ(P(X, f))
и π−1(π(x)) = {x}.

Доказательство . Зафиксируем правильную последова-
тельность {ni}i∈N, такую что Φ({ni | i ∈ N}) = Φ(P(X, f)),
и правильную последовательность {W (ni)}i∈N периодиче-
ских разбиений динамической системы (X, f). Не огра-
ничивая общности рассуждений, можно считать, что x ∈
W

(ni)
0 , i ∈ N (см. замечание 1.6).
Пусть H — разбиение пространства X, индуцированное

последовательностью {W (ni)}i∈N и пусть

F : (X, f)→ (X/H, f) = (A, g)

— проекция на динамическую систему (A, g) ∈ A(X, f)
(см. соотношение (3.4), замечание 3.4 и предложение 3.3).
Тогда Φ(P(A, g)) = Φ(P(X, f)).
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Так как zerF = H, то для завершения доказательства
нам достаточно проверить равенство

{x} =
⋂

i∈N

W
(ni)
0 .

Предположим, что это равенство не выполняется и най-
дется y 6= x, такое что

y ∈
⋂

i∈N

W
(ni)
0 .

Пространство X хаусдорфово, поэтому найдется замкну-
тая окрестность U ⊆ X \ {y} точки x. Так как точка x
почти периодическая, то из леммы 1.5 заключаем, что най-
дется m ∈ P(X, f) и периодическое разбиение W̃ (m) дина-
мической системы (X, f), такое что x ∈ W̃ (m)

0 ⊆ U .
Очевидно, постоянная последовательность {mj = m}j∈N

является правильной. Из леммы 2.1 заключаем, что

Φ0(m) = Φ({mj | j ∈ N}) ≤ Φ(P(X, f)) = Φ({ni | i ∈ N}).

Поэтому из предложения 2.3 следует, что существует k ∈
N, такое что m1 = m делит nk.

Динамическая система (X, f) минимальна, поэтому она
неразложима. Из следствия 1.1 вытекает, что периодиче-
ские разбиения W̃ (m) и W (nk) согласованы, поэтому (см.
следствие 1.6) имеет место включение

x ∈W
(nk)
0 ⊆ W̃

(m)
0 ⊆ U ⊆ X \ {y}

и
y /∈

⋂

i∈N

W
(ni)
0 .

Полученное противоречие завершает доказательство. �
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Лемма 3.12. Пусть x ∈ Y1 — почти периодическая точ-
ка динамической системы (Y1, h1). Пусть π : (Y1, h1) →
(Y2, h2) — проекция.

Тогда y = π(x) ∈ Y2 — почти периодическая точка ди-
намической системы (Y2, h2).

Доказательство. Пусть U ⊆ Y2 — открытая окрестность
точки y. Так как отображение π : Y1 → Y2 непрерывно, то
V = π−1(U) — открытая окрестность почти периодической
точки x. Следовательно, существует n(V ) ∈ N, такое что

⋃

k∈Z

h
kn(V )
1 (x) ⊆ V .

Тогда

⋃

k∈Z

h
kn(V )
2 (y) =

⋃

k∈Z

h
kn(V )
2 ◦ π(x) =

=
⋃

k∈Z

π ◦ h
kn(V )
1 (x) ⊆ π(V ) = U .

Из произвола в выборе окрестности U следует, что y =
π(x) — почти периодическая точка динамической системы
(Y2, h2). �

Доказательство предложения 3.17. (i) Фиксируем
правильную последовательность {ni}i∈N, такую что
Φ({ni | i ∈ N}) = Φ(P(A, g)). Построим правильную по-
следовательность {V (ni)}i∈N периодических разбиений ди-
намической системы (A, g). Не ограничивая общности рас-
суждений, можно считать, что z = π(x) ∈ V

(ni)
0 , i ∈ N (см.

замечание 1.6).
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Согласно предложению 3.8 набор множеств {V (ni)
si | si ∈

Zni
i ∈ N} является базой топологии пространства A. По-

этому

{z} =
⋂

i∈N

V
(ni)
0 .

Кроме того, так как последовательность {V (ni)}i∈N пра-
вильная, то V (ni+1)

0 ⊆ V
(ni)
0 , i ∈ N (см. следствие 1.6).

Рассмотрим прообразы {W (ni)
si = π−1(V

(ni)
si ) | si ∈ Zni

},
i ∈ N, периодических разбиений {V (ni)

si | si ∈ Zni
}, i ∈ N.

Ясно, что W (ni+1)
0 ⊆W

(ni)
0 , i ∈ N, и

{x} = π−1(z) =
⋂

i∈N

W
(ni)
0 .

Из предложения 3.7 и следствия 1.5 делаем вывод, что
{W (ni)}i∈N — правильная последовательность периодиче-
ских разбиений динамической системы (X, f).

Пусть U ⊆ X — открытая окрестность точки x. Так как
пространство X компактно, то все множества W (ni)

0 , i ∈ N,
компактны. Применяя лемму 3.2, найдем k ∈ N, такое что
x ∈W

(nk)
0 ⊆ U .

По определению периодического разбиения имеем
⋃

m∈Z

fmnk(x) ⊆
⋃

m∈Z

fmnk(W
(nk)
0 ) = W

(nk)
0 ⊆ U .

Из-за произвола в выборе окрестности U точка x явля-
ется почти периодической.

(ii) Пусть y ∈ X, t = π(y) ∈ A. Так как динамиче-
ская система (A, g) минимальна (см. замечание 3.2), то
α(t) = ω(t) = Orbg(t) = A. Следовательно, найдется моно-
тонная неограниченно возрастающая последовательность
чисел {ni ∈ Z}i∈N, такая что z = π(x) = limi→∞ gni(t).
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Рассмотрим последовательность {fni(y) ∈ X}i∈N. Про-
странство X компактно, поэтому эта последовательность
имеет по крайней мере одну предельную точку x′ ∈ X.
Переходя к подпоследовательности, можно считать, что
x′ = limi→∞ fni(y). Следовательно, x′ ∈ ω(y).

С другой стороны, π ◦ fni(y) = gni ◦ π(y) = gni(t), следо-
вательно

π(x′) = lim
i→∞

π ◦ fni(x) = lim
i→∞

gni(t) = π(x)

и x = x′ ∈ ω(y). Так как ω(y) — замкнутое инвариант-
ное множество динамической системы (X, f), то Orbf (x) ⊆
ω(y).

Соотношение Orbf(x) ⊆ α(y) доказывается аналогично.

(iii) Рассмотрим (π, (A, g)) ∈ Ob B(X, f). Из теоре-
мы 3.1 заключаем, что Φ(P(A, g)) ≤ Φ(P(X, f)). Приме-
ним лемму 3.6 и найдем (π′, (A′, g′)) ∈ ObB(X, f), такой
что Φ(P(A′, g′)) = Φ(P(X, f)) и существует

h ∈ HB(X,f)((π
′, (A′, g′)), (π, (A, g))) .

Иными словами, существуют (A′, g′) ∈ A(X, f) и морфизм
h : (A′, g′) → (A, g), такие что Φ(P(A′, g′)) = Φ(P(X, f)) и
π = h ◦ π′.

Из замечания 3.8 заключаем, что отображение π′ : X →
A′ сюръективно. Следовательно для любого подмножества
B ⊆ A′ выполняется равенство π′((π′)−1(B)) = B.

Пусть z′ = π′(x) ∈ A′. Тогда h(z′) = h ◦ π′(x) = z. Име-
ет место цепочка равенств (π′)−1(h−1(z)) = π−1(z) = {x},
следовательно

h−1(h(z′)) = h−1(z) = π′((π′)−1(h−1(z))) = {π′(x)} = {z′} .
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Применяя лемму 3.10, заключаем, что h : (A′, g′) →
(A, g) — изоморфизм. Следовательно,

Φ(P(A, g)) = Φ(P(A′, g′)) = Φ(P(X, f)) .

(iv) То, что из условия a) следует условие b), мы уже
проверили в пункте (iii).

Пусть (A′g′) ∈ A(X, f), Φ(P(A′, g′)) = Φ(P(X, f)) и π′ :
(X, f)→ (A′, g′) — проекция.

Динамическая система (X, f) неразложима (см. пункт
(ii)), поэтому из леммы 3.8 следует, что объекты
(π′, (A′, g′)) и (π, (A, g)) категории B(X, f) изоморфны (на-
помним, что B′

0(X, f) скелет категории B(X, f)). Найдем
изоморфизм ρ : (A, g) → (A′, g′), такой что π′ = ρ ◦ π.
Кроме того, очевидно π = ρ−1 ◦ π′. Применяя лемму 0.2,
заключаем, что разбиения zer π и zer π′ совпадают.

Множества π−1(π(x)) и (π′)−1(π′(x)) являются элемен-
тами разбиений zer π и zer π′ соответственно, и содержат
точку x. Следовательно, (π′)−1(π′(x)) = π−1(π(x)) = {x}.

(v) Пусть динамическая система (X, f) минимальна и
y ∈ X — почти периодическая точка этой динамической
системы.

Применяя лемму 3.11, найдем проекцию π′ : (X, f) →
(A′, g′), (A′, g′) ∈ A(X, f), такую что (π′)−1(π′)(y) = {y}.
Тогда меняя ролями проекции π и π′, из пункта (iv) полу-
чим (π)−1(π)(y) = {y}. �

Определение 3.7. Динамическая система (Y1, h1) назы-
вается почти взаимно-однозначным расширением дина-
мической системы (Y2, h2), если для некоторой проекции
π : (Y1, h1)→ (Y2, h2) существует всюду плотное подмно-
жество Q ⊆ Y1, такое что для любого y ∈ Q выполняет-
ся условие π−1(π(y)) = {y}.
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Следствие 3.14 (см. [13]). Динамическая система (X, f)
является почти взаимно-однозначным расширением одо-
метра тогда и только тогда, когда X = Orbf (x) для по-
чти периодической точки x ∈ X.

Доказательство . Пусть π : (X, f) → (Y, h) — проек-
ция и для некоторой точки x ∈ X справедливо равенство
π−1(π(x)) = {x}.

Заметим, что так как f : X → X и h : Y → Y — гомео-
морфизмы, то для каждого n ∈ Z выполняются равенства

{x} = π−1(π(x)) = π−1(h−n ◦ π ◦ fn(x)) =

= (hn ◦ π)−1(π ◦ fn(x)) =

= (π ◦ fn)−1(π ◦ fn(x)) = f−n(π−1(π(fn(x)))) ,

следовательно

{fn(x)} = fn ◦ f−n(π−1(π(fn(x)))) = π−1(π(fn(x))) .

Иными словами, для каждого y ∈ Orbf(x) выполняется
равенство π−1(π(y)) = {y}.

Если динамическая система (X, f) минимальна, то X =

Orbf(x) и динамическая система (X, f) является почти
взаимно-однозначным расширением динамической систе-
мы (Y, h).

1. Пусть X = Orbf (x) для некоторой почти периоди-
ческой точки x ∈ X. Тогда динамическая система (X, f)
минимальна по теореме Биркгофа и, применяя лемму 3.11
и рассуждения, приведенные выше, заключаем, что ди-
намическая система (X, f) является почти взаимно-одно-
значным расширением одометра.

2. Пусть динамическая система (X, f) является почти
взаимно-однозначным расширением одометра (A, g).
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Фиксируем проекцию π : (X, f)→ (A, g), такую что для
каждой точки y из некоторого всюду плотного множества
Q ⊆ X выполняется равенство π−1(π(y)) = {y}.

Из предложения 3.17, пункт (i), заключаем, что любая
точка y ∈ Q является почти периодической точкой ди-
намической системы (X, f). Следовательно, для каждого
y ∈ Q множество Orbf (y) является минимальным множе-
ством динамической системы (X, f).

Отсюда заключаем, что для любых двух точек y1, y2 ∈ Q
либо Orbf (y1)∩Orbf(y2) = ∅, либо Orbf(y1) = Orbf (y2).

Фиксируем x ∈ Q. Для любого y ∈ Q имеем включения
(см. предложение 3.17, пункт (ii)) Orbf(x) ⊆ α(y)∩ω(y) ⊆

Orbf(y). Следовательно, Orbf(x) = Orbf(y), в частности,
y ∈ Orbf (x). Так как Q плотно в X, то X = Q = Orbf (x).
�

Следствие 3.15. Пусть (Y1, h1) — почти взаимно-одно-
значное расширение одометра, π : (Y1, h1) → (Y2, h2) —
проекция.

Тогда динамическая система (Y2, h2) является почти
взаимно-однозначным расширением одометра.

Доказательство . Так как отображение π : Y1 → Y2

сюръективное и непрерывное, то для любого всюду плот-
ного подмножества Q пространства Y1 его образ π(Q) всю-
ду плотен в пространстве Y2.

Из следствия 3.14 заключаем, что найдется почти пери-
одическая точка x ∈ Y1, такая что Y1 = Orbh1(x). Из лем-
мы 3.12 заключаем, что π(x) — почти периодическая точка
динамической системы (Y2, h2), причем Orbh2(π(x)) = Y2

(см. выше).
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Снова применяя следствие 3.14, приходим к выводу, что
(Y2, h2) — почти взаимно-однозначное расширение одомет-
ра. �

Следствие 3.16. Пусть (X, f) — почти взаимно-одно-
значное расширение одометра, (A, g) ∈ A(X, f) и
π : (X, f)→ (A, g) — проекция.

Пусть Q = {y ∈ X | π−1(π(y)) = {y}}.
Если Φ(P(A, g)) = Φ(P(X, f)), то множество Q сов-

падает с множеством всех почти периодических точек
динамической системы (X, f).

Если Φ(P(A, g)) 6= Φ(P(X, f)), то Q = ∅.

Доказательство. Из следствия 3.14 и теоремы Биркгофа
заключаем, что динамическая система (X, f) минимальна.

Первая часть нашего утверждения получается из лем-
мы 3.11 и предложения 3.17, пункты (i), (iv) и (v).

Вторая часть следует из предложения 3.17, пункт (iii).
�

Следствие 3.17 (см. [13]). Пусть (X, f) — транзитив-
ная динамическая система.

Динамическая система (X, f) топологически сопряже-
на с одометром тогда и только тогда, когда каждая точ-
ка пространства X является почти периодической точ-
кой динамической системы (X, f).

Доказательство. 1. Пусть каждая точка пространства
X является почти периодической точкой динамической си-
стемы (X, f). Так как динамическая система (X, f) тран-
зитивна, то по определению найдется x ∈ X, для которого
X = Orbf(x). Применяя следствие 3.14, заключаем, что
(X, f) — почти взаимно-однозначное расширение одомет-
ра (в частности, динамическая система (X, f) минимальна
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по теореме Биркгофа). Воспользуемся леммой 3.11 и най-
дем (A, g) ∈ A(X, f) и проекцию π : (X, f)→ (A, g), такую
что π−1(π(x)) = {x}.

Из следствия 3.16 заключаем, что отображение π : X →
A взаимно-однозначно. Пространство X компактно, сле-
довательно π — гомеоморфизм и π : (X, f) → (A, g) —
изоморфизм в категории K0.

2. Пусть (X, f) ∈ A. Пусть Id : (X, f) → (X, f) —
единичный морфизм. Так как отображение Id : X → X
взаимно-однозначно, то из предложения 3.17, пункт (i), за-
ключаем, что каждая точка пространства X является по-
чти периодической точкой динамической системы (X, f).
�

Следствие 3.18 (см. [13]). Пусть динамическая система
(A, g) топологически сопряжена с одометром, π : (A, g)→
(X, f) — проекция.

Тогда динамическая система (X, f) топологически со-
пряжена с одометром.

Доказательство . Динамическая система (A, g) мини-
мальна (см. замечание 3.2), поэтому она транзитивна. То-
гда и динамическая система (X, f) транзитивна (см. дока-
зательство следствия 3.15).

Из следствия 3.17 и леммы 3.12 заключаем, что каждая
точка пространства X почти периодическая точка дина-
мической системы (X, f).

Для завершения доказательства нам остается еще раз
применить следствие 3.17. �
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Groups with the minimal condition
for nonabelian subgroups

Для деяких дуже широких класiв D i B ⊂ D груп автор доводить, що
довiльна (неабелева) група G ∈ D (вiдповiдно, G ∈ B) задовольняє
умову мiнiмальностi для (неабелевих) пiдгруп тодi i тiльки тодi, коли
вона є чернiковською.

Для некоторых очень широких классов D и B ⊂ D групп автор дока-
зывает, что произвольная (неабелева) группа G ∈ D (соответственно,
G ∈ B) удовлетворяет условию минимальности для (неабелевых) под-
групп тогда и только тогда, когда она является черниковской.

For some very wide classes D and B ⊂ D of groups, the author proves
that an arbitrary (nonabelian) group G ∈ D (respectively G ∈ B) satisfies
the minimal condition for (nonabelian) subgroups iff it is Chernikov.

Recall that a group G is called Shunkov, if for any its finite
subgroup K every subgroup of the quotient group NG(K)/K,
generated by two its conjugated elements of prime order, is
finite. Recall that a group is called locally graded, if any its
finitely generated subgroup 6= 1 contains a subgroup of finite
index 6= 1 (S.N.Chernikov). The class of all periodic Shunkov
groups is wide and contains, for instance, all binary finite and
2-groups. The class of all locally graded groups is very wide
and contains, for instance, all abelian, locally finite, residually
finite groups. It is easy to see that this class is local and any
group having a series with locally graded factors is locally

c© N. S.Chernikov, 2006
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graded, and any residually (locally graded) group is locally
graded. At the same time, the class of all locally graded
groups contains all groups having a series with locally finite
factors, all RN - (and so all groups of all Kurosh-Chernikov
classes), locally solvable, locally hyperabelian, radical in the
sense of B.I.Plotkin, residually solvable groups.

Below, as usual, π(G) is the set of all primes p for which
the group G has a p-element 6= 1.

Let A be the class of all groups G for which the following
conditions are fulfilled:

(i) If G is not torsion-free, then for any p ∈ π(G) and p-
element g 6= 1 of G and h ∈ CG(gp), 〈g, gh〉 possesses
a subgroup of finite index 6= 1 or 〈g, h〉 is not periodic.

(ii) If G is not periodic, then for any element g of infinite
order of G and h ∈ G, 〈g, gh〉 possesses a subgroup of
finite index 6= 1.

The class A is very wide and contains, for instance, all
periodic Shunkov groups and all locally graded groups.

Let C be the class of all groups G for which (i), with "peri-
odic 6= 1" instead of "not torsion-free" and deleted "or 〈g, h〉
is not periodic", is fulfilled (and (ii) is not necessary fulfilled).
Then A is contained in C, C contains all nonperiodic groups
and the class of all periodic A-groups is just the class of all
periodic C-groups.

Let B (resp. D) be the minimal local class of groups con-
taining A (resp. C) such that any group possessing a series
with B (resp. D)-factors belongs to B (resp. D). Put B0 = A
(resp. D0 = C) and for ordinals β > 0 by induction: if for
some ordinal α, β = α+1, then Bβ (resp. Dβ) be the class of
all groups which have a local system of subgroups possessing
a series with Bα (resp. Dα)-factors, and if there is no such α,
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then Bβ =
⋃
α<β

Bα (resp. Dβ =
⋃
α<β

Dα). It is easy to see that

B (resp. D) is the union of classes Bβ (resp. Dβ). It is easy
to show by induction that all Bβ and, at the same time, B
are closed with respect to subgroups.

The known Shunkov’s [1] and S.N.Chernikov’s [2] Theorems
establish that a nonabelian group satisfying the minimal con-
dition for nonabelian subgroups is Chernikov, if it is locally
finite or has a series with finite factors resp. The next Theo-
rem contains them.

Its proof below uses some results [2] and Suchkova-Shunkov
Theorem [3], which asserts that a Shunkov group with the
minimal condition for abelian subgroups is Chernikov.

Theorem. A (nonabelian) group G ∈ D (resp. G ∈ B)
satisfies the minimal condition for (nonabelian) subgroups iff
it is Chernikov.

Note that Ol’shanskii’s nonabelian groups, in which all
proper subgroups are finite (see [4]), satisfy the minimal condi-
tion for subgroups and are non-Chernikov. Thus, in Theorem,
the condition "G ∈ D" is essential. Note that Ol’shanskii’s
nonabelian torsion-free groups, in which all proper subgroups
are cyclic (see [4]), satisfy the minimal condition for non-
abelian subgroups, are Shunkov and non-Chernikov. In par-
ticular, in Theorem, the condition ”G ∈ B” is essential.

Below min and min−ab are the minimal conditions for sub-
groups and nonabelian subgroups resp. Other notations are
standard. (Remark that a group with min is periodic and an
abelian group with min is Chernikov.)

Proof. Sufficiency is obvious.
Necessity. Let G be non-Chernikov.

(a) Reduction to the case when G satisfies min−ab and also
G ∈ A. Let ζ be minimal among all ordinals α, for which Bα
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(resp. Dα) contains a non-(Chernikov or abelian) group (resp.
a non-Chernikov group) with min−ab (resp. min). We may
assume that G ∈ Bζ (resp. G ∈ Dζ). Suppose ζ > 0. Clearly,
for some ordinal ξ, ζ = ξ+1. So G possesses a local system of
subgroups having a series with Bξ (resp. Dξ)-factors. Every
factor is, obviously, Chernikov or abelian (resp. Chernikov).
So G is locally graded. Thus G ∈ B0 (resp. G ∈ D0), which
is a contradiction. So ζ = 0 and G ∈ A (resp. G ∈ C). In the
case of min, G ∈ C and G is, obviously, periodic nonabelian
with min−ab. In particular, G ∈ A. Taking this into account,
we may consider later on only the case of G ∈ A with min−ab.

Since G satisfies min−ab, it contains a non-(Chernikov or
abelian) subgroup L such that any its proper subgroup is
Chernikov or abelian. We may assume that G = L. Then
for every normal subgroup N of G, any proper subgroup of
G/N is Chernikov or abelian.

(b) Show that a subgroup H of G is Chernikov or abelian,
if it has a subgroup K of finite index 6= 1 or if it is almost
solvable. Since K 6= G, K and so H are almost abelian. If
H is almost solvable, then in view of Corollary to Theorem
1 [2], Corollary 2 [2] and Lemmas 1,2 [2], it is Chernikov or
abelian.

(c) Show that G is periodic. Let G have elements g of
infinite order. Since G ∈ A, every 〈g, gh〉 has a proper sub-
group of finite index and so is abelian (see (b)). Then for any
u ∈ G, 〈gh : h ∈ G〉〈u〉 is non-Chernikov solvable and so is
abelian (see (b)). Thus g ∈ Z(G). Let v ∈ G and |〈v〉| <∞.
Then vg is of infinite order. So v = (vg)g−1 ∈ Z(G). Thus G
is abelian, which is a contradiction.

(d) Show that G/Z(G) is Shunkov. Let K/Z(G) be a finite
subgroup of G/Z(G). In view of Kalužnin’s Theorem (see [5]),
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CG(K/Z(G))/CG(K) is abelian. So NG(K)/CG(K) is almost
abelian.

If K/Z(G) 6= 1, then CG(K) 6= G and so CG(K) is al-
most abelian. Thus NG(K) is almost solvable. So NG(K)
is Chernikov or abelian (see (b)). Clearly, NG(K)/Z(G) =
NG/Z(G)(K/Z(G)). Consequently, the quotient group
NG/Z(G)(K/Z(G))/(K/Z(G)) is Chernikov or abelian. There-
fore any two its elements of prime order generate a finite sub-
group.

Let K/Z(G) = 1 and R/Z(G) be a subgroup of G/Z(G)
generated by two its conjugated element of some prime or-
der p. Obviously, because of Z(G) is periodic (see (c)), for
some p-elementg ∈ G such that gp ∈ Z(G) and some h ∈ G,
R = 〈g, gh〉Z(G). Clearly, R/Z(G) is isomorphic to a quotient
group of the group 〈g, gh〉/〈gp〉. Since G ∈ A, 〈g, gh〉 has a
subgroup of finite index 6= 1. So, with regard to (b), 〈g, gh〉
is finite. Therefore R/Z(G) is finite.

(e) Show that G/Z(G) has an abelian non-Chernikov non-
normal maximal subgroup A/Z(G) such that
(0.10)

A/Z(G) ∩ (A/Z(G))g = 1, g ∈ (G/Z(G))\(A/Z(G)).

If all proper subgroups of G/Z(G) are Chernikov, then it
satisfies min. So because of G/Z(G) is Shunkov (see (d)),
by Suchkova-Shunkov Theorem [3] it is Chernikov. So G
is almost solvable, which is a contradiction (see (b)). So
some maximal abelian subgroup A/Z(G) of G/Z(G) is non-
Chernikov. An arbitrary proper subgroup H ⊇ A of G is non-
Chernikov. So it is abelian. Therefore H/Z(G) = A/Z(G)
and H = A. Thus A is an abelian maximal subgroup of G.
If A is normal in G, then |G : A| is prime and G is solv-
able, which is a contradiction (see (b)). Consequently, for
any g ∈ G\A, G = 〈A,Ag〉. Then A ∩ Ag ⊆ Z(G). But,
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clearly, Z(G) ⊆ A,Ag. Thus A ∩ Ag = Z(G). Therefore (1)
is valid.

(f) Show that A/Z(G) has some element a of odd prime
order. Suppose that this is not the case. Since A/Z(G) is pe-
riodic (see (c)) and neither cyclic nor quasicyclic, it has some
elements b and c 6= b of order 2. Let h ∈ (G/Z(G))\(A/Z(G)).
Then 〈b, ch〉 = 〈bch〉⋋ 〈b〉 = 〈bch〉⋋ 〈ch〉 and |〈bch〉| <∞ (see
(c)). If |〈bch〉| is odd, then for some s ∈ 〈bch〉, b = chs.
Since A/Z(G) is abelian and b, c ∈ A/Z(G), hs /∈ A/Z(G).
But b ∈ A/Z(G) ∩ (A/Z(G))hs, which is a contradiction (see
(1)). So 〈bch〉 contains some element w of order 2. But then
w ∈ CG/Z(G)(b) ∩ CG/Z(G)(c

h) = A/Z(G) ∩ (A/Z(G))h, which
is a contradiction.

(g) Final contradiction. Let a be from (f). Since G/Z(G)
is Shunkov (see (d)), for any h ∈ G/Z(G), |〈a, ah〉| < ∞. So
with regard to (1) by Sozutov-Shunkov Theorem [6], for some
normal subgroup N/Z(G) of G/Z(G),
G/Z(G) = (A/Z(G))(N/Z(G)) and A/Z(G) ∩ N/Z(G) = 1.
Since N 6= G and G/N is abelian, G is almost solvable, which
is a contradiction (see (b)).

The following new proposition is contained in Theorem.

Proposition 1. Let G be a nonabelian group. Assume
that G is locally graded or periodic Shunkov. Then G satisfies
min−ab iff it is Chernikov.

In view of Mal’cev Theorem (see Theorem 4.2 [7]), a linear
group over a field is locally residually finite. Further, for a
commutative and associative ring R with 1 and any finitely
generated unital moduleM over R, AutR(M) is hyperabelian-
by-residually (linear over fields) (Theorem 13.5 [7]). Conse-
quently, AutR(M) is locally graded. Hence follows that any
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GLn(R) is locally graded. Therefore, in virtue of Theorem,
the following proposition is valid.

Proposition 2. A (nonabelian) group G ⊆ AutR(M) or
G ⊆ GLn(R) satisfies min (resp. min−ab) iff it is Chernikov.

Finally, let E be the class of all groups G for which the
following conditions are fulfilled:

(i) If G is not torsion-free, then for any p ∈ π(G) and p-
element g 6= 1 of G and h ∈ CG(gp), 〈g, gh〉 possesses
a B-homomorphic image 6= 1 or 〈g, h〉 is not periodic.

(ii) If G is not periodic, then for any element g of infi-
nite order of G and h ∈ G, 〈g, gh〉 possesses a B-
homomorphic image 6= 1.

Let F be the class of all groups G for which the following
condition is fulfilled:

If G is periodic 6= 1, then for any p ∈ π(G) and p-element
g 6= 1 of G and h ∈ CG(gp), 〈g, gh〉 possesses a
D-homomorphic image 6= 1.

Proposition 3. A (nonabelian) group G ∈ F (resp. G ∈
E) satisfies min (resp. min−ab) iff it is Chernikov.

Proof. Necessity. A corresponding homomorphic image
of 〈g, gh〉 is generated by two elements. In the case when it
is not abelian, by Theorem, it is finite. In the case when it is
abelian, it has a subgroup of finite index 6= 1. Consequently,
〈g, gh〉 possesses a subgroup of finite index 6= 1. So G ∈ C
(resp. G ∈ A). Therefore by Theorem, G is Chernikov.

Sufficiency is obvious.
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Ю.В.Шарко

Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса
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В роботi розглядається система диференцiальних рiвнянь з iмпульс-
ною дiєю побудована в областi евклiдового простору Rn . В ходi до-
слiдження якiсної поведiнки iнтегральних кривих цiєї системи приво-
диться критерiй iснування замкнених орбiт i умова iснування їх ор-
бiтальної стiйкостi.

Investigate system of differential equations with impulse action. Gradient
system of differential equations is considered in domain of Euclidean space
Rn. By the investigation of the qualitative behaviour of integral curves
of this system is given the criterion of existence of closed orbits and the
condition of their orbital stability.

1. Вступ.

За останнi 20 рокiв бурхливо розвивається теорiя дифе-
ренцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю. Рiвняння такого
типу використовують для опису реальних фiзичних про-
цесiв, якi миттєво змiнюють свою поведiнку. Основи теорiї
диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю були закла-
денi в Києвi М.М. Криловим, М.М.Боголюбовим i Ю.О.
Митропольским. Визначальний вклад в розвиток теорiї
диференцiальних рiвнянь з iмпульсною внiс А.М. Самой-
ленко. Найбiльш яскравi результати в цiй областi висвiт-
лена в монографiї А.М. Самойленка та М.О. Перестюка
[1] .

Ми розглядаємо в областi евклiдового простору Rn двi
градiєнтнi системи диференцiальних рiвнянь для однiєї

c© Ю.В.Шарко, 2006
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функцiї z = f(x1, x2, ..., xn) але вiдносно рiзних скаляр-
них добуткiв в Rn. Природнiм чином виникає система ди-
ференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю (розривна ди-
намiчна система з "биттям") [1], [2]. Ми даємо опис по-
ведiнки її траєкторiй, приводимо топологiчний критерiй
iснування, так званих, замкнених траєкторiй та доводимо
одну теорему про їх орбiтальну стiйкiсть. На завершення
хочу подякувати Ользi Сергiївнi Чернiковiй за можливiсть
познайомитися з чудовим роздiлом сучасної математики -
диференцiальними рiвняннями з iмпульсною дiєю.

2. Попереднi вiдомостi.

Ми наводимо деякi визначення i твердження, якими бу-
демо користуватися i якi можна знайти в лiтературi. На-
гадаємо, що функцiя z = f(x1, x2, ..., xn), яка задана в об-
ластi D з Rn називається диференцiйованою (класу C∞,
якщо у неї iснують всi частиннi похiднi .

Точка y ∈ D називається критичною точкою функцiї
z = f(x1, x2, ..., xn), якщо частиннi похiднi ∂f(y)/∂x функ-
цiї в цiй точцi рiвнi нулевi.

Точка y ∈ D називається регулярною точкою функцiї
z = f(x1, x2, ..., xn), якщо хоча б одна частинна похiдна
∂f(y)/∂x функцiї в цiй точцi вiдмiнна вiд нуля. Нехай a
належить множинi значень функцiї z = f(x1, x2, ..., xn).
Замкнена множина f−1(a) = Ma називається поверхнею
рiвня функцiї.

Якщо на поверхнi рiвня (взагалi кажучи незв’язною)
f−1(a) функцiї z = f(x1, x2, ..., xn) не лежать критичнi точ-
ки то така поверхня рiвня називається гiперповерхнею.

Нехай в Rn задана додатньо визначена, симетрична,
невироджена бiлiнiйна форма B(X, Y )
(скалярний добуток). Якщо функцiя z = f(x1, x2, ..., xn)
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задана в областi D з Rn, тодi в D можна побудувати век-
торне поле градiєнта

−−→
gradBf(x), яке визначається з рiв-

ностi

B(
−−→
gradBf(x), Y ) = Y (f(x)),

де Y - довiльне векторне поле в D, Y (f(x)) - похiдна функ-
цiї
z = f(x1, x2, ..., xn) вздовж поля Y в точцi x. Вiдомо [3,4],

що поле
−−→
gradBf(x) ортогональне

(вiдносно форми B(X, Y )) поверхням рiвня функцiї
z = f(x1, x2, ..., xn), а його iнтегральнi кривi направленi в
сторону зростання функцiї.

Позначимо через
∑

(f) - множину всiх критичних точок
функцiї z = f(x1, x2, ..., xn). Теорема Сарда стверджує
що образ f(

∑
(f)) є замкнена множина i має на прямiй

мiру нуль [5].
Нехай Fo(x) i F1(x) - два неперервних вiдображення ком-

пактного простору K в топологiчний простiр L. Кажуть,
що вiдображення Fo(x) i F1(x) - гомотопнi, якщо iснує
неперервне сiмейство неперервних вiдображень Gt(x), t ∈
[0, 1] iз K в L для якого Go(x) = Fo(x), G1(x) = F1(x).

Для неперервного вiдображення F:K −→ K, де K - ком-
пактний простiр можна за допомогою груп гомологiй про-
стору K можна визначити число Лєфшеця Λ(F ) [5]. Це
число використовують для вiдповiдi на питання про iсну-
вання нерухомих точок вiдображення F .

Ейлерову характеристику компактного простору K
теж можна визначити через групи гомологiй простору K
[5].

Користуючись двома рiзними скалярними добутками в
Rn, можна побудувати в областi евклiдового простору Rn
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двi градiєнтнi системи диференцiальних рiвнянь для од-
нiєї функцiї z = f(x1, x2, ..., xn) . Природнiм чином вини-
кає система диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю
(розривна динамiчна система з "биттям").

Дослiдження якiсної поведiнки iнтегральних кривих цiєї
розривна динамiчна система з "биттям"приводить до двох
наслiдкiв:

a) Топологiчнi iнварiанти (ейлерова характеристика) гi-
перповерхонь функцiї f дають критерiй iснування, розри-
вної динамiчної системи з "биттям"так званих, замкнених
орбiт .

b) Умова притягування для вiдповiдної нерухомої точ-
ки гомеоморфiзму, являється достатньою для того щоб за-
мкнена орбiта розривної динамiчної системи з "биттям"
була орбiтально стiйкою.

3. Iмпульснi градiєнтнi системи .

Нехай Dn - область в Rn обмежена гладкою компактною
зв’язною гiперповерхнею Ω. Припустимо, що вD = Dn

⋃
Ω

задана гладка функцiя
f : D −→ [0, 1] з скiнченою кiлькiстю критичних точок, що
лежать вDn i f−1(0) ⊂ Dn, f−1(1) = Ω. Вiдомо, що скаляр-
ний добуток в Rn задається невиродженою, симетричною,
додатньо визначеною бiлiнiйною формою B = B(a, b). Ко-
ристуючись рiзними скалярними добутками в Dn ми мо-
жемо для однiєї i тiєї ж гладкої функцiї f : D −→ [0, 1],
задавати рiзнi векторнi поля gradBf . Цiєю обставиною ми
скористаємося, для побудови в Dn градiєнтної динамiчної
системи з iмпульсною дiєю.

Нагадаємо, що градiєнтне векторне поле gradBf вiд-
носно скалярного добутку B = B(a, b), заданого в Dn

визначається з рiвностi
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B(gradBf(x), Z) = Z(f(x)),
де Z - довiльне векторне поле в Dn, а Z(f(x)) - похiдна в
точцi x ∈ Dn функцiї f вздовж поля Z.

Зауваження 3.1. Незалежно вiд скалярного добутку
B = B(a, b), ненульовий вектор в точцi x ∈ Dn з вектор-
ного поля gradBf утворює з дотичним вектором до по-
верхнi рiвня функцiї f в цiй точцi ненульовий кут. Iнши-
ми словами, iнтегральна крива векторного поля gradBf ,
що проходить через точку x ∈ Dn перетинає поверхню
рiвня функцiї f в цiй точцi пiд ненульовим кутом.

Нехай зафiксована гладка функцiя D = Dn
⋃

Ω
f : D −→ [0, 1] з скiнченою кiлькiстю критичних точок,
що лежать в Dn i f−1(1) = Ω, f−1(0) ⊂ Dn. Припустимо,
що 0 = c1 < c2 < ... < ck−1 < ck < 1 - всi критичнi значення
функцiї f . Виберемо регулярнi значення функцiї f
0 < p1 < q1 < c2 < p2 < q2 < c3 < ... < ck−1 < pk−1 < qk−1 <

ck < pk < 1,
i розглянемо гiперповерхнi

Mpi
= f−1(pi) та Mqi = f−1(qi).

Наступний факт добре вiдомий [6] (ст. 201, теорема 2.2)

Теорема 3.1. Гiперповерхнi Mpi
та Mqi, (i = 1, 2, ..., k−1),

Mk та Ω - гомеоморфнi. Гомеоморфiзм ϕi : Mpi
−→ Mqi,

ϕk : Mpk
−→ Ω можна побудувати за допомогою iнте-

гральних кривих довiльного векторного поля gradBf . А
саме : через точку x ∈Mpi

проходить iнтегральна крива
поля gradBf , яка перетинає гiперповерхню Mqi в точцi y.
Гомеоморфiзм ϕi вiдображає точку x в точку y. Анало-
гiчно для гомеоморфiзму ϕk(x).

Гомеоморфiзм ϕi залежить вiд вибору векторного поля
gradBf . Очевидно, що має мiсце рiвнiсть ϕ−1

i (x) · ϕi(x) =
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IdMpi
. Якщо позначити через ϕi(gradB1

f) та ϕi(gradB2
f) гомео-

морфiзми

Mpi
−→Mqi , Mpk

−→ Ω,

якi побудованi за допомогою градiєнтних векторних вiд-
носно рiзних скалярних добуткiв B1 i B2 в Rn, то гомео-
морфiзм

Φi(gradB2f, gradB1f) = ϕ−1
i(gradB2

f) · ϕi(gradB1
f)

вже не буде тотожнiм на Mpi
. Має мiсце наступна лема.

Лема 3.1. Гомеоморфiзм

Φi(gradB2f, gradB1f) : Mpi
−→Mpi

гомотопний тотожньому вiдображенню для довiльних
скалярних добуткiв B1 та B2.

Доведення. З лiнiйної алгебри вiдомо, що множина до-
датньо визначених, симетричних, невироджених бiлiнiй-
них форм утворює випуклу вiдкриту множину в скiнчено-
вимiрному евклiдовому просторi. Другими словами, якщо
B1 i B1 - двi додатньо визначенi, симетричнi, невиродженi
бiлiнiйнi форми то для кожного t ∈ [0, 1] бiлiнiйна форма
Bt = tB1 + (1 − t)B2 , буде додатньо визначеною, симет-
ричною i невиродженою. Значить, для кожного t ∈ [0, 1]
векторне поле (gradtB1+(1−t)B2f коректно задане i являєть-
ся градiєнтним для функцiї f . Якщо розглянути сiмейство
гомеоморфiзмiв

Φi(grad(1−t)B2+tB1f, gradB1f) =
ϕ−1
i(grad(1−t)B2+tB1

f) · ϕi(gradB1
f) : Mpi

−→ Mpi
,

то очевидно, що воно задає необхiдну гомотопiю мiж то-
тожнiм вiдображенням i гомеоморфiзмом
Φi(gradB2f, gradB1f) = ϕ−1

i(gradB2
f) · ϕi(gradB1

f). �
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Взагалi кажучи, вiдображення
Φi(gradB2f, gradB1f) :Mpi

−→ Mpi
може не мати нерухо-

мих точок. Наступна лема дає достатнi умови iснування у
вiдображення Φi(gradB2f, gradB1f) : Mpi

−→ Mpi
нерухо-

мої точки.

Лема 3.2. Якщо ейлерова характеристика гiперповерхнi
χ(Mpi

) 6= 0, тодi гомеоморфiзм
Φi(gradB2f, gradB1f) : Mpi

−→ Mpi
має нерухому точку.

Множина нерухомих точок гомеоморфiзма
Φi(gradB2f, gradB1f) є компактна пiдмножина в Mpi

.

Доведення. Вiдомо, [7] (стр. 261), що число Лєфшеця
для тотожнього вiдображення довiльної гiперповерхнi са-
мої в себе дорiвнює ейлеровiй характеристицi гiперповерх-
нi. Для гомотопних вiдображень числа Лєфшеця спiвпа-
дають [7] (стр. 261). За теоремою Лєфшеця[5] (ст. 397) ,
якщо число Лєфшеця вiдображення вiдмiнне вiд нуля, то
це вiдображення має нерухому точку. Множина нерухо-
мих точок завжди замкнена i значить в Mpi

⊂ Rn вона є
компактною [7] (ст. 257). �

Добре вiдомо [8], що поведiнка гомеоморфiзму в околi
нерухомої точки може бути досить складною. Нам знадо-
биться для подальшого викладу наступне означення.

Означення 3.1. Нехай X - компактний простiр, F :
X −→ X - гомеоморфiзм, у якого точка y ∈ X є неру-
хомою точкою вiдображення F . Скажемо, що точка y є
притягуючою, якщо для кожного околу U точки y знай-
деться менший окiл V ⊂ U цiєї точки, такий що F (V ) ⊂
U .

Користуючись гомеоморфiзмами Φi(gradB2f, gradB1f) :
Mpi

−→ Mpi
побудуємо динамiчну систему з iмпульсною

дiєю в D.
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В наших позначеннях, розгляньмо систему
диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю, якi також
називають розривними динамiчними системами. Спочатку
задамо в D

n
систему звичайних диференцiальних рiвнянь

( в векторних позначеннях)

dx/dt = gradB2f(x).

Зафiксуємо гiперповерхнi

Mpi
= f−1(pi) та Mqi = f−1(qi).

Використовуючи попереднi побудови, задамо
гомеоморфiзми

Ψi = ϕ−1
i(gradB2

f) : Mqi −→Mpi
,

Ψk = ϕ−1
k(gradB2

f) : Ω −→: Mpk
.

Користуючись позначеннями монографiї [1] покладемо

Γ = ∪iMqi ∪Ω, Γo = ∪iMpi
, A = Ψi ∪Ψk i A : Γ −→ Γo
.

Припустимо, що на множинi D
n
\(Mqi = f−1(qi)∪Ω) задана

система звичайних диференцiальних рiвнянь ( в векторних
позначеннях)

dx/dt = gradB1f(x).

Розривну динамiчну систему запишемо у виглядi

dx/dt = gradB1f(x), x∈Γ,
∆x |x∈Γ= Ax− x = I(x).

(2)

Рух точки в фазовому просторi Dn такої системи вiдбу-
вається по однiй з iнтегральних траєкторiй системи
dx/dt = gradB1f(x) в промiжках мiж двома послiдовними
попаданнями цiєї iнтегральної траєкторiї на множину Γ,
а в момент попадання точка x(t) "миттєво"переводиться
оператором A в точку y = A(x) множини Γo.
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Таким чином, фактично iнтегральнi кривi належать
множинам

Di = f−1(qi, qi+1] та множинi Dk−1 = f−1(qk−1, 1].

Пiсля попадання iнтегральних кривих на множину Mqi+1

або Ω вони вже будуть належати множинi

Ei = f−1[pi+1, qi+1] або Ek−1 = f−1[pk, 1].

Очевидно, що для траєкторiй, якi починаються в точках,
що належать множинi

Si = f−1(qi, ci+1) або Sk−1 = f−1(qk−1, ck).

є двi можливостi :

а) потрапити в точку рiвноваги, яка вiдповiдає кри-
тичнiй точцi функцiї z = f(x1, x2, ..., xn), що нале-
жить поверхнi рiвня f (−1(ci) ;

b) потрапити в точку, що належить множинi Mqi або
Ω i далi весь час залишатися на множинах

Ei = f−1[pi+1, qi+1] або Ek−1 = f−1[pk, 1].

Другими словами, буде "биття"iнтегральних кривих
в множину Γ. Серед iнтегральних кривих другого типу
можуть бути такi, якi пiсля першої "зустрiчi"з множиною
Mqi або Ω знову повертаються за допомогою вiдображення
A в ту ж саму точку на множинi Mpi

, яку вони вже "про-
ходили". Назвемо такi iнтегральнi кривi замкненими.

Разом з тим серед iнтегральних кривих другого типу
можуть бути такi, якi пiсля першої "зустрiчi"з множиною
Mqi або Ω повертаються за допомогою вiдображення A в
iншу точку на множинiMpi

, нiж ту яку вони вже "проходи-
ли". Але пiсля скiнченої кiлькостi таких iтерацiй вони по-
вертаються знову в ту ж саму точку на множинi Mpi

, яку
вони "проходили перший раз". Назвемо такi iнтегральнi
кривi перiодичними.



440 Ю.В.Шарко

I накiнець, пiдмножину iнтегральних кривих S другого
типу назвемо iнварiантною, якщо вiдображення A пере-
водить пiдмножину S саму в себе.

Користуючись класифiкацiєю точок i iнварiантних мно-
жин гомеоморфiмiв можна визначити аналогiчнi поняття
i в нашiй ситуацiї - градiєнтнiй динамiчнiй системi з iм-
пульсною дiєю. В цiй роботi ми цього робити не будемо.

Наступне твердження є наслiдком леми 4.2, воно дає до-
статню умову iснування у системи (2) замкненої iнтеграль-
ної кривої.

Пропозицiя 3.1. Нехай в D
n

задана система (2). Якщо
ейлерова характеристика гiперповнрхностi χ(Mpi+1

) 6= 0,
тодi iснує в

Ei = f−1[pi+1, qi+1] або в Ek−1 = f−1[pk, 1].

замкнена iнтегральна крива . Множина всiх замкнених
iнтегральних кривих утворює компактну пiдмножину в

Ei = f−1[pi+1, qi+1] або в Ek−1 = f−1[pk, 1].

Якщо розглянути довiльну iнтегральну криву другого
типу системи 2 , то iз-за "биття"iнтегральних кривих го-
ворити про iх стiйкiсть за Ляпуновим не має сенсу, бо вони
не заданi на всьому промiжку часу вiд (to,∞). Можна го-
ворити про орбiтальну стiйкiсть iнтегральних кривих
другого типу системи 2 [9] (стр. 96).

Означення 3.2. Якщо γ - iнтегральна крива другого ти-
пу системи (2), то скажемо, що вона орбiтально стiйка,
якщо довiльна iнтегральна крива γ1 в певний момент ча-
су проходить досить близько бiля γ, то вона залишаєть-
ся поблизу неї i надалi (пiсля застосування вiдображення
A).
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Теорема 3.2. Нехай в D
n

задана система (2). Припусти-
мо, що γ - замкнена iнтегральна крива системи (2) , яка
перетинає множину Mpi

в точцi x. Розгляньмо гомео-
морфiзм

Φi(gradB2f, gradB1f) : Mpi
−→Mpi

.

Якщо точка x - притягуюча нерухома точка то iнте-
гральна крива γ буде орбiтально стiйкою.

Доведення. Точка x завжди має окiл U який не перети-
нає критичну поверхню рiвняf−1(ci−1 функцiї f Нехай точ-
ка y знаходиться в цьому околi. Iнтегральна крива γ1, що
проходить через точку y буде очевидно iнтегральною кри-
вою другого типу системи (2). Використовуючи той факт,
що довжини вiдрiзкiв iнтегральних кривих γ i γ1 вiд точок
x i y i до перетину з множиною Mqi є скiнченими, можна
зробити висновок, що γ1 буде близькою до γ. Це завжди
можна зробити, зменшуючи величину околу U . Оскiльки
точка x є притягуючою нерухомою точкою, то i пiсля за-
стосування вiдображення A наступна iнтегральна крива
буде близькою до γ. �
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Гладкие функции на некомпактных
поверхностях1

Введение.

ПустьN - гладкая поверхность. Обозначим через C∞(N)
- пространство бесконечно дифференцируемых функций
на N . Изучению функций на компактных поверхностях
было посвящено немало работ, укажем лишь некоторые из
них [2-3,6-10,13,15,18-21]. В случае, если N - некомпакт-
ная поверхность, строение функций резко отличается от
компактного случая. Например, на каждой некомпактной
поверхности существует функция из пространства C∞(N)
без критических точек [4]. В этой работе изучаются неко-
торые свойства функций из пространства C∞(N) с изоли-
рованными критическими точками на некомпактных по-
верхностях. В частности, дается необходимое и достаточ-
ное условие, когда граф является графом Кронрода-Риба

1Работа выполнена в рамках целевой программы НАН Украины “Со-
временные методы иследования математических моделей в задачах при-
родоведения и общественных науках” НИР № 0107U00233

c© В.В.Шарко, 2006
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собственной гладкой функции с изолированными критиче-
скими точками на компактной или некомпактной поверх-
ности.

1. Распределение особенностей гладких

функций и векторных полей на некомпактных

поверхностях.

Под гладкой поверхностью N (с краем или без) пони-
мается двумерное сепарабельное, гладкое многообразие.
Край гладкой поверхности N , если он присутствует, обо-
значается через ∂N . Гладкая поверхность может иметь
не более чем счетное множество связных компонент края,
среди которых могут быть как компактные так и неком-
пактные компоненты. Очевидно, что компактная компо-
нента края гладкой поверхности диффеоморфна окруж-
ности S1, а некомпактная компонента диффеоморфна чис-
ловой прямой R. Если у некомпактной поверхности отсут-
ствует край, то такую поверхность будем называть от-
крытой. Слово гладкий всегда будет указывать на при-
надлежность классу C∞. В случае, когда минимальное
число образующих фундаментальной группы поверхности
N , π1(N) - конечно (бесконечно), то поверхность N имеет
конечный (бесконечный) род.

Пусть N - некомпактная поверхность, концом в N на-
зывается убывающая последовательность M1 ⊃ M2 ⊃ ...
связных поверхностей с краем в N таких, что :

а) край каждой поверхности Mi является
компактным;

b) для каждого ограниченного множества X в N (т.е.
когда замыкание X в N является компактом)
Mi

⋂
X = ∅ для достаточно большого i.
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Два конца M1
1 ⊃ M1

2 ⊃ ... и M2
1 ⊃ M2

2 ⊃ ... называются
эквивалентными, если для каждого i найдется такое j, что
M1

i ⊂M2
j и и наоборот. ЧерезM∗ будет обозначаться класс

эквивалентности конца представленный последовательно-
стью M1 ⊃ M2 ⊃ .... По определению идеальной грани-
цей i∂N называется топологическое пространство, обра-
зованное классами эквивалентности концов. Это компакт-
ное подмножество канторового множества. Среди идеаль-
ной границы i∂N имеется замкнутое подмножество непла-
нарных i∂Nnp и замкнутое подмножество неориентирован-
ных i∂Nno концов. Очевидно, что имеет место включение
i∂N ⊃ i∂Nnp ⊃ i∂Nno. Теорема Каракерьярто-Рихардса
утверждает , что две некомпактные поверхности N1 и N2

одного и того же рода и класса ориентируемости гомео-
морфны тогда и только тогда, когда их идеальные грани-
цы i∂N1 ⊃ i∂N1np ⊃ i∂N1no и i∂N2 ⊃ i∂N2np ⊃ i∂N2no -
гомеоморфны (как тройки пространств) [16]. Далее, тео-
рема Рихардса утверждает, что для произвольной трой-
ки (X ⊃ Y ⊃ Z) замкнутых подпространств канторового
множества найдется проверхность N с идеальной грани-
цей (i∂N ⊃ i∂Nnp ⊃ i∂Nno), которая гомеоморфна (как
тройка пространств) (X ⊃ Y ⊃ Z) [16].

Пусть f - гладкая функция, заданная на поверхности N .
Точка m ∈ IntN называется критической точкой функции
f , если все частные производные f в этой точке равны ну-
лю. Предположим, что m ∈ IntN - изолированная крити-
ческая точка функции f . Выберем в окрестности точки m
локальную систему координат (x, y), так чтобы точка m
имела координаты (0, 0). Известно [15,17], что функцию f
из класса C∞(N) в окрестности изолированной критиче-
ской точки m, которая не является локальным экстрему-
мом, непрерывной заменой координат можно привести
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к виду f = Rezn + c (n ≥ 2), если топологический тип ли-
ний уровня Γ = f−1(c) при переходе через m изменяется
(z = x+ iy). Будем называть ее существенной критиче-
ской точкой или вырожденностью порядка n . Либо
к виду f = Rez, если топологический тип линий уровня
Γ = f−1(c) при переходе через m не изменяется (т.е. в этом
случае от критической точки m можно вообще избавится).
Будем называть ее несущественной критической точ-
кой. В случае, если точка m - локальный экстремум, то
функцию f в окрестности точки m непрерывной заме-
ной координат можно привести к виду f = x2 + y2 + c или
к виду f = −x2 − y2 + c.

Рассмотрим в окрестности нуля U плоскости R2 с коор-
динатами (x, y) функцию f = Rezn + c (n ≥ 2, z = x+ iy).
Очевидно, что линия уровня Γ = f−1(c) функции f в
окрестности U содержит критическую точку o и состо-
ит из 2n интервалов, пересекающихся в точке o или, как
мы будем в дальнейшем говорить, 2n ребер, выходящих
из одной вершины. Каждая соседняя пара ребер образует
сектор, во внутренности которого функция f принимает
значение больше c или меньше c. Будем называть в даль-
нейшем белый или черный сектор. Таким образом, в U бу-
дет 2n, последовательно чередующихся, белых и черных
секторов (т.е. образовывает цветной спин см. определение
2.1).

Когда n = 2, то такая критическая точка называется
невырожденной. Гладкая функция f на поверхности N на-
зывается функцией Морса, если все ее критические точки
- невырожденые, т.е. для каждой критической точки суще-
ствует окрестность, в которой f имеет вид невырожденной
квадратичной формы. Число минусов этой квадратичной
формы называется индексом критической точки [12,17].
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Рис. 1. Цветной спин в окрестности критиче-
ской точки функции f = Rezn + c (n = 3).

Известно [12,17], что вырожденную критическую точ-
ку функции f можно путем малых возмущений функции
f превращать в объединение конечного числа невырож-
денных критических точек (распад вырожденной особен-
ности). В случае функции f = Rezn (n > 2) малое воз-
мущение можно выбрать так : f1 = Re(z − ε1)...(z − εn),
где действительные числа εi 6= εj при i 6= j. Вырожден-
ная особенность порядка n распалась в объединение n− 1
невырожденных критических точек индекса 1.

Наоборот, пусть в окрестности нуля U плоскости R2 с
координтами (x, y) задана функция Морса f = f(x, y) у
которой в точности n − 1 критических точек m1, ..., mn−1

индекса 1 таких, что f(mi) = 0 для i = 1, ..., n− 1. Тогда в
окрестности U найдется путь l гомеоморфный отрезку, ко-
торый содержит начало координат вместе с критическими
точками m1, ..., mn−1 и гладкое отображение h : U → U ,
такое что h(l) = 0, h = Id вне некоторой ε-окрестности
V ⊂ U пути l, так что функция g = f ◦ h−1 топологически
эквивалентна в U функции Rezn.

Поведение гладких функций на некомпактных поверх-
ностях существенно отличается от поведения гладких
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функций на компактных поверхностях. К примеру, на ком-
пактных поверхностях гладкие функции всегда имеют
критические точки.

Лемма 1.1. На открытой поверхности N существует
гладкая функция с любым конечным (включая пустое)
или бесконечным множеством Ω = (m1, ..., mn, ...) изоли-
рованных критических точек, имеющих вырожденности
любых порядков.

Доказательство. Пусть (ω1, ..., ωn, ...) - последователь-
ность неотрицательных целых чисел, являющихся поряд-
ками вырожденностей особенностей (m1, ..., mn, ...). Пред-
ставим поверхность N =

⋃
iNi в виде объединения воз-

растающей последовательности связных компактных по-
верхностей с краем Ni так, что ... ⊂ Ni ⊂ IntNi+1 ⊂ ...
(i = 1, 2, ...). Замыкание множества Ki = Ni+1 \Ni являет-
ся поверхностью с краем. Зададим на N1 функцию Морса
f1 : N1 → [0, 1], такую что f−1(1) = ∂N1 и имеющую крити-
ческие точки с помощью, которых можно сконструировать
особенность порядка ω1. Заменим функцию f1 на гладкую
функцию g1 : N1 → [0, 1] такую что g−1

1 (1) = ∂N1 и име-
ющую особенность порядка ω1 в IntN1. Затем продолжим
функцию g1 с N1 до гладкой функции на N2 f2 : N2 → [0, 2]
такой, что сужение f2 на поверхность K1 есть функция
Морса со следующими свойствами:

а) f−1
2 (1) = ∂N1, f

−1
2 (2) = ∂N2 ;

b) имеет критические точки тех индексов с помощью,
которых можно сконструировать особенность
порядка ω2 в IntK1.

Заменим функцию f2 на гладкую функцию g2 : N2 → [0, 2]
такую, что :

а) g2 = g1 на N1, g
−1
2 (2) = ∂N2;
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b) имеет особенность порядка ω2 в IntK1.

Повторим эту конструкцию с поверхностью N3 и т.д.. По-
сле счетного числа шагов построим гладкую функцию g∞
на поверхности N , у которой имеется конечное или беско-
нечное подмножество Ω = (m1, ..., mn, ...) изолированных
критических точек с вырождениями порядка
(ω1, ..., ωn, ...).

Рассмотрим триангуляцию τ поверхности N . Пусть N1

- ее одномерный остов и U(N1) - его регулярная окрест-
ность. С помощью диффеоморфизмаH : N −→ N , изотоп-
ного тождественному, добьемся, чтобы критические точ-
ки из подмножества Ω попали на N1, а остальные кри-
тические точки лежали вне U(N1). Рассмотрим функцию
g = g∞◦H

−1. По теореме Уайтхеда [22] существует гладкое
вложение ϕ : N −→ U(N1). Взяв ограничение функции g
на ϕ(N), получим искомую функцию. �

Рассмотрим векторные поля на гладких поверхностях с
изолированными нулями. Для компактной поверхности N
теорема Пуанкаре устанавливает взаимосвязь между чис-
лом и индексами изолированных нулей векторного поля V
на N и эйлеровой характеристикой поверхности N . Дру-
гими словами, множество изолированых нулей векторного
поля V на поверхности N не может быть произвольным.
По этому поводу см.[5]. Для некомпактных поверхностей
имеет место следующая лемма.

Лемма 1.2. На открытой поверхности N существует
гладкое векторное поле с любым конечным или бесконеч-
ным множеством Ω = (m1, ..., mn, ...) изолированных ну-
лей, имеющих любые значения индексов из совокупности
0,±1,±2, ....
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Доказательство. Индекс изолированного нуля гради-
ентного векторного поля grad(f) на поверхности N может
принимать только значения 1, 0,−1,−2, ... [5]. Изолирован-
ный нуль индекса λ, где λ = 2, 3, ... можно добавить, путем
изменения вектореного поля grad(f) только в окрестности
U источника (т.е. особенности векторного поля с индексом
равным 1) на векторное поле V , имеющее в этой окрест-
ности U следующие особенности:

а) один нуль индекса λ;
b) (λ− 1) нулей индекса 1;
c) (2λ− 2) нулей индекса −1.

На рисунке 2 представлен случай, когда λ = 3.

Рис. 2

Используя предыдущую конструкцию, построим глад-
кую функцию f на поверхности N , градиентное векторное
поле которой, grad(f) имеет необходимое подмножество
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Ω1 = (m1, ..., mn, ...) изолированных нулей со значениями
индексов 1, 0,−1,−2, .... Понятно, что локальных миниму-
мов у функции f должно быть "больше чтобы у векторно-
го поля grad(f) хватило нулей индекса 1 для построения
особенностей положительных индексов больших единицы.
Заменим теперь вектореное поле grad(f) в окрестностях
нулей индекса 1 на вектореное поле V , имеющее в этих
окрестностях изолированные нули нужных положитель-
ных индексов. Теперь будем действовать по описанной в
лемме 1 схеме. Пусть N1 - одномерный остов триангуля-
ции τ поверхности N и U(N1) - его регулярная окрест-
ность. С помощью диффеоморфизма H : N −→ N , изо-
топного тождественному, добьемся, чтобы изолированные
нули нужных индексов вектореного поля V попали на N1,
а остальные нули лежали вне U(N1). Рассмотрим векто-
реное поле W = H(V ). По теореме Уайтхеда [22] найдем
гладкое вложение ϕ : N −→ U(N1). Взяв ограничение век-
тореного поля W на ϕ(N), получим искомое вектореное
поле.

�
Гладкая функция на поверхности называется собствен-

ной, если каждая ее линия уровня - компактное множе-
ство. Очевидно, что на открытой поверхности N отличной
от S1xR1 у собственной гладкой функции, заданной на N
всегда имеются критические точки.

Лемма 1.3. На открытой поверхности N существует
гладкая собственная функция f : N → R с изолированны-
ми критическими точками не являющимися локальными
экстремумами.

Доказательство. Известно, что открытая поверхность
N имеет каноническое представление в смысле Рихардса
[16]. А имеенно: поверхность N диффеоморфна сфере S2
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с выброшенным замкнутым, вполне разрывным, сепара-
бельным множеством X и вклеенным конечным или счет-
ным числом ручек ( листов Мебиуса) в ориентированном
(неориентированном) случае, которые сходятся кX. Выбе-
рем на сфере S2 ( т.е. на поверхности N ) окружность S1 и
рассмотрим N \S1. Понятно, что окружность S1 разбивает
поверхности N на две несвязные части, замыкание кото-
рых обозначим через N1 иN2. Окружность можно выбрать
так, чтобы в некоторой ее окрестности не содержались
концы поверхности N а обе части N1 и N2 содержали и
ручки (листы Мебиуса) и концы. Очевидно что краем у N1

(N2) будет окружность. Пусть Yi (Yj) - исчерпание N1 (N2),
компактными поверхностями, начиная с воротника края.
Легко построить, исходя из Yi (Yj) на N1 (N2), собственные
гладкие функции f1 : N1 −→ [0,∞) (f2 : N2 −→ [0,−∞)) с
изолированными критическими точками не являющими-
ся локальными экстремумами ( функции Морса напри-
мер ). Положив f = −f2

⋃
f1, получим искомую гладкую

собственную функцию с изолированными критическими
точками, которые не являются локальными экстремума-
ми. �

2. Цветные спин-графы и атомы гладких

функций на поверхностях.

Под графом (V,E) будем понимать клеточный одномер-
ный комплекс, где (V ) - нульмерные клетки (вершины),
(E) - одномерные клетки (ребра) [11,14]. В дальнейшем
мы будем рассматривать и графы со счетным множеством
вершин и ребер и с петлями, т.е. когда начало и конец
одного и того же ребра принадлежат одной и той же вер-
шине.
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Определение 2.1. Пусть граф ∆, состоит из 2n ре-
бер ai, которые соединяют вершину x с 2n вершинами yi.
Цветным спином в вершине x (обозначается ⋖x ) назы-
вается циклический порядок (ai1 , ai2 , ..., ai2n

, ai1) на ребрах
ai с указанием черного или белого цвета col(aik , aik+1

) на
соседних ребрах, удовлетворяющий следующим условиям:

а) каждое ребро ai, образовывает только одну белую
и только одну черную пару в точности с двумя
разными соседними ребрами ai−1 и ai+1 ;

b) последовательность пар col(ai1 , ai2), col(ai2 , ai3), . . .,
col(ai2n

, ai1) является цветочередующайся [20].

Пусть ∆1 и ∆2 - графы у которых по 2n ребер a1
i и a2

i

соответственно. Ребра a1
i (a2

i ) соединяют вершину x1 (x2)
с 2n вершинами y1

i (y2
i ). Предположим, что в вершинах

x1 и x2 заданы цветные спины ⋖x1 и ⋖x2. Изоморфизм
между графами ϕ : ∆1 → ∆1 сохраняет цветные спины,
если каждая пара ребер графа ∆1 с белым (черным) цве-
том переходит в пару ребер графа ∆2 с белым (черным)
цветом.

Замечание 2.1. Очевидно, что граф ∆ с 2n ребрами и
цветным спином в вершине ⋖x можно вложить в
окрестность U критической точки o, функции Rezn, так
чтобы его образ лежал на Γ = f−1(0)∩U и это вложение
сохраняло цветные спины в вершины в точке o. Другими
словами, граф ∆ можно не только расширить до диска,
но и задать на расширении функцию Rezn.

Определение 2.2. Пусть у графа ∆ порядок каждой вер-
шины четный и больше двух. Цветным спином графа ∆
называется задание цветного спина в каждой его вер-
шине. Граф ∆ с заданным на нем цветным спином на-
зывается цветным спин-графом и обозначать ⋖∆.
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В дальнейшем, если задан цветной спин-граф ⋖∆, то
цветной спин, который есть в вершине x, будем обозначать
через ⋖∆(x). Ясно, что на одном и том же графе можно
различными способами задать цветной спин.

Определение 2.3. Пусть ⋖∆1 и ⋖∆2 - два цветных
спин-графа. Изоморфизм графов ϕ: ⋖∆1 → ⋖∆2 сохраня-
ет цветные спины, если каждая пара ребер с белым (чер-
ным) цветом цветного спина ⋖∆1(xi) в вершине xi, пе-
реходит в пару ребер с белым (черным) цветом цветного
спина ⋖ ∆2 ϕ (xi) в вершине ϕ(xi).

Рассмотрим функцию f ∈ C∞(N) на поверхности N
и пусть c - ее критическое значение. Предположим, что
компонента связности Γ из линии уровня f−1(c) содержит
только изолированные критические точки не являющими-
ся экстремумами. Компонента Γ является образом вложен-
ного в поверхность N графа, у которого порядок каждой
вершины четный. Вершинами вложенного графа являют-
ся критические точки функции f . Если рассмотреть непе-
ресекающиеся окрестности существенных критических то-
чек, лежащих на Γ, то в каждой из них, исходя из функ-
ции f , возникает цветной спин. Следовательно Γ получает
структуру цветного спин-графа.

Определение 2.4. Компонента связности Γ линии уров-
ня f−1(c) функции f из пространства f ∈ C∞(N), со-
держащей только изолированные критические точки не
являющимися экстремумами, с заданной на ней цвет-
ным спином в каждой существенной критической точке,
исходя из функции f , называется атомом критического
значения c функции f . В дальнейшем атом обозначается
через A(f, c).
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Замечание 2.2. Если прообраз критического значения
функции f состоит из k связных компонент, на которых
находятся только изолированные критические точки, то
имеется k атомов этого критического значения.

В дальнейшем, если говорится oб изоморфизме атомов
критических значений, то понимается изоморфизм, кото-
рый сохраняет цветные спины, заданные на них.

Циклом (ориентированным) на ориентированном графе
∆ называется совокупность ребер (ориентированных) из
∆, которые образуют гомеоморфный образ окружности
(ориентированной). Некомпакатным циклом (ориентиро-
ванным)на ориентированном графе ∆ называется беско-
нечная совокупность ребер (ориентированных) из ∆, ко-
торые образуют гомеоморфный образ прямой (ориентиро-
ванной). Пусть ⋖∆ - цветной спин-граф. Определим на
нем два типа циклов (некомпакатных циклов): b-циклы (b-
некомпакатные циклы) и w-циклы (w-некомпакатные цик-
лы).

Определение 2.5. b-циклом (w - циклом) на цветном
спин-графе ⋖∆ называется цикл, состоящий из ребер
(a1, a2, ..., an), таких что ai ∩ ai+1 = xi – есть вершина
и пара ребер (ai, ai+1) являются черного (белого) цвета
цветного спина ⋖∆(xi) в вершине xi. b-некомпакатные
циклы (w-некомпакатные циклы)определяются аналогич-
но, за исключением того, что проследовательность вер-
шин (a1, a2, ... является бесконечной.

Очевидно, что изоморфизм между цветными спин- гра-
фами ⋖∆1 и ⋖∆2, сохраняющий цветные спины, переводит
b-циклы (w-циклы) из ⋖∆1 в b-циклы (w-циклы) ⋖∆2. Это
имеет место и для
b-некомпакатных (w-некомпакатных) циклов.
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Лемма 2.1. Пусть задан цветной спин-граф ⋖∆ (конеч-
ный или бесконечный), у которого вершины a1, a2, ... име-
ют порядок 2d1, 2d2, ..., больший двух. Предположим, что
у него s (s может равнятся∞) b-циклов, t (t может рав-
нятся ∞) w-циклов, u (u может равнятся ∞)
b-некомпактных циклов и v (v может равнятся ∞) w-
некомпактных циклов. Существует поверхность N с
краем ∂N = ∂−N

⋃
∂+N и гладкая функция f : N → R1,

имеющая изолированные критические точки, находящи-
еся в биекции с вершинами a1, a2, ..., в окрестностях, ко-
торых она имеет вид Rezdi . Число компактных компо-
нент связности края ∂N , входящих в ∂−N (∂+N) равно s
(t). Число некомпактных компонент связности края ∂N ,
входящих в ∂−N (∂+N) равно u (v). На компонентах ∂−N
(∂+N) функция f принимает значение −1 (1) и все ее
критические точки лежат на линии уровня Γ = f−1(0).
Граф Γ = f−1(0) снабженный цветным спином, исходя из
функции f и цветной спин-граф ⋖∆ изоморфны с сохра-
нением цветных спинов. В дальнейшем поверхность N
называется расширением цветного спин-графа ⋖∆.

Доказательство. В начале построим поверхность N с
краем ∂N. Пусть D(ε) = (x, y): x2+y2 6 ε2 – ε-окрестность
нуля на плоскости R2, в которой заданы функции gi =
Re(x + iy)di (i = 1, 2, ...). Рассмотрим пересечение мно-
жеств D(ε) и Φ = (x, y) : −δ ≤ Re(x + iy)di ≤ δ, которые
обозначим через Cri. Граница множества Cri состоит из 2
di дуг окружности x2 + y2 = ε2 и 2 di кусков линий уровня
функции Re(x + iy)di = ±δ. В силу замечания 2.1 суще-
ствует вложение ϕ окрестности каждой вершины графа
∆ в линию уровня функции gi, содержащую критическую
точку, которое сохраняет цветные спины. Возьмем несвяз-
ное объединение счетного числа экземпляров множества
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Cri и вложим в них окрестности вершин графа ∆, исполь-
зуя вложение ϕ. Выберем счетное множество полосок Υi,
которые будем подклеивать к множествам Cri. На каждом
экземпляре множества Cri задана функция gi, которую мы
используем для подклейки нужным образом к ним поло-
сок Υi. А именно: вдоль каждого ребра графа ∆ склеим
меньшие стороны полоски Υi0 с соответствующими дугами
ai двух (или одного) экземпляров множеств Cri. Подклей-
ку полосок надо производить таким образом, чтобы функ-
ции gi с каждого экземпляра множества Cri продолжались
во внутрь полосок Υi без критических точек. В результате
мы получили поверхность N1 с заданной на ней функцией
f1. По построению, множество компонент края ∂−N (∂+N)
поверхности N1, которые состоят из длинных сторон поло-
сок и кусков линий уровня Re(x+iy)di = ±δ соответствуют
b-циклам (w-циклам), на которых функция f1 принима-
ет отрицательные (положительные) значения находится в
биекции с множеством b-циклов (w-циклов) компактных
и некомпактных графа ∆. Подклеив к каждой компонен-
те края поверхности N1 воротники и продолжив на них
функцию f1, мы получим искомые поверхность N и функ-
цию f на ней. Тот факт, что граф Γ = f−1(0) снабженный
цветным спином, исходя из функции f , и цветной спин-
граф ⋖∆ изоморфны с сохранением цветных спинов сле-
дует способа построения поверхности N и функцию f . �

Поверхность N1, построенная при доказательстве лем-
мы 2.1 называется замкнутой ε-окрестностью атома
функции f . Ясно, что выбор цветного спина на графе мо-
жет менять топологический тип его расширения. Очевид-
но, что на конечном графе можно задать только конеч-
ное число различных (не изоморфных) цветных спинов.
Следующая лемма имеется в [20].
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Лемма 2.2. Существует конечное число попарно не изо-
морфных (как графов) конечных графов ∆i c заданными
на них цветными спинами, расширения которых - гомео-
морфные поверхности.

Для бесконечных графов ситуация более сложная. Так
например, утолщение любого бесконечного дерева с чет-
ным порядком вершин является некомпактной поверхно-
стью с краем, которая гомеоморфна единичному кругу D2

с удаленным канторовым множеством с граничной окруж-
ности ∂D2. Ситуацию, связанную с утолщением бесконеч-
ных графов с четным порядком вершин больщих двух, мы
проанализируем в другой работе.

3. Графы Кронрода-Риба собственных гладких

функций на некомпактных поверхностях.

Пусть f - собственная гладкая функция с изолирован-
ными критическими на поверхности N . Мы предполагаем,
что все критические точки f лежат во внутренности но-
верхности N и на связных компоентах края N функция f
принимает постоянные значения. Рассмотрим произволь-
ную компоненту связности линии уровня f−1(a), функции
f , которую часто называют слоем. Если a - регулярное
значение функции f , то слоем будет гладко вложенная в
поверхность N окружность. В случае, когда a - критиче-
ское значение, то слоем будет замкнутое множество го-
меоморфное либо окружности, либо конечному графу, у
которого четный порядок вершин больший двух [2]. Если
рассмотреть все слои функции f , то получим разбиения
поверхности N в объединение слоев т.е. на N возникает
слоение с особенностями. Принадлежность точки поверх-
ности слою является отношением эквивалентности и вводя
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естественную фактор-топологию в множество слоев полу-
чаем фактор-множество. Это фактор-множество будет ко-
нечным или бесконечным графом, которое будет обозна-
чаться через ΓK−R(f).

Определение 3.1. Граф ΓK−R(f) называется графом
Кронрода-Риба для функции f .

По поводу этого определения см.[2,6,19]. Вершинам гра-
фа ΓK−R(f) соответствуют связные компоненты линий
уровня, на которых находятся критические точки функ-
ции. Вершины порядка 1 соответствуют локальным экс-
тремумам функции f . Если присутствуют вершины поряд-
ка два, то поверхность N - неориентируема. Очевидно, что
функции f каноническим образом задает функцию fK−R

на ее графе Кронрода-Риба ΓK−R(f). Значение fK−R в точ-
ке x ∈ ΓK−R(f) равно значению f на соответствующей x
компоненте связности линии уровня.

Определение 3.2. Функция fK−R, заданная на графе
Кронрода-Риба ΓK−R(f), называется K−R образом функ-
ции f , заданной на поверхности N .

Замечание 3.1. Часто достаточно знать значение
функции fK−R только в вершинах графа Кронрода-Риба
ΓK−R(f) функции f . И поэтому, именно это иногда по-
нимают под K-R образом функции f [20]. В некоторых
вопросах необходимо вводить структуру метрического
пространства на графе Кронрода-Риба ΓK−R(f) функции
f и рассматривать функцию fK−R на всем ΓK−R(f).

Граф Кронрода-Риба допускает ориентацию, т.е. рас-
становку стрелок на ребрах, которые указывают направ-
ление в котором функция fK−R возрастает.
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Заметим, что не всякий конечный (или бесконечный)
граф, будет графом Кронрода-Риба для некоторой соб-
ственной гладкой функции с изолированными критически-
ми точками на поверхности. Ориентированный граф Γ(N),
для которого существует поверхность N и гладкая соб-
ственная функция с изолированными критическими точ-
ками f на ней, такая что ее граф Кронрода-Риба fK−R

изоморфен с сохранением ориентации графу Γ называет-
ся K-R графом. Ниже мы обсудим более подробно этот
вопрос.

Определение 3.3. Пусть на гладкой поверхности N за-
даны две собственные гладкие функции с изолированными
критическими точками f и g, а fK−R и gK−R на графах
ΓK−R(f) и ΓK−R(g). Скажем, что f и g K-R эквивалент-
ны, если их K-R образы fK−R и gK−R эквивалентны, т.е.
существует изоморфизм s : ΓK−R(f)→ ΓK−R(g) и гомео-
морфизм t : R1 → R1 такие, что t · fK−R · s

−1 = gK−R.

Несложно доказать, что если две собственные гладкие
функции с изолированными критическими точками f и g,
которые заданы на поверхности N являются топологиче-
ски эквивалентными, то f и g будут K-R эквивалентны.
Однако обратное утверждение неверно.

С каждым атомом A(f, c) критического c значения глад-
кой функции f можно связать его граф Кронрода-Риба
K − R(A(f, c). А именно, надо рассмотреть сужение f |U
функции f на замкнутую ε-окрестность U атома A(f, c) и
построить граф Кронрода-Риба для f |U . Он представляет
собой два набора ai и bj ребер, выходящих из вершины. На-
бор ребер ai (bj) соответствует b-циклам (w-циклам) ато-
ма A(f, c). Имеется каноническое вложение открытого
графа (вершины порядка один удалены) Кронрода-Риба
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K − R(A(f, c)) каждого атома A(f, c) в граф Кронрода-
Риба ΓK−R(f) функции f . Существуют простейшие атомы
для графа Кронрода-Риба с данным набором ребер ai и bj
(i = 1, 2, ...k, j = 1, 2..., l). В ориентированнм случае это бу-
дет цветной спин-граф O(k, l, утолщение, которого сфера с
выброшенными k+ l открытыми дисками. В неориентиро-
ванном случае это цветной спин-граф NO(k, l утолщение,
которого склейка листа Мебиуса с выброшенным откры-
тым диском и O(k − 1, l − 1) [19]. Эти атомы мы исполь-
зуем для построения поверхностей и гладких функций с
изолированными особенностями на них с данным графом
Кронрода-Риба. Если некоторые атомы функции f тако-
вы, что их утолщения - неориентированные поверхности,
то на ее графе Кронрода-Риба ΓK−R(f), соответствующую
вершину будем обозначать звездочкой ∗.

Заметим, что для графов имеются аналоги понятия кон-
ца и пространства концов.

Лемма 3.1. Каждое замкнутое подмножество X кан-
торового множества является множеством концов
некоторого K − R графа.

Доказательство. По теореме Рихардса существует от-
крытая поверхность N , у которой множество концов го-
меоморфно X. Построим на N собственную функцию с
изолированными особенностями (например функцию Мор-
са) f , тогда ее граф Кронрода-Риба ΓK−R(f) будет удовле-
творять условию леммы. Действительно, существует вло-
жение i : ΓK−R(f) −→ N , такое что f ·i = Id. Если убываю-
щая последовательность M1 ⊃M2 ⊃ ... связных поверхно-
стей с краем в N задает конец в N , то M1

⋂
i(ΓK−R(f)) ⊃

M2

⋂
i(ΓK−R(f)) ⊃ ... задает конец в i(ΓK−R(f)) и следо-

вательно в ΓK−R(f). �
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4. Функции на графах.

В этом разделе, как правило, возникающие графы свя-
заны с функциями на поверхностях, поэтому наложим на
них некоторые ограничения, которые естественно возника-
ют. Пусть v - вершина графа Γ. Граф Γv = Γ−v получается
из графа Γ в результате удаления вершины v и всех ин-
цедентных ей ребер. Вершина v называется разбивающей,
если граф Γv - несвязное множество. Обозначим через Ω -
множество вершин порядка 1 в графе Γ.

Определение 4.1. Граф Γ удовлетворяет условию (f),
если:

а) Γ- связное множество;
b) Для каждой разбивающей вершины v из Γ, такой

что, если среди компонент связности графа Γv
присутствуют конечные графы Γiv ,то Γiv

⋂
Ω 6= ∅;

c) Если граф Γ - конечен, то Ω состоит не менее из
двух вершин.

На рисунке 3 представлен граф, который не удовлетво-
ряет условию (f)

Рис. 1. Граф, который не является K-R графом
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Для бесконечных графов выполнение последнего условия
не обязательно. Обычно мы будем рассматривать ориен-
тированные графы, т.е. графы с указанием направлений
на ребрах ( в дальнейшем орграфы).

Определение 4.2. Орграф Γ с условием (f)- это задание
направлений на ребрах орграфа Γ так,чтобы имели место
следующие свойства :

а) Если орграф Γ конечен, то на ребрах инцидентных
вершинам порядка 1 имелись направления, входя-
щие в вершину порядка 1, и направления, выходя-
щие из вершины порядка 1;

в) На ребрах инцидентных произвольной вершине (a)
порядка n (n ≥ 2), имелись оба типа направлений,
входящих и выходящих из (a);

с) В Γ отсутствуют ориентированные замкнутые
циклы.

Под ориентированным циклом на орграфе Γ понимает-
ся совокупность ориентированных ребер из Γ, которые об-
разуют гомеоморфный образ ориентированной окружно-
сти. Будем говорить, что два орграфа изоморфны, если
существует изоморфизм между ними, сохраняющий ори-
ентацию ребер. Очевидно, что на одном и том же орграфе
можно указать такие ориентации, что полученные оргра-
фы будут не изоморфными. Возникает естественный во-
прос: на каждом ли графе с условием (f) можно задать
ориентацию, так, чтобы он стал орграфом с условием
(f)? Оказывается, что в этом круге вопросов полезно рас-
сматривать монотонные функции на графах.

Определение 4.3. Пусть g : Γ→ R - непрерывная функ-
ция на графе Γ. Скажем, что g - монототонная на Γ,
если:
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а) сужение g на ребрах - строго монотонная функ-
ция;

в) локальные эктремумы g находятся на вершинах
порядка 1.

Имеет место следующая лемма.

Лемма 4.1. Пусть g : Γ → R - монотонная функция
на связном графе Γ. Тогда Γ имеет структуру оргафа с
условием (f).

Доказательство. Для определенности предположим,
что g - монотонно возрастающая функция. Если граф ко-
нечен, то он имеет по крайней мере один максимум и один
минимум в вершинах порядка один. Условие на разбива-
ющие вершины также выполняется. Ориентация на реб-
рах задается указанием направления роста функции. Яс-
но, что так введенная ориентация превращает граф Γ в
оргаф с условием (f). �

В дальнейшем нам понадобится специальный класс мо-
нотонных функций на графах,так называемых, функций
высоты. Предположим, что в R3 задана декартова система
координат (x, y, z).

Определение 4.4. Пусть граф Γ вложен в R3 так, что
его проекция π на ось (o, z) является монотонной функци-
ей на Γ. Тогда функция π называется функцией высоты.

Лемма 4.2. Предположим, что g : Γ→ R - монотонная
функция на графе Γ. Тогда существует вложение φ : Γ→
R3 такое, что π ◦ φ = g.

Доказательство. Занумеруем произвольным образом
вершины vi графа Γ. Зададим отображение φ на вершинах
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графа Γ положив φ(vi) = (i, i+1, g(vi)). Соединим соответ-
ствующие пары вершин φ(vi), гладко вложенными, непере-
секающимися по внутренним точкам, отрезками, которые
диффомеоморфно отображаются на ось (o, z) посредством
проекции π. Продолжим очевидным образом вложение φ
с вершин графа Γ на его ребра так, чтобы выполнялось
равенство π ◦ φ = g. �

Таким образом, произвольную монотонную функцию за-
данную на графе, можно представлять, как функцию вы-
соты для графа расположенного в R3. Оказывается,что
на произвольном орграфе, удовлетворяющим условию (f)
всегда существует монотонная функция.

Напомним, что под ориентированным путем на орграфе
Γ понимается совокупность ориентированных ребер из Γ,
которые образуют гомеоморфный образ ориентированного
отрезка. Длинной ориентированного пути на орграфе Γ
называется число ребер из которых он состоит.

Для полноты изложения, приведем доказательство сле-
дующей теоремы, которая имеется в [19].

Теорема 4.1. Пусть Γ - орграф с условием (f). Тогда на
Γ существует возрастающая (убывающая) функция g :
Γ→ R.

Доказательство. Для определенности построим на ор-
графе Γ возрастающую функцию g. Рассуждения будут
носить индуктивный характер. Занумеруем произвольным
образом вершины (vi) в орграфе Γ. Выберем первую вер-
шину v1 из Γ и положим g(v1) = 1. Рассмотрим вторую вер-
шину v2. Если в Γ не существует ориентированного пути s,
соединяющего вершины v1 и v2, тогда положим g(v2) = 1.
Если же в Γ имеется ориентированный путь s, соединя-
ющий эти вершины, в этом случае положим g(v2) = 2,
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(g(v2) = 0), если вершина v2 - конец (начало) пути s. Пред-
положим , что мы задали значение функции g на верши-
нах vi (i = 1, 2, ..., k − 1). Выберем вершину vk в орграфе
Γ. Имеется четыре возможности для соединения вершины
vk с вершинами vi (i = 1, 2, ..., k − 1) в орграфе Γ.

а) вершина vk не соеденена в Γ с вершинами vi (i =
1, 2, ..., k − 1) ориентированным путем;

в) в Γ существует ориентированный путь s, с началом
в вершине vi0(1 ≤ i0 ≤ k − 1, с концом в вершине
vi1(1 ≤ i1 ≤ k − 1 и содержащий вершину vk;

c) в Γ существует только ориентированный путь s с
началом в вершине vi0(1 ≤ i0 ≤ k − 1) и концом в
вершине vk (нет в Γ ориентированного пути с нача-
лом в вершине vk и концом в вершине vi0(1 ≤ i0 ≤
k − 1));

d) в Γ существует только ориентированный путь s с
началом в вершине vk и концом в вершине vi0(1 ≤
i0 ≤ k − 1) (нет в Γ ориентированного пути с на-
чалом в вершине vi0(1 ≤ i0 ≤ k − 1)) и концом в
вершине vk.

В случае а) положим g(vk) = 1. Рассмотрим случай в).
Выберем в Γ ориентированный путь s, который удовле-
творяет условиям :

а) началом пути s служит вершина vi0(1 ≤ i0 ≤ k −
1, на которой функция g принимает максимальное
значение g(vi0) = ai0 , по отношению к остальным
вершинам из vi
(i = 1, 2, ..., k − 1), являющимися началами ориен-
тированных путей в Γ, идущих в вершину vk;
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b) концом пути s служит вершина vi1(1 ≤ i1 ≤ k − 1,
на которой функция g принимает минимальное зна-
чение g(vi0) = bi0 , по отношению к остальным вер-
шинам из vi (i = 1, 2, ..., k − 1), которые являют-
ся концами ориентированных путей в Γ, идущих из
вершины vk.

В этом случае положим g(vk) = ai0 + 1/2(bi0 − ai0). Рас-
смотрим случай c). Пусть ck - максимальное значение, ко-
торое принимает функция g на множестве вершин vi (i =
1, 2, ..., k − 1). Положим g(vk) = ck + 1. В последнем слу-
чае поступим аналогично. Пусть dk - минимальное значе-
ние, которое принимает функция g на множестве вершин
vi (i = 1, 2, ..., k−1). Положим g(vk) = dk−1. Индуктивный
шаг сделан. Покажем, что так построенная на вершинах
орграфа Γ функция g, может быть продолжена на ребра
до строго возрастающей функции на орграфе Γ. Выберем
произвольное ориентированное ребро e с началом в вер-
шине vi и концом в вершине vj. Предположим, что i < j
(i > j). Тогда при построении функции g первой встре-
тится вершина vi (vj) на которой будет задано значение g.
В силу способа построения функции g, значение g на вер-
шине vj (vi) будет большим(меьшим) чем значение g на
вершине vi (vj). Следовательно, функцию g можно кор-
ректно продолжить с вершин орграфа Γ на его ребра. Тот
факт, что у функции g не будет локальных экстремумов
на вершинах порядка больших чем 1 вытекает из того,
что этим вершинам инцидентны входящие и выходящие
ребра. Таким образом в итоге мы имеем возрастающую
функцию. �
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Замечание 4.1. Заметим, что так построенная функ-
ция g, может принимать одно и тоже значение на бес-
конечном множестве вершин. Несложно подправить спо-
соб построения функции g, так чтобы она принимала на
вершинах разные значения. А именно: в случае а) надо по-
ложить g(vk) = 1 + 1/pk, где pk - возрастающая последо-
вательность простых чисел. В случае b) надо положить

g(vk) = ai0 + 1/2(bi0 − ai0) + εk,

где число εk подобрано таким образом, чтобы значение
функции g на вершине vk отличалось от значения g на
предыдущих вершинах. Аналогичным образом надо посту-
пать в оставшихся случаях.

Таким образом имеет место утверждение.

Обобщение 4.1. Пусть Γ - орграф с условием (f). Тогда
на Γ существует возрастающая (убывающей) функция,
принимающая на вершинах различные значения.

Лемма 4.3. Каждый бесконечный граф без разбивающих
вершин содержит путь гомеоморфный R1.

Доказательство. Напомним, что звездой вершины на-
зывается все ребра ей инцедентные. Выберем произволь-
ную вершину v графа и рассмотрим ее звезду без кратных
ребер. Полученная совокупность ребер A1 соединяет на-
бор вершин v1, v

2, ..., vk c вершиной v. Выберем вершину
v1 и рассмотрим только те ребра из ее звезды, которые
соединяют в графе вершины отличные от v, v2, ..., vk. За-
метим, что может случится, что таких ребер нет. Добавим
это множество ребер к множеству A1 и обозначим получен-
ное множество через A2. Это множество ребер соединяет
новые вершины w1, w2, ..., wl. с вершинами v, v1, v

2, ..., vk.
Опять выберем вершину v2, рассмотрим только те ребра
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из ее звезды, которые соединяют в графе вершины отлич-
ные от v, v1, v

3, ..., vk, w1, w2, ..., wl. Может случится снова,
что таких ребер нет. Добавим это новое множество ребер
к множеству A2 и обозначим полученное множество ре-
бер через A3. Эту процедуру проделаенм с оставшимися
вершинами vi. Заметим, что в силу бесконечности графа
на каком то шагу добавление новых ребер к множеству
ребер A1 произойдет. В итоге, после того как будут пере-
бераны все вершины vi, мы получим дерево B1. Обозна-
чим вершины порядка 1 дерева B1 через b1, ..., bs. После-
довательно рассматривая звезды вершин bi,, аналогичным
способом будем добавлять новые ребра к дереву B1. В си-
лу бесконечности графа, после перебора всех вершин bi,
мы получим новое дерево B2, которое строго содержит де-
рево B1. Опять таки, в силу бесконечности графа, этот
поцесс можно продолжить счетное число раз, получив в
итоге бесконечное дерево. Заметим, что на каком то шаге
может случится следующая ситуация : у дерева Bj воз-
можно соединение некоторых вершин порядка 1 с одной и
той же новой вершиной x, а остальные вершины порядка
1, вообще не допускают новых соединений. В этом слу-
чае, легко видеть, что вершина x будет разбивающей вер-
шиной графа, чего в силу наложенного условия быть не
может. Следовательно, по крайней мере два непересека-
ющиеся пути, выходящие из вершины v, будут уходить в
бесконечность. Их объединение и дает искомый путь, го-
меоморфный R1. �

Теорема 4.2. Пусть Γ - граф с условием (f). Тогда на Γ
существует возрастающая (убывающей) функция.

Доказательство. Если граф Γ является бесконечным и
не содержит разбивающих вершин, то по предыдущей лем-
ме он имеет путь s гомеоморфный R1. Если мультиграф
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Γ является бесконечным, но содержит разбивающие вер-
шины, то в результате удаления одной из них возникнет
две возможности : либо найдется по крайней мере две бес-
конечные компоненты, либо будет одна бесконечная ком-
понента, а все остальные компоненты будут конечными
и следовательно, они будут иметь вершины порядка 1. В
первом случае по теореме Кенига в каждой из бесконечной
компоненте найдется по бесконечному лучу, выходящему
из разбивающей вершины и их объединение даст путь s в Γ
гомеоморфный R1. Во втором случае выберем произволь-
ный бесконечный луч s, выходящий из вершины порядка
1.

Если граф Γ является конечным, то выберем произволь-
ный путь s, соединяющий любые две вершины порядка 1.
В каждом из рассмотренных случаях зададим на s моно-
тонно возрастающую функцию g. Пустьv1 - произвольная
вершина из s, которую можно соеденить путем vs1 верши-
ной w1 так, чтобы пути vs1

⋂
s = V1

⋃
w1. Поскольку на

вершина v1 и w1 значение функции g имеется продолжим
g до монотонно возрастающей функции на пути vs1. Ана-
логичным образом будем продолжать функцию g на дру-
гие пути vsi

, соединяющие пары вершин viwi на которых
уже g задана, дополнительно требуя, чтобы новые пути
vsi

пересекались с уже построенными путями разве, что
по вершинам viwi. Кроме того, в процессе продолжения
функции g будем задавать ее значение на вершинах таким
образом, чтобы не существовало пары вершин с одинако-
вым значением g. Может случится, что мы наткнемся на
разбивающую вершину из которой выходит луч (путь) t
уходящий в бесконечность (в вершину порядка 1 ) и не пе-
ресекающий уже построенные пути. Подолжим функцию
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g с этой разбивающей вершины до монотонно возрастаю-
щей функции на t. Затем повторим предыдущую процеду-
ру построения функции. В итоге мы получим монотонно
возрастающую функцию на графе Γ. �

Следствие 4.1. Каждый граф с условием (f) можно пре-
вратить в орграф с условием (f).

5. Когда граф Γ есть граф Кронрода-Риба

гладкой функции с изолирванными

особенностями.

Теорема 5.1. Каждый граф с условием (f) есть граф
Кронрода-Риба гладкой функции с изолирванными особен-
ностями, заданной на поверхности.

Доказательство. Пусть граф Γ удовлетворяет услови-
ем (f). Тогда на нем существует монотонная функция g.
Используя атомы O(k, l) и NO(k, l) и граф Γ склеим из
них поверхность N . Функцию Морса F на поверхности N
зададим, используя функцию g. �

Теорема 5.2. Пусть граф Γ удовлетворяет условию (f) и
на нем задана функция высоты g, тогда существует ори-
ентированная поверхность N и гладкая функция G с изо-
лирванными особенностями на ней , являющейся функци-
ей высоты, у которой граф Кронрода-Риба изоморфен Γ.

Доказательство. Вложим граф Γ в R3 таким образом,
чтобы проекция на ось OX задавала функцию высоты g.
Пусть U - трубчатая окрестность графа Γ в R3, ∂U - ее
граница. Положим N = ∂U . Используя функцию g, легко
построить гладкую функцию G с изолирванными особен-
ностями (воспользовавшись например функцией Морса)
на N , которая есть функция высоты. �
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Замечание 5.1. Очевидно, что граф Кронрода-Риба лю-
бой собственной гладкой функции с изолирванными осо-
бенностями, заданной на поверхности (компактной или
некомпактной), удовлетворяет условию (f).

Следовательно имеет место следующая теорема.

Теорема 5.3. Для того, чтобы граф был графом
Кронрода-Риба гладкой функцию G с изолирванными осо-
бенностями на некоторой поверхности необходимо и до-
статочно, чтобы он удовлетворял условию (f) .

Доказательство. Следствие теоремы 5.1 и замечания
5.1.

Список литературы

[1] Арнольд В.И., Варченко А.Н.,С.М. Гусейн-Заде Особенности диффе-
ренцируемых отображений. М.: Наука, 1982 - Т.1 - 302 с.

[2] Болсинов А.В., Фоменко Ф.Т. Введение в топологию интегрируемых
гамильтоновых систем. М.: Наука 1997-352 с.

[3] Васильев В.А. Топология дополнений к дискриминантам. М.: ФА-
ЗИС,1997 - 538 с.

[4] Hirsh M. On imbeding differentiable manifolds in Euclidean space.//
Annals of Math.-1961.-73.-N3-p.566-571.

[5] Гирик Е.А. О существовании векторных полей с заданным набором
особенностей на двумерном замкнутом ориентируемом многообразии.
// Укр.мат.журн.-1993. - 46, N 12- С.1706-1709.

[6] Кронрод А.С. О функциях двух переменных. //Успехи мат. наук -
1950. - 5, N1-С. 24-134.

[7] Кудрявцева Е.А. О реализации гладких функций на поверхностях в
виде функций высоты // Мат. сборник - 1999.- 190, N1 - С.29-88.

[8] Kulinich E.V. On topologically equivalent Morse functions on
surfaces.//Methods of Functional Analysis and Topology.- 1998.-4.-N1-
p.59-64.

[9] Максименко С.И. Классификация m-функций на поверхностях //
Укр.мат.журн.-1999. - 51, N 8 - С.1129-1135.

[10] Мантуров В.О. Атомы, высотные атомы, хордовые диаграммы и уз-
лы. Перечисление атомов малой сложности с использованием языка
Mathematica 3.0 // Топологические методы в теории гамильтоновых



473

систем (сборник статей) под редакцией А.В.Болсинова, А.Т.Фоменко,
А.И.Шафаревича. М. Изд-во Факториал - 1998, С. 203-212.

[11] Матвеев С.В., Фоменко А.Т. Алгоритмические и компьютерные ме-
тоды в трехмерной топологии. М.: Изд-во Моск. ун-та - 1991 - 301
с.

[12] Милнор Дж. Теория Морса. М.: Мир, 1965- 184 с.
[13] Ошемков А.А. Функции Морса на двумерных поверхностях. Кодиро-

вание особенностей//ТР. МИРАН.- 1994- 205.С.131-140.
[14] Оре О. Теория графов. М.: Мир, 1965- 293 с.
[15] Prishlyak A.O. Topological equivalence of smooth functions with isolated

critical points on a closed surface. // Topology and its Applications.-
2002.-119.- p.257-267.

[16] Richards I. On classifications of noncompact surfaces. //
Trans.Amer.Math. Sos.(N.S.) -1963 - 106. - p. 259-269.

[17] Рохлин В.А., Фукс Д.Б. Начальный курс топологии. Геометрические
главы.М.: Наука.- 1977-487с.

[18] Sharko V.V. On topological equivalence Morse functions on surfaces. //
International Conference at Chelyabinsk State Univ.,Low-Dimensional
Group Theory.-1996.-p.19-23.

[19] Sharko V.V. About Kronrod-Reeb graph of fuction on a manifold.
//Methods of Functional Analysis and Topology.- 2006.-12.-N4-p.389-396.

[20] Шарко В.В. Гладкая и топологическая эквивалентность функций на
поверхностях.// Укр.мат. журн.-2003-55.№ 5-с.687-700.

[21] Шарко В.В. Функции на поверхностях. I // Некоторые вопросы со-
временной математики. Працi Iнституту математики НАН України.
Т.25. отв.ред. В.В.Шарко.- Киев: Ин-т математики НАН Украины,
1998.- с.408-434.

[22] Whitehead J.H.C. The immersion of open 3-manifold in Euclidean 3-
space.// Proc. London Math. Sos. - 1961.-11.-N.3-p. 81-90.



Збiрник праць
Iн-ту математики НАН України

2006, т.3, №3, 474-486

I.А.Юрчук

Київський нацiональний унiверситет iм.Т.Шевченка,
Київ
E-mail: iyurch@ukr.net

Топологiчна еквiвалентнiсть
функцiй з класу F (D2)

We construct the combinatorial invariant of functions from a F (D2) class.
Necessary and sufficient condition for a topological equivalence of such
functions is obtained in terms of their invariants.

Ключовi слова: pseudoharmonic functions, a topological equivalence

Вступ

Проблемi дослiдження умов топологiчної еквiвалентно-
стi функцiй присвяченi роботи [1,2,5,6,9–13,19] та iн. Вiд-
мiтимо, що переважна бiльшiсть розв’язкiв топологiчних
задач такого типу, зводиться до дослiдження комбiнатор-
них об’єктiв. Для прикладу, у роботi [12] автори, вивчаю-
чи проблему класифiкацiї полiв Морса-Смейла на замкне-
них двовимiрних многовидах, будують спiн графи, iзомор-
фiзм яких є необхiдною та достатньою умовою топологiч-
ної еквiвалентностi полiв. У роботах Арнольда [1, 11] при
класифiкацiї M–морсифiкацiй та бiфуркацiй виникає та-
кий комбiнаторний об’єкт, як змiї (перестановки спецiаль-
ного типу).

В данiй роботi будемо розглядати неперервнi функцiї,
якi заданi на одиничному диску D2 ⊂ C i задовольняють
умовам:

c© I. А.Юрчук, 2006
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• звуження цих функцiй на границю диску ∂D2 є не-
перервнi функцiї з скiнченим числом локальних екс-
тремумiв (максимумiв та мiнiмумiв);
• у внутрiшностi диску цi функцiї мають скiнчене

число критичних точок, якi є сiдлами (локальне
представлення функцiї в околi сiдла з точнiстю до
неперервної замiни координат має наступний виг-
ляд f = Rezn + const, де z = x+ iy).

Позначимо цей клас функцiй через F (D2). Даний клас
функцiй спiвпадає з класом псевдогармонiчних функцiй,
що заданi на D2 [4, 7, 14–18].

Основна мета роботи – побудувати iнварiант функцiй
з класу F (D2) та знайти необхiднi та достатнi умови їх
топологiчної еквiвалентностi.

1. Основнi означення.

Нехай f деяка функцiя з класу F (D2). Надалi, ми бу-
демо розглядати орiєнтованi диски та гомеоморфiзми, що
зберiгають орiєнтацiю. Вiдомо [8, c.254], якщо E1, E2

– диски i h : ∂E1 → ∂E2– гомеоморфiзм, то iснує гомео-
морфiзм H : E1 → E2 такий, що H|∂E1 = h.

Означення 1.1. Двi неперервнi функцiї f, g : D2 → R на-
зиваються топологiчно еквiвалентними, якщо iснують
гомеоморфiзми h1 : D2 → D2 та h2 : R → R такi, що
f = h−1

2 ◦ g ◦ h1.

Нагадаємо, що точка (x0, y0) ∈ IntD
2 гладкої функцiї f

називається критичною, якщо f ′
x(x0, y0) = f ′

y(x0, y0) = 0.
Число c називається критичним (регулярним) значенням
функцiї f , якщо множина рiвня f−1(c) мiстить критичнi
точки функцiї ( не мiстить критичних точок функцiї та
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гомеоморфна незв’язному об’єднанню вiдрiзкiв, якi пере-
тинаються з границею ∂D2 лише по своїх кiнцях).

Вiдомо, що лiнiями рiвня критичного значення функцiї з
класу F (D2) є дерева (взагалi кажучи незв’язнi) [14, c.430].

Означення 1.2. Значення c називається квазiрегуляр-
ним значенням функцiї f , якщо воно не є нi регулярним,
нi критичним.

Зауваження 1.1. Iз означень випливає, що лiнiї рiвня
квазiрегулярного значення мiстять лише граничнi кри-
тичнi точки, а лiнiї рiвня критичного, як критичнi, так
i граничнi критичнi точки.

Згiдно Теореми 4.1 [17, c.28] для довiльної граничної
критичної точки iснує канонiчний гомеоморфiзм її околу
на напiвдиск з центром в данiй точцi i скiнченим числом
променiв, що виходять з нього. Для довiльної граничної
критичної точки x число областей, на якi розбито напiв-
диск, бiльше 2. Вiдмiтимо ту особливiсть, що у випадку,
коли число областей непарне, то областi, якi прилягають
до границi ∂D2, мають один i той самий знак. Звiдки вип-
ливає, що точка x є локальним екстремумом функцiї f |∂D2.
Зрозумiло, що у випадку мiнуса дана точка є локальним
максимумом, а у випадку плюса – мiнiмумом.

Той факт, що число граничних критичних точок скiн-
чене, випливає з рiвностi Морса [4, с.50], яка має вигляд

2− ν = m− S − s,

де ν – число граничних кривих областi (в нашому випадку
ν = 1), m – число локальних мiнiмумiв на границi ∂D2, S
та s – числа критичних точок та граничних критичних то-
чок, кожна з яких враховується зi своїм степенем. Пiд сте-
пенем (граничної) критичної точки розумiють число m−1,
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Рис. 1. У випадку a) точка є регулярною, а у
випадку b) – локальним максимумом функцiї
f |∂D2 .

де m – це число секторiв зi знаком мiнус, на якi розбито її
канонiчний окiл.

Зауважимо, що у випадку, коли гранична критична точ-
ка є локальним мiнiмумом, в рiвностi Морса її враховуємо
лише раз, як граничну критичну точку з вiдповiдним їй
степенем.

2. Комбiнаторний iнварiант та умови

топологiчної еквiвалентностi функцiй з класу

F (D2).

Нагадаємо означення графу Кронрода–Рiба.
Нехай M гладкий компактний многовид. Розглянемо де-

яку гладку функцiю f : M → R iз скiнченим числом кри-
тичних точок. Далi, означимо як шар зв’язну компоненту
поверхнi рiвня f−1(a), де a ∈ R. Тодi, многовид M є об’єд-
нанням всiх шарiв функцiї f . Введемо вiдношення еквi-
валентностi, як властивiсть точки належати одному ша-
ру. Отримана фактор множина гомеоморфна скiнченому
графу, який назвемо графом Кронрода - Рiба i позначимо
через ΓK−R(f).
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Зауважимо, що побудова графу Кронрода - Рiба для
многовиду з краєм є питання вiдкрите, а оскiльки функцiї
з класу F (D2) визначенi на диску, то виникає необхiднiсть
ввести iнший iнварiант.

Опишемо побудову комбiнаторної дiаграми, що вiд-
повiдає деякiй функцiї f з класу F (D2):

1) Розглянемо граф Кронрода-Рiба ΓK−R(f |∂D2), що
вiдповiдає звуженню функцiї f на границю ∂D2.
Вiн iзоморфний колу з парним числом вершин, сте-
пiнь яких рiвний 2.

2) Нехай ai – критичнi значення функцiї, а cj – ква-
зiрегулярнi. Додамо до ΓK−R(f |∂D2) тi компоненти
зв’язностi множин

f−1(a1) ∪ . . . ∪ f
−1(ak) ∪ f

−1(c1) ∪ f
−1(c2) ∪ . . . ∪ f

−1(cl),

лiнiй рiвня, якi мiстять критичнi та граничнi кри-
тичнi точки. Зрозумiло, що в цьому випадку на гра-
фi Кронрода-Рiба ΓK−R(f |∂D2) з’являться новi вер-
шини. Позначимо через

P (f) = ΓK−R(f |∂D2)
⋃

i

f̂−1(ai)
⋃

j

f̂−1(cj),

де f̂−1(ai) ⊂ f−1(ai), f̂−1(cj) ⊂ f−1(cj) – компонен-
ти з’язностi множин рiвня, що мiстять критичнi та
граничнi критичнi точки.

3) Встановимо на вершинах комбiнаторної дiаграми
P (f) частковий порядок за правилом: v1 ≶ v2 ⇐⇒
f(x1) ≶ f(x2), де v1, v2 ∈ P (f), x1, x2 точки, що вiд-
повiдають вершинам v1, v2. Вершини, в яких функ-
цiя приймає однаковi значення, будемо вважати не-
порiвнюваними.
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Оскiльки, дане вiдношення часткового порядку антире-
флексивне, антисиметричне i транзитивне, то встановле-
ний частковий порядок є строгим [3, c.36].

Зауважимо, що скориставшись гомеоморфiзмом число-
вої осi, значення функцiї в локальних екстремумах функцiї
f |∂D2 будемо вважати цiлими, а критичнi та квазiрегуляр-
нi – дробовими.

Отже, конструкцiю P (f) разом iз строгим частковим по-
рядком будемо називати комбiнаторною дiаграмою функ-
цiї f з класу F (D2). I згiдно побудови, P (f) – це скiнчений
граф iз заданим строгим частковим порядком на верши-
нах, степiнь яких бiльший одиницi.

Рис. 1. Дiаграма деякої функцiї з класу F (D2).

Зауважимо, що пiд графом ми розумiємо топологiчний
граф (CW - комплекс з 0 та 1 – вимiрними клiтинами, де
0−вимiрнi клiтини – вершини дерева, а 1−вимiрнi – реб-
ра). Нагадаємо декiлька означень. Двi вершини v1 та v2



480 I.А.Юрчук

деякого графа G називаються сумiжними, якщо вони є
кiнцевими вершинами одного i того ж ребра. Вiдображен-
ня φ графа G ⊂ R3 в R2 називається вкладенням, якщо
φ(x) та φ(y) з’єднанi вiдрiзком в R2 тодi i тiльки тодi, ко-
ли x та y з’єднанi ребром в G i жоднi два вiдкритi вiдрiзки
в R2 не мають спiльних точок.

Зауважимо, що при вкладеннi φ в околi кожної верши-
ни φ(v), де v ∈ G, виникає циклiчний порядок ребер ei
(вершин vi), що їй iнцидентнi (сумiжнi з нею).

Означення 2.1. Cr– пiдграфом дiаграми P (f) назвемо де-
який пiдграф q(f), який задовольняє умовам:

• q(f) – простий цикл;
• довiльна пара сумiжних вершин vi, vi+1 ∈ q(f) є

порiвнянною.

Нехай v деяка вершина дiаграми P (f), а {vi}, i = 1, k,
– множина сумiжних з нею вершин. Тодi, iснують точки x
та xi, що належать диску D2 i вiдповiдають вершинам v
та vi. Позначимо через Xi - множину точок, що вiдповiда-
ють ребру e(v, vi) (зрозумiло, що множиниXi гомеоморфнi
вiдрiзку) i Xi ∈ D

2. Розглянемо такi випадки:
Випадок 1: x ∈ IntD2. Тодi f(x) = f(xi) = a, де i = 1, k,

a - деяке критичне значення. Тому вершини v,v1, v2, . . . , vk
є непорiвнюваними мiж собою. Оскiльки, лiнiєю рiвня кри-
тичного значення a є скiнченне дерево, то всi його вершини
є непорiвнюваними.

Випадок 2: x ∈ ∂D2. В даному випадку точка x є або ре-
гулярною, або локальним екстремумом функцiї f |∂D2, яка
є неперервною та монотонно зростаючою (спадною) мiж
сусiднiми локальними екстремумами. Тому, серед множин
Xi iснують такi, що функцiя на них монотонно зростає



Топологiчна еквiвалентнiсть функцiй з класу F (D2) 481

(спадає). Оскiльки, коло є замкненою жордановою кри-
вою, то таких множин в точностi двi Xj та Xk кiнцями
яких є точки xj та xk. Звiдки випливає, що серед вершин
{vi} iснує в точностi двi вершини vj та vk, якi є порiвнян-
ними з вершиною v. Оскiльки для кожної з вершин vj та
vk iснує в точностi двi вершини, якi є порiвнянними з нею,
то данi вершини утворять цикл. Зрозумiло, що вершина v
разом з вершинами vj та vk належить q(f)–циклу.

З того, що дiаграма P (f) побудована за деякою функ-
цiєю з класу F (f), випливає декiлька її властивостей.

Основнi властивостi дiаграми P (f):

C1) iснує Cr-пiдграф q(f) ∈ P (f);
C2) P (f) \ q(f) =

⋃
i

Ψi, Ψj

⋂
Ψi = ∅, де i 6= j, Ψi –

дерева такi, що для кожного iндексу i довiльнi двi
вершини v′, v′′ ∈ Ψi є непорiвнянними;

C3) пiдмножина q′ ⊂ q(f) така, що q′ =
⋃
i

(P (f) \ Ψi)

мiстить лише вершини степеня 2;
C4) iснує вкладення ψ : P (f)→ D2 таке, що

ψ(P (f)) ⊂ D2, ψ(q(f)) = ∂D2, ψ(P (f) \ q(f)) ⊂ IntD2;

C5) множина D2 \ ψ(P (f)) складається з незв’язного
об’єднання множин θi таких, що ∂θi мiстить одну
або двi граничнi дуги ∂D2;

C6) для ∀v ∈ P (f) \ q(f) справедливо deg(v) = 2s ≥ 4.

Справедливiсть C1 та C2 випливає з наведених вище мiр-
кувань. Причому, з умов C1 та C2 слiдує єдинiсть Cr-
пiдграфу q(f).

Для доведення C3 необхiдно розглянути множину
⋃

i

(P (f) \Ψi)
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i скористатись тим, що дiаграма

P (f) = ΓK−R(f |∂D2)
⋃

i

Ψi,

де через Ψi позначено компоненти зв’язностi множин
f̂−1(ai) (f̂−1(cj)) лiнiй рiвня, якi мiстять критичнi та гра-
ничнi критичнi точки. А граф ΓK−R(f |∂D2) мiстить згiдно
побудови лише вершини валентностi 2.

Зауважимо, що C4 випливає з того, що P (f) дiаграма
функцiї f , яка задана на D2. Слiд також вiдмiтити, що C5
є наслiдком C2 i C4. Причому, ∂θi мiстить одну дугу ∂D2,
якщо iснує єдиний iндекс k такий, що ψ(Ψk)

⋂
∂θi 6= ∅, i

∂θi мiстить двi дуги ∂D2 у випадку, коли iснують iндекси
k1 та k2 такi, що

ψ(Ψk1)
⋂
∂θi 6= ∅ i ψ(Ψk2)

⋂
∂θi 6= ∅ .

Тодi, як iснування трьох i бiльше iндексiв виключено, ос-
кiльки у IntD2 з’являться критичнi точки, що не є сiдла-
ми, а це не можливо.

Лема 2.1. Якщо P (f) ⊂ R3 дiаграма деякої функцiї f ∈
F (D2), то вкладення ψ таке, що ψ(P (f)) ⊂ D2, ψ(q(f)) =
∂D2 i ψ(P (f) \ q(f)) ⊂ IntD2 єдине з точнiстю до гомео-
морфiзму диску D2 на себе.

Доведення. Доведемо єднiсть такого вкладення ψ методом
вiд супротивного.

Припустимо, що iснує два вкладення ψ1, ψ2 такi, що
ψ1(P (f)), ψ2(P (f)) ⊂ D2 i ψ1 6= ψ2. Позначимо через Θ
(Θ′) множину D2 \ψ1(P (f)) (D2 \ψ2(P (f)). Згiдно C5 мно-
жина Θ (Θ′) є незв’язним об’єднанням скiнченої кiлькостi
пiдмножин θi (θ′j). Не обмежуючи загальностi, розглянемо
цикл вершин {vi} дiаграми P (f) разом з ребрами, що їм
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iнцидентнi, образи яких при вкладеннi ψ1 обмежують де-
яку однозв’язну область θi, а при вкладеннi ψ2 — область
θ′j , яка не є однозв’язною. Припустимо, що θ′j = θ̃′1

⋃
θ̃′2,

θ̃′1
⋂
θ̃′2 = ∅. Це означає, що серед вершин {vi} iснує дея-

ка вершина V така, що циклiчний порядок вершин ψ1(Vi)
не дорiвнює циклiчному порядку ψ2(Vi), де Vi сумiжнi з
V . Нехай вершини Vk та Vj , якi є сумiжними з V та на-
лежать циклу {vi}, i такi, що ψ1(Vk) та ψ1(Vj) є сусiднiми
в циклiчному порядку ψ1(Vi), а пару вершини ψ2(Vk) та
ψ2(Vj) розбиває деяка вершина ψ2(Vr) ∈ ψ2(P (f)). Оскiль-
ки справедливе C5, то цикл {ψ2(vi)} мiстить вершини пiд-
графу ψ2(q(f)). Вершина ψ2(Vr) не може належати мно-
жинi {ψ2(vi)} \ ψ2(q(f)), оскiльки з’явиться цикл. Розгля-
немо випадок, коли ψ2(Vr) спiвпадає з однiєю з вершин
множини

ψ2({vi} \ ({vi} \ q(f))) ⊃ q′.

Проте, це суперечить C3 (дана множина мiстить лише
вершини степеня 2). Отже, ψ−1

2 (Vr) /∈ {vi}, що не мож-
ливо. �

Теорема 2.1. Двi функцiї f i g з класу F (D2) є топо-
логiчно еквiвалентними тодi i лише тодi, коли iснує iзо-
морфiзм комбiнаторних дiаграм ϕ : P (f) → P (g), який
зберiгає строгий частковий порядок, що заданий на них.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай двi функцiї f : D2 → R i
g : D2 → R з класу F (D2) топологiчно еквiвалентнi. Тодi
iснують гомеоморфiзми h1 : D2 → D2 i h2 : R→ R такi, що
f = h−1

2 ◦ g ◦ h1. Для даних функцiй iснують комбiнаторнi
дiаграми P (f) та P (g), на яких виникає строгий частковий
порядок, який вiдповiдає функцiям f та g. Згiдно Леми 2.1
для P (f) та P (g) iснують єдинi вкладення ψ1 та ψ2 такi,
що ψ1(P (f)) ⊂ D2 i ψ2(P (g)) ⊂ D2. Тодi, покладемо ϕ =
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ψ−1
2 ◦ h1 ◦ ψ1. Зрозумiло, що ϕ : P (f) → P (g) є шуканий

iзоморфiзм дiаграм.
Достатнiсть. Нехай задано двi неперервнi функцiї f :

D2 → R i g : D2 → R, з класу F (D2) i P (f), P (g) вiдповiднi
їм дiаграми такi, що iснує iзоморфiзм ϕ : P (f) → P (g),
який зберiгає строгий частковий порядок (якщо v → v′,
v ∈ P (f), v′ ∈ P (g), то deg(v) = deg(v′)). Зрозумiло, що
iзоморфiзм ϕ переводить локальнi максимуми (мiнiмуми)
функцiї f |S1 в локальнi максимуми (мiнiмуми) функцiї g|S1

i зберiгає значення функцiй в них. Згiдно C1 для кожної
з дiаграм iснують пiдграфи q(f) та q(g) i ϕ : q(f) → q(g).
Використаємо iзоморфiзм ϕ для побудови гомеоморфiзму
h1 границi диску ∂D2 в себе так, щоб для функцiй f |∂D2 i
g|∂D2 було справедливо f |∂D2 = g|∂D2 ◦ h1.

Розглянемо дiаграми P (f) ∈ R3 та P (g) ∈ R3, згiдно Ле-
ми 2.1 для P (f) та P (g) iснують єдинi вкладення ψ1 та ψ2

такi, що ψ1(P (f)) ⊂ D2, ψ2(P (g)) ⊂ D2. Згiдно C5, мно-
жина Θ = D2 \ ψ1(P (f)) (Θ′ = D2 \ ψ2(P (g))) є незв’язним
об’єднанням скiнченої кiлькостi пiдмножин θi (θ′j), зами-
кання кожної з них гомеоморфне замкненому диску. За
побудовою гомеоморфiзм h1 = ψ2 ◦ ϕ ◦ ψ

−1
1 задано на гра-

ницях цих пiдмножин θi (θ′j), тому для гомеоморфiзму h1

iснує продовження з границь множин θi (θ′j) в їх внутрiш-
нiсть, щоб мала мiсце рiвнiсть f = g ◦ h1. �

На рисунку 3 зображенi дiаграми двох функцiй з класу
F (D2), якi мають два локальних мiнiмуми та два локаль-
них максимуми на ∂D2 i одну граничну критичну точку.
Проте, цi двi функцiї не є топологiчно еквiвалентними.

Я щиро вдячна В. В. Шарку за постановку задачi, а та-
кож I. Власенку, С. Максименку, Є. Полуляху за кориснi
обговорення та iнтерес до роботи.
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Рис. 2. Дiаграми двох топологiчно не еквiва-
лентних функцiй з класу F (D2).
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