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Єдиний випадок, коли спектр самоспряженої задачi Штурма–Лiувiлля на скiнченному
iнтервалi однозначно визначає потенцiал, це випадок Амбарцумяна [1]

Теорема 1. [1] Нехай власнi значення спектральної задачi

−y′′ + q(x)y = zy, y′(0) = y′(a) = 0

з дiйсним q ∈ C[0, a] є {π2k2

a2
}∞k=0, де k = 0, 1, 2, .... Тодi q(x) ≡ 0.

У всiх iнших самоспряжених випадках (iншi крайовi умови або iнший спектр) потрiбно
знати два спектри крайових задач, щоб знайти потенцiал [2].

Розглянемо спектральну задачу

−y′′ + q(x)y = zy, y′(0) = y(a) = 0, (1)

де q ∈ L2(0, a) є дiйсним.
Так звана обернена задача за трьома спектрами [4], [3] полягає у вiдновленнi потенцiалу

q(x) на [0, a], використовуючи спектр задачi (1) та спектри задач

−y′′ + q(x)y = zy, x ∈ [0,
a

2
], y′(0) = y′(

a

2
) = 0, (2)

i
−y′′ + q(x)y = zy, x ∈ [

a

2
, a], y′(

a

2
) = y(a) = 0 (3)

на iнтервалах [0, a
2
] i [a

2
, a] вiдповiдно. Це приводить нас до функцiонального рiвняння

c(λ, a) = c(λ,
a

2
)c̃2(λ, a) + s̃2(λ, a)c

′(λ,
a

2
), (4)

де λ =
√
z i ми позначили через c(λ, x) розв’язок рiвняння Штурма–Лiувiлля (1), яке за-

довольняє умови c(λ, 0) = 1, c′(λ, 0) = 0, через c̃2(λ, x) розв’язок рiвняння (1), який задо-
вольняє умови c̃2(λ, a2) = 1 та c̃′2(λ,

a
2
) = 0 , а через s̃2(λ, x) розв’язок (1), який задовольняє

умови s̃2(λ, a2) = 0 i s̃′2(λ,
a
2
) = 1.

Основними результатами в нашiй роботi є наступнi теореми, якi отриманi з використа-
нням формули (4).

Теорема 2. Нехай три послiдовностi дiйсних i чисто уявних чисел
{λk}∞−∞,k 6=0, {ζk}∞−∞,k 6=0, {κk}∞−∞,k 6=0,
(λ−k = −λk, ζ−k = −ζk, κ−k = −κk, λ2k < λ2k′, (ζk)2 < (ζk′)

2, (κk)2 < (κk′)
2 для k < k′)

мають асимптотики

λk =
πk

a
+
A0

πk
+
βk
k
, ζk =

2πk

a
+
A1

πk
+
βk
k
, κk =

π(2k − 1)

a
+
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+
βk
k
,
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де A0 = A1 + A2, послiдовностi {βk}∞−∞,k≡0 рiзнi, але належать l2. Нехай елементи
{λk}∞−∞,k 6=0 чергуються з елементами об’єднання

{θk}∞−∞,k 6=0

def
= {ζk}∞−∞,k 6=0 ∪ {κk}∞−∞,k 6=0 у строгому сенсi:

−∞ < λ21 < θ21 < λ22 < θ22 < ...

Тодi iснує єдиний дiйсний потенцiал q(x) ∈ L2(0, a), який породжує задачу (1) зi спе-
ктром {λk}∞−∞,k 6=0, задачу (3) зi спектром {κk}∞−∞,k 6=0 та задачу (2) для якої {ζk}∞−∞,k 6=0 —
власнi значення.

Теорема 3. Нехай {λk}∞−∞,k 6=0 — спектр задачi (1), {κk}∞−∞,k 6=0 — спектр задачi (3) i
нехай A0 = A2. Нехай найменше власне значення ζ0 задачi (2) дорiвнює 0.

Тодi данi {λk}∞−∞,k 6=0, {κk}∞−∞,k 6=0 та ζ0 цiєї теореми однозначно визначають потенцiал
q(x) на сегментi [0, a], а на сегментi [0, a/2] виконується q(x) a.e.

= 0.

Остання теорема описує аналог випадку Амбарцумяна. Ми бачимо, що у цьому випад-
ку для однозначного визначення потенцiалу вистачає двох спектрiв та одного власного
значення третього спектру.

Доповiдь базується на результатах викладених в статтi [5].
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